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Práctica 1
Preliminares
1 Funciones de variación acotada y absolutamente continuas

Definición 1.1
Sea f : [a, b] → C y sea P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} una partición del intervalo [a, b]; se define

V (P, f) =
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)|.

La variación total de f en [a, b] viene dada por:

V b
a (f) = sup{V (P, f) : P es partición de [a, b]}

Si V b
a (f) < ∞, se dice que f es de variación acotada en [a, b] (brevemente f ∈ V A(a, b)).

Es bien conocido el siguiente resultado.

Teorema 1.2
f ∈ V A(a, b) si y sólo si existen f1, f2, f3, f4 crecientes tales que:

f = f1 − f2 + i(f3 − f4).

Además, si f ∈ V A(a, b), entonces f ′ existe casi por todas partes y se cumple f ′ ∈ L1[a, b].

Definición 1.3
Se dice que f es absolutamente continua en [a, b] (brevemente f ∈ AC(a, b)) si:

∀ε ∃δ :
n∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε si
n∑

j=1

(bj − aj) < δ,

para toda familia finita {]aj , bj [}n
j=1 de subintervalos de [a, b] disjuntos dos a dos.

Dada f ∈ L1(a, b), la función:

F (x) =
∫ x

a

f(t)dt

es absolutamente continua y además F ′ = f c.p.p. Se prueba también que:

Teorema 1.4
Si F ∈ AC(a, b), entonces F ′ ∈ L1(a, b) y se tiene:

F (x) = F (a) +
∫ x

a

F ′(t)dt ∀x ∈ [a, b].

Definición 1.5
Se dice que f : [a, b] → C satisface una condición de Lipschitz (brevemente f ∈ LI(a, b)) si existe
M ∈ R tal que:

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y| ∀x, y ∈ [a, b].
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1
Demuestra que:

LI(a, b) ⊆ AC(a, b) ⊆ V A(a, b).

Además, si f : [a, b] → R es derivable con derivada acotada en ]a, b[, entonces f ∈ LI(a, b).

Ejercicio 1.2
Prueba que si f(x) =

√
x, entonces f 6∈ LI(0, 1) pero f ∈ AC(0, 1).

Ejercicio 1.3
Dada f : [0, 1] → R tal que f(0) = 0, f( 1

n ) = (−1)n

n y f es lineal en cada intervalo [ 1
n+1 , 1

n ], probar
que f es continua pero no absolutamente continua.

Ejercicio 1.4
Demuestra que una función de variación acotada es acotada.

Ejercicio 1.5
Demuestra que, dadas f, g ∈ V A(a, b), se cumple V b

a (f + g) ≤ V b
a (f) + V b

a (g).

Ejercicio 1.6
Sea f ∈ V A(a, b) y sea a < c < b. Prueba que f ∈ V A(a, c) ∩ V A(c, b) y se verifica V b

a (f) =
V c

a (f) + V b
c (f).

Ejercicio 1.7
Sean f, g ∈ V A(a, b). Prueba que f · g ∈ V A(a, b).

Ejercicio 1.8
Si f : [a, b] → C es de variación acotada, prueba que existen g, h únicas tales que:

a) f = g + h, b) g ∈ AC(a, b), c) h′ = 0 c.p.p. d) g(a) = 0.

Ejercicio 1.9
Sea f : [a, b] → C continua tal que f ∈ V A(a, b). Si, dados a < α < β < b, f ∈ AC(α, β), entonces
f ∈ AC(a, b).

Ejercicio 1.10
Sea f ∈ AC(a, b). Demuestra que V b

a (f) =
∫ b

a
|f ′(t)|dt.

Ejercicio 1.11
Sean F, G ∈ AC(a, b); demuestra que:∫ b

a

FG′ = F (b)G(b)− F (a)G(a)−
∫ b

a

F ′G.

Ejercicio 1.12
Sea F ∈ AC(c, d), φ : [a, b] −→ [c, d] diferenciable c.p.p. Si F ◦ φ ∈ AC(a, b), entonces se verifica:∫ φ(β)

φ(α)

F ′(t)dt =
∫ β

α

F ′(φ(t))φ′(t)dt ∀α, β ∈ [a, b].

Ejercicio 1.13
Prueba que, dadas F ∈ LI[c, d], φ : [a, b] −→ [c, d] absolutamente continua, entonces F ◦φ ∈ AC(a, b).
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Práctica 2
Series de Fourier
Dada

f ∈ L1(T) := { f : R → C medible, 2π−periodica :
∫ π

−π

|f(t)|dt < ∞},

se define su serie de Fourier como:

S(f, t) :=
∞∑
−∞

f̂(n)eınt,

donde
f̂(n) :=

1
2π

∫ π

−π

f(t)e−ıntdt.

Además ̂: L1(T) −→ c0(Z) es un homomorfismo de álgebras inyectivo.

Ejemplo 2.1
Para hallar la serie de Fourier de f(x) = eax x ∈]− π, π], hacemos:

f̂(n) =
1
2π

∫ π

−π

eate−intdt =
1
2π

(
e(a−ın)t

a− ın
)π
−π =

(−1)n(eaπ − e−aπ)
(a− ın)2π

.

S(f, t) :=
∞∑

n=−∞

(−1)n(eaπ − e−aπ)
(a− ın)2π

eint =

=
eaπ − e−aπ

π
(

1
2a

+
∞∑

n=1

(
(−1)neınt

(a− ın)2
+

(−1)ne−ınt

(a + ın)2
) =

=
eaπ − e−aπ

π
(

1
2a

+
∞∑

n=1

(
(−1)n(a cos(nt)− n sen(nt))

n2 + a2
)

1 Series de Fourier en L2(T)

Dada
f ∈ L2(T) = { f ∈ L1(T) :

∫ π

−π

|f(t)|2dt < ∞ },

se verifica el siguiente resultado fundamental:
∞∑

n=−∞
|f̂(n)|2 =

1
2π

∫ π

−π

|f(t)|2dt (IdentidaddeParseval),

f = ‖ ‖2 −
∞∑

n=−∞
f̂(n)eınt

Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1
Si f ∈ AC(T), f ′ ∈ L2(T), demuestra que:

∞∑
n=−∞

|f̂(n)| ≤ ‖f‖L1(T) +

√√√√2
∞∑
1

n−2‖f ′‖2
L2(T)

y por lo tanto la serie de Fourier de f converge a f.

Análisis de Fourier
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Ejercicio 2.2
Demuestra que, dado f ∈ L2(T) :

1
n

n∑
k=1

f(x + 2π
k

n
) = ‖ ‖2 −

∞∑
k=−∞

f̂(kn)eiknx

Deduce que:

‖ ‖2 − ĺım
1
n

n∑
k=1

f(x + 2π
k

n
) =

1
2π

∫ 2π

0

f(t)dt.

Ejercicio 2.3
Prueba que

∞∑
n=1

1
n4

=
π4

90

∞∑
n=1

1
n6

=
π6

945

Ejercicio 2.4
Demuestra que

n∑
k=0

(
n
k

)2

=
(

2n
n

)
Sugerencia: Utilizar que:

n∑
k=0

(
n
k

)
eikx = (1 + eix)n

2n∑
k=0

(
2n
k

)
ei(2kx−2nx) = 22n cos2n x

Ejercicio 2.5
Sea f ∈ C1(0, π) tal que f(0) = 0, f(π) = 0. Demuestra la desigualdad de Wirtinger:∫ π

0

|f |2 ≤
∫ π

0

|f ′|2

Ejercicio 2.6
Sea f ∈ L1(T) con f̂(n) = O(|n|−k). Muestra que f ∈ AC(T) con f ′ ∈ L2(T) si y sólo si k > 3

2 .

Ejercicio 2.7
Prueba que:

1
2π

∫ π

−π

dt

1− 2r cos t + r2
=

1
1− r2

0 ≤ r < 1.

2 Series de Fourier en L1(T)

Para
f ∈ A(T) := { f ∈ L1(T) : (f̂(n)) ∈ `1(Z) },

se tiene:

f(t) :=
∞∑

n=−∞
f̂(n)eınt t ∈ T.

Ejercicios propuestos

Análisis de Fourier
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Ejercicio 2.8
Probar que H1(T) = {f ∈ L1(T) : f̂(n) = 0 ∀n < 0} es un ideal cerrado de L1(T).

Ejercicio 2.9
Resuelve la ecuación f ∗ f = f en L1(T).

Ejercicio 2.10
Halla la serie de Fourier de:

(1) f(x) :=
{

0 − π < x < 0
x 0 ≤ x ≤ π

Solución:
π

4
+

1
2π

(
∞∑

n=1

(−1)n+1 sen(nt)2π

n
+

∞∑
k=0

(−4) cos((2k + 1)t)
(2k + 1)2

)

(2) f(x) = sen(3
2x) x ∈ [−π, π[

Solución:
1
π

∞∑
n=1

2(−1)n+1 n sen(nt)
9
4 − n2

Ejercicio 2.11
Demuestra que

x2 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4
(−1)n

n2
cos(nt) x ∈ [−π, π]

sen5(x) =
5
8

sen t− 5
16

sen(3t) +
1
16

sen(5t) x ∈ R

|x| = π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos((2n− 1)x)
(2n− 1)2

x ∈ [−π, π] x ∈ [−π, π],

| sen(x)| = 2
π
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2nx)
(4n2 − 1)

x ∈ [−π, π].

Ejercicio 2.12
Demuestra que

∞∑
n=1

(−1)(n−1)

n2
=

π2

12

∞∑
n=1

1
(2n− 1)2

=
π2

8

∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6

∞∑
n=1

1
4n2 − 1

=
1
2

∞∑
n=1

(−1)(n−1)

4n2 − 1
=

π − 2
4

∞∑
n=1

1
3 + 16n(n− 1)

=
π

8

Ejercicio 2.13
Sea f : T −→ C y sea g = <f. Demuestra que

ĝ(n) =
f̂(n) + f̂(−n)

2
.

Ejercicio 2.14
Halla la serie de Fourier de

1− r cos x

1− 2r cos x + r2
|r| < 1.

Ejercicio 2.15
Sea f ∈ AC(T). Prueba que f̂(n) = o( 1

n ).

Análisis de Fourier



Práctica 2: Series de Fourier 6

Ejercicio 2.16
Sea f ∈ V A(T). Prueba que:

|f̂(n)| ≤
V π
−π(f)
2π|n|

.

Ejercicio 2.17
Sea f tal que |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|α ∀x, y ∈ T, donde 0 < α < 1. Demuestra que:

|f̂(n)| = O(
1

nα
).

Ejercicio 2.18
Demuestra que f es anaĺıtica en T si y sólo si existen K > 0, a > 0tales que |f̂(n)| < Ke−a|n|.

Ejercicio 2.19
Sea cn ≥ cn+1 > 0, cn < A

n . Demuestra que

n∑
k=1

ck sen(kx) ≤ K.

Deduce que f ∈ L1(T), donde

f(x) =
∞∑

k=1

ck sen(kx)

y calcula su serie de Fourier.

Ejercicio 2.20
Sea f : R −→ C continua. Demuestra que a) ⇒ b):

a) Existe F : D̄ −→ C continua y holomorfa en D tal que f(x) = F (eıx).
b) f ∈ C(T), con f̂(n) = 0 ∀n < 0.

Ejercicio 2.21
Prueba que, dado z ∈ C \ Z, −π ≤ t ≤ π :

cos(zt) =
sen(πz)

πz
+

2z sen(πz)
π

∞∑
n=1

(−1)n cos(nt)
z2 − n2

,

π cot(πz)− 1
z

=
∞∑

n=1

2z

z2 − n2
,

log(
sen(πx)

πx
) =

∞∑
n=1

log(1− x2

n2
),

sen(πx)
πx

=
∞∏

n=1

(1− x2

n2
).

Análisis de Fourier
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3 Criterios de sumabilidad

Teorema 2.1
( Condición de Dini)

Si f ∈ L1(T), x0 ∈ R y ∫ δ

0

|f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2f(x0)|
t

dt < ∞,

entonces la serie de Fourier de f converge a f en x0.

Teorema 2.2
(Criterio de Dirichlet-Jordan)

Si f ∈ V A(a, b), y J ⊆]a, b[ es un intervalo cerrado, entonces la serie de Fourier de f converge a

f(x−) + f(x+)
2

uniformemente en J si f es continua.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.22
Sea f = 1 en ]0, π[, f = −1 en ]− π, 0], f(−π) = f(0) = 0; demuestra que:

f(x) =
4
π

∞∑
k=0

sin(2k + 1)x
2k + 1

Ejercicio 2.23
Sea α ∈ C \ Z. Dado 0 < x < 2π, prueba que:

πeıπα

sen(πα)
=

∞∑
n=−∞

eı(n+α)x

n + α

πe−ıπα

sen(πα)
=

∞∑
n=−∞

e−ı(n+α)x

n + α

π =
∞∑

n=−∞

sen((n + α)x)
n + α

π cot(πα) =
∞∑

n=−∞

cos((n + α)x)
n + α

π

sen(πα)
=

∞∑
n=−∞

(−1)n

n + α

Ejercicio 2.24
Demuestra que:

f(x) =
1

log( π
|x| )

x 6= 0, f(0) = 0

cumple la condición de Dirichlet-Jordan en x = 0 pero no cumple la condición de Dini.

Ejercicio 2.25
a) Sea g : T −→ R dada por g(t) = 1− |t|

ε si |t| ≤ ε, g(t) = 0 en otro caso.
1. Prueba que

|ĝ(n)| ≤ ε

π
.

2. Prueba que

|ĝ(n)| ≤ 2
πεn2

.

Análisis de Fourier
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b) Sea fj(t) = j−1(1−2j+2|t−2−j |) si |t−2−j | ≤ 2−j−2 y fj(t) = 0 en otro caso. Prueba que
∑n

j=1 fj

converge uniformemente a una función continua f.
c) Prueba que f no es de variación acotada.
d) Si 2k ≤ |n| < 2k+1, prueba, usando (a.1), que

∞∑
j=k

|f̂j(n)| ≤ k−12−k−1.

e) Demuestra, usando (a.2), que

k−1∑
j=1

|f̂j(n)| ≤ 2π−1
k−1∑
j=1

(j−12j+2)n−2.

f) Deduce que:

ĺım
|n|→∞

n
∞∑

j=1

|f̂j(n)| = 0.

g) Prueba que f̂(n) =
∑∞

j=1 f̂j(n) y deduce que f̂(n) = o(|n|−1).

Ejercicio 2.26
Demuestra que:

1 + C1 −
∞∑

n=1

2 cos(nx) = 0,

pero la serie diverge para x = π.

Ejercicio 2.27
Demuestra que:

C1 −
∞∑

n=0

zn =
1

1− z
para |z| ≤ 1, z 6= 1.

C1 −
∞∑

n=0

cos(nθ) =
1
2

C1 −
∞∑

n=1

sen(nθ) =
1
2

cot(
θ

2
)

4 Aplicaciones

La ecuación
uxx −

1
c2

utt = 0

regula las vibraciones transversales de una cuerda eĺıstica con extremos fijos, donde u es la deflexión
de la cuerda y c2 = T

p , donde p es la masa de la cuerda y T la tensión.
El flujo de calor en un cuerpo está determinado por la ecuación

uxx −
1
c2

ut = 0,

donde u es la temperatura y c2 = K
pγ , donde K es la conductividad, γ es el calor espec!fico y p la

densidad.
En problemas de flujo de calor en estado estacionario, la función de temperatura satisface la ecuación

de Laplace:
uxx + uyy = 0.

Ejerciicos propuestos

Análisis de Fourier
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Ejercicio 2.28
Demuestra que: 

ut = c2uxx 0 < x < π
u(0, t) = 0 t ≥ 0
u(π, t) = 0 t ≥ 0
u(x, 0) = x 0 < x < π

2
u(x, 0) = π − x π

2 < x < π

tiene por solución

u(x, t) =
4
π

∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n− 1)2
sen((2n− 1)x))e−c2(2n−1)2t

Ejercicio 2.29
Demuestra que, dada f ∈ L1(0, 1) :

ut = 1
2uxx + f 0 ≤ x ≤ 1 t ≥ 0

u(0, t) = 0 t ≥ 0
u(1, t) = 0 t ≥ 0
ĺımt→0 u(x, t) = 0 0 ≤ x ≤ 1

tiene por solucion:

u(x, t) =
∞∑

n=1

1− e−
π2n2t

2

π2n2

2

∫ 1

0

√
2f(y) sen nπydy

√
2 sennπx

Ejercicio 2.30
Demuestra que 

uxx = utt 0 < x < π, t ≥ 0
u(0, t) = 0 t ≥ 0
u(π, t) = 0 t ≥ 0
u(x, 0) = 2x 0 < x < π

2
u(x, 0) = 2(π − x) π

2 < x < π
ut(x, 0) = 0 0 < x < π

tiene por solución:

u(x, t) =
8
π

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)2
sen(2n + 1)x cos(2n + 1)t

Ejercicio 2.31
Demuestra que: 

uxx + uyy = 0 0 < x < π, 0 < y < π
u(0, y) = 0 0 < y < π
u(x, 0) = 0 0 < x < π
u(x, π) = 0 0 < x < π
u(π, y) = 1 0 < y < π

tiene por solución:

u(x, y) =
4
π

∞∑
n=0

1
2n + 1

senh((2n + 1)x)
senh((2n + 1)π)

sen((2n + 1)y)

Análisis de Fourier
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Ejercicio 2.32
Demuestra que, dada f ∈ L1(0, 1) :

utt = uxx + f 0 < x < 1, t ≥ 0
u(0, t) = 0 t ≥ 0
u(1, t) = 0 t ≥ 0
u(x, 0) = 0 0 < x < 1
ut(x, 0) = 0 0 < x < 1

tiene por solución:
∞∑

n=1

1− cos nπt

n2π2

∫ 1

0

f(y)
√

2 sen(nπy)dy
√

2 sen(nπx)

Análisis de Fourier
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Práctica 3
La transformada de Fourier
1 Criterios de convergencia

Dada f ∈ L1(R), se define la transformada de Fourier f̂ de f como:

f̂(x) =
∫

R
f(t)e−itx dt.

Podemos también trabajar con las transformadas seno y coseno de Fourier:

f̂c(x) =
∫ ∞

0

f(t) cos(xt)dt

f̂s(x) =
∫ ∞

0

f(t) sen(xt)dt.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1
Sea f ∈ LI(0,∞) ∩ L1(0,∞). Prueba que:

f(x) =
2
π

∫ ∞

0

cos λx

∫ ∞

0

f(t) cos(λt)dtdλ

f(x) =
2
π

∫ ∞

0

sen(λx)
∫ ∞

0

f(t) sen(λt)dtdλ.

Ejercicio 3.2
Prueba que

ĺım
M→∞

∫ M

0

sen t cos(tx)
t

=


π
2 |x| < 1
0 |x| > 1
π
4 |x| = 1.

Ejercicio 3.3
Demuestra que: ∫ ∞

0

cos(ax)
b2 + x2

dx =
π

2b
e−|a|b ∀b > 0.

Ejercicio 3.4
Halla la transformada de Fourier en seno y coseno de e−x cos x.

Ejercicio 3.5
Halla la transformada en coseno de e−x2

.

Ejercicio 3.6
Halla transformada seno de x

1+x2+x4 y transformada coseno de 1
(x2+y2)2 .

Ejercicio 3.7
Dado a > 0, sea fa(x) = a

π(x2+a2) . Usar la transformada de Fourier para demostrar que fa ∗fb = fa+b.

Análisis de Fourier
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Ejercicio 3.8
Dadas

Γ(z) :=
∫ ∞

0

e−ttz−1dt

β(p, q) :=
∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

demuestra que:

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

Ejercicio 3.9
Calcula la transformada de Fourier de la función caracter!stica de un intervalo. Dado n ∈ N, sea

gn = 1[−n,n], calcula gn ∗ g1 y prueba que es la transformada de Fourier de A sin x sen(nx)
x2 . Concluye que

la transformada de Fourier no es una aplicación sobreyectiva de L1(R) en C0(R).

Ejercicio 3.10
Para cada n ∈ N, se define hn(t) = 1−cos(nt)

πnt2 . Demuestra que dada f ∈ Lp(R), la sucesión hn ∗ f
converge a f en Lp(R).

Ejercicio 3.11
Sabiendo que

∫ 1

0
dx√

x(1−x)
= π y definiendo, para f ∈ Lp :

Fn(x) =
∫ 1

n

0

f(x− y)√
ny(1− ny)

dy

demuestra que
ĺımnFn = πf en Lp.

2 Aplicaciones de la transformada de Fourier

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.12
Demuestra que uxx = utt −∞ < x < ∞, t ≥ 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x < ∞ f ∈ C2(R) ∩ L1(R), f ′ ∈ L1(R)
ut(x, 0) = 0 −∞ < x < ∞

tiene como solución:

u(x, t) =
f(x + t) + f(x− t)

2

Ejercicio 3.13
Demuestra que {

ut = uxx −∞ < x < ∞, t ≥ 0
u(x, 0) = f(x) −∞ < x < ∞ f ∈ C2(R) ∩ L1(R) f ′ ∈ L1(R)

tiene como solución

u(x, t) =
1

2
√

πt

∫ ∞

−∞
f(y)e−

(x−y)2

4t dy

Análisis de Fourier



Práctica 3: La transformada de Fourier 13

Ejercicio 3.14
Demuestra que {

uxx − ut = f(x, t) −∞ < x < ∞, t > 0
u(x, 0) = 0 t > 0

tiene como solución:

u(x, t) =
−1
2
√

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

e−
(x−s)2

4(t−r)

√
t− r

H(t− r)f(s, r)dsdr,

donde:

H(s) =
{

1 s > 0
0 s < 0

Ejercicio 3.15
Demuestra que  uxx = ut x > 0, t > 0

u(x, 0) = 0 x > 0
u(0, t) = g(t) t > 0

tiene por solución:

u(x, t) =
x

2
√

π

∫ t

0

g(s)
(t− s)

3
2
e−

x2
4(t−s) ds

Ejercicio 3.16
Sea f ∈ L1(R) una función arbitraria y sea F su transformada de Fourier. Prueba que:

∞∑
n=−∞

f(t + nT ) =
1
T

∞∑
n=−∞

e
ın2πt

T F (
2nπ

T
)

∞∑
n=−∞

f(nT ) =
1
T

∞∑
n=−∞

F (
2πn

T
).

Ejercicio 3.17
Prueba que para a > 0,

∞∑
n=−∞

e−a|n| =
∞∑

n=−∞

2a

a2 + (2nπ)2

a

π

∞∑
n=−∞

e−a(t+n)2 = 1 + 2
∞∑

n=1

e−
π2n2

a cos 2πnt.
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