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Practica 1
Transformaciones de Moebius

Ejercicio 1.1
Demuestra que la inversion transforma cualquier circunferencia que pase por 1 y —1 en si misma.

Ejercicio 1.2
Halla todas las transformaciones de Moebius que transforman R en R.

Ejercicio 1.3
Prueba que una transformacién de Moebius que fija el origen y conserva distancias es una rotacion.

Ejercicio 1.4
Halla todas las transformaciones de Moebius que fijan la circunferencia unidad.

Ejercicio 1.5
Calcula todas las transformaciones de Moebius que transforman el semiplano superior en el circulo
unidad.

Ejercicio 1.6
Prueba que, si T es una transformacién de Moebius que toma valores reales sobre el eje real y valores
imaginarios sobre el eje imaginario, entonces T es impar.

Ejercicio 1.7
Describe T'(A), donde T es la transformacion de Moebius y A el conjunto dados por:

)T(z)=22 A={2€C:Rz>0, Sz>0}.

z+1?
i) T(2) = 3252, A={2€C:|z] <1, 32>0}.
i) T(2) = 755, A={2€C:0<Arg(z) < §}
z—1

iv) T(z2) =2, A={zc€C:0<RNz<1}.
v)T(2) =24, A={zeC:1<z] <2}

Ejercicio 1.8
Halla una transformacion de Moebius que mande {|z| = 2} en {|w+1| = 1}, de manera que transforme
—2en0y0eni. jes unica?

Ejercicio 1.9
Sea 0 < R < h,r > 0. Prueba que existe una transformacién de Moebius que aplica A = {Rz >

0’|th|>R}enB:{r<|z\<1}siysé]os1'r:gf\/g-

Ejercicio 1.10
Encuentra todas las transformaciones de Moebius que aplican el dominio acotado por las circunferencias

|z2| =1y |z—%| = § sobre el anillo limitado exteriormente por la circunferencia |w| = 1 e interiormente
por |w| = .

Ejercicio 1.11
Encuentra todas las transformaciones de Moebius que aplican el dominio acotado por las circunferencias
|z| =2 y |z — 1| = 1 sobre la banda limitada por las rectas fz =0 y Rz = a.

Ejercicio 1.12
Muestra que el simétrico de un ciclo respecto de un ciclo es un ciclo.
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Ejercicio 1.13
Sea T un tridngulo curvilineo. Prueba que existe una aplicacion de Moebius que transforma T en un
triangulo rectilineo si y sélo si los tres circulos tienen un punto en comin

Ejercicio 1.14 (*)

Definimos p(z) = ﬁ como la métrica de Poincaré en D = {z : |z| < 1}. Dada v : [a,b] — D curva

C! a trozos, definimos su longitud en la métrica p como:

b
1) = [ el @)
Ademas se define la distancia hiperbdlica en D como:

d(P,Q) = inf {I(7) : 7 es una curva C" a trozos que une Py Q }.

a) Prueba que las transformaciones de Moebius que dejan D invariante son isometrias de la métrica
hiperbdlica en D.

b) Prueba que el segmento (0,1) es una geodésica en D.

¢) Prueba las geodésicas de la métrica hiperbdlica son los ciclos en D ortogonales a 9D.

d) Prueba que:
P-Q

1. 1+li=5l
d(P,Q) = 5 log(——55-)
2 1 - |1_ﬁQ|

Ejercicio 1.15 (*)
Definimos p(z) = g como la métrica de Poincaré en H = {z : Sz > 0}. Dada vy : [a,b] — H curva

C! a trozos, definimos su longitud en la métrica p como:

b
1) = [ Ol
Ademaés se define la distancia hiperbdlica en H como:

d(P,Q) = inf{ I(7) : v es una curva C' a trozos que une Py Q }.

a) Prueba que las transformaciones de Moebius que dejan H invariante son isometrias de la métrica
hiperbdlica en H.

b) Prueba las geodésicas de la métrica hiperbdlica son los ciclos en H ortogonales a OH.

¢) Prueba que:

P-QI+[P-Q

P-Q[-[P-Q

d(P,Q) = log

Ejercicio 1.16 (*)

Sean T, S dos transformaciones de Moebius.

a) Prueba que si T tiene puntos fijos z1 y 22, entonces S~1T'S tiene puntos fijos S~z y S™1z,.
b) T fija 0 y oo si y sdlo si es una dilatacién.

¢) S tiene como tinico punto fijo oo si y sélo si es una traslacion.

d) T y S distintas de la identidad conmutan si y sélo si tienen los mismos puntos fijos.

Ejercicio 1.17 (*)
Sea T transformacién de Moebius tal que T(D) = D, T # I. Prueba que se da una de las siguientes
posibilidades:
a) Existe S : D — D tal que STS™'(2) = Az Vz € D, con |\| # 1 (tranformacién hiperbdlica).
b) Existe S : D — D tal que STS™'(z) = Az Vz € D, con |\| = 1 (tranformacién eliptica).
c)Existe S : {z € C: Rz > 0} — D tal que STS7'(2) = 2+1, Vze {z € C:Rz> 0},
(tranformacién parabdlica).
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Ejercicio 1.18 (*)
Sea T transformacién de Moebius tal que T(D) = D, T # I. Prueba que se da una de las siguientes
posibilidades:
a) Existe a € D tal que
h’TanT"(z) =a VzeD.

b) Existen g Moebius, 6 € R tales que
g 1Tg(z) =€z Vn € Z.
Ejercicio 1.19 (*)

Dada f meromorfa, sea Sy = (%)/ - %(%)2 su derivada de Schwarz. Prueba que f es Moebius si y
sélo si Sy = 0.
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Practica 2
Aplicaciones conformes. Lema de
Schwarz.

Ejercicio 2.1
Sea f € H(D(a, R)) tal que f(a) =0 y|f(z)| < M, Yz € D(a, R). Prueba que |f(z)| < 45|z —al,Vz €
D(a, R).

Demuestra que se da la igualdad si y sélo si f(z) = c¢(z — a), donde ¢ es una constante de médulo
M

5.
Ejercicio 2.2
Sea f una funcién holomorfa en el semiplano H = {z € C : 3z > 0} tal que |f(2)] < 1, Vz € H.
Supdngase ademds que f(i) = L.

i) Demuestra que |f'(i)] < g.

ii) Encuentra todas las f que cumplen las hipdtesis para las cuales |f'(i)| =

oW

Ejercicio 2.3
Sea f : D — D holomorfa cuyo desarrollo de Taylor en torno al origen es:

1 3
f(Z):§+Zz+a222++anzn+

Halla a,, paran > 2.

Ejercicio 2.4
Halla todas las aplicaciones holomorfas y biyectivas de €2 en D, Donde ) es:

){zeC:0< Argz < a, a <}

i) {zeC:0< Rz < 1}

iii) {z€ C:0 < Argz < %, |2| < 1}

iv) La regién limitada por las rectas y = x, © —y = 2.

v) El sector limitado por las rectas x = 1, x —y = 1 en el que se halla el punto 2 + 2i.

Ejercicio 2.5
Sea ) una region simplemente conexa distinta de C y sea a € Q.

i) Prueba que existe un tnico r = r(a,§2) > 0 y una funcién ® :  — D(0,r) conforme tal que
¢(a) =0,9'(a) = 1.

ii) Calcula r(a, D(0, R)) para R > |a].

iii) Calcula r(ih, {Sz > 0}),h > 0.

iv) Si f : D — Q es conforme y zy € D, prueba que r(f(z0),Q) = (1 — |20|*)|f'(20)]-

Ejercicio 2.6
Dado un mimero real a € [0,1), sea U, = D — [a, 1].

i) Halla una funcién holomorfa e inyectiva en U, que transforme U, en Uy, justificando que f(U,) =
Usg.

ii) Halla una funcién g holomorfa e inyectiva en Uy tal que

g(Uy) =Dt ={2€ D:3z >0},
y una funcién holomorfa e inyectiva h en U, tal que h(U,) = D*.

Ejercicio 2.7
Transforma conformemente la region A = {z € C: |z| < 1,|2z — 1| > 1} sobre un semiplano.
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Ejercicio 2.8
Transforma conformemente D N D(1,1) en D.

Ejercicio 2.9
Sea f € H(D) tal que |f(2)| < 1 para cada z € D — {0}. Demuestra que:

M| <[1-F0)/(2).

|
Ejercicio 2.10
Sea f € H(D) inyectiva tal que D C f(D) y f(0) = 0. Demuestra que |f'(0)| > 1, ddndose la igualdad
si y sélo si f(z) = €%z para algtin a € R.

Ejercicio 2.11
Sea f: D — D holomorfa . Si f tiene mas de un punto fijo, entonces es la identidad.

Ejercicio 2.12
Sea f € H(D) inyectiva tal que D C f(D) C D(0,R),R > 1y f(0) =0. Prueba que 1 < |f'(0)] < R.

Ejercicio 2.13

Sea f una biyeccién holomorfa entre D y un abierto §) tal que f(0) = a € Q. Demuestra que |f(z)—a| >
R|z| para todo z € D y que |f'(0)| > R, siendo R el radio del mayor disco con centro en a contenido
en Q.

Ejercicio 2.14
Sea ) un abierto convexo y sea f € H(Q) con Rf'(z) > 0,Vz € Q. Prueba que f transforma confor-
memente ) en (). ; se llegaria a la misma conclusion si §) fuese simplemente conexo ?

Ejercicio 2.15
Sea f € H(D)NC(D) y sea L un arco contenido en T. Si existe

lim f(2) =0, Viel,

z—l

prueba que f es idénticamente nula.

Ejercicio 2.16
Sea f € H(C) que toma valores reales sobre las rectas y = 0,y = a,a > 0. Prueba que f es periddica.

Ejercicio 2.17
Sea f : D — C holomorfa e inyectiva. Si f(0) =0, f'(0) = 1, prueba que para todo n € N existe una
funcién holomorfa e inyectiva g : D — C tal que (g(2))" = f(2™), Vz € D,g(0) =0y ¢'(0) = 1.

Ejercicio 2.18 o
Sea f derivable en un abierto que contiene a D tal que |f(z)| = 1 si |z| = 1. Demuestra que f es una
funcién racional.

Ejercicio 2.19
Prueba que no existe ninguna funcién holomorfa y biyectiva de D — {0} en D(0,r, R), donde r > 0.

Ejercicio 2.20 (*)
Prueba que f(z) = Z;; , transforma conformemente D en C —[—1, 1]. Demuestra que cos z transforma

conformemente { z 0 <Rz < Z}en{z=z+iy : 2> —y*> >3, >0} —[1,00).

Ejercicio 2.21 (*)
Sea f : D — C holomorfa e inyectiva. Si f(D) es convexo, prueba que f(D(0,r)) es estrellado para
0<r<l
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Ejercicio 2.22 (*)
Prueba que

) =\5+Vz2+9

transforma conformemente C — ([—4, +00) U [—3i, 3i]) en el semiplano superior.

Ejercicio 2.23 (*)
Prueba que

flz) = (V2 —1—2")w

transforma conformemente C — U™ [0, ™/ en el disco unidad .

Ejercicio 2.24 (*)

Prueba que

cos z
arccos(

)

[km, km + ia]) en el semiplano superior.

cosh a
transforma conformemente {3z > 0} — (U2

— 00

Ejercicio 2.25 (*)
Sea f: D — D holomorfa
a) Prueba que

[1'(2)
L=[f(2)? = 122

b) Si d la métrica hiperbdlica en D, Pruba que
d(f(P), f(Q)) <d(P,Q) VP, Q€ D.

Vz e D.

Ejercicio 2.26 (*)
Sea f: H — H holomorfa y sea d la métrica hiperbdlica en H. Prueba que:

d(f(P), f(Q)) <d(P,Q) VP, Q€ H.

Ejercicio 2.27 (*)
Sea g =1 +by+ b1z +--- derivable e inyectiva en D — {0}.
a) Sea D, = C — g(D(0,r)). Demuestra que:

oo

1 2 2
/D dady = ﬂ(r—z - Zn|bn| r")

r n=1

b) Prueba que Y nl|b,|* < 1.

Ejercicio 2.28 (*)
Sea f derivable e inyectiva en D tal que f(0) =0, f'(0) = 1.

D t =
a) Demuestra que g(z) =)

es derivable, inyectiva en D — {0}, y posee en 0 un polo simple

con residuo 1.
b) Si f(z) =z+ >~ ,a,z", entonces |as| < 2.
¢) Sic¢ f(D) prueba que % es derivable e inyectiva en D, con f(0) =0, f/(0) =1.

d) Prueba que f(D) contiene D(0,1/4).

Ejercicio 2.29 (*)
Demuestra que

f(z):= \/2+(z+\/22—1)4+(z—\/z2—1)4

1

transforma conformemente Q = {z = x + iy : 2% — y* > >

x > 0} en el semiplano derecho.
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Practica 3
Productos infinitos

Ejercicio 3.1
Halla el dominio de holomorfia de [0, (1 + 2%").

Ejercicio 3.2
Determina el dominio de convergencia de los siguientes productos infinitos:

[e.¢] 2 oo

G+ Geo  [a+0+7=) (<)
n=1 n=1
[Jeos> (ze0) H(l—l—zin)e_%(zE(C).

Ejercicio 3.3
Calcula el valor de los siguientes productos infinitos:

_ 3
oot n+1)+1—14 L n +1 oot
N ad m—1 ad 1
e e I | (e
2n+1 _9on H ( _ n __
n:O2 +1-—274 et n(n —m) outer 2 2
/1 1 S 16 S 1
1——(1+ — 1 =45 1
};[2 n( +2n) J;[G( +n2725> nEIQ( +n271)

Ejercicio 3.4
Calcula

ad on +1
1 —1).
;("Oan—l )

Ejercicio 3.5

i) Sea a,, = (7\/%". Prueba que [[(1 + a,,) diverge, pero Y a,, converge.

i) Sea agp—1 = \_/—71? Aoy, = ﬁ + % Prueba que [[(1 + a,) converge, pero Y a, diverge.

Ejercicio 3.6
i) Halla el dominio de holomorfia de la funcién dada por el producto [, cos & .
ii) Calcula el valor de Y " | log(1 + tan® &) para —1 < x < 7.

Ejercicio 3.7
Demuestra que:

cos(mz) = 7rnl;[1(1 — (2:%1)2)

Ejercicio 3.8

Demuestra que:

(=1)"=
2n —1 )

cos(%z) fSin(%) =[a+

n=1
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chz — cos z = H
47r4n4

2 2
097 _ ebz _ (a+b)z H a — b
S 4mPp?

Ejercicio 3.9
i) Demuestra que , dado z € C — (1 + Z)

o0
7rtan 7TZ E 2n 1
n:l

_ .2
ii) Demuestra que, dado z € C — Z
sin? 7z Z (z—n)?
Ejercicio 3.10
Factoriza sh(z) y ch(z).
Ejercicio 3.11
Se define la funcion beta como
I'(u)I(
B(u,v) = u,v >0
(u,v) I'(u+v)

Prueba que

1
B(u,v):/ te (1 — ) Ldt.
0

Ejercicio 3.12
Prueba la férmula de Legendre:

1
VaT(2z) = 2270 (2)I (2 +

Ejercicio 3.13

Expresa en términos de la funcién T’

oo

3
—

Ejercicio 3.14
Calcula el volumen de la bola unidad en R".

Ejercicio 3.15

Sea f derivable en el semiplano derecho tal que f(z + 1) = zf(2), f(1) = 1. Si

|f(z+iy)| > Me ™2 Wz, vy« Jy| >>,

demuestra que:

f(z)=T(z) = / e ldt Yz Rz > 0.
0

§
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Ejercicio 3.16
Prueba que Y p,;* = oo, donde p,, es la sucesién de los mimeros primos. Deduce que existen infinitos
nimeros primos.

Ejercicio 3.17
Prueba que (?(z) = Y00 Rz > 1, donde d(n) es el nimero de divisores de n.

nlnz’

Ejercicio 3.18

Prueba que ((2)¢{(z —1) =Y, Z nz , Rz > 1, donde o(n) es la suma de los divisores de n.
Ejercicio 3.19
Prueba que C(CZ(;)U =3, ¢$)7 Rz > 1, donde ¢(n) es el nimero de enteros menores que n y

relativamente primos con n.

Ejercicio 3.20

Prueba que C(lz) =3, nz , Rz > 1, donde v(n) estd definido como sigue:
Sin = p’fl p’2“2 -pkm es la descomposicién de n en factores primos, se define v(n) como (—1)™ si

todos los exponentes son 1 y como 0 en otro caso.

Ejercicio 3.21

C(( )) =5 Rz > 1, donde A(n) =logp si n = p™ para p primo y A(n) =0 en

n=1 nz ’
otro caso.

Ejercicio 3.22
a) Halla una funcién entera f tal que f(n +in) = 0 para todo n entero.
b) Halla una funcién entera f tal que f(m + in) = 0 para m, n nimeros enteros.

Ejercicio 3.23 (*)
a) Prueba que:
LO)evin _ o ™ (14 Zyentt-aviwg—s* gy,
n —n \/ﬁ

b) Deduce del teorema de convergencia dominada la formula de Stirling.

Ejercicio 3.24 (*)
a) Prueba que:

d F'z >
Vz: R .
dz I'(z) z_: z+n)? : zez

b) Si K es un rectdngulo cuyos lados verticales pasan por x =0, x =n+ 1/2 y cuyos lados verticales
estan sobre Y, —Y, prueba que:

1 7 cos(mw) -1 1
(VP) 2mi /K sin(mw)(w + z)de o2 mz::o (z+m)?

¢) Deduce que:

d T'(2) 1 1 © dnz dn
— =-+— Rz >> .
dz( I'(z) ) Jr 222 Jr/ (% 4 22)2 2™ — 1 e
d) Prueba queexisten constantes C, D tales que:
1 1 [~ =z )
logF(z):C+Dz+(z—§)logz+; ; n2+z210g1—e*27"1d77' Vz: Rz >>
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B VALENCIA [é'v-] Facultat ¢ Ciéncies [\f]atematiques Teoria de Funciones



Practica 3: Productos infinitos 10

e) Muestra que:
[(z) = V2r2" 2e2e’®) Vz: Rz >>, con lim J(2) =0

f) Deduce la férmula de Stirling :

|
lm ——— i =1.

n \/2rnte="/n

Ejercicio 3.25 (*)
a) Muestra que:

1 11 1
<log(l+ —) < =(—
3 Og(+n) 2(n+n—|—1

).

b) Prueba que x, = W es mondtona creciente.
c) Calcula lim 3> y deduce la formula de Stirling.

Ejercicio 3.26 (*)
a) Si f es derivable en un abierto que contiene D(0,7) y no se anula en D(0,r), entonces

1 2m )
o8 |(0) = 5 [ togl (<) .

b)(Férmula de Jensen) Si f es derivable en un abierto que contiene a D(0,7) y a1, as,...,a, son
los ceros de f en D(0,r) repetidos tantas veces como sea su multiplicidad, y f(0) # 0, entonces:

n

1 2T ]
log /(0)] = = Y- loa() + 5 [ togl (e,

k=1
¢) Sea f es una funcién entera tal que f(0) = 1. Definimos
M (r) = sup{|f(re)| : 0 < 6 < 2}
vy n(r) como el numero de ceros de f en D(0,r) segun sea su multiplicidad. Prueba que:
n(r)log2 <log M(2r).

d) (Férmula de Poisson-Jensen) Sea f es derivable en un abierto que contiene a D(0,7) y ay, as,...,an
son los ceros de f en D(0,r) repetidos tantas veces como sea su multiplicidad. Si |z| < r y f(z) # 0,
prueba que:

1 (2 re? 42 i
log |f(2) Zlog |)+ / %(i)logv(maﬂd&

) 27 ret?

Ejercicio 3.27 (*)
Sea 0 < |a] <1 y sea |z| < r < 1. Prueba que:

a+|alz 1+r
——| < :
(1-az)a — 1-r

b) Sea {a,} una sucesion de nimeros complejos tales que 0 < |an| < 1y > (1 — |an|) < co. Muestra
que el producto infinito

o0

1;[ 1 — An 2 )

converge en H(D(0,1)) y que |B(z)| < 1. B se llama un producto de Blaschke.
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Practica 3: Productos infinitos 11

¢) Si {an} son los ceros no nulos de una funcién f : D — C analitica acotada, entonces Yy (1 —
lan|) < oo (apliquese la férmula de Jensen).
d) Si f : D — C es analitica acotada y posee un cero de multiplicidad m en 0, entonces

f(z) = z"B(z)e 9,
donde B es un producto de Blaschke y g es analitica en D con Reg acotada.

Ejercicio 3.28 (*)
Sea f una funcion entera tal que existen constantes A, B tales que |f(2)| < AeBl?l Vz:|z] >> . (fes
de orden 1.). Sean a1, ag, as,... son los ceros de f repetidos tantas veces como sea su multiplicidad
y ordenados segin |a1| < |as] < ....

a) Prueba que:

o0
Z |an| ™2 < .
n=1

b) Demuestra a partir de la formula de Poisson-Jensen:

n 60

CRPACHINE « NS S o S SN B S PP
dz(f(z) ) == (an — 2)2 + (2 —az2)? + 7T/o (reie_z)?,l g | f(re™)|de.

n=1 k=1

¢) Muestra que:

oo
2) = 2MeAt B2 1-— = ean
7(2) I~
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Practica 4
Desarrollos de Mittag-Lefier.

Ejercicio 4.1
Halla las funciones meromorfas mas generales cuyas unicas singularidades son:

(i) polos simples en n =1,2,---, con Res(f,n) =n.

(ii) polos simples en a™, con |a] > 1,n=1,2,---, Res(f,a™) =n.

(iii) polos simples en a™, con |a| > 1,n =1,2,---, Res(f,a™) = a™.

(iv) polos simples en \/n,n =1,2,---, con Res(f,\/n) = 1.

(v) polos de segundo orden en n =1,2,---, con partes singulares ﬁ

(vi) polos de segundo orden enn = 1,2,---, con partes singulares % + ﬁ
(vii) polos simples enn y —n, n =1,2,--- con Res(f,n) = Res(f,—n) = 1.
(viii) polos simples en —n,n =1,2,---, con Res(f,—n) = (=1)".

(ix) polos simples en n =0,—1,—2,--- con Res(f,n) = 1.

(x) polos simples en logn,n =1,2,---, con Res(f,logn) =n.

(xi) polos dobles en \/n,n =1,2,--- con parte singular (Zif/ﬁ)Q.

Ejercicio 4.2
Prueba la validez de los siguientes desarrollos:

T 1 = (—=1)nHt
=-+2 —— eC-12Z.
sin(rz) 2z e Z n? — 22 :

n=1

oo

LS VLU P S

cos(7z) (n+1)2 — 2% 2

n=0
Wtanﬂz——in; z2€eC—-17
2T I |

Ejercicio 4.3
Sia#£0y g # 41,42, -+, demuestra que:

T 1yo} > 1 1
Zcotan—= = _
o, nZ:;J(na—i—ﬁ na—i—(a—ﬂ))
y deduce que:
R U S
1-2 4.5 7-8 33

Ejercicio 4.4
Si A, son las raices de la ecuacion tan z = z, demuestra que para z # A :

o0

zsin z 3 2z
= -2t § :ﬁ
sinz —zcosz z 22— A

Ejercicio 4.5
Demuestra que:
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Ejercicio 4.6
Dado a € [0,1], prueba que para cada z € C — 2miZ :

oo

e?* 1 2z cos(2mna) — 4m sin(2mna
+Z (2mna) 7 sin(27na)
er —1 22 4+ 4m2n?

n=1

Ejercicio 4.7

Calcula el desarrollo de Mittag-Leffler de f(z) = Sy

z

Ejercicio 4.8 (*)
Sea {a,} una sucesion de puntos en el plano tal que lim,, a, = 0o y sea {b,} una sucesion arbitraria
de nimeros complejos.

a) Prueba que si los enteros {k,} pueden ser elegidos de forma que

= b
—_ k:'n, i
() 2
n=1
converja absolutamente para todo r > 0, entonces

() D (2

a,’ z—ap

n=1
define una funcién meromorfa con polos en {a,}.
b) Prueba que si {b,} es acotada, entonces (+) converge si k, = n.
¢) Prueba que si la serie
(o)
>
k1
n—=1 9n

converge absolutamente para algiin k entero, entonces (4) converge par k, = k.
d) Supongamos que existe r > 0 tal que |a,, —ay,| > r para todon # m. Prueba que 3" |a,| ™3 < oo.
e) Prueba que si (++) define una funcién meromorfa f, entonces

FR = STt g (D (D)

zZ—a, ap an an

f) Sean w y w’' mimeros complejos tales que %(%) # 0. Prueba que
1 1 1 z
ke2wZ+2w'Z
es meromorfa en C con polos simples en los puntos 2nw + 2mw’. Esta funcién recibe el nombre de

funcion zeta de Weierstrass.
g) Sea o(z) = —(’'(z). o es la funcién pe de Weierstrass. Prueba que:

=5+ Y (=)

kE2wZ+2w'Z
Ademds o es doblemente periédica con periodos 2w y 2w'.
Ejercicio 4.9 (*)
Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de puntos distintos con limite oo y tales que a,, # b,. Sea S,(z) la
parte singular en a, y sea p,, un entero positivo. Muestra que existe una funcién meromorfa en C
cuyos tnicos polos y ceros son {ay} y {b,}, respectivamente, con parte singular S,, en a,, y b, un cero
de multiplicidad p,.
Ejercicio 4.10 (*)
Sea {a,} C C tal que lim,, a,, = 0o. Sean también la sucesién de naturales {k,} y las constantes Ak»

con 0 < k < k,,. Prueba que existe una funcién entera tal que f(k)(an) = k!Aglk).
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