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I. Sumario.

El método Bayesiano de disefio de experimentos se aplica a
situaciones en las que el investigador estd interesado en hacer infe-
rencias, mds bien que en tomar decisiones, respecto a un pardmetro 6.0,
i.e. el espacio de decisiones es el conjunto de las posibles densidades de
probabilidad respecto de una adecuada medida definida sobre ©.

Se determinan las condiciones bajo las que la utilidad terminal
esperada de una muestra debe ser proporcional a medida Shannon-
Lindley de la informacién que se espera proporcione sobre ¢

Se propone el unico método coherente bajo tales condiciones de
seleccionar el tamafio dptimo de la miuestra. Se obtienen expresiones
asintdticas vdlidas para situaciones en las que existe una gran informa-
cidén a priori sobre el parametro 0.

II. Especificacion del problema.

Supodngase que se pretende realizar inferencias sobre el valor de
un vector Ge®, © subconjunto de un espacio euclideo de & dimensiones
Con tal objeto se deben realizar un cierto numero de observaciones
independientes de un cierto proceso py (./8), i e se debe extraer una



muestra de una cierta poblacién X cuya distribucién depende del . -

parametro objeto de la investigacion.

Nuestro objetivo es producir un método, esencialmente unico, de
determinar el tamafio optimo de tal muestra

Se han publicado numerosos trabajos sohre este tema peto, en Ia
medida de nuestros conocimientos, los resultados ofrecidos somn proce-

dimientos ad hoc Unicamente sostenidos mediante razonamientos em-
piricos En este trabajo se especifican las condiciones bajo las que la

solucion ofrecida es la Ginica compatible con un comportamiento cohe-
rente del investigador, es decir un comportamiento sujeto a unos

pocos, fuertemente intuitivos, axiomas de consistencia o tacionalidad. N

El trabajo se inscribe integramente en la estructura Bayesiana.

Para un comportamiento coherente ante la eleccién de un expe-
rimento es necesario asignar una distribuciéon de probabilidad sobre ®

que describa las opiniones iniciales del investigador sobre el pardme- -
tro @, especificar el conjunto de las posibles decisiones, construir yna .~ 4"
funcion de utilidad que- evaliie las preferencias del investigador entre - _
sus posibles consecuencias y seleccionar el experimento que propor-

cione la mayor utilidad esperada (Ramsey, 1926; De Finetti, 1937;
Savage, 1954; Pratt et al., 1964; Lindley, 1971)

Formalmente, sea p; (.) una densidad de probabilidad respecto’
a la medida de Lebesgue que desctibe las opiniones iniciales del inves-

tigador respecto de . Si se extrae una muestra de tamafio # se obtiene
un cierto vector z = (x,, x5, -, x, /), x;eX, relacionado con § median-
te una densidad de probabilidad

P, (+/8.7) = I p, (/6)
i=1

respecto a una cierta medida o-finita dominante definida sobre X7,
integracion con respecto a la cual denotaremos por [+ - dz

Una vez obtenido z el investigador debe modificar sus opiniones-

sobre 6 a (digamos) py (+/z, n) de acuerdo con el teorema de Bayes.

En este trabajo la atencién se centra en una situacién en la que -
el investigador no tiene en mente un conjunto especifico de decisiones:

simplemente quiere hacer inferencias sobre #. Esto es tipicamente
cieito en la investigacién cientifica o social. Las acciones finales del
investigadoi son, en consecuencia, afirmaciones probabilisticas sobre 6
Tales afirmaciones s6lo dependen de la densidad de probabilidad so-
bre 6 que describe las opiniones finales del investigador sobre el
parametro de interés ¢. Arghimos, por lo tante, que el espacio de
decisiones adecuado a un problema de inferencia es el conjunto de
las densidades de probabilidad sobre &.

La conveniencia de terminar una investigacién presentando [a
densidad final sobre @ en lugar de limitarse a presentar algiin tipo de
estimador de § ya ha sido reconocida (Box & Tiao, 1973; Dickey, 1973)
Pondremos de manifiesto que el uso del conjunto de posibles densidades
finales de decisiones de una satisfactoria solucidn, en el marco de la
teoria de la decisién, a los problemas de inferencia. Especificamente,
definimos el espacio de decisiones D como el conjunto de densidades
de probabilidad respecto a la medida de Lebesgue definida en @,
esirictamente positivas:

D ={p9 (.} tunciones medibles-Lebesgue reales, definidas sobre @;

P (0)>0¥0cO, ( py(0)do =1}
©

Si, finalmente, suponemos que:

a) Las preferencias del investigador ante los posibles resultados
finales de la investigacién pueden describirse mediante una funcién
de utilidad #:Dx® — R de forma que u (pg (), 0) es la utilidad que
para el investigador tiene terminar la investigacion presentando como
densidad final py (- ) cuando 6 es el verdadero valor del pardmetro.

b) ¢{z, n) es el coste, medido en unidades de utilidad, de extraer
una muestra de tamafio n y obtener el vector de resultados z Entonces,
(Raiffa & Schlaifer, 1961);

a} Si no se extrae muestra alguna, manteniendo las opiniones

iniciales sobre @, el investigador puede esperar una utilidad Uy dada

por

Sy uo = ulpy(.).0)py(6)do



b) Si se extrae una muestra de tamafio » el investigador puede
esperar una utilidad terminal %, a un coste ¢ (n) dados por

2) Uy = IIX” p@r}l-%o {}@u(pg (+),0/pg (G/Z,H)dﬁ}pz(z/n)dz
(3) cin)= ‘ clz,u)p,(z/n)dz
x7

donde p, (z/n}= | p,(z/0, n) pg (6)d0 (densidad predictiva)
0

Consecuentemente, el aumento e utilidad que se espera propor-
cione la extraccion de una muestra de tamafio n, ¥* (n), viene dado po1

4) u* (i) =u, — uy— c{n)
Y el tamafio muestral 6ptimo es el que maximiza (4)

La discusidn precedente proporciona la solucion al problema pro-
puesto una vez fa funcion u de utilidad ha sido especificada

El objeto de este trabajo es encontrar la forma gue tal funcién
debe adoptar si las preterencias del investigador satisfacen determinados
axiomas frecuentemente verificados en la investigacidon cientifica, y
obtener enfonces soluciones explicitas al problema

Iif. La wutilidad de una muestra.

Caracterizaremos a continuacion ciertas posibles propiedades de
la funcidén de utilidad:

Definicion 1 u:Dx® =R es una funcidn de utilidad propia si
para todo pb (JeD

(5) max ( wu(pgi-),0)pg(0)d8 = { ulpyi-),0)py(6)do
poivIED g ©

¥ pb (.} es la anica densidad para la que el mdximo es alcanzado.

Si es investigador acepta los principios de coheiencia y quiere
decir la verdad, esto es, terminar la investigacién con afirmaciones

sobre el pardmetro @ que reflejan el estado final de sus opiniones,
entonces sus preferencias son descritas por una funcion de utiidad
propia. En efecto, si la funciéon de utilidad u no satisface (5) el inves-
tigador podria maximizar u, en (2} presentando como resultado final
una densidad pg () distinta de la pg (+/z, n) que por coherencia debe
reflejar sus verdaderas opiniones finales.

Definicion 2. u: Dx®— R es una funcion de utilidad local si
para todo pp(-)eD y 0€0.

(6) ulpg(«),0)="h(py(6;,0)

Resulta conveniente suponer que £ :{0,s)x® = R es continua-
mente derivable respecto a su primera variable Si la recompensa que
¢l investigador espera obtener terminando su trabajo con unas opiniones
finales sobre el pardmetro de interés descritas por pg (- ) depende sdlo
de la probabilidad que tal densidad asigna a un pequefio intervalo que
contenga a su verdadero valor, entonces sus preferencias son adecuada-
menle descrifas por una funcidn local de utilidad.

En tales condiciones, pueden establecerse los siguientes resultados
(Bernardo, 1974):

Teorema 1. Si u:Dx® =R es una funcién de utilidad propia y
local, entonces existen una constante A >0 y una funcion real B(.)
tales que

(i) ulpg(+),0)=A . log{pg (6)}+ B (8)
(i1) Uy —ug =g-Ipgln)

donde g = Aflog (2) e Ig {n)es la informaciéon (Shannon, 1948; Lindley,
1956) que puede esperarse sobre f mediante la extraccion de una
muestra de tamafio # y viene dada por

Py f0/z, n)
loggy——=——
p

}p (0/z,n)d8 p,(z/n)dz
(o) 00

D A=
‘yile

Consecuentemente, si las preferencias del investigador son descri-
tas por una funcién de utilidad propia y local, entonces el incremento



de ufilidad que puede esperar de la extracciéon de una muesira de
tamano 5 viene dado por g - [y (r}, por lo que:

a) La constante g debe interpretaise como la utilidad esperada
que el investigador asigna a una unidad de informacion, i.e. (Renyi,
1966) a una afirmacién del tipo

o [
feSC@ con | Py (6)d6 =—
¢ 2
b} El tamario Optimo de la muestra es el que maximiza la expre-
sion

(8) g-lgtn)—cin)

II. Informacion proporcionada por una muestra

La puesta en prictica de la solucidén obtenida en (8) exige el
cilculo de /g (n) para el proceso p, (+/f) que represente la situacidn
experimental considerada EI cilculo directo mediante (7) conduce a
resultados complicados, dificiles de interpretar, ¥ a menudo penosos
de obtener Parece, en consecuencia, adecuado buscar una aproximacion
vdlida en las condiciones experimentales mds habituales.

Dada la tratabilidad y amplio espectio de situaciones reales que
cubre la familia exponencial, nos limitaremos aqui a tratar el problema
en el caso en que el proceso p, (+/6) pertenece a la familia exponencial.
El método, sin embargo, puede generalizarse a otros procesos (Ber-
nardo, 1974)

Definicion 3 Dado un proceso p, (+/0) de la familia exponencial,
ie de la forma

Py (,/0)=F (x;)~ G (6)  exple(x)-¢(0)}
definiremos su parametro natural ¢ mediante

W=y (0)=¢(0) si ¢(0)=R =(—co o)
V=9 (0)=log{e(0)~a} si ¢(8)=(a )

V= (8) =loglb—¢ (0} si ¢(8)=(—, b
W= (8)=log{(¢ (0) —a)j(b—¢(0))} si ¢(©)="(a-b)

(Se sabe —Lehmann, 1959— que ¢ {©) debe ser un intervalo finito
o infinito).

Definicion 4. Considérese un proceso p, (-/8) de la familia expo-
nencial vy sea  su parametro natural

(i) definiremos una densidad inicial no informativa para 8, y la
representamos por g {+), mediante

dy ()

|. ¥oeo
‘e . . .. Q . . ~
(ii) para cualquier densidad inicial pg (-}, definimos su tamatio
muestral equivalente ny como la solucion, si existe, de

pg (0)x{p, (+/6)}'° -7y (6), Voe®

Consecuentemente, una densidad inicial no informativa respecto
al pardmetio de un proceso de la familia exponencial, equivale a una
densidad inicial (impropia) uniforme sobre R para el pardmetro natural

Si pg {-) pertenece a la familia de distribuciones conjugada del
proceso (Raiffa & Schlaifer, 1961), su tamafio muestral equivalente 7
existe siempre, y suele poder determinarse por simple inspeccion.

Con los elementos introducidos en las Definiciones 3 y 4, pode-
mos construir la aproximacion a IB () que nos proponiamos En
efecio (Bernardo, 1974)

Teorema 2 Si un investigador va a realizar n observaciones inde-
pendientes de un proceso p, (+/8) perteneciente a la familia expo-
nencial, y sus opiniones iniciales respecto de 0 pueden describirse
mediante una densidad de tamaiio equivalente ngy, enfonces

]e (i’l)

n+n -
.

lim
no a1

R 1082{

La aproximaciéon obtenida



1 n+ ng
/g (”):—i— log, ——

Hy

resuita extraordinariamente precisa incluso para valores moderados
de ny Por otra parte, en la investigacion cientifica es habitual empezar
la fase experimental con fuertes opiniones iniciales sobre el pardmetro ¢
objeto de la investigacion.

1V. Tamafo muestral éptimo.

Cuando se pretende hacer inferencias sobre el valor del pardmetio
de un proceso mediante la observacion de un determinado nimero de
sus realizaciones, el Teorema 2 permite obtener una sencilla expresion
del tamafio muestral mds adecuado.

Si las preferencias del investigador entre los posibles resultados
de su trabajo son adecuadamente descritas por una funcion de utilidad
propia y local, entonces la solucidn oftecida es la Gnica compatible
con los axiomas de coherencia.

Teorema 3. Si se quiere hacer inferencias sobre el pardmetro 6
de un proceso p, (+/8) de la familia exponencial, de forma que se
estd dispuesto a pagar una cantidad media g por una unidad de infor-
macion sobre @,

Si el coste esperado de extraer una muestra de tamafio n es ¢ (n)
tal que c(+) es diferenciable,

Si las opiniones iniciales del investigador sobre 8 pueden expre-
sarse mediante una densidad de tamarno equivalente ng,

Si las preferencias del investigador son descritas por una funcion
de utilidad propia y Iocal,

Entonces, el tamaiio muestral éptimo es n* donde n* =max (0, n')
v n' es la solucién de la ecuacién

! £
2log(2) ' (n')

(% n'+n,=

El resultado del Teorema 3 es particularmente atrayente si la
funcién de coste esperado ¢ (1) es lineal en n, como frecuentemente
ocurre En tal caso, con ¢ (1) = ¢ + ¢ - n laecuacidon (9) se escribe

1 g

' 4 . 5
ao T T o l0g(2) ¢

que expresa un resultado intuitivo: el nimero total de observaciones
requeridas, ie la suma del tamafio muestral equivalente a la informa-
cion inicial y del numero de observaciones a realizar efectivamente,
debe ser una cantidad fija que depende exclusivamente de la relacion
g/c, del valor unitario de la informacion (que mide el interés de la
investigacion) al coste unitario de observacion.

Con una funcidon de coste lineal, y una fuerte informaciéon a
priori que garantice la validez de la aproximacion encontrada en el
teorema 2, el niimero total de observaciones debe ser constante; en
consecuencia, en tales condiciones no hay ventaja apreciable en un
muestreo secuencial.
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