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1. El problema.

El uso indisciiminado de distribuciones iniciales impropias “no-
informativas’ en el andlisis estadistico Bayesiano ha sido recientemente
criticado por numerosos autores. Mediante una coleccion de ejemplos,
Stone & Dawid (1972) y Dawid, Stone & Zidek (1973) han puesto de
manifiesto que el uso de una #nica distribucidn inicial “no-informativa”
para cualquier problema de inferencia en un determinado modelo da
Jugar a ciertos resultados insatisfactorios conocidos como paradojas
de marginalizacién.

Un ejemplo particularmente sencillo de este comportamiento, que
ocurre a menudo en la prdctica estadistica v cuya solucién tiene por
tanto interés en si misma, aparece al intentar realizar inferencias sobre
el coeficiente de variacién de una distribucidén normal.

En efecto, supdngase que se dispone de una muestra aleatoria
Z =X, X, ., Xp | de una poblacién normal de media u y varianza o*
desconocidas ¥y que, basindose @inicamente en la informacion propoi-
cionada por tal muestra, se pretende hacer inferencias sobre el coeli-
ciente de variacién ¥ = u/o.

La distribucidn inicial “no-informativa™ comunmente aceptada para
el modelo normal con ambos pardmetros desconocidos, ya propuesta
por Jeffreys (1939/67, p. 138) vy con otros argumentos por Barnard

"(1952) es p(u, 0) =o~* '

Con tal distribucion inicial, la distribucion posterior de y y ¢ tras
observar la muestra, p{u, olz), resulta, en virtud del teorema de Bayes,
proporcional a
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donde m y s? son, respectivamente, la media y la varianza muestrales
En consecuencia, la distribucién posterior de ¥ y o, p(y, olz), es
proporcional a
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puesto que el Jacobiano de la transformacioén es o~

distribucién posterior de  resulta de la forma

ny? “ 1
p(t,(/lz)ocexp-;— ”; ‘[0 tnzexp;——z—t2+rd;t}dt (1)

. Integrando o, la
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donde » = (Z x; ){Z x;) = . Consecuentemente, la distribucion final
de ¢ depende de la muestra unicamente a través de r, ie r es sufi-
ciente para realizar inferencias sobre

Por otra parte (Stone & Dawid, 1972}, la distribucion de »
depende de u y o tnicamente a través de . Especificamente,

plrlu,0)=p @Y=
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Por tanto, explotando este hecho, deberian poderse hacer inferencias
sobre el valor de Y asignando una distribucion inicial para ¢, p (),
v combindndola con (2) por medio del teorema de Bayes para obtener

pylz2)=p N

Sin embargo, como funcion de ¥, (2) no es un miltiplo de (1)
v en consecuencia no existe ninguna distribucién inicial para ¥ que
permita reproducit las inferencias sobre { que se deducirian de (1),
Este resultado arroja serias dudas sobre la validez de (1) como
descripcion de las inferencias que se pueden realizar sobre y basandose
en la muestra z. En la Seccidn 3, presentamos una solucidon alternativa
que no presenta tal dificultad.

2. Definicion de una disttibucion inicial de referencia

Nuestra postura, desarrollada en Bernardo (1976), es que para
cada problema de inferencia en un determinado modelo existe una dis-
tribucion inicial de referencia que puede utilizarse como “no-informa-
tiva” en el sentido de que la correspondiente distribucion posterior
p (Y {z) del pardmetro de interés  describe la clase de posibles valores
de ¥ que son sostenidos por la muestra z.



1a idea bésica subyacente a nuestra construccion de una distribu-
cidn inicial de referencia es como sigue Considérese un vector ¢ de
parametros y un experimento £ cuyo resultado z proporciona infor-
macidén sobre 6. Supdngase que estamos interesados en el valor de
cierta funcion real ¥ = ¢ () de los pardmetros. Sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que ¥ €8 la primera componente de 8,
puesto que en otro caso siempre podemos hacer la transformacion
adecuada para obtener tal situacién. Por tanto, escribiremos 0 = % Y, wl,
wi%wl, Way o ooy Wi

Ante todo, generalizando la definicién original de Lindley (1956},
la informacion que puede esperarse sobre el valor de W de la realizacion
de £ cuando la distribucién inicial de & es p(8), se define como

P2
p{y)

cuando tal integral existe. Andlogamente, la informacién residual espe-
rada sobre cada uno de los w; cuando ¢ es conocido puede ser
definida como

PiEp@®) =[] pz,6) log d6 dz
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Considérese ahora el experimento £ (1) que consiste en n repeti-
ciones independientes de £, de forma que I”E(n), p(B)f es la
informacion sobre  que puede esperarse de E (1) cuando la distri-
bucion inicial de 8 = 3 VU, wlesp(0)=p)p(w|d). Sise realizasen
infinitas repeticiones de E se llegaria a conocer @, v por tanto ¥,
perfectamente. Por tanto, Td gE (=), p (6){, si existe, mide la cantidad
de informacion desconocida sobre el valor de ¥, cuando la informacion
inicial sobre  estd descrita por p (8), que podria obtenerse repitiendo £.
Parece natural definir una distribucion difusa de ¥ con iespecto a
E, m(y) como aquélla que maximiza la infermacién desconocida so-
bre Y para cualquier p (wiy).

df dz

Todas las densidades de la forma w(y)p (w|y) serin llamadas
Ww-difusas relativamente a E. Difieren en el itipo de opiniones que
describen sobre el valor de w dado ¢ Parece natural seleccionar
como distribucion inicial de referencia la mas difusa entre ellas,

i e la que maximiza cada una de las informaciones residuales desco-
nocidas, Iwill’b fE(oo), p(8) f, i=1,.. ,k La distribucién posterioz
de Y que se obtenga utilizando tal distribucidn inicial, serd una
descripcion completa, argiiimos, de las inferencias sobre W que pueden
realizarse utilizando exclusivamente los resultados experimentales.

Generalizando ligeramente el trabajo de Stone (1958), se encuentra
que si la distribucion posterior de ¢ es asintdticamente normal con
precisiobn nh (?), donde 8§ es el estimador mdximo-verosimil de 6 .
entonces para cualguier distribucidn inicial positiva (i e. p{8) > 0,V 8},
Y A oo,

k(@)llz
p(y)

Se deduce de elio (Bernardo, 1976) que si b (8) puede descomponerse
en la forma
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entonces la informacién desconocida sobre , I"U;E(OO),p(B)E es
maximizada para todo p(w|¢) cuando p () =7 {y)

Anédlogamente, si la distribucidén posterior de w dado y es asinto-
ticamente normal con precision nh; (6) v

B (0) = m{w) g (6]), 67 =6—{e;!

entonces la informacién residual desconocida es maximizada cuando
p(w;|y) = w{w;) En tal caso, la distribucioén inicial de referencia para
realizar inferencias sobre i viene dada por w{(y) IF 7 (wy).

I

3. Distribucién posterior del coeficiente de variacion.
Considérese de nuevo el problema del coeficiente de variacion

La funcidon de verosimilitud del modelo normal puede escribirse, en
funcion de 6 = {y, 0{, ¥ = p/o, como

__ poo ] e
p(x]nu's 0’)— U\/@T_} eXP] 20_2 (-x !Jba)l



Se sabe (Walker, 1969} que la distribucién posterior de  es asinto-
ticamente normal con matriz de precision rF (8), donde ¥ es el esti-
mador miximo-verosimil de ¢ y F(#) la liamada matriz de informacién
de Fisher, de elemento tipico

2

d
_J-p(,xw)wlogp(x[@)dx

En nuestro caso, es ficil comprobar que tal matriz resulta ser

CH o
o vio 2+ ¢H/e?

¥y, en consecuencia, las distribuciones asintdticas posteriores de ¢
v de o condicionada a ¥ son normales con precisiones respectivas
nh (8) v nhy(8) donde
-1
l‘b2
‘ noy=(1+%-)
(0) 3
n(6)= (2+ y*) o
Por tanto, haciendo uso de los resultados descritos en la seccidn
anterior, las densidades y-difusas son aquéllas de la forma p (¢, 0) =
« (1 + ¢%2) 2p (o)) y la distzibucién inicial de referencia para hacer
inferencias sobre ¢ esw (Y, 0) = (I + _th2/2)ﬁ1'l2 o~ o, en términos de la
métrica inicial,
. 2 _1/2

_ﬂ(_p,o):(1+;?) o7 o (3)

Utilizando (3) como distribucion inicial, la distribucién posterior
de { resulta ser
: -1/
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Como habfamos anticipado, (4) y (2} son proporcionales como
funciones de ¢, siendo w (¥} = (1 + ¢¥2)""2 el correspondiente factor

de proporcionalidad Consecuentemente, la distribucion final (4), puede
reproducirse a partit de (2) utilizando () comeo distribucidn inicial
“no-informativa” y, por tanto, la paradoja de marginalizacion ha sido
resuelta.

Es interesante observar que, para valores grandes de ¢, (1 + %/ 2y e
se comporta como |¢ l_l, mostrando una conexién con el tratamiento
de Stone & Dawid (1972).

4. Discusion.

La distribucidon posterior (4) debe entenderse como una distri-
bucién de referencia, que describe el tipo de inferencias que pueden
hacerse sobre  basindose exclusivamente ¢n los resultados expe-
rimentales

En cualquier problema real, se dispone de cierta informacién
inicial sobre los valores de u y o Tal informacion debe traducirse
en una distribucidon inicial que, combinada con la informacion pro-
porcionada por los datos experimentales mediante el teorema de
Bayes, dé lugar a Ia correspondiente distribucion posterior. Esta
distribucién posterior, p (¥ |z), que describe las conclusiones finales
sobre el valor de ¥, puede entonces compararse con (4) obteniéndose
de ello la necesaria informacidon sobre la importancia relativa de
los datos experimentales y la informacion inicial en las conclusiones
finales
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