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ANALISIS DE DATOS Y METODOS BAYESIANOS

JOSE M. BERNARDOQ *

1. INTRODUCCION

Desde sus comienzos, ia practica profesionai de la estad(stica ha requerido una
acuitud interdisciplinar, en la que los conocimientos matemdticos del estadfstico, [a infor-
macién sobre el significado real de ios datos proporcionada por los cient(ficos que tos han
producido, v los métodos de cilculo accesibles en cada momento histdrico, se han combi-
nado para proporcionar soluciones a los problemas de investigacién v de decisién cue se
han ido pianteando, Como consecuencia de este proceso, han ide apareciendo un conjunto
de técnicas, no siempre consistentes entre $1, que constituyen el niicleo de Iz formacién es-
tadistica tradicional.

En las tltimas décadas, sin embargo, hemos asistido a una répida evofucion de
la metodologia utilizada, que se ha debido, fundamentalmente, a dos hechos importantes,
Por una parte, el increible desarrolio de les métodos de cdlcuio, con la aparicion de poten-
tes microordenadores de bajo coste, capaces de realizar de forma interactiva, y con soporte
grifico, cdlculos que hace solo unos afios ¢ran ntratables, ha transformado el anilisis de
datos; ia rigidez de los planteamientos tradicionales estd dando paso a una actitud explora-
torig en la que los datos son estudiados desde miltiples puntos de vista, a [a busca de pa-
trones, relaciones o interdependencias, que permitan shtuir ios posibles modelos subya-
centes a las fluctuaciones aleatorias, los errores v la confusién general, que tipicamente se
observan en los datos reaies, Por otra parte, la formalizacién axlomdtica, presente en las
matematicas desde Euclides, ha terminado por alcanzar a los métodos estad isticos; los dis-
tintos métodos tradicionales estan slendo progresivamente sustituidos por una metodofo-
gia general unificada, deducida a partir de los séfidos fundamentos axiomiticos de I3 teoria
de la decision v caracterizada por una descripgion probabilfstica de la incertidumbre: ja me-
todologfa Bayesiana.

En este trabaio, se describen con cierto detalle fas implicaciones de estos dos
factores, v ia manera en que su conjuncion ha dade lugar a una nueva forma de enfocar v
resolver los problemas en los que los métodos estadisticos pueden resultar dtiles, El énfa-
sIs se sitda en el plano conceptual, remitiéndose al fector a Ja literatura especializada para
la mayor parte de los detalles técnicos.

* Departamento de Estad(stica, Presidencia de ia Generalidad Valenciana.
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En la Seccidn 2 se proparciona una introduccién eternental a la modernz tearia
de la decisidn, cuya estructura axiomdtica proporciona ios fundamentos sobre jos que des-
cansan los metodos Bayesianos, vy en ese contexto, se describen ei andlisis de datos v Ia infe-
rencia estadistica como partes def trabaio necesario para incorpoerar la informacién de que
se dispone al proceso de decisidn. En la.Seccidn 3 se subrava ef cardcter grafico e interacti-
vo del analisis de datos contempordneo, se describen algunas de sus técricas mas interesan-
tes, v se discute Ia forma en que los resultados de tal analisis pueden ser formalizados me-
diante modelos matemdticos de tipo probabilistico. En ia Seccién 4 se detalla el procesc
formal de inferencia estadfstica, desde una perspectiva Bayesiana, v se destacan fas especia-
les caracteristicas del tipo de resultados a que tai proceso da |ugar. Finalmente, en ia Sec-
¢ion 5 se discuten algunas de fas consecuencias de las tesis mantenidas, v se comentan ias
referencias bibliograficas mds relevantes.

2. EL PARADIGMA BAYESIANO

2.1. Teoria de ia decisién

Desde sus origenes, fas matemdticas han mostrado una fuerte tendencia a la
axiomatizacién. En efecto, ia construccién de un sistema axiomatico permite identificar
con claridad los conceptos v relaciones que se consideran bdsicos, y garantiza que |as can-
clusiones que pueden légicamente derivarse de tal sistema forman una teorfa coherente,
exenta de contradicciones, Durante muchos afios, los métodos estad fsticos han permane-
cido fuera de esta corriente; como consecuencia, han coexistido numerosas “recetas”, a
veces incompatibles entre si, para analizar distintos tpos de datos, De tales métodos se
sabia que eran frecuentemente utiles, pero su correcto funcioramiento nunca podia ser
garantizado a prieri. En los afios veinte, ¢ genio de Ramsey (1926) advertfa que toda ia
informacién disponible debe ser analizada en el contexto del problema real que motiva
la tnvestigacién, argumentaba que los problemas reales pueden ser generalmente descritos
como problemas de decision, v establecia las bases para una teorfa axiomatica de {a deci-
sién, de la gue puede deducirse Ja metodoiogla necesaria para analizar ia informacién re-
levante.

El trabalo de Ramsey, pionero, pero carente de una formalizacién matemd-
tica ngurosa, permanecié ignorado durante casi dos décadas, pero la publicacién de la
monografia de Savage (1954), The Foundations of Statistics, en la que se establecian las
mismas tesis de forma rigurosa, ya no pasé inadvertida; fa naciente teoria de g decisicn
iba a modificar definitivamente |a forma de analizar los problemas estad/sticos,

2.2, Conclusiones bisicas

A pesar de su notable complejidad matemdtica, las conciusiones fundamen-
taies gue se derivan de adoptar un punta de yista axiomatico ante los problemas de deci-
sibén son relativamente ficiles de describir.

89

En efecto, cualquier problema real de decisién puede ser representado como
una sucesién de problemas de decisién eiementales, en cuya estructura sélo intervienen
tres elementos:

{i) el contunto de decisiones posibles, o espacio de afternativas, A,
{iii el conjunto de sucesos inciertos relevantes, o espacio paramétrico, @,

{iif) el conjuntc de resuitados que pueden dervarse de la alternativa gue se elija vy de fos
' sUcesos tnclertos que tengan lugar, o espacio de consecuencias, C.

Sobre estos elementos bdsicos, se proponen uhk conjunto de ax/omas cuyo obje-
to es caracterizar o que se considera un comportamientoc “racional”, o coherente. Por
eremplo, parece razonzbie exigir de una persona sensata, gue s consi_dera que la alternativa
a es preferibie a la alternativa b, y que la alternativa & es preferible a la alternativa c, ent?n-
ces debe considerar que la alternativa g es preferible a la alternativa ¢ (tramsitivided). Andlo-
gamente, st considera gue la alternativa g es preferible a la aiternativap siempre que suceda
8, v también considera que Ia alternativa ¢ es preferibie a |z alternativa & 5|e‘mpre gue 1o
suceda @, entonces debe considerar que la alternativaa es en todo caso prefenbl; ) |€1’aitﬂl’-
nativa b (principio de substitucién). Naturaimente, existe cierta libertad en IAa eieccion del
sistema de axiomas; mientras unes sistemas axiomaticos ntentan conseguir el mayor gradp
de generalidad posibie, otros tienden a subravar el contenido intuitivo o el cardcter operati-
vo de sus axiomas, Fishburn {1981) proporciona un resumen comparativo de los sns;emas
axiomdticos anteriores a 1980; Bernardo ef 4/. (1985) ofrecen una aiternativa m:i§ reciente.
Sin embargo, las conclusiones bdsicas que se derivan de rodos los sistemas axiomaticos pro-
puestos son esencialmente las mismas:

(i) Debe construirse una medida de probabilided aue describa la _mcertfdumbre del dec.|-
sor sobre fodos fos aspectos desconocidos del problema en ¢f momento de tomar ja
decisién, Formalmente, debe especificarse en una distribucién de probabilidad sobre
el espacio paramétrico, que representaremos por su densidad de pr_ob_abilidad
2 (8 |/} respecte de la medida dominante apropiada, donde / representa ia informa-
¢ién disponible en ei momento de decidir.

(i) Debe construirse una funcidn de utilidad que describa ias preferencias del cecisor .e)n-

- tre los posibles resultados finales. Formalmente, debe especificarse en una funcién

real o q-ue asocia un vafor & (4,8 ) a cada una de 1as posibles combinaciones de alter-
nativag v suceso incierto 4.

(ifi) Debe calcularse la utifidad esperada de cada decisidn, definida por

Eu(allj=J uia)p(011)do,
Q@

lo gue proporciona unz medida directa de la deseabilidud de cada alternativa ¢, dada la
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informacion /. Consecuentemente, debe tomarse aguella decisién ¢* que maximiza la utili-
dad esperada Eu (7 | /).

Considérese, por elemple, la situacién de un equipo de gobierno que debe reali-
zar un plan de inversiones pithiicas a medio plazo. En primer lugar, deberfa especificarse el
conjunto de alternativas posibles 4, esto es, el conjunto de todos los planes de inversién
compatibles con su presupuesto. Seguidamente, deber(a determinarse el coniunta de fodos
ios sucesos inciertos relevantes 8¢, esto es el consunto de elementos inciertos del probiema
aue pueden afectar a las consecuencias que se deriven de la decisién que eventualmente se
tome; asi, la demanda mundial de barcos en |os proximos afios puede ser crucial, si se pien-
sa en un astiflero; el crecimiento probable del pargue automovitfstico, si se contemplan
obras de infraestructurz viariz; los resuitados de las préximas elecciones, si la conclusién
del plan requerirfa disponer de mayoria absoluta en la préxima legistatura, Finalmente, de-
berfan describirse con detalle las consecuencias que previsiblemente se derivarian de cada
posible combinacion de plan de inversiones g y suceso posible 8, esto es de cada par (a,8),
lo que compietarfa la estructura del problema de cecisién planteado. Para resoiver ¢l pro-
blema, serfa entonces necesario

(i} valorar cada uno de los resultados posibies, asignando a cada consecuencia ¢ un valor
numérico & (¢} = i {a,6 ) que deberia describir el grado de satisfaccién social gue se
derivaria de tal consecuencia;

{if} determinar, en funcién de 1a mformacion disponible /, una diszribucin de probabili-
dad p (8 | 1) que describa la plausibilidad de cada uno de los sucesos considerados.

l-a deseabilidad de un plan de inversiones a vendria entonces medida por sy uti-
lidad esperada £u {a | /} v, consecuentemente, el plan éptimo ¢* serfa ei que diese iugar a
una utilidad esperada maxima. Ni la especificacin de la valoracién o (@,8/, ni la determina-
¢ién de la distribucion de probabilidad p (8 [ /) son sencillas, pero ambos elementos son
imprescindibles para una optima toma de decisiones.

2.3. Informacién adicional

Frecuentemente, la informacién / de aue se dispone sobre ios elementos in-
ciertos de un problema de decisidn no resulta suficiente para decidir con garantfas razona-
bles de éxito, pero suete ser posible obtener informacién adicional que mejore esa situa-
cibn; formalmente, la utilidad esperada de la decision optima, Eu (a* | /), puede resuitar
pequefa, pero generalmente resuita posibie conseguir nuevos daros D que la mejoren.,

En el ejlempio antes comentado, el gobiernc puede decidir que necesita més
informacidn sobre la evolucién del parque movil, v encargar un estudio basado en los datos
de Trafico, o requerir mayor informacién sobre la vaioracién ciudadana de las distintas al-
ternativas v realizar una encuesta entre la poblacion.
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El problema tecnico de incorporar tal informacidn adicional en el proceso de
decisién no es trivial, v constituye, de hecho, el abietivo Gltimo de cuaiquier andlisis esta-
distico. Desde la perspectiva axiomatica que se ha descrito, se trata de obtener la distribu-
cién de probabilidad firat p (@ | /, D) que describe Iz informacién de que se dispone sobre
los aspectos mciertos del problema, dada tanto la informacién nicial / como la informa-
cién adicional D, utilizande para ello la distribucién inicial & (6 | 1), v |z presumible rela-
cidn existente entre los nuevos datos D v los sucesos inclertos relevantes 8.

Tfpicamente, la refacion entre £ vy 8 puede expresarse mediante un mmodefo
probabilistico p(D | 8) que describe la verosimifitud de ios datos D como funcién de ios po-
sibles valores de 8. Por ejemplo, ia relacién entre os datos de una encuesta v el porcentale
de cludadanos gue favorece una determmada medidz suele ser adecuadamente descrita me-
diante un modelo mutinomial jerdrquico. Una vez especificado el modelo p (0 ]6), la dis-
tribucidn final deseada puede ser cotenida mediante el Teorema de Baves, de forma que

p(014D) =p(L18)p(®11),
o mds explicitamente,

p(B11,Dj=kre(D18)p(811),
donde la constante de proporcionalidad & puede obtenerse como

k:{j p(D18)p(8 FUO"?}
®
puesto que, por tratarse de una densidad de probabilidad, o8/, D)d6 =1.

La especificacién de un modelo probabilistico p (D | 8), quz describa la rela-
cibn existente entre fos datos D v los elementos inciertos dei problema B, no es sencilla; ge-
neralmente, es necesario un exhaustivo andg/isis de datos, de tipo exploratorio, que propor-
cione los elementos de base para una modelizacién rigurosa. A partrr de aquf, [a construc-
cién de la distribucién final p (@ | £,.D), basada en ef modelo provisionaimente aceptado,
constituye & ndcleo del proceso de inferencia necesario para incorporar al anglisis dei pro-
bilema de decisién la informacién proporcionada por los datos. El uso sistematico del Teo-
rema de Bayes en tal proceso de inferencia es lo que justifica ef adjetivo Bayesiano, con el
que generaimente se describe ei paradigma metodoidgico que nos ocupa.

En el resto de este trabajo, analizaremos ¢on cierto detafle cada uno de estos
elementos.

3. ANALISIS DE DATOS

En la descripcién del anilisis de datos moderno hay dos adjetivos fundamenta-
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les: /nteractivo y grdfico. La importancia de tales caracteristicas puede apreciarse mejor re-
cordando, aungue sea brevemente, la historia de los ststemas de cdlcuio disponibles para el
andlisis estadistico.

Aunque la mayor parte de ins métodos estad sticos cldsicos va se conocian a fi-
nales de los afios treinta, sdio pudieron ser empieados de forma efectiva con la aparicion de
jos sistemas electrénicos de célculo. En sus comienzos, en los afios 60, los programas de
analisis estadistico residian en grandes ordenadores, vy eran accedidos por los usuarios me-
diante tarjetas perforadas que habla que rehacer si se cometia un error; el paquete de tarje-
tas, que contenia las nstrucciones de control v ios datos, era fisicamente entregado en el
centra de cdlculo, y los resuitados eran recogidos en el mismo lugar, Impresos en papel ¢on-
tinuo, unas horas mas tarde,

A principios de los 70 se frabajaba va sobre terminales que evitaban jos despia-
zamientos, se habfan introducido [enguajes de control con comandos nemotécmcos, como
“asuste polindmico’” o “regresidn®, v las variables eran va identificadas por sus nombres, en
wgar de por su cédigo numeérico, Sin embargo, se segufa trabaiando en lotes {modo
“patch™), de forma que el usuario debia eiecutar todo el programa de golpe v esperar, a ve-
ces varias noras, para obtener fos resultados, ... o la indicacién de gue habia algdn error,

1.0s sistemas interactivos, en los que se teclea un comando en [a terunal v ¢
programa lo ejecuta de inmediato, aparecieron a finales de los afios 70. Los programas in-
teractivos permiten analizar !os datos de forma secuencial, de forma que los resuitados de
una etapa pueden utilizarse para decidir lo que se hace en ia etapa siguiente, sin que eilo
exija iargas esperas intermedias. La mayor parte de los programas actuales pueden ser utk
lizados de forma interactiva.

A finales de tos afios 70, algunos estadisticos, estimulados por el trabajo pione-
ro de Tukey (1977), Exploratory Data Analysis, defendieron el uso de programas interact:-
vos para la exploracidn de datos sin modeios preconcebidos, adaptando para ello algunos de
los métodos conocidos v desarrollando otros nuevos, en Un intento de permitir que ios da-
tos “hablen por si mismos” vy sugieran refaciones, dependencias o Interacciones gue resulte
mnteresante analizar con mis detalle. En una etapa posterior, una vez ntuidos los rasgos
fundamentales de los datos, se podria proceder a formalizar modeios v obtener conclusio-
nes cuantitativas precisas. Esta forma de trabajar, requeria una versatifidad interactiva v
una capacidad grafica de la que los paquetes de programas tradicionaies claramente care-
cian.

La década de ios 80 es la del ordenador personzl. Por un precio moderado,
cualquier profesional puede tener ahora sobre sy mesa mayor capacidad de cdlcuio de la
que tenia toda la universidad en ios afios 60. Al principio, esto se tradujo sunpiemente en la
adaptacién de ios paquetes de programas tradicionales para su uso en ordenadores persona-
les. Sin embargo, la capacidad grifica de las estaciones de trapajo personaies pronto desbor-
d6 tales planteamientos, dando jugar a una nueva generacion de programas para analisis de
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datos, especificamente disefiadas para trabajar de forma grifica e interactiva.

- En ¢! resto de esta Secci6n, comentaremos brevemente algunas de las técnicas
mas mportantes en el anélisis exploratorio de datos,

3.1. Deteccibn de observaciones atipicas

Uno de los elementos cruciales en cualauier andlisis es |a deteccidn de posibles
cbservaciones atipicas en el conjunto de fos datos. Para empezar, los datos reales sueien te-
ner errores; rtai'es errores suelen ser debidos a fallos en ei sistema de medida gue los origing,
a equivocaciones humanas ¢ometidas en su transeripeién o, en mener medida, a transmi-
siones electronicas defectuosas entre los distintos soportes utilizados; naturgimente, los
errores identificados son corregidos o, si ésto no resulta posible, ios registros correspan-
dientes son eliminados. Sin embargo, observaciones correctamente realizadas v transcri-
tas pueden resultar tan atfpicas, tan extraordinarias, que deban ser eliminadas del anilisis
genel_'ai, y estudiadas después por separado, para poder identificar fas relaciones subyacen-
tes al conjunto de las observaciones que presentan un comportamiento estindar.

Por ejemplo, en el anilisis de una encuesta orientada a determinar las preferen-
cias mostradas por los ciudadanos entre distintos pianes de inversién, hay que eliminar los
errores fisicos, posiblemente debidos a un grabado incorrecto de las respuestas obtenidas,
pero también hay que identificar v tratar por separado, observaciones atipicas que oscure-
cerian la tendencia general; por ejemplo, cuando se analizan os datos de una encuesta so-
bre posibles inversiones en la red viaria, tai vez deban fratarse por separado los datos co-
rrespondientes a la zona que deberia ser expropiada para construir una nueva autopista.

7 Los métodos grdficos interactivos son especiaimente efectivos en [a deteccion
de cbservaciones atipicas. Por elemplo, las grificas méviles tridimensionales correspondien-
tes a la representacién simuitdnea de las tres primeras componentes principales de cada ele-
mento de! conjunto de datos, permiten una inmediata identificacién visual de fas observa-
clones atipicas. Menos poderosos, pero a veces muy efectivos, son jos métodos grificos en
una o dos dimensiones; por ejempio, los diagramas de cata (“boxplots”} proporcionan un
Interesante resumen grifico de la distribucién de una magnitud univariante.

3.2. Transformaciones

_ La eleccién de una métrica adecuada para cada una de las magnitudes presentes
en los datos originales es frecuentemente crucial para su andlisis efectiva.

En primer iugar, es preferible trabajar siempre con magnitudes tipificadas, pues-
{0 que ;:.ularmlten comparaciones intuitivas de forma mucho mds sencilla. Por otra parte, una
proporcion importante de jos métodos estadisticos estdn diseftados para trabajar con datos
normales; Gonsecuentemente, suele resuitar deseable transformar fas magnitudes utilizadas
de forma que sus distribuciones marginaies se ajusten cuanto sea posible 2 una distribucién
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normal. En algunos casos, {a experiencia acumulada sugiere transformaciones obyias, como
la transformacién logfstica cuando se trabala con proporciohes; en otros cascs, sin embar-
g0, es necesaria una busqueda secuencial, enormemente facilitada por zquellos sistemas que
permiten |a observacidn simuitdnea de i0s histogramas v representaciones en escala probabi-
listica normal de [as distribuciones correspondientes a las distintas transformaciones consi-
deradas.

Naturaimente, el analisis de transformaciones, como cuaiquier otra manipula-
cion de los datos, aebe realizarse una vez excluidas las observaciones atfpicas, puesto gue
en otro caso tales observaciones podrian sesgar el andlisis.

3.3. Deteccidn de subpoblaciones homogéneas

Para establecer un modelo probabiifstico que describa fieimente la relacién en-
tre [0s datos observados v 1os sucesos inciertos que se mvestigan, es frecuentemente necesa-
rio separar el conjunto de datos en subpoblaciones razonablemente homogéneas entre sf.

Las representaciones tridimensionales en componentes principales antes men-
clonadas pueden utilizarse con este propésito, lo que a veces permite ia identificacién visuai
de conglomerados. Sin embargo, es frecuentemente mis efectivo procesar los datos con al-
gunos de los numerosos aigoritmos especificamente disefiados para la determimacién de
congiomerados.

La diferencia mds importante entre fos distintos métodos de construccién de
conglomerados {'‘ciusters”) reside en el tipo de distancia utilizada para determinar el grado
de semejanza entre cada par de registros; cada definicién de distancia da lugar a un resulta-
do diferente, grificamente descrito por un dendograma, en el gue resultan aparentes los
subconjuntos de datos relativamente homogéneos con respecto a esg distancia. £ uso de
diferentes distancias (o aiternativamente, ef uso repetido de la misma definicién de distan-
cta con distintas transformaciones de las magnitudes incluidas en cada regisiro) proporcio-
na distintos conglomerados que, en e} contexto de los datos analizados, suelen tener una
Interpretacién interesante,

Por elempio, en el andlisis de datos electoraies, la distancia logaritmica entre
ias distribuciones de voto en cada comarca, origina conglomerados de comportamiento po-
[itico homogéneo, mientras que la distancia eucifdea permite la identificacién inmediata
de comarcas que resultan atipicas como consecuencia del extraordinario nivel de implanta-
¢ion en ellas de aiguno de los partidos.

3.4. Tratamiento de las observaciones incompietas
Uno de los aspectos mds polémicos dei andlisis de datos es el tratamiento gue

se da a las observaciones incompletas presentes en los datos. Esencialmente, hay dos posi-
bilidades: el tratamiento convencional consiste en ignorar en el anilisis aquellos elementos
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en los que faite una o més de las magnitudes requeridas; alternativamente, pueden imputar-
se los valores que faitan, utilizando la informacién proporcionada por los datos completos
para predecir el vaior mas probable de las magnitudes que faltan en un registro, en funcién
de las magnitudes presentes en ese misme registro.

Si puede supcnerse gue ia distribucién de observactones incomepletas es aleato-
ria, fa segunda opcién es més arriesgada: si se hace correctamente, se dispane de mucha mds
imformagidn, obteniéndose por io tanto conciusiones mds prectsas, pero un modelo de im-
putacion incorrecto puedeintroducir importantes sesgos. Sin embargo, la distribucién en
la poblacién de fas observaciones incompietas es rara vez independiente del objeto de la In-
vestigacién vy, en este caso, ignorar las observaciones incompletas puede producir serios ses-
gos en el andlisis.

Por ejlemplo, en las elecciones generales de 1982, la smputacién probabilistica,
a partir de un modelo logistico basade en su perfil sociolégico, de las contestaciones que
presumiblemente hubieran dado las personas encuestadas que no quisieron réveiar su inten-
cidn de voto, permitid unas predicciones extremadamente precisas (Bernardo, 1984); igno-
rar las contestaciones incompletas hubiera desviado las predicciones, debido a la correla-
<idn existente entre fa intencién de voto v {a disposicién a darlo a conocer,

Cl andlisis de datos moderno permite estudiar interactivamente, por simuia-
cidn, ias consecuencias de distintas formas de imputacion, reduciende asf notablemente el
peligro de introducir inadvertidamente aigan tipo de sesgo.

3.5. ldentificacion de modelos

Una vez eliminadas ias observaciones atipicas, realizadas las transformaciones
oportunas, separados los datos en subpoblaciones homogéneas, v decidido en cada una de
eflas un tratamiento apropiado para las observaciones incompletas, pueden empezar a estu-
diarse, con garantias, los posibies modelos gue servirfan para explicar et comportamiento
observado.

Histogramas de las distribuciones marginales de las variables, y de sus transfor-
maciones, en las distintas subpoblaciones; representaciones grificas refactonales, de forma
que ios elementos seleccionados en una de elias son inmediatamente identificados en las
demds; regresidén de algunas variables sobre distintas transformaciones de otras, v andalisis
de los correspondientes residuos; andlisis de las correlaciones exisientes entre pares de va-
riables; comparacién miltipie de ias caracteristicas correspondientes a las distintas subpo-
blactones, ... son algunos de los elementos que pueden contribuir a sugerir un modelo ca-
paz de explicar el comportamiento de ios datos.

Uno de los métodos més poderosos en esta Tase final del andlisis de datos es
la busqueda de elementos invariantes, de simetrias. Se puede comprobar, por elempio,
gue una reordenacion aleatoria de los datos en una subpoblacion no modifica las caracte-
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risticas observadas, lo que permitiria supaner que los elementos que ia integran son parcial-
mente intercambiables esto es, en un lenguaie mas convencionai, que constituyen una
muestra aleatoria de un cierto modelo: se puede verificar gue los residuos correspondientes
a una regresion linea} tienen simetria esférica, lo que sugeriria un modelo lineal normai;
puede comprobarse gue una determrnada funcién vectorial de ios datos proporciona ei
mismo tipe de informacidn que los datos compietos, o que sugeriria que se trata de un
estadistico suficiente y, por tanto, que ¢l madelo probabilistico adecuado pertenece a la
correspondiente familia exponencial generafizada. Las posibilidades son esencraimente
innumerables; sélo estan limitadas por la competencia v {a imaginacién del estad(stico.

En definitiva, el resuitado del andlisis expioratorio de los datos debe propor-
cionar informacién suficiente sobre su estructura como para permitir ia especificacion de
un modelo matematico con el que puedan deducirse conclusiones cuantitativas precisas. La
deduccion de tales conclusiones constituve el proceso formai de inferencia estadistica,

4, INFERENC!A ESTADISTICA

4.1, Modelizacion

De acuerdo con las conclusiones que se derivan de |z teoria de a decisidn, para
determinar la alternativa éptima, dada |z informacidn inicial / v los datos adicionaies D, co-
rrespondiente a un problema de decisidn cuyo espacio de stcesos inciertos es .8, es necesa-
rio determinar la distribucion finai p (8 1,0 ), que describe ia informacién de gue se dispo-
ne sobre & en el momento de tomar ia decisidn.

A partir de un andlisis de datos intensivo, en la [fnea que acaba de ser descrita,
es a veces posible construir un modelo matematico, p (D | 8) que describa directamente 1a
relacién probabilfstica entre los datos D v el pardmetre de interss 8; mis frecuentemente,
sin embargo, el modelo encontrado es de 1z forma p (D | 8, w J, donde aparece un nuevo
parametro desconocido ¢, al que [amaremos pardmeiro marginal que, como @, es frecuen-
temente multidimensional.

Por elemplo, el anilisis de datos puede sugerir, para cada una de las £ subpobla-
ciones descubiertas, una distribucién normal multivariante alrededor de un vector media,
en el que estamos interesados, pero su especificacién también depende de una matriz de co-
varianzas desconocida. En este caso, el modelo compieto seria de la forma

ic
P16, w) =Y aNO|uV)
i=1
donde el pardmetro de interés @ = {u, .., .} contiene a ias medias, v el parametro mar-
ginal w = {Vv v Vig %,y ock} estd constituido por las varianzas v por los pesos rela-

tivos de cada una de las subpoblaciones,
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4.2, Distribuciones finaies

De acuerdo con la axiomatica de comportamients raclonal, es necesario especi-
ficar mediante probabilidades {a informacién de que se dispone sobre cualquier elemento
increrto del problema. Consecuentemente, sera necesario especificar una distribucién ini-
ciai conjunta o (B, | /) que describa la informacién de que miciaimente se dispone tanto
sobre 8 como sobre w.

Ura vez determinada ia distribucidn inicial, es ficil obtener, mediante el Teore-
ma de Bayes, Ia distribucidn final conjunta

R o8 w|iD) p(D]8 wp(d wil)
que describe ia informacion de que se dispone sobre 8 v w, una vez incorparada ia informa-
cién proporcionada por los datos £. A partir de aqui, puede marginalizarse para obtener ja
distribucion final buscada

o (011,0) =J p (6, 11,0) de,
o]
que es el elemento necesario para determinar la utilidad esperada de cada alternativa

EufallD) = j u(a,8)p (81,01 d0.
o
Esto proparcicna tina medida de {a deseabilidad de cada una de las alternativas
consideradas en el momento de decidir v constrtuye, por lo tanto, la sefucidn al problema
de decisidn pianteado.

En zigunas ocasiones, ef modeio probabilistico es de la forma 2 (D | w/, de ma-
nera que el parametro de interés @ no aparece explicitamente en e modelo, pero es en cam-
bio una funcion matematica conocida @ = 6 {w) del pardmetro marginal utilizado. Por
elemplo, en ¢l andlisis de datos electoraies, el modeio probabil(stico multinomial es expre-
sade en funcién de las proporciones w = | @, .y Wy} devotos conseguidos por cada
partido, pero el parimetro de interés 8, la distribucidn de escafios en el Parfamento, es una
funcibn suya, ¢ =0 {w), definida por la Ley d’Hont.

En estos casos, el Teorema de Baves permite obtener directamente iz distribu-
cién finai de ¢,

plwl D) < pfD | w)p (wid)

de donde la distribucidn final buscada,

p(0 (1,0} =T {p(w]1D)} |
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puede obtenerse, analitica o numéricamente, mediante ia transformacién probabilfstica
aproprada, 7. Obsérvese que este tipo de transformacion 7o es posible en la metodoiogla
cldsica.

El proceso de cdlculo de las distribuciones finaies puede resultar técnicamente
dificil; por eemplo, pueden aparecer serios problemas de Integracién multidimensional, o
puede resultar que no existan soluciones analfticas v deba recurrirse al cifculo numérico.
Sin embargo, debe subrayarse que se trata de dificultades técnicas, no conceptuales. El
proceso a segulr €s finico v bien definido; se dispone de una teorfa general de inferencia.

4.3, Prediccibn

Frecuentemente, puede suponerse que ios datos constituyen una muestra alea-
toria, constituida por un determinado ndmero 1, de observaciones independientes de un
determinado modelo; por eiemplo, en control de calidad, los datos relevantes consisten
frecuentemente en los resultados de jas medidas x realizadas a # productos elegidos afeato-
riamente dentro de una partida. En este caso, ) = {X -~ Xa}, con

n
p(D 18, w) = [T pix16, w.
i=1
En este tipo de situaciones es frecuente que la funcién de utilidad VENga expre-

sadz en términos de fos valores de un nuevo registro X, ¥ sea por tanto de la forma v (a,x),
en lugar de ser de ia forma v (a,8). Por elempio, en contrel de calidad, las consecuencias
de la decisién de aceptar o rechazar una partida generalmente dependen de que existan o
no productos cuyas magnitudes x excedan las especificaciones permitidas, no del valor
medio de tales magnitudes en la partida analizada.

Puesto que siempre es necesario obtener la distribucién de probabilidad gue
describe la informacién disponible sobre el suceso incierto rejevante v en este caso tal su-
ceso es el valor x de un nuevo registro, seri necesario determimar la distribucién final de
X, que denominaremos distribucion predictive de x, v que puede obtenerse, utilizando la
distribucién final de los parametros en el Teorema de |a probabilidad total, como

plx | 4D) =J.

J pix 18, w p (8, wiiD) dodw.
e J0o

Consecuentemente, la utilidad esperada de una aiternativa @ ser4 ahora de ta forma
Eufa|lD) :J ufa.x) p (x 11,0} ax,
X

v la mefor zlternativa a*, la que maximize esa expresién,

Obsérvese la notable diferencia entre la solucion Bavesiana al probiema de pre-
diccion definida por ia distribucién predictiva pfx [/,0), v ia solucién tradicional pix|8.¢

a9

que se limita a substituir ios valores desconocidos de 8 v w por los de sus estimadores
6, @, lo que ni siquiera tiene en cuenta ei tamafio 7 de ia muestra en aue se basa fa predic-
cidn. Aichison y Dunsmore (1973) proporcionan un detailado anélisis de las peligrosas con-
secuencias de este tipoe de error.

4.3, Distribuciones de referencia

La especificacién de la distribucién pf 0,e |/) que describe la informacién ini-
cial es frecuentemente muy dificil, especiaimente en ias frecuentes situaciones en (as que
los parametros & v w sen multidimensionajes. Por otra parte, la informacién inictal es fre-
cuentemente pequena comparada con la nformacién proporcionada por los datos, de ma-
nera que puede esperarse que pf8 [/,0) y p(B | D) sean bdsicamente idénticas. Finalmente,
existen situaciones, por elemplo en la redaccidn del informe reiativo a {os resultados de un
experimento cientifico, en las que no quiere incorporarse mas informacion que fa directa-
mente proporcionada por ios resultados dei experimento realizado. Para todos estos casos,
es necesar:o disponer de una distribucién inictal de referencia que matematicamente descri-
ba la propiedad deseada, esto es que ia informacién inicial sea despreciable frente a fa n-
formacidn proporcionada por los datos.

La teorfa de la informacién proporciona una forma de resoiver el probiema; en
efecto, existen argumentos de tipo axiomético que permiten deducir la expresion adecuada
para medit la cantidad de informacién desconocida, H"f?p(@)} , sobre el parametro de inte-
rés §, que naturaimente depende de la informacién p(8} de que se dispone: cuanto mayvor
sea |z informacidn contenida en ia distribucién inicial p(8), menor serd ia cantidad de mfor-
macién desconocida sobre 8. Reciprocamente, ja distribucién inicial “ro-informativa’ o de
referencia, m (), sera aqueila que maximice la informacién desconocida  H% {pi6” (Ber-
narde, 1979). En el caso de que existan parimetros marginaies, se puede utilizar ¢l misma
argumento de forma secuencial, para obtener una distribucién nicial de referencia de la
forma 7 (8) n (o | 8) (Berger v Bernardo, 1989).

Las correspondientes distribuciones finales, 7 (§ | D} v 7 {x | D) son ias distri-
buciones finales de referencia v describen la informacién que el conjunto de los datos D
proporcionan sobre el parimetro de interés @ v sobre futuras observaciones x, dado el mo-
delo supuesto. Pussto que la metodelogfa tradicional siempre ignora la informacién inicial,
las distribuciones finales de referencia proporcionan la Gnica forma de comparar [os resul-
tados cldsicos con fos resultados Bayesianos: ha podido observarse que, generalmente, los
resultados cldsicos pueden ser reproducidos a partir de las distribuciones finales de referen-
cia, por lo que, pragmatica, aungue no conceptualmente, el paradigma Bayesiano constitu-
¥e Una extension de 1a metodologia clisica.

4.4, Descripcién de resultados

El resuttado finai de un proceso de inferencia Bayesiano es siempre una distri-
bucion de probabilidad, la distribucion final del pardmetro de interés, p(@ | 1,0). Sin em-
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bargo, con objete de comunicar con facilidad los rasgos mas caracter(sticos del resuitado
obtenido, es conveniente presentar, junto con la ecuacién formal que define p(d | 1,0),
algunas medidas de jocalizacién, algunas medidas de dispersidn, y una representacién grafi-
¢a adecuada.

La eleccidn de una medida de {ocalizacién puede ser descrita en si misma como
un problema de decisidn, en el que el espacio de aiternativas coincide con el espacio para-
métrico, esto es, A = 8 _ Es |a version Bavesiana de ia estimacién puntual, Para distintas
funciones de pérdida / (S,é\), se obtienen distintas soluciones, esto es distintos est/imadores
8 o medidas de localizacién de la distribucion finai; la media, 1a mediana v ia moda son ca-
s0s particulares (ver, por eiemplo, Berger, 1985, p. 161). Generalmente, sin embargo, no
hay razones para limitarse a calcular un sélo estimador, y es frecuente determinar al menos
los tres anteriores; en efecto, la media de ia distribucidn final suele tener interesantes pro-
piedades matemdticas v el intervalo determinado por la moda v ia mediana de fa distribu-
cidn final contiene a la mayor parte de |os estimadores que resultan de funciones de pérdi-
da razonables, por lo que constituye una interesante “medida de localizacidn™, en forma
de intervalo.

La familia mds interesante de medidas de dispersidn, desde un punto de vista
Bayesiano esta constituida por las llamadas regiones de mdxima densidad, Lz regidn de
maxima densidad vy nivel de probabilidad p, o regién p-creible, R,,, correspondiente a la

distribucién p(@ | /,0), es aquella de menor volumen entre ias que contienen & con proba-
bilidad p. esto es, taies que mmimizanT d@ bajo la condicién

Jr,
j o6 11,0} dé =p.
RI‘

Es ficil demostrar que toda regidn creible tiene ia propiedad de que cuaiquier
punto de efla tiene mayor densidad de probabilidad que todos los que no pertenecen a fa
region; de ahi [a expresion “mixmma densidad”. Las regiones crefbles, que tienen forma de
intervalos cuando el parametro de interés es unidimensional v su distribucidn finai es uni-
modal, constituyen ia versién Bayesiana de los intervalos de confianza clisicos, y frecuen-
temente coinciden numéricamente con ellos, cuando no se utiliza Informacién iniciaf; ob-
sérvese, sin embargo, que la interpretacién correcta ge una region crefble Rp es qgue “ve

acuerdo con fa tnformacién disponible, el valor del pardmetro pertenece a Rp con probabi-

lidad p", mucho mas intuitiva que ia forzada mterpretacién frecuencial de los intervalos
de confianza. Debe asimismo subrayarse que las regiones crefbles /7o tuegan en los métodos
Bavesianos ¢l papel privilegiado de los intervafos ¢e confianza en la metodoiogia cldsica;
constituyen simpiemente una descripcion parcial de fa distribucién final.

Las regiones crefbles pueden ser utilizadas para proporcionar un anilogo Ba-
yesiano a los contrastes de hipotesis cldsicos, “rechazando”, con nivel 1—p, ia hipdtesis
g = 90 si, ¥y solamente si,.B0 no pertenece a la region crefble de nivel p. Sin embargo, s
realmente se qutere plantear un problema de contraste desde una perspectiva Bayesiana,
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debe formularse el problema de decision correspondiente, definide por un espacio de deci-
siones con solo dos alternativas, aceptar o rechazar la hipétesis nula, y por una funcién de
utilidad que describa el valor de aceptar o rechazar tal hipdtesis en funcién del verdadero
valor de 8 {Bernardo, 1985).

51, por elempio, el resultado de una pequefia encuesta de intencién de voto so-
ore 100 electores aleatoriamente eiegidos da lugar, una vez adecuadamente procesadas las
no-respuestas, a 10 votantes que piensan abstenerse, la distribucién final de referencia co-
rrespondiente a la  proporcion 8 de abstencién serfa una distribucién Beta,
Be (8 |710.5,90.5). Puede comprobarse que la media, mada v mediana correspondientes son,
respectivamente, 0,704, 0.096, v 0.101, mientras ias regiones crefbles de miveles 0.90,
0.95 v 0.99 resultan ser, respectivamente, fos intervalos (0.055, 0.752), {0.048, 0.164), v
(0.037, 0.189). Consecuentemente, en términos mas cologuiales, podrfa entonces afirmar-
se que ia abstencién oscilarfa en torno al 70°/c , situdndose probablemente entre el 6% v
el 75%. v casi con seguridad entre el 4%y el 79%. ;en particular, con sstos datos, no
seria posible garantizar, con probabilidad de error menor del 7%, que la abstencién se si-
tuase por debajo del J8%.

Cuando el pardmetro de interés es unidimensional, es natural representar grifi-
camente su densidad de probabilidad, sefiaiando ademds algunas de las medidas de localiza-
cién y dispersién mencionadas. Cuando el pardmetro de mterés es multivariante, es intere-
sante acompanar las graficas de las distribuciones marginales de sus componentes, con re-
presentaciones de las “curvas de nivel” correspondientes a regiones creibles bidimensiona-
les de los pares de componentes que se estime oportunos, asi como de ias graficas de las
densidades de probabilidad correspondientes a funciones del pardmetro de interés espe-
claimente significativas.

4.5. Remeodelizacion

Los resuitados del proceso de inferencia correspondientes al modelo probabilfs-
tico que se |Juzgd mds adecuado, pueden v deben ser utilizados para proceder a un andlisis
critico del modelo vy estudiar sus posibles mejoras. Por ejemplo, puede determinarse fa dis-
tribucién predictiva de distintas funciones de los datos (funciones diagnésticas) vy verificar
st tales predicciones son o no compatibles con [0s vajores que toman tales funciones al ac-
tuar sobre los datos de que se dispone. L.a forma concreta de decidir sobre tal “compatibi-
lidad" es un tema polémico; véase, por ejempio, Box (1980).

Alternativamente, a partir de ia distribucién predictiva, pueden generarse obser-
vaciones artificiales del modelo por el método de Monte Carlo v analizar si los datos asf ob-
tenidos presentan o no elementos que los distingan de los datos originales; las posibles dis-
crepanclas proporcionan, cuando existen, importante informacién sobre ios eiementos del
modelo que deben ser mejorados.

Naturaimente, esas actividades se sititan de nuevo en el contexto del analisis
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expleratorio de datos, inicidndose asi un ciclo que sélo debe darse por terminado cuando
el modelo final sez capaz de predecir todas Jas caracteristicas descubiertas en el coniunto
de las observaciones que no han sido consideradas atipicas.

5. DISCUSION

Tanto e] andlisis grafico interactivo de datos como fa metodologia Bavesiana
han conccido un crecimiento espectacuiar en ios Gitimos afios, pero el esfuerzo se ha cen-
trado mavoritariamente en unos cuantos centros de mvestigacién de primera fila; lamenta-
blemente, su implementacién. dista mucho de ser mayoritaria en las universidades, v es
practicamente inexistente en la industria o |a admimistracidn, La distancia temporal que
tradicionaimente separa [a investigacion de punia de su difusion generalizada, no debe ser-
vir de consuelo.

La difusiér de los métodos modernos de andlisis de datos, requiere ia disponibi-
lidad por parte de los analistas de microordenadores v de paguetes de programas adectia-
dos. En los centros de investigacién de todo el mundo, la gama de SUN, sobre sistema ope-
rative UNIX, se esid convirtiendo rdpidamente en un estindard; su escaso nimero y eleva-
do precia reduce sin embargo ia oferta de programas comerciales disponibles, de forma que
la mayor parte de los centros programan sus propias aplicaciones. Una aiternativa mds mo-
desta la constituye ia gama de los Apple Macintosh, para la que estin apareciendo una se-
rie de programas comerciales espec(ficamente disefiados para trabajar de forma grifica e
interaciiva; elemplos impresionantes de esta nueva tendencia son Data Desk, MacSpin v
Mathematica.

La difusién de los métodos estadfsticos Bayvesianos requiere su incorporacion
sistemdtica a ios programas de las asignaturas de introduccién a la estad(stica que, con dis-
tintos nombres, se imparten en las universidades. Lamentablemente [a mayor parte de ios
libros de texto elementzles que se utilizan, ignoran compietamente la metodologfa Baye-
slana y, lo que es mis grave, presentan los métodos tradicionales sin ningtn tipo de andli-
sis critico (una excepcién notable es DeGroot, 1988); cansecuentemente, sdlo aigunos
aiumnos postgraduados, que frecuentemente se orientan a una actividad académica, |legan
a poder apreciar las limitaciones de la estadfstica tradicional v a conoger la alternativa
Bayesiana. En esta situacién no puede sorprender que fa prdctica de ia estad(stica sea to-
davia abrumadoramente tradicional.

Desde hace algunos afios, los métodos Bayesianos vienen ocupando un espacio
notable en las revistas profesionales mas importantes, pero tos libros de texto Bayesianos
son refativamente escasos. Concluiremos este trabajo con una sucinta referencia croneldgi-
€a a algunos de ellos.

La obra de jeffreys {1961) es un cldsico que contiene ei germen de muchos de
los desarrollos posteriores de ios métodos Bayesianos. Lindley (1965) presenta una mntro-
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duccidn a Iz probabilidad v a fa estad{stica Bavesiana que subrayz la equivalencia numérica
de los resultados tradicionales con ios que se derivan de ias distribuciones finales de referen-
cia. El libro de DeGroot [1970) es un curso para postgraduados en teoria Bayesiana de la
decisién. Zellner {1971} introduce la econometrfa Bavesiana. Winkler {1972) proporciona
una Introduccidn elemental a la inferencia Bayesiana. Box v Tiao {1973) exploran las con-
secuenclas de adoptar una perspectiva Bavesiana ante los problemas estad(sticos que apare-
cen en la investigacién cientifica. De Finetti (1975) proporciona una reconstruccion de la
teorfa de |a probabilidad desde un punto de vista subjetivista. La menografia de Aichison v
Dunsmore (1975) estd centrada en los problemas de prediccion. Hartigan (1983) presenta
un zndlisis riguroso de ios modeios matemdticos presentes en la metodologia Bayesiana. El
libro de Berger {1985} es un curso postgraduado en teorfz de ia decisién, que incluye tanto
los aspectos clasicos como los Bavesianos.

Mencidn aparte merecen las colecciones de artfculos publicadas en honor de
estadfsticos Bayesianos famesos: Jimmy Savage (Fienberg y Zellner, 1974), Harold Jeffreys
{Zellner, 1980} v Bruno de Finetti {Goel v Zellner, 1984), o con ocasién de congresos mo-
nogrificos Bavesianos: Fontamebleau {Avkac v Brumat, 1977}, Innsbruck (Viert, 1987),
Purdue (Gupta y Berger, 1988) v Valencia (Bernardo et al., 1980, 1985, 1988); ios congre-
sos de Valencia constituyen un reconocido foro permanente, de caracter mundiai, donde
cada cuatro afios se discuten los nueves avances iogrados en el desarrallo de fa metodolo-
gia Bayesiana.
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SOFTWARE

Data Desk. Odesta Corporation, 4084 Commercial Avenue. Northbrook, [llinois 60062,
U.5.A. Reauiere Apple Macintosh, {(U.S, $ 495},

MacSpin. D? Sofware. 3007 North Lamar Blvd., # 110 Austin, Texas 78705, LL.S.A. Re-
quiere Apple Macmntosh. (U.S.$ 200).

Mathematica, Wolfram Research, Inc. P.O. Box 6059. Champaign, lllinois 61821, US.A.
Requiere Apple Macintosh, (U.5.$ 795).



