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RESUMEN

En modelos regulares y para datos que no sean extremos, €l valor de la discrepanciaintrinseca puede ser
aproximado utilizando una aproximacion normal para la distribucién en el muestreo de un estadistico
suficiente. Su valor esperado proporciona aproximaciones sencillas parala solucion alos problemas de
estimacién (puntua y por interval 0s) que se basan en ladiscrepanciaintrinsecacomo funcion de pérdida.
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1. EL PROBLEMA

Sea M = {p(x]0),6 € ©,x € X} un modelo regular, de manera que X’ no depende de ¢
y, como funcion de 0, p(z | 0) es al menos dos veces derivable, y seax = {z1,...,z,} una
muestra aleatoria de p(z | 6), de forma que p(z |60) = []; p(z;|6). Supdngase ademéas
que lafuncién de verosimilitud p(x | 6) factorizaen laformap(x |6) = f(t,0)g(x), paraun
estadisticot = t(x) € 7 C R, con lo que € par {n,t} es suficiente, y que existe un unico
estimador méximo-verosimil, 6,, = 0(z) = 0,(t). Finamente, seai(f) lafuncién de Fisher
del modelo M,

i(6) = Eujo = g2 lowp@16)] = [ ple16) 55 lowplz| ) da.

con lo que ladistribucién final de referencia sera
(0 |@) =7(0]n,1) o< f(£,0)7(0), w(6) =i(6)">.

En estas condiciones, se trata de encontrar una aproximacion asintética (para valores grandes
de n) para @ estadistico intrinseco, es decir (Bernardo & Rueda, 2002), para la discrepancia
esperada

d(0o | ) = d(f9 | n, t) = / 5400, 0% 7(0| n, t) db.
(S}
6{0:,0;} = 0{px(.|0:),px(.10;)} = min[x{0;]0;}, x{0; | 6:}],

o [ o 10g @)
{01103} = [ ptw]0))10g 5T

en términos de i(¢) y de los primeros momentos py = E[f |n,t] y 0 = Var[d|n,t] dela
distribucion final de referencia,

dx,
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2. APROXIMACION A LA DISCREPANCIA INTRINSECA

Si n esgrande, ladistribucién en el muestreo del estimador méaximo verosimil 6,, tieneunamedia
aproximada 1, = E[0,,|0] = 0, y unavarianza aproximada o? = Var(d,, | 0] ~ i~ (0)/n.
Para poder aproximar con facilidad la discrepancia intrinseca, senrequiere una transformacion
¢ = ¢(0) tal que la varianza de la distribucién de gbn no dependa de ¢. Si w es unavariable
deatoriade media i, y varianzao?, ,lavarianzade g(w ) verificaqueVar[g(w)] = o2 [¢' (pw)]?.
Consecuentemente, paraquelavarianzade ¢,, seaaproximadamenteigual al /n, independiente
de ¢, debera cumplirse que

/ _ 1 / _
o5 [0 (1)) = il (0))° =

b

1
y por lo tanto,
= Vi), o(6) = [ Vo) . 1)

Paravaloresgrandesden, ladistribucion en el muestreo de este nuevo estadistico seraaproxima-
damente normal; especificamente, serd

p(dn|¢) = N(dn | 6, 1/v/n) (2)

Ademas, (Bernardo, 2005), la discrepanciaintrinseca es invariante ante reparametrizaciones, y
también ante sustituciones de |os datos por estadisticos suficientes. Consecuentemente,

500,60} = 6{pa(. | 60). pa (- 1)} = 6p; (- 60),p, (1)} (3)

Por otra parte, la discrepanciaintrinseca entre dos distribuciones normales con medias 111 Y o
y varianza comdn o es
1 (p1 — p2)?
5{M1,M2|U):§T' (4)
Combinando (2), (3) y (4), resulta

50,0} = 60, 8} ~ T (6 — 60)* = £ [6(0) — $(00))* - (5)

|3

3. DISCREPANCIA ESPERADA
3.1. Aproximacion directa

Utilizando de nuevo lainvariancia de la discrepancia intrinseca,
o) = [ 6000470 1n.0d0 = [ 51000} 7(6|n.0)do (©)
Sustituyendo 6{ ¢y, ¢} en (6) por la expresion obtenida en (5), resulta

d(60] @) = Ey [ (6 — 00)°] = Eg ol (& — o + o — é0)

=2 Ey 2@ — 116)°] + (11p — d0) ],
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y, por lo tanto, la aproximacion buscada resulta ser

n

d(do | @) = 3 |03+ (1o — 60)°|. (")
donde /14 y 035 son, respectivamente, lamediay lavarianzade ladistribucion final dereferencia
de¢. Como puedeobservarse, d(¢g, ) €s, como funcidn de ¢, unafuncion convexay simétrica
alrededor de ., que tiene suminimo en el valor ¢y = 11, Consecuentemente,

(i) €l estimador intrinseco de ¢ es, aproximadamente, lamediade su distribucion final, esdecir,

¢ (@) ~ E[p| ] = pg. (8)

Puesto que la estimacién intrinseca es invariante frente a biyecciones 6*(x), e estimador
intrinseco de 6, sera simplemente la solucion de ¢* = ¢(0*), esdecir, % = ¢~ 1(¢*).

(ii) Puesto que, como funcionde ¢, d(¢o | x) esaproximadamente simétricarespecto a ., los
interval os de minima pérdidaintrinseca esperada, en términos de ¢ seran aproximadamente
simétricosalrededor de 1. 4. Ademas, paratamarios muestrales grandesy datos no extremos,
la distribucion final de ¢ sera aproximadamente normal N(¢ | i, 4) Y, por lo tanto, en
términos de ¢, |as regiones intrinsecas p-creibles serén de laforma

RS = (1 — @y 0, g + Gp 09 (9)

donde ¢, es €l cuantil de orden (p + 1)/2 deladistribucion normal estandar. Finalmente,
por invariancia, losinterval os de minimapérdidaintrinsecaesperada, entérminosdef seran

delaforma R} = ¢~ {Ry}.

3.2. Método delta

Enalgunoscasos iy, = E[¢ | n, t] ya; = Var[¢ | n, t] tienen directamente expresiones anal iticas
y la aproximacion (7) para d(¢p | x) es inmediatamente calculable. Si ese no es € caso,
los valores de py y aq% pueden expresarse de forma aproximada en términos de los primeros

momentos iy Y ag deladistribucién final de 6 utilizando el método delta, de forma que
1o ~ Bpo) + 5 05 0" (1), (10)

02 ~ oF [¢/ (o)) (11)
Por otra parte, bajo condiciones de regularidad la precisién asintética de 6 es ni(uy) Y,

consecuentemente,
o3 = Varlt | ] ~ i~ (ug) /. (12)

Como, por definicion (Ecuacion 1), ¢/ () = +/i(6), sustituyendo en (11) resulta

1
035 R (13)

deformaquelavarianzafina de ¢ es practicamenteindependiente delosdatosx y sélo depende
del tamafio muestral n. Ademas, desarrollando en serie alrededor de .9, €l valor de 14 puede
expresarse cComo

f1p = dug +h) = d(ug) + h ¢’ (g) ; (14)
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Igualando (10) y (14) para determinar h, resulta

~ 1 2 9’5”(#0))
M¢N¢(Mr%209¢ﬁw)’

Sustituyendo (13) y (15) en (7) resulta una nueva aproximacion para d(¢g | ), algo menos
precisa que (7) pero tipicamente analitica, dada por
1

d(fo| @) = 5 + 5 [6(6") — 6(60)]*, (16)

(15)

donde

R 1 //
() = o+ 5 o8 S

proporciona una aproximacion directa de 0*(x), €l estimador intrinseco de 6. La region
intrinseca p-creible en términos de ¢ sera Rf, = ¢_1{R§§’ }, con

(17)

¢ ey = (6%). 1
Ry =¢ NG ¢* = o(6") (18)
4. EXEMPLOS

4.1. Datos exponenciales

Seax = {x1,...,x,}, con x; > 0, una muestra aleatoria de una distribucion exponencial
p(z|0) = e~ Setratadeunmodeloregular, confunciéndeverosimilitudp(z | 6) = 6717,
dondet = > | z;, deformaqueel par {n, ¢} essuficiente, y el estimador méximo-verosimil,
lasolucion de dlog p(x | 0) /060 = 0, esf,, = n/t = 1/7.

Lafuncion de Fisher resulta ser

i(0) =072 (19)
y, por lo tanto,
P(0) = / Vi(0) do = / 61 do =logh, (20)

y ladistribucioninicial dereferenciaparad esw(0) = /() = 6~'. Por el teoremade Bayes,
ladistribucion final de 6 es

(0] ) x p(x|0)m(0) x " Le ¥ x Ga(d |n,t).
Consecuentemente, lamediafinal de ¢ = ¢(0) es

pe = E[@(0) | n,t] = /000 logh Ga(f | n,t)dd = (n) —logt (21)

y lavarianzafinal de ¢(6) es

035 = Var[¢p(0) | n,t] = /oo(logﬁ — p1g)? Ga(f | n,t) dO = ' (n), (22)
0

donde(.) eslafuncion digamma. Sustituyendo estos resultados en (7) obtenemoslaexpresion
aproximada para la discrepancia esperada

d(80|t,m) ~ 5 [/(n) + {(n) — logt — log(00) }*]. (23)
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Sustituyendo (21) en (8) y utilizando la aproximacion de Stirling, ¢(n) ~ logn — 1/(2n), los
estimadores intrinsecos de ¢ y de 6 son, respectivamente,

" ~ g = P(n) —logt ~ log(n/t) — 1/(2n), (24)
0" = explo’] ~ %e*(m"). (25)
Ademés, sustituyendo (21) y (22) en (9), la region p-creible para ¢ de minima pérdida
intrinseca sera,

R]f ~1p(n) —logt £ qp /¥'(n) » (26)

gue, utilizando la aproximacion de Stirling, se reduce a

b cloe L L

RJ ~ log el +qp Tn (27)

donde ¢, es el cuantil (p + 1)/2 de ladistribucion normal tipificada

Como ejemplo numeérico, si la muestra es de tamafio n = 20 y la suma de sus valores es
t = 11, es estimador intrinseco de 6 aproximado dado por (25) es0* ~ 1.773, mientras que su
valor exacto, obtenido por métodos numeéricos es 0* = 1.775.

Ademas, parap = 0.95, ¢, = 1.96. Substituyendo en (26) y (27) resultan, respectivamente
|a regiones aproximadas R, ,; = [0.129,1.016] y RS .- = [0.135,1.011]. Tomando exponen-

ciales, resulta RY o- ~ [1.138,2.763] y RY s ~ [1.144,2.749]. Laregion intrinsecaexactapara
6, obtenida por métodos numericos es R 5 = [1.140, 2.763].

4.2. Datos binomiales

Seax = {z1,...,x,}, CON x; > 0, una muestra aleatoria de una observaciones Bernoulli,
p(x]0) = 0°(1 —0)'* 2 € {0,1}, 0 < § < 1. Se trata de un modelo regular, con
funcion de verosimilitud p(x |0) = 6"(1 — )" ", donder = >, x;, de forma que € par
{n,r} essuficiente, y €l estimador maximo-verosimil, la solucion de dlog p(x | 0) /00 = 0, es
0, =r/n=7.

Lafuncion de Fisher resulta ser

i0)=0"11-6)"" (28)

y, consecuentemente,

$(0) = / V() do = /91/2(1 —0)"'/2 49 = 2 arcsin V0, (29)

cuyafuncion inversaes f = 6(¢) = sin?(¢/2). Ladistribucion inicial de referencia paraf es
7(0) = \/i(8) = 6~1/2(1 — 9)~'/2. Por e teorema de Bayes, ladistribucion final de § es

(0| ) o< p(x|0)w(0) oc 6" 21— )" V2 x Be(@ |7+ Ln — 1+ d).
Consecuentemente,

7’+% 2

(1 — pig)
T oh = varlp|n, g = ML)

n+2

g = E[0|n,t] = (30)
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Lamediaj,y lavarianzac? de ¢(#) = 2 arcsin /6 notienen expresion analitica, deforma
gue utilizamos las aproximaciones (16), (17) y (19). Sustituyendo en (30) en (17) resulta

- r+ay 44n 1
0" ~ 0" = , =——~ - 31
n+2a, " 20B+2n) 4 (31)

Sustituyendo (30) en (18), lasregiones p-creibles en términos de ¢ y de 6 son, respectivamente,

Rf; = 2aresin V o+ + 2 RY = sin® [R$/2]. (32)

v g

Como gemplo numeérico, conn = 10y r = 2y utilizando (31) es estimador intrinseco
aproximado es6* = 0.216 (y 0.214 utilizando laaproximacion a,, ~ 1/4) mientrasque su valor
exacto, determinado numéricamente, es 0* = 0.218. Laregion intrinseca 0.95-creible para 0
obtenidautilizando (32) resultaser [0.030, 0.508], mientrasque su valor exactoes[0.032, 0.474].

Como podia esperarse, la aproximacion no es tan buena para datos extremos. Por g emplo,
conn = 10y r = 0 (ninguna observacion positiva) e estimador intrinseco aproximado es
6* = 0.026 (y 0.024 utilizando la aproximacion a,, ~ 1/4) mientras que su valor exacto es
0* = 0.028. Laregion intrinseca 0.95-creible para f obtenida utilizando (32) es [0.021, 0.208],
mientras que su valor exacto es [0, 0.176].
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