Inferencia Bayesiana (2 de Junio de 2008)

Soluciones

Problema 1. Determinar la distribucion final de referencia para el pardmetro 0 del modelo probabilistico
M={p(x|0)=(1-0)"1, z€(0,1), 0€(0,1)}, y determinar el estimador bayes correspondiente a una
pérdida lineal simétrica, dado el valor x de una iinica observacion de M.

El modelo M no es regular, puesto que su soporte X (6) = (6, 1) depende de §. Como X' () es decreciente en 0,
la distribucion inicial de referencia (Ghosal and Samanta, 1997) es 7 (6)  |E, ¢[01logp(z | 6)/06]| = (1 — )~
Consecuentemente la distribucion final de referencia dada una observacién x de Mes (6 | z) = cp(z | 0) w(0) =
c(1-6)2,con0 <6 <z <1,donde [ 7(f|x)df = 1. Portanto,c =1/ [ (1 —0)"2df = (1 — z)/x,yla
distribucion final de referencia es
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» 0< 8 <z, (ycerofuerade ese intervalo).

El estimador bayes correspondiente a una pérdida lineal simétrica es la mediana de la distribucion final, es decir
la solucién m de la ecuacion fo (0| xz)do = l . Consecuentemente,
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Problema?2. Dadaunamuestraaleatoria z = {x1, ..., x,} detamaiio n de una distribucion gamma Ga(x | 2, w),
conxz > 0,yw > 0, Determinar, en funcion del estadistico suficiente correspondiente {n,t(z)}, (i) la ditribucion
final de referencia de 0(w) = E|x |w], (ii) el estimador bayes de 0 con pérdida cuadrdtica, (iii) una aproximacion
al estimador intrinseco de 0, y (iv) una aproximacion a la region intrinseca p-creible de 0.

Por definicién, Ga(z | o, B) = c 2* e #*, con ¢! = [[Ta* e Pdr = T(a)/B* a > 0y 3 > 0, (integral
gamma) y se sabe que E[z] = /(3 y Var[z] = oz/,B2 Consecuentemente, p(z |w) = w? xe 2%,y la funcién de
verosililitud es p(z |w) oc w? e~%, con t = >j_, x; suficiente. Se trata de un modelo regular y la inicial de

referencia es m(w) x \/i(w), i(w) = E,;|,[—0%logp(x |w)/(8w)?] = 2/w?. Consecuentemente, 7(w) = w™!,

m(w|z) x p(z|w)T(w) w2” Le~!@y, comparando con la deficién de una gamma, 7(w| z) = Ga(w | 2n,t),
conp=Elw|z]=2n/tyo? = Var[w | z] = 2n/t2.

(i) El pararmetro de interés es (w) = F[z |w] = 2/w. Cambiando variables, 7(6 | z) = 7(w | z)|0w/00)| |w:w<9>,
es decir, m(0] z) = 2072 Ga(1/0 | 2n,t).

(ii) El estimador bayes de 6 con pérdida cuadratica es E[f | 2] = [;° 2w~ 'Ga(w | 2n, t) dw. Utilizando la integral
gama, resulta inmediatamente E[¢ | z] = 2¢/(2n — 1).

(iii) La transformacién normalizadoraes ¢(w) = [ m(w) dw = logw, y cuyos primeros ,momnetos son, utilizando
el método delta, E[¢ | z] ~ ¢(u) + 502¢" (1) = log(2n/t) — 1/4n, Var[p| 2] ~ o*(¢/(n))? = 1/(2n). El
estimador intrinseco aproximado de ¢ es por tanto ¢* =~ log(2n/t) — 1/4n y, por invarianza, el de w serd
w* = e = (2n/t) e VU y el de 0 serd 0 = 2/w* = (t/n) /") = T e!/4) que tiende a T cuando n — co.

(iv) La regién intrinseca p-creible para ¢ serd, aproximadamente, E[¢ | 2] & z, D[¢ | z], donde D[¢ | z] = 1/v/2n
es la desviacién tipica final de ¢ y z, es el cuantil (1 + p)/2 de la distribucién normal estdndard. Deshaciendo la
transformacion, la regién p-creible intrinseca par 6 serd, aproximadamente, ( Z e/ (4")~2p/ Van g el/(n)+zp/van ).



