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1. Introduccion ala Teoria de Decision

e Axiomas de comportamiento racional
1 Estructuray axiomas
A=Aa;iel}, ©;={0;j¢€ J;},
Comparabilidad, Transitividad, Consistencia,...
1 Resultados bésicos:
3Pr(0;;]a;, D) > O,Zj Pr(6;;|a;, D) =1
J1(a;,0;;) € R
Debe minimizarse la utilidad esperada
l(a; | D) =37, 1(a;,0;5) Pr(6;5] a;, D)
e Concepto de probabilidad
1 Probabilidad: Medida condicional racional de laincertidumbre
Pr(A|D), funcidn de dos argumentos
Casos particulares. Concepciones clasicay frecuentista.



e Distribucidn de probabilidad como expresion de incertidumbre

1 Ejemplo: Examenes de respuesta multiple
Pregunta
p1| Respuestal

po | Respuesta 2

pr. | Respuestak

¢Como cdlificar p = {p1,p2,...,p}, Xp; = 1 enfuncion dela
respuesta correcta, R;?. ¢Puntuacion u(p, R;)?

0 u(p, R;) = Alog[Pr(R;)] + B, A >0
u(p, R;) =1 —log(p;)/log(1/k), p; = Pr(R;)
w({1,0,...,0}, R)) = 1;  w({1/k,1/k,....1/k}, R;) = 0:
u({0,p2, ..., P}, R1) = —o0
1 k = 2, p = Pr(Respuesta correcta),
u(p) =1 —log(p)/log(1/2) =1+ log(p)/ log(2)



e Funciones generales de pérdida

1 Discrepancial|pz(-), gz (+)] entre dos distribuciones de probabilidad del
vector aeatorio x € X', con densidades pz(-) Y qz(+).

1 Discrepanciaintrinseca, 6(6;,0 ;)
M= {p(x]0),0 €6}, px|6)>0, [ypx]6)ds=1

k(0;16;) = [y p(x]6;)log [ (( ||g ))]
o{p(-16;), po(-10)} =0(0;,0;) =min{k(0;|0;),k(0;|6;)}

1 Aplicaciones.
0{pz(-), Px(-)}  (aproximaciones)

limy,— o0 pn(®) = p(x) <= limp—co d{pn(.),p(.)} =0
(convergencia intrinseca)

1(0,0) = 6{pz(-10), px(-10)} = (0,0) (estimacion)
[(6,0) = 0{pz(-10), px(-|8g)} = (8, 0) (contraste)




2. M odelos Probabilisticos

e |ntercambiabilidad
1 {x1,x9,...} “homogéneas’ (orden no proporcionainformacion).

Distribucion conjunta invariante ante permutaciones:
observaciones intercambiables.

Caso particular: muestras aleatorias

e Teorema general de representacion

1 Si{xq,x9,...} €sunasuceson intercambiable, entonces
Jg(-), 30 =limp—c g(x1, X9, ...,2n),
Ip(x]0) >0, [yp(x]0)de =1,
Ip(0) >0, [gp(0)do =1,

y cual quier subconj unto finito tiene una representacion integral
p(x1, - - = Jo ;L1 p(z;]0) p(6) db.



1 Si los datos son homogeneos (intercambiables), entonces:

(i) Son una muestra aleatoria de algun modelo probabilistico p(x | 8),
cuyo parametro 0 es €l limite de unafuncion de las obervaciones,

(i1) Lainformacion de que sedispone sobre el valor de 8 debe ser descrita
mediante una distribucion de probabilidad p(0).

1 Setrata de un teorema de existencia:
Sesabequep(x | 0)y p(0) existen, pero deben ser determinados.

e Especificacion de modelos

1 Sz e {0,1}*, modelo multinomial
(binomial parak = 1).

1S x € RF, y existe simetria esférica, modelo multinormal (normal
univariante parak = 1).

1Sz e Rk y{z 9, n} essuficiente, modelo multinormal (normal uni-
variante parak = 1).



e Funcion de verosimilitud

1 Datos D, cuyadistribucion dependede 8, L(6 | D) = p(D | 9).
Si los datos son intercambiables, L(0 | D) = [ [ p(x; | 9).

1 Estimador méximo-verosimil, 8 = 6(D) = arg maxg L(6 | D)
Andlisis de existenciay unicidad.

1 Condiciones de regularidad: Funcion de informacion de Fisher, F(0)
2
F(0)ij = ~Eujolag-m; log p(@|0)

(1 Aproximacion cuadratica de laverosimilitud
L(8|D) o< Ni(616, [nF(6)]~)

e SUficiencia
7 Criterio de factorizacion

11 Familia exponencial de distribuciones



3. El Paradigma Bayesiano

e Proceso de aprendizaje

1 D =daos, {p(D]|8),p(8)},
L(O|D)=p(D]|0)
p(6| D) < p(D|0)p(0)

] Caso particular: D = {xq,..., xn }, muestra aleatoria
L(0| D) = [I;=1 p(x;]0)
p(x|D) = Jgp(x|6)p(@|D)do
1 Parametros marginaes. 6 = (¢, w), p(0) = p(@) p(w | @)
p(¢|D) = [op(¢,w|D)dw
(cib\D) x L(¢| D) p(¢)
L(¢|D) = Jo L(¢,w| D) p(w | @) dw



e Estimacion
1 El “estimador” bayesianode 8 esp(0 | D).

Estimacion puntual, 8(D) € ©, con pérdidal(6, )
6" = arg min, @fl (6,0)p(0| D) d6
El estimador resultante depende de |a funcion de pérdida.
1 Estimacion por regiones, Cj(D) C ©
Confianza p; pr p(0|D)de =p
Existen infinitas soluciones.
Regiones de méxima densidad en 8 (HPD)

e Constraste de hipotesis
1 Con funcion de pérdidal(6g, 0)
Criterio: Rechazar Hy = {0 = 0} Si
[1(80,0)p(0|D)do > I*
[* mide el valor de aceptar H() S escierta.
Laregion de rechazo depende de la funcion de pérdida



e Ejemplo: Datos exponenciales
0 p(z]0) =0e %, ¢ = )_;x; essuficiente
m(0) x 01, 7(0| D)= Gad|n,t)
m(x| D) = nt"(x + )~ (1)
1 Datos D: n = 25, t = 41.57, 1/% = 0.601
Pri0.39 < 8 < 0.86| D] = 0.95

Prlz < 0.25| D] =0.14
Estimador intrinseco, 8 = 0.590

7 Presentacion de resultados
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e Comportamiento asintotico

1 Casodiscreto. © = {01,09,...},0; € ©

1 Caso continuo. © c R*  (n grande, L(6| D) regular)
p(0 @1, ..., @p) ~ Ny(016,[nF(6) )

2
F;i(0) = —Ez |0 %aejlogp(wle) , (margs, conds)

20}

m(6|D)
ssimul con 8 = 0.25
{20, 50, 100, 250, 500}
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4. M étodos Bayesianos Obj etivos

e Analisisdereferencia

1 Informacion esperada
p(D]0), 6eCR, DeDCR"
p(0) € P, distribuciones admisibles

19{D, p(6)} = Epy |log 10| (Shannon)

1 Informacion desconocida
Hy {p(0)} = I{D* p(0)},  m4(0) = argsup,,g)cp Hy.{p(0)}
Cuando k — oo, m1.(f) maximizaen P lainfo desconocida sobre 6.
1 Distribucion final de referencia
m(0 | D) o< p(D | 0) m1,(6)
w(0| D) = lim;_, . m.(0| D) (convergenciaintrinseca)
7] Funcioninicial de referencia
w(0) >0; VD, nw(0|D)xp(D|0)rw(0)
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] Caso discreto finito, © = {64,...,0m}
limy, oo Hip{p(0)} = — >°7L; pj logp;
7 (0) esladistribucion de maX|ma entropia
(uniforme sin restricciones adicional es)

1 Caso continuo, ® C R, 0 estimador consistente, asintoticamente sufi-
ciente. Sin restricciones adicionales,

m(0) o< p(6 | 9) _, dondep(0 | 9)
€S una aproximacion asintotica cualquiera aladistribucion final.

1 Caso continuo regular univariante, sin restricciones adicionales,
() o i(0)1/2

i(0) = — Ep g [892 log p(D | )] (Jeffreys)

1 Los problemas multivariantes pueden reducirse a la solucion secuencial
de una sucesion de problemas univariantes para obtener

(0| 01,...,0k_1) X -+ x w(0y|01)m(01)
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e Estimacion puntual

1 El verdadero “estimador” bayesiano objetivo de 6 es su densidad final
dereferenciar (0| D),0 € © C R,

1 Pueden obtenerse estimadores puntuales 6 minimizando en © una
pérdidaesperada [ 1(6,0) (6 | D) dO
Estimador intrinseco. Lafuncion de pérdidaintrinseca
0(0;,0;) = min{k(6;|0;),k(0;]6;)}

4(6;16,) = [y p(e|6,)log | Hir{gi | do

dalugar a una pérdida esperadaintrinseca

d(@| D) = f&(é,e)w(em) dé

cuya minimizacion proporciona un Unico estimador invariante
6" = argming _q d(@|D)

el estimador intrinseco de referencia (V dimension k).
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e Estimacion por regiones
1 Lasregiones creibles de confianza objetivas C), verifican
fC (0| D)dO =p, donden(0|D) eslaposterior de referencia.

1 Regionesintrisecas de confianza. Las regiones de minima pérdida
esperadaintrinseca

d(01|D) < d(@2| D) VO, € Cp, VO, ¢ C,
proporcionan soluciones Unicas invariantes (V dimension k).

B (0] D) o (0] D)
i simul Poisson § = 5 0-5) Ga(f | 46.5, 10)
{n =10,r = 46} 0. 4} 0y = 3.39
4 ¢ = 2.25 0.3 0y = 6.05
\ 0.2 p=0.95
0.1}
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e Contraste de hipotesis puntuales

1 Paraunafuncion de pérdida, 1(6g, 0),
(i) calcular estadistico de contraste t(D | 6y) = [ 1(8,0) (0| D) d@
(ii) rechazar Hy = {60 = 0} si t(D | 0y) > t*,
donde t* mide el valor de aceptar H( Si s cierta.

1 Lafuncidn de pérdidaintrinseca, con estadistico de constraste
d(8| D) = [5(69,0)w(0| D) de
permite calibrar € umbral d* en términos de unidades de informacion:
log del cociente de verosimilitudes medio afavor del modelo correcto

(criterio bayesiano de referencia, BRC)
d(fg|n =10,r = 46)

1 E[d(D]86y) | Ho| = 1. 8\
d* = log(10) = 2.3 (suave) |
d* =log(100) = 4.6 (fuerte) \

d* =1og(1000) = 6.9 (muy fuerte) 2

Losvaoresd® =2.5yd* = 5.0 |
corresponden a2y 3 desv. tipicas
en e contraste de lamedia normal. 3 4 5 6 7
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5. Calibrado delos M éetodos Estadisticos
e Smulacion
) Determianr €l g-cuantil 8,(D) deladistribucion final de referencia
Pri@ < 6,| D] = f{9<9q} m(@|D)dOf = q
1 Generar k muestras simuladas de tamaino n,
{D1,...,D;} del modelo analizado p(D | 8), paraalgun valor 6 = 6.

Calcular de las correspondientes distribuciones finales.
Determinar la proporcion g, delas k regiones| — oo, 84(D;)]
gue contienen a 6;. 1.2

Para k grande, g5 ~ q. d ’/’\r\» (0] Dy)

1 p(x|6) =Po(x|0)

. 8
. 6"
0y =3,n=20 Ll ""
con k£ = 1000 smul, 2
q — 090, dobs — 0.91 5 3 =7 3 3

o O O o




e Distribuciones en e muestreo
1 Apatirdep(D|0),t=t(D), determinaciondep(t|9).

Métodos andliticos y calculo por simulacion.

e Comportamiento esperado en muestreo repetido
1 D =A{xq,...,x,}. Calibrado de regiones creibles

en términos de un estadistico suficientet = t(xq, ..., xy).

PF[H < Hq(t t — f9<9 7T(9 ‘ t) dl = q
PF[HQ( > 7] ‘ 9 fg )>0 p ‘ 9) dt = gn,
1 Paratodadistribucioninicia p(0), ¢n = q+ O(

Paralainicia dereferencian(0), §n =q+ O(%)

19



20

e |nterpretacion delasregiones creibles

1 Cuando el estadistico suficientet = t(D) es un pivote, (su distribucion
exactaen € muestreo solo depende de ), frecuente dobl e interpretacion
exacta de las regiones Cy(t) C O:

(i) Region creible. Subconjunto de © a que, dados|os datos obtenidost,
perteneceel verdadero valor 8 del parametro con grado racional decreen-
ciag (enunaescaal0,1]): fcq(t) (0 |t)dO = q

(if) Region de confianza. Construccion deregiones {Cy(t),t € 7} que,
en muestreo repetido de p(t | @), contienen a verdadero valor de 6 en
una proporcion ¢ que tiende aq cuando el nimero de repeticionestiende

ainfinito: f{t;aecq(t)} p(t]0)dt = q.
Ejemplos. datos normales (¢ de Student), datos exponenciales,...

1 En general, se trata solo de una aproximacion asintotica (g, =~ ¢) con
serios problemas en e caso de muestras extremas.

Ejemplos. datos Binomiales, datos Poisson, datos Student
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e Datos binomiales extremos
1 p(x|60) = 67(1 - 0)1=%, 2 € {0,1}, w(0) =Be(0]3,})
D= (rn), w(0|D)=Be|r+in—r+i) n

600
500

0| 7(9| D)

300

7(0| D) = Be(f| 0.5, 100.5)
Pr(6 > 0.05| D) ~ 0.001

Pr(6 < 0.01| D) ~ 0.844

Pr(6 < 0.0023| D) ~ 0.5
Pr(z = 1| D) = E[f| D] ~ 0.0050
0*(D) ~ 0.0032

200
100

“0.01 0.02 003 0.04 0.05
1 Con muestras extremasr = 0, 0 r = n, € estimador maximo verosimil

= r/n estotalmenteinapropiado, § = 0,66 = 1.
1 El estimador insesgado de ¢ = 62, ¢ = r(r — 1)/{n(n — 1)}, puede
producir resultados absurdos: sir = 1,9 =0

1 El buen comportamiento “en valor medio” no garantiza un buen com-
portamiento para datos concretos.
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6. Algunas Conclusiones

e |nevitabilidad l6gica de la metodologia Bayesiana
11 Fundamentos basados en |a teoria de la decision.
1 Existenciadelainicial basada en lateoria de la probabilidad.

e Resultados objetivos, directamente relevantes

1 El analisis de referencia proporciona soluciones que solo dependen del
modelo aceptado y de | os datos obtenidos.

1 Ladistribucion final (en particular sus regiones de confianza) correspon-
den directamente a |l as preguntas formuladas por cientificosy técnicos.

1 Con cualgquier modelo, se obtenien resultados validos para cualquier
tamano muestral y para cualquier muestra (el analisis es siempre condi-
cional alos datos obtenidos, no a su comportamiento medio)

e Facilidad de interpretacion

1 Gréaficas. distribucion final, estimatores, regiones creibles, contrastes.



e Reformulacion de la ensefanza de la estadistica matematica

1 Elementos de teoria de decision.

1 Intercambiabilidad, modelosy verosimilitud.
1 Métodos bayesianos objetivos.

1 Calibrado de los métodos estadisticos
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