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ABSTRACT

In this paper it is argued that the current conventio-
nal approach to the education in theoretical statistics of
university students requires a radical reformulation. A
possible alternative syllabus is presented which could
be used with students that, with an appropriate mathe-
matical basis (basic calculus and probability theory) are
subject to aprimer in mathematical statistics. More spe-
cifically, the proposed syllabus contains an elementary
introduction to decision theory, a description of proba-
bility models based on the concept of exchangeability
and the study of the likelihood function, an introduction
to objective Bayesian methods and an analysis of the be-
haviour under repeated sampling of statistical methods
whichincludes, and reformul ates, the morerel evant con-
cepts of frequentist statistics.

RESUMEN

En este trabajo se defiende la necesidad de una pro-
funda reconversion en la enseflanza universitaria de la
estadistica matemética y se apunta el contenido de un
programa que podria resultar apropiado para los alum-
Nos que, con unahbase matemati caapropiada (fundamen-
tosde cllculoy elementos de teoria de la probabilidad),
se enfrenten por primeravez alos conceptos basicos de
esta disciplina. En particular, €l programa propuesto
incluye unaintroduccién elemental alateoria de lade-
cision, una descripcion de los modelos probabilisticos
basada en el concepto de intercambiabilidad y en el es-
tudio de la funcion de verosimilitud, una introduccion
a los métodos bayesianos objetivos, y un andlisis del
comportamiento bajo muestreo repetido de los métodos

estadisticos, querecogey reinterpretal os conceptos mas
relevantes de |os métodos frecuentistas.

1 INTRODUCCION

Un analisis comparado de los programas en los que
se basa la ensefianza universitaria de la estadistica ma-
tematica en los primeros ciclos de la ensefianza univer-
sitariade casi todo € mundo pone de manifiesto un no-
table desfase entre lo que se ensefia como ‘teoria esta-
blecida y lo que seinvestigay (sobre todo) se aplicaen
el mundo real. En efecto, los programas en vigor son
unaréplica (casi sin modificaciones) de los programas
gue, basados en un paradigmafrecuentista, se ensefiaban
yaamediados del siglo pasado. Lamentablemente, ta-
lesprogramas (i) frecuentementeignoran |os numerosos
problemas, contragjemplos y limitaciones asociados a
uso exclusivo de ese paradigma, v (ii) tipicamente elu-
den cualquier comentario sobre el paradigmabayesiano.
Sesabe, sin embargo, que unimportante porcentgjedela
investigacion publicada en las revistas profesionales de
primera linea se sitlia dentro del paradigma bayesiano,
y esyade dominio publico que las aplicaciones méas es-
pectaculares de |a estadistica matemética en los Ultimos
anos (desde la bioinformatica a la tel edeteccién, desde
la traduccién automética a diagndstico médico auto-
matizado, desde la gestion de una cartera de valores a
andlisis de datos en la arqueol ogia moderna) se realizan
preferentemente desde un paradigma bayesiano (y fre-
cuentemente no es posible hacerlo de otra manera). El
aprendizaje de los métodos estadisticos mas modernos
gueda asi relegado a asignaturas optativas en € segundo
0 en €l tercer ciclo de agunos estudios, con lo que la
inmensa mayoria de |os estudiantes universitarios (que
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Unicamente tienen una asignatura de estadistica en €
primer ciclo) reciben una formacion en estadistica ma-
teméti ca definitivamente incompl eta, resultando asi pri-
vados de conocimientos muy rel evantes para su practica
profesional.

Histéricamente, siempre ha existido un cierto retraso
en la incorporacion a la ensefianza universitaria de los
nuevos paradigmas cientificos (el caso de la fisica re-
lativista es un giemplo no muy lgjano); sin embargo,
este factor de inerciano es por s mismo suficiente para
explicar e retraso observable en la incorporacion del
paradigma bayesiano a la ensefianza universitaria de la
estadistica mateméatica. En las numerosas ocasiones en
las que este debate se ha planteado en distintos foros
suelen escucharse dos tipos de argumentos por parte de
guienes prefieren mantener la situacion actua: (i) los
métodos bayesianos son necesariamente subjetivos, y
resultan por lo tanto inadecuados en € andlisis de la
investigacion cientifica, y (ii) los alumnos tienen que
conocer los métodos frecuentistas, por que van a nece-
sitarlos en su vida profesional, y no es posible integrar
ambos paradigmas de forma comprensible en una Uinica
asignatura.

El primer argumento solo pone de manifiesto lafalta
de informacion de quienes lo sostienen. Las soluciones
bayesianas objetivas a los problemas estadisticos que
pueden abordarse en un primer curso de estadistica ma-
temética (objetivas en el sentido de que, como las solu-
cionesfrecuentistas, solo dependen del modelo asumido
y de los datos observados) se conocen desde finales de
los afios 60 (Lindley, 1965; Zellner, 1971; Press, 1972;
Box & Tiao, 1973). Ademas, €l analisis de referencia,
desarrollado enlos80'sy 10s90's (Bernardo, 1979; Ber-
ger & Bernardo, 1992; Bernardo & Smith, 1994) hace
tiempo gue ha proporcionado una solucion general que
incluye, sistematizay generaliza, tales soluciones.

El segundo argumento tiene mucho mayor calado. Es
innegable que cualquier profesional que utilice métodos
estadisticos deberia conocer |os métodos frecuentistas,
no sblo porquesu uso estodaviadominante, sinotambién
porgue pueden proporcionar valiosa informacién sobre
el comportamiento gue puede esperarse de cualquier
metodologia. Por otra parte, son asimismo innegables
las dificultadesinherentes al intentar describir dentro de
una misma asignatura dos paradigmas que suelen ser
presentados como incompatibles. El objeto de este tra-
bajo es proponer un programa de sintesis en e que los
métodos frecuentistas, cuya raison d étre es el andlisis
del comportamiento esperado bajo muestreo repetido de
cualquier procedimiento estadistico, son precisamente
utilizados para analizar el comportamiento esperado
bajo muestreo repetido de los métodos bayesianos obje-
tivos, demostrando que gozan de propiedades frecuen-
tistas especial mente atractivas, que permiten darles una
interpretacion dual. Paracitar el ejemplo mas conacido,
dada una muestra normal de tamafio n, con media z y

desviacion tipica s, € intervalo o £ ¢, 5/v/n — 1 se
obtiene desde la perspectiva bayesiana objetiva como
una region de confianza a la que € verdadero valor de
lamedia 1. de una poblacién normal pertenece con una
credibilidad racional 1 — o (en una escala [0, 1]), que
es precisamente el tipo de resultado (condiciona a los
datos real mente observados) que obviamenteinteresaen
cualquier aplicacion concreta. Por otra parte, € andlisis
del comportamiento en el muestreo de esa region de-
muestra que, bajo uso repetido, tal intervalo contendria
a verdadero valor de i en el 100(1 — )% de los casos,
proporcionando asi unavaliosacalibracién del resultado
bayesiano. La correspondencia entre los conceptos de
region de confianza creibley de region de confianzafre-
cuentista (exacta en este g emplo), resulta ser casi siem-
pre una aproximacion valida para muestras suficiente-
mente grandes.

El programa que proponemos tiene cinco partes.
Fundamentos, Model os Probabilisticos, Inferencia, Ca-
libracion y Aplicaciones, cuyo contenido es descrito en
las proximas secciones. Para mantener este trabajo den-
tro de unas dimensiones razonables, tan solo analiza-
remos con algun detalle los elementos menos frecuen-
tes en una presentacién frecuentista de los métodos es-
tadisticos, evitando en lo posible el enunciado de defi-
niciones o resultados tipicamente incluidos en un libro
de texto convencional. La seccion fina contiene una
descripcion abreviada de la propuesta presentada, arti-
culada en un posible programa para una asignatura de
Estadistica Matematica queseintegreenun primer ciclo
universitario, y en el que se consideran tanto los aspec-
tos tedricos como su implementacion préctica con un
software adecuado.

El desarrollo de un programade sintesiscomo € pro-
puesto plantea importantes problemas de notacién; se
ha optado por una notacién en la que se prima la senci-
llez. En particular, se asume quetodas |as distribuciones
de probabilidad pueden ser descritas mediante sus fun-
ciones de probabilidad o de densidad de probabilidad y,
generalmente, se utilizala misma notacion para unava-
riable aleatoriay paralos valores que puede adoptar. Se
utiliza el afabeto |atino para variables aleatorias obser-
vables (tipicamente datos) y para constantes conocidas,
y €l afabeto griego para variables aleatorias inobser-
vables (tipicamente paréametros), utilizdndose negritas
cuando setratadevectores. Seutilizan letrasminisculas
paralas variables y mayusculas para sus dominios. Se
hace uso de la convencion matematica que permite re-
ferirsealasfunciones f y g dex € X mediante f(x) y
g(x) respectivamente. En particular, p(x | C), p(y | C),
generalmenterepresentan densi dades de probabilidad de
los vectores observables x e y en condiciones C, sin
gue esto sugieraque x ey tienen lamismadistribucion;
andlogamente, 7(0 | D) y m(w | D) generalmente repre-
sentan densidades de probabilidad de los vectores in-
observables 8 y w, dada la informacion proporcionada
por D. S aguno de estos vectores aleatorios es dis-
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creto, se utiliza la misma notacién para representar su
correspondiente funcion de probabilidad. En aguellas
ocasiones en las que resulte conveniente distinguir entre
lafuncion de densidad y su valor en un punto, utilizare-
mos respectivamente notaciones del tipo p,(.) Y pz(x)
0 mg(.) Y me(@). De forma general, representaremos
mediante z € Z a conjunto de todos los datos dispo-
nibles, cualquiera que sea su estructura; por gjemplo,
Pr(@ € A|z,C) = [, 7(8|z,C)de representala pro-
babilidad de que 6 pertenezcaalaregion A C ©, dados
los datos z y las condiciones C'. Finalmente, funciones
especificas de probabilidad o de densidad de probabi-
lidad son representadas con nombres apropiados. Por
giemplo, s = es normal con media 4 y varianza o, su
densidad de probabilidad se escribe N(x | 1, 02); si 0
tiene una distribucion Beta con pardmetros o y 3, su
densidad de probabilidad se escribe Be(d | o, 3).

2 FUNDAMENTOS

En la primera parte del programa propuesto se des-
arrollan, a nivel muy elemental, los fundamentos sobre
los que descansa la estadisticamateméticamoderna. En
particular, (i) serevisae concepto de probabilidad, in-
sistiendo en su doble interpretacion (como medida ra-
ciona del grado de creencia en la ocurrencia de un su-
ceso incierto condicionada alainformacion disponible,
y como limite de frecuencias relativas), y se repasan los
conceptos basicos de la teoria de la probabilidad; (ii)
se introducen nociones elementales de la teoria de la
decision, lo que proporciona una estructura tedrica que
permite ordenar y sistematizar muchos de los concep-
tos posteriores; finalmente, (iii) se introducen funciones
de pérdida especialmente Utiles para la formulacion de
los problemas bésicos de la estadistica matematica, con
especial énfasis en las medidas de discrepancia entre
distribuciones basadas en la teoria matemética de lain-
formacion.

2.1 Medidade Probabilidad

En este primer tema se pone de manifiesto que lain-
terpretacion del concepto de probabilidad que va a uti-
lizarse responde exactamente a uso epistemol 6gico del
concepto de probabilidad en € lenguaje cotidiano. Se
insiste en e hecho de que tal interpretacion resulta ne-
cesaria para poder abordar las numerosas aplicaciones
reales en las que no existen ‘repeticiones bajo condi-
ciones idénticas' (predicciones electorales, diagndstico
médico automatizado, marketing, .. .).

Se describe, sin demostraciones, como una formu-
lacion precisadelas propiedades exigiblesaunamedida
racional de la credibilidad de los sucesos inciertos per-
mite demostrar que tal medida debe tener precisamente
laestructuramateméti cade unamedidade probabilidad.

Texto de la Pregunta

R;=Respuesta 1
R,=Respuesta 2

R =Respuesta k

Figura 1.  Estructura de una pregunta con un conjunto de k res-
puestas posibles, mutuamente excluyentes, una de las cuales es co-
rrecta. La contestacion del alumno debe ser una distribucion de pro-
babilidad (grado racional decreencia) {pz, . . . , p. } sobreel conjunto
{R4, ..., Ry} delasrespuestas propuestas..

Se utilizan los cuestionarios de respuesta maltiple
parailustrar (en un entorno bien conocido por losaum-
nos) este concepto de probabilidad, destacandose que la
Unicarespuestarazonable auna preguntacon k respues-
tasposi blesmutuamente excluyentes (con unaestructura
como lade laFigura 1) es una distribucion de probabi-
lidad (que puede ser degenerada) p = {p1, ..., px} que
describa el grado de creencia del alumno en cada una
delasrespuestas. Por ggemplo, un alumno que dude en-
tre las dos primeras respuestas, pero gue descarte todas
las demas, podriacontestar especificando ladistribucion
p={05,05,0,...,0}.

Para motivar e concepto de la utilidad asociada a una
prediccién probabilistica p (que se discute en € tema
siguiente), se plantea € problema de la calificacion
U(p, R:) que debe merecer unarespuesta probabilistica

k
p:{plap27"'7pk}7 Di Zoﬂ jzlpjzl’

en funcion del resultado correcto, R;.

Proporcionando gemplos relevantes, se demuestra
gue lainterpretacion de la probabilidad como grado de
creencia racional incluye, como casos particulares, la
interpretacion clasica, basada en simetrias postuladas,
y la interpretacion frecuentista, basada en el limite de
frecuenciasrel ativas de sucesos que (supuestamente) tie-
nen lugar en condiciones idénticas.

Serepasan (y seilustran con gjemplos) los conceptos
basi cos deteoriade probabilidad que van aresultar nece-
sariosen laasignatura: cantidadesy vectores aleatorios,
funciones de distribucién, funciones de probabilidad y
dedensidad deprobabilidad, distribucionesmarginalesy
condicionales, esperanza mateméatica, momentos, cuan-
tiles, y teoremas de cambio de variable.

Presentandolo como una aplicacion de los teore-
mas de cambio de variable, e tema concluye con la
descripcion del algoritmo basico de simulacion de ob-
servaciones procedentes de una distribucion conocida
por transformacion (mediante la funcion inversa de su
funcién de distribucion) de observaciones uniformes en
el intervalo unidad.



84 José Miguel Bernardo

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2002; 95

2.2 Introduccion ala Teoria de Decision

Lateoriadeladecision proporcionalaestructuraade-
cuada para comparar entre si distintos procedimientos
estadisticos.

En este tema se describe la estructura basica de un
problema de decisién en ambiente de incertidumbre: €l
espacio de acciones alternativas A = {a;,7 € I}, los
conjuntos de sucesos inciertos relevantes {©;,i € I},
con©; ={0;;,7 € J;},y e conjunto de consecuencias
pOSlbleSC = {Cij = (ai,Qij),z' el je JZ}

Se establece una analogia con la geometria euclidea
para establecer un conjunto de postulados que definan
el concepto de decision racional, y se argumentan las
ventgjasdedisponer deun sistema axiomatico que, como
enlageometriaeuclidea, permitaladeduccién coherente
de resultados.

Se describe, sin intentarse una definicion formal, €l
contenido intuitivo de | os axiomas bési cos de comporta-
miento coherente (comparabilidad, transitividad, consis-
tenciay existencia de sucesos estandard) y se enuncian
sus consecuencias fundamentales. para tomar decisio-
nes de forma coherente, es necesario:

(i) Establecer medidas de crediblidad para los dis-
tintos sucesos inciertos relevantes, que deben te-
ner la estructura matemética de distribuciones de
probabilidad condicionales a los datos disponi-
bles z, deformaque, Vi € I,

3 Pr(GZJ | a;, Z) > 0, ZjEJ- Pr(0” | a;, z) =1.

(i) Establecer unafunciondeutilidad U(a;, 0;;) € R,
de forma que U (a;, 0;;) que describa, en unida-
des apropiadas, |adeseabilidad delaconsecuencia
¢ij = (as,6;;) alaque conducirialaaternativa a;
S tuviese lugar €l suceso 0;;.

(iii) Medir e valor esperado de una alternativa a;
mediante su utilidad esperada U (a; | z), definida
como |la media de las utilidades U(a;, 8;;) a que
podria dar lugar, ponderada por sus respectivas
probabilidades Pr(¢;; | a;, z), de formaque

Ulailz) = Zjelv Ula;, 0:5) Pr(0s5 | a;, ).

Finalmente, se introduce el concepto de funcion de
perdida L(a;, 0;;), definida como la pérdida de utilidad
quesesufririaeligiendo a; S sucediesed; ;, enlugar dela
accion a; = supy{U(ax, 0;;)} que hubiera resultado
Optima en ese caso, es decir

L(ai, 0:5) = U(CL;, 0ij) — Ulai, 055)-

Sedemuestra, que con esta definicion, laaccion que ma-
ximizala utilidad esperada es necesariamente la misma
accién que minimizala pérdida esperada.

El tema concluye reformulando los resultados ante-
riores para el caso en €l que los sucesos inciertos rele-
vantes son vectores aeatorios continuos de forma que,
por ejemplo, la accién Gptima a*(z) viene dada por

a*(z) = arg max / U(a;, @) (0] z)dO
a; €A [e)

=arg min / L(a;,0) (0] z) d6.
a; €A [e)

2.3 Medidasde Informacion y de Discrepancia

Seretomael gemplo proporcionado por |os cuestio-
narios de respuesta mltiple paraintroducir el concepto
delautilidad U(p.(.), x) delaprediccion probabilistica
proporcionada por unafuncion de probabilidad p.,.(.) so-
bre los posibles val ores de una cantidad al eatoria obser-
vable en funcion del valor x finalmente observado. Se
demuestra que, bajo hipdtesis razonables, una solucién
apropiada resulta ser delaforma

En particular, se describe € comportamiento de la
funcién

~ log(p,)
log(1/k)’

para especificar la calificacion merecida por una res-
puesta {p1,...,pr} en funcion del resultado correcto
R;. Se comprueba que esta funcién asocia el valor uni-
dad a una respuesta perfecta (p, = 1,p; = 0,Vj # t)
y € vaor cero a la falta total de informacion, con-
vencionalmente descrita por una distribucién uniforme
p ={1/k,...,1/k}, con lo que (necesariamente) aso-
ciavalores negativos alos disparates (las respuestas que
asignan probabilidades altas a respuestas incorrectas).

U({pb cee apk:}a Rt) =1

pi = Pr(R;),

Formalmente, el incremento de utilidad que puede
esperarse de una prediccion {ps, ..., px}, sobre € va-
lor de una variable aleatoria  con un numero finito
{zx1,...,z} devaores posibles, p; = Pr(z = x;), defi-
nido como el incremento de utilidad que puede esperarse
de una prediccion {ps, ..., px } por encimade una pre-
dicciontrivial {1/k,...,1/k}, resultaser:

k
S 0P, - - i} w) = UQL/k, . 1)k}, 2)] pi
i=1

k
Di
:AZpilogm, A>0,
=1
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lo que constituye una medida de la cantidad de infor-
macion sobre €l valor de lavariable aleatoria discreta
que contienelaprediccion {ps, . . ., px }, tomando como
origen ladistribucion uniforme {1/k, ..., 1/k}.

En general, dado un vector aeatorio x € X, lacanti-
dad de informacién sobre  contenida en una densidad
de probabilidad p,.(-), tomando como origen otra densi-
dad ¢ (), se define como

Pa( )
qe(x )

una cantidad no-negativa e invariante ante transforma-
ciones biyectivas de x, conocida como la divergencia
logaritmica de ¢, (-) ap.(-). Se describe como lateoria
matematica de lainformacidn proporcionaunainterpre-
tacion operativa de la divergencia logaritmica introdu-
cida en términos de | as unidades de informacion (bits s
se utilizan logaritmos de base 2) necesarias para ob-
tener p.(-) a partir de ¢,(-). Se subraya que no se
trata de una funcion simétrica de forma que, en gene-

ral, K{q|p} # K{p|q}.

K{g:() | p=()} = / pa() log

0.02 | 9{n, 0} = 6{Bi(z|n,0),Pn(z|nd)} n=1
0.015 |
0.01
0.005 |
0.05 0.1 0.15 0.2
Figura 2. Discrepancia intrinseca 6(n, 6) entre una distribucion

Binomia Bi(x | n,0) y una Poisson Pn(x | n8) como funcién de 6,
paran = 1,2, 5y 1000.

La divergencia logaritmica permite definir una me-
dida general de discrepancia (simétrica) entre dos dis-
tribuciones de probabilidad, |a discrepancia intrinseca,
definida por

H{p2(), ()}
= min [ K {pe() |00}, K {ga() |pw<.>}} |

Por gjemplo, la Figura 2 representa la discrepancia
intrinseca entre una distribucion binomial Bi(z |0, n) y
una Poisson Pn(z | nf), poniéndose de manifiesto que
la condicion realmente importante para que la aproxi-
macion funcione bien es que 6 sea pequefio.

Si x € X esun vector aeatorio de cuya funcion
de densidad de probabilidad se sabe que es pi(x) 0
p2(x), entonces la discrepancia intrinseca d{p1, p2} €s
el minimo valor esperado del logaritmo del cociente de

densidades (@)

pilx

log { ]

p;j(x)
enfavor deladensidad verdadera. En particular, si p1(z)
y p2(z) son model os alternativos paraun conjunto de da-
tosz € Z'y se supone que uno de ellos es cierto, enton-
cesd{pi1, p2} esel minimo valor esperado del logaritmo
del cociente de verosimilitudes en favor del modelo ver-

dadero; este resultado es importante en el contexto del
problema de contraste de hip6tesis (Seccion 4.4).

La discrepanciaintrinseca permite definir un tipo de
convergencia entre distribuciones de probabilidad espe-
cialmente Util en estadistica matematica, |a convergen-
cia intrinseca. Se dice que una sucesion de densida-
des de probabilidad (funciones de probabilidad) {p; };
converge intrinsecamente a una densidad (funcion de
probabilidad) p cuando la sucesién (de nimeros reales
positivos) d{p;, p}2; converge a cero:

dlimp; =p < lim é{p;,p} =0.

Ladependenciaintrinseca D(p,) entre dosvectores
aleatorios, ¢ € X, y € Y con densidad de probabili-
dad conjunta p,,(-,-) se define como la discrepancia
intrinseca entre su distribucion conjunta'y el producto
Pz(-) py(-) de sus distribuciones marginales, esto es

D(pwy) = 5{pxyapwpy}
= MiN{K{pzpy | Pzy }, K{Pay | P2Py } }
= K{pzpy | Pay}

= [ pete)tog L2 iy,

Xy Pa(x)py(y)
(con sumas en lugar de integrales en el caso discreto),
y proporciona una medida general (no-negativa e in-
variante frente a biyecciones) de la dependencia entre
dos vectores aleatorios que se anula s, y sblamente si,
los vectores son independientes. Cuando ladistribucién
conjunta es normal bivariante se obtiene una sencilla
funcion del coeficiente de correlacion lineal :

ol ()] 2)- (o 7)1}
o[ 75]

Finalmente, la discrepancia entre dos conjuntos de
distribuciones de probabilidad se define como la dis-
crepancia intrinseca minima entre elementos de am-
bos conjuntos. En particular, la discrepancia intrinseca
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0 (M, M>) entredosfamiliasde model os probabilisticos
paramétricos definidos parax € X,

My ={p(z|0),0 € ©}, M;,={q(z|¢),¢ c P},

viene dada por
5{M17 MZ} = BEGI)T;G@ 5{])32( | 0)7 Qac(‘ | ¢)}7

lo que, como se vera mas adelante, encuentra aplica-
ciones inmediatas en la formalizacién de |os problemas
convencionales de estimacién puntual y de contraste de
hipétesis.

3  MODELOSPROBABILISTICOS

En lasegunda parte del programa propuesto seintro-
duce el concepto basico de intercambiabilidad, 1o que
permite unadefiniciénformal demodel o probabilisticoy
unadefinicién operativade susparametros. Seintroduce
el concepto de muestra aleatoria, se utiliza el procedi-
miento de simulacion descrito en la primera parte para
simular muestras al eatorias de un modelo probabilistico
de parametros conocidos, y seintroduce el concepto de
distribucion en el muestreo. Se define y se estudia con
detalle la funcion de verosimilitud. Finalmente, se de-
fine el concepto de suficiencia, y seintroduce lafamilia
exponencial de distribuciones.

3.1 Intercambiabilidad e Independencia
Condicional

En este tema se formaliza la idea intuitiva de obser-
vaciones ‘homogéneas’ que resulta central a cualquier
intento de razonamiento inferencial: un conjunto de
vectores aeatorios {x1,...,x,} €sintercambiable s
su distribucién conjunta es invariante ante permutacio-
nes, de forma que el orden en & que son observados
los vectores no proporciona informacion alguna sobre
su comportamiento. Una sucesion de vectores al eato-
riosesintercambiable si cualquiera de sus subconjuntos
finitos es intercambiable.

Seinsisteen quelosresultadosexperimental essuelen
estar constituidos por grupos de observacionesintercam-
biables, pero muy rara vez independientes. En efecto,
frecuentemente p(x1, x2) = p(x2, 1) (i.€. 1y x2 SON
intercambiables), pero x; tipicamente proporciona in-
formacion sobre x,, de forma que p(z2 | 1) 7 p(x2),
con lo que x1 y x> no son independientes.

Se enuncia (sin demostracion) el teorema general de
representacion (que, lamentablemente, no suele ser in-
cluido en los programas de teoria de probabilidad):

Si {z;}32; es unasucesion intercambiable de vectores
deatorios, ¢; € X, entonces

(i) Fg.(); O=1lim,_ o gn(x1, T2, ..., T),
0 € O, (parametro)

(i) Ip(x|0) >0, [, p(x|0)de=1,
(modelo probabilistico)

(i) I7(0) >0, [,m(B)dO =1,
(distribucion inicial)

y la distribucién conjunta p(x4, . .., «,) de cualquier
subconjuntofinito {x;, . . ., x,, } delasucesiéntieneuna
representacion integral delaforma

p(x,...,z,) = /6 Hp(asi | 0) 7(0) db.
i=1

Consecuentemente, si |os datos son intercambiables, en-
tonces son condicional mente independientes, de forma
que

pas,..., .| 0) =[] _ plai]6).

Més precisamente, s {x,...,x,} son observaciones
intercambiabl es, entoncesconstituyen unamuestra alea-
toria de algin modelo probabilistico {p(x | 8),0 € O},
cuyo parametro 6 es €l limite (cuando n — o0) de
alguna funcién g, (x1,...,x,) de las observaciones.
Por giemplo, en €l caso de observaciones Bernoulli, el
parametro 0 se define como €l limite de la frecuencia
relativa de éxitos. De formaanaoga, en € caso normal
el pardmetro de localizacién p se define como el limite
de lamedia aritmética de |as observaciones.

Ademés, la informacion de que se dispone sobre €
valor del parametro 6 debe ser descritamedianteuname-
dida de probabilidad 7(8), la distribucion inicial, cuya
existencia garantiza el teorema. Consecuentemente,
siempre que se trabaje con observaciones intercambia-
bles (y cualquier muestra aleatoria es necesariamente
intercambiable), la frase (desgraciadamente demasiado
frecuente) ‘no existe una distribucién inicial sobre los
pardmetros’ es sencillamente incompatible con lateoria
matemética de |a probabilidad.

Se subraya que e teorema de representacion es
basicamente un teorema de existencia: demuestra la
existencia de p(x | 0) y de 7(0), pero tanto el modelo
probabilistico p(x | ) como ladistribucion inicia 7(0)
deben ser explicitamente determinados.

Se menciona la posibilidad de caracterizar e mo-
delo probabilistico a partir delaintercambiabilidad y de
condiciones adicionales; en particular, se cita que (su-
poniendo que los x; son intercambiables):
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(i) s =; € {0,1}*, entonces el modelo es multino-
mial (binomia parak = 1), y que

(i) s & € R* y existe simetria esférica centrada, en-
tonces el modelo es normal k-variante.

Se adel anta que la especificacion de una distribucion
inicial que no introduzca informacion adicional es po-
sible a partir a la teoria matemética de la informacioén,
mediante un algoritmo que seré descrito mas adelante.

Para los detalles técnicos relativos a este tema el
alumno esreferido tanto alas fuentes originales (de Fi-
netti, 1937; Hewitt & Savage, 1955) como a descripcio-
nes mas recientes (Lindley & Phillips, 1976; Bernardo
& Smith, 1994, Cap. 4).

3.2 Funcién de Verosimilitud

De forma general, se define la funcion de verosi-
militud (@ | z) correspondiente a un conjunto de datos
z € Z cuyadistribucion conjunta depende de 6, como
la densidad de probabilidad (funcién de probabilidad
con datos discretos) 1(0 | z) = p(z|0) asociada a los
datos observados z como funcién del valor (descono-
cido) del vector paramétrico 6. En particular, paradatos
intercambiables z = {x1,...,x,}, Z = X", resulta
10 2) =TI, pla: | 6).

Se introduce de forma intuitiva € concepto de es-
timador puntual como el de una funcion de los datos
6° = 6°(2z) que presumiblemente aproxima el verda-
dero (y desconocido) valor del parametro (la definicion
formal de estimador se presenta en la tercera parte del
programa). Se define un estimador maximo-verosimil,

0 = 6(=) = agmaxi(6 | z),

y se analizan, con gemplos, las condiciones de su exis-
tenciay unicidad. Sedestacaque setratade un concepto
invariante: el estimador maximo-verosimil ¢ de cual-
quier transformacion biyectivadel parametro ¢ = ¢(6),
es simplemente ¢(6).

La evidente variabilidad del estimador 8(z) en fun-
cion de los datos observados z € Z se utiliza para mo-
tivar y definir la distribucion en el muestreo p(t | 8) de
una funcién de los datos t = t(z) como la distribucién
det (condiciona a @) que resultainducida por p(z | 6).

Particularizando al caso univariante, se introduce la
funcién de soporte (‘score’), como la derivada del lo-
garitmo de la funcién de verosimilitud con respecto al
parametro, considerada como funcién de los datos,

so(z) = Llogp(z |6), ze€ 2,

00

y se demuestra gue su distribucion en el muestreo tiene
media cero y que, bagjo condiciones de regularidad, su
varianza es

a 2
/Z p(z10) [% logp(= | e)} iz

82
=~ [ 9(10) 55 109p(z |0)d= = 1(0),
zZ

donde h(#) es lafuncién de informacion de Fisher co-
rrespondiente a p(z | #). Consecuentemente, la funcion
de soporte normalizada, sy(z)/+/h(0), tiene una distri-
bucion en el muestreo de media cero y varianza unidad
lo que, como severamasadel ante, resultaespeciamente
util para obtener resultados inferencial es aproximados.

El concepto de distribucién bajo muestreo repetido
esilustrado con ejemplos construidos con datos simula-
dos, analizdndose |as distribuciones en e muestreo del
estimador maximo-verosimil y de lafuncién de soporte
normalizada y las distribuciones en el muestreo de los
extremos (maximo y minimo). Se estudia asimismo la
variabilidad en el muestreo de la propia funcién de ve-
rosimilitud.

El tema concluye justificando |a observacion empiri-
ca(por simulacion) del frecuente comportamiento apro-
ximadamente normal de la distribucion en e muestreo
del estimador maximo-verosimil.

Utilizando €l desarrollo en serie de Taylor de la
funcion deverosimilitud, /(0 | z), 6 € © C R, arededor
de 0(z), se pone de manifiesto que, en €l caso de una
muestra deatoriaz = {x1,...,x,} Y bajo condiciones
de regularidad apropiadas,

(i) La distribucién en € muestreo de 6, € estima
dor méximo verosimil, converge asintéticamente
aunadistribucién normal con mediaf 'y precision
n 1(6), donde i(6) eslafuncion de informacién de
Fisher correspondiente ap(x | 0).

(ii) Ladistribucion en el muestreo de sy(z)/v/n i(0),
lafuncion de soporte normalizada, converge asin-
téticamente a una distribucion normal estandar.

Finalmente se menciona (sin demostracion) la forma
multivariante del comportamiento asintético de la dis-

tribucion en e muestreo de 6(z),

p(@16) ~ Ni{6 6, [n1(6)] "},
donde I(0) eslamatriz deinformacion de Fisher corres-
pondiente a p(x | 8), con elemento general

82
1,(6) = - /X p@]0) 555~ 0gp(@ | 6) dz.
UV
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3.3 Suficienciay Familia Exponencial

Argumentando una deseable reduccion en la dimen-
sionalidad de los datos, en este tema se introduce €
concepto de estadistico suficiente, definiéndolo directa-
mente como unafuncion delosdatost = t(z) tal quela
funcion de verosimilitud admite una factorizacion de la

forma
WO =)= f(t,0)9(=).

Se introduce € concepto de estadistico minimal sufi-
ciente, se introduce €l estadistico de orden, y se ana-
lizan ejemplos escogidos para estudiar |as condiciones
de existenciay unicidad de un estadistico minimal sufi-
ciente.

Seintroduce lafamilia exponencial regular de distri-
bucionesy se comprueba que contiene ala mayor parte
de los modelos probabilisticos mas comunes. Se de-
muestra que cual quier elemento de esa familiatiene un
estadisti co suficientededimensi onfinitaeindependiente
del tamafio muestral y se menciona (sin demostracion),
gue €l reciproco también es cierto: las Unicas distri-
buciones con estadistico suficiente de dimension finita
independiente del tamafio muestral son las de lafamilia
exponencial.

Finalmente, se mencionan las extensiones a familias
exponenciales no regulares. Para los detalles técnicos,
el alumno es referido a la monografia de Huzurbazar
(1976).

4 INFERENCIA: METODOS BAYESIANOS
OBJETIVOS

La tercera parte del programa describe e proceso
de aprendizaje sobre los verdaderos valores de los
pardmetros, y su uso para predecir e comportamiento
de nuevas observaciones, en términos del paradigmaba-
yesiano. Con objeto de obtener resultados directamente
utilizables en € contexto de la investigacion cientifica
se utilizan exclusivamente distribuciones iniciales ob-
jetivas, definidas a partir del modelo probabilistico su-
puesto mediante e uso de la teoria matemética de la
informacion. En particular, se proporcionan soluciones
bayesianas objetivas paralos problemas convencional es
de estimacién puntual, de estimacion por intervalos y
de contraste de hipétesis, cuyo comportamiento en €
muestreo serdanalizado en lacuartaparte del programa.

4.1 El Paradigma Bayesiano

Formamente, los métodos bayesianos de inferencia
estadistica son simplemente una aplicacion de la teoria
de la probabilidad; resulta asi apropiado que muchos
de los textos cléasicos de inferencia bayesiana, como los

de Laplace (1812), Jeffreys (1939) o de Finetti (1970),
Ileven como titulo ‘ Teoria de la Probabilidad’.

Dado un conjunto de datos z € Z cuyo comporta
miento probabilistico se asume descrito por un modelo
{p(z]0),0 € ©}, y determinada una distribucion ini-
cia para el pardmetro 7(0), el teorema de Bayes (de
dondeel paradigmatomasu nombre) especificaquetoda
lainformacion disponible sobre el valor de 6 esta con-
tenida en su distribucion final,

=076
f@ p(z|0) w(0) dO

Los problemas residen en:

w(0|z) =

(i) la€eleccion de un modelo probabilistico adecuado
{p(210).0 € ©},y

(i) laespecificacion deladistribucion inicial w(6).

Laeleccion del model o probabilistico esun problema
complejo, cualquiera que sea la postura adoptada ante
e problema de inferencia. La eleccion del modelo
tipicamente depende tanto de un andlisis descriptivo de
los datos disponibles como de una interpretacion con-
textual de su comportamiento, y su construccién no sera
tratada en este programa.

Naturalmente, cual quier resultado inferencial escon-
dicional a modelo supuesto. Se menciona, sin embargo,
gue e andlisis critico de un modelo especifico es posi-
bleen el contexto del problemade contraste de hipétesis,
descrito en la Seccion 4.4. Finalmente se adelanta que,
en los métodos bayesianos objetivos, ladistribucion ini-
cial es unafuncion del modelo probabilistico supuesto,
Ilamada la distribucion inicial de referencia, y descrita
en el temasiguiente.

En el resto de este tema se describe e mecanismo
del proceso de aprendizaje bayesiano, dados un modelo
p(z | 0) y aunadistribucion inicial 7(0). En particular,

(i) se describe e uso de la forma proporcional del
teorema de Bayes

m(0|z) x p(z|0) ©(0), 0O ¢€0O;

(ii) seconsiderae caso en el que e contexto del pro-
blema permite restringir los valores posibles del
pardmetro a un subconjunto ©g C © del espacio
original justificandose que

(0] z)
NCIDYL
©o
0, sif € Oo;

, S60€0
(0] z,0 € Op) =
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(iii) seconsidera el caso en e que e vector 8 se des-
compone en laforma 8 = (¢, w), donde ¢ es €
pardmetro de interésy w un parametro marginal,
y se define la distribucién final del parametro de
interés,

w(¢!z)=/g7r(¢,wrz)dw
x () / Dz | b, w) (e | ) doo.
Q

Se considera ademas €l caso particular en que los
datos z constituyen una muestra aleatoria

z={xy,...,x,}
de una distribucion p(x | 8), de forma que

p(z|6) = Hp(wi 1 9),

y sedescribeladistribucion predictivap(x | 1, . . . , ;)
de una observaci6n futura, dada por

palos...@)= [ p@]O)n e .. 2.)db.
©

L os conceptos descritos son ilustrados con distintos
gjemplos elementales, insistiéndose en el contenido in-
tuitivo de las representaciones gréficas correspondien-
tes. LaFigura 3, por giemplo, describe la distribucion
final y la distribucion predictiva correspondientes a una
muestra de 25 observaciones simuladas a partir de una
distribucién exponencial de parametro 6 = 0.5.

En todos los casos se utilizan como distribuciones
iniciales las correspondientes funciones de referencia
(por ejemplo 7*(6) = 6~ en € caso exponencial), que
sejustifican en el tema siguiente.

El tema concluye con una descripcion del compor-
tamiento asint6tico de la distribucion final cuando los
datos constituyen una muestra al eatoria de gran tamafio.
En particular, se esquematizalademostracion delosdos
resultados més importantes:

(i) Parametrodiscreto 6, con espacio paramétrico nu-
merable, © = {61,6,...}, queincluye a verda-
dero valor 8,. En este caso,

lim Pr(@ =6, |x1,...,x,] =1,
lim Pr{0=6;|z1,...,2,] =0, V0, #6,.

n—oo

(i) Parémetro continuo, 8 € © C R*. En este caso,
paran grandey p(x | 0) suficientemente regular,

0|1, ..., @) ~ Nu(00,[nI(0)] D),

donde 1(@) eslamatriz de Fisher correspondiente
ap(x | 0).

12 14

2 4 6 8 10 12

Figura3. A partir deunamuestraaesatoriaz = {z1,...,zn} de25
observaciones cuya sumaes Zl x; = 41.57, smuladas de unadistri-
bucidn exponencial con 6§ = 0.5, se representa (i) la distribucion final
de#, conindicacién del estimador intrinseco, 6* = 0.59, y delaregion
intrinseca 0.95-creible, [0.40, 0.88], y (ii) ladistribucién predictivade
una observacion futura z, sobreimpuesta a un histograma de los datos
y a modelo correcto, unadensidad exponencial con parametrod = 0.5
(representada con unalinea discontinua).

4.2 Distribucionesde Referencia

En este temase motivalanecesidad de disponer deun
‘origen’ para €l conjunto de distribuciones iniciales, de
una funcion gque formalmente actlie como distribucién
inicial, y que proporcione un contenido matemético pre-
ciso alaideadequeno sedisponedeinformacioninicial
alguna sobre el parametro de interés.

Se considera en primer lugar €l caso univariante, de
formaque § € © C R. Se describe como la teoria
matematica de lainformacién (Shannon, 1948) define la
cantidad de informacion

(0| z)
(0)

I°1Z 7o( )} = 7(0]2)] dod
(2, m0()} /Zp(z)/6<|z)og 2,

gue puede esperarse de un conjunto de datos z € Z so-
bre el valor de un pardmetro 6. Se trata de una medida
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de la informacién que pueden proporcionar los datos,
gue depende de la informacion inicia de que se dis-
ponga sobre el valor de 6, descrita por su distribucién
inicial my(.).

Sepone de manifiesto quetal medidano esmasquela
discrepanciaintrinseca entre la distribucion conjuntade
z y de @y el producto de sus distribuciones marginales,
es decir su dependenciaintrinseca

I°{Z,7m9()} = 6{p20, P70} = D(pz0)-

Seindicaque, si se replicase indefinidamente el ex-
perimento original (que consiste en observar z € 2),
se terminaria conociendo el verdadero valor del paré
metro #; consecuentemente, la informacion proporcio-
nadapor & réplicas condiciona menteindependientesdel
mismo experimento, esto es, 1?{ 2%, 7y(.)} convergera,
cuando k — oo, alacantidad de informacién descono-
cida sobre # cuando la distribucion inicial es 7 (6).

Ladistribucioninicial dereferencia 7*(0) esaquélla
gue maximiza la cantidad de informacion desconocida,
y la distribucién final de referencia 7*(0 | z) es la que
resulta de aplicar el teorema de Bayes.

Formamente, si P esel conjuntodelasdistribuciones
inicialesde # compatibles con €l problemadeinferencia
planteado,

(0| z) < p(z | 0) 7(0),
(@) z) = slima® (@] 2),
780 ] 2) o p(z | 6) 7*)(6),

m()=ag sup I°{Z" mp()}.

mo(-)EP

Seenuncian, sindemostracion, losdosresultadosmas
importantes del andlisis de referencia:

(i) Casodiscretofinito. Si© ={0;,...,0,,},

kILngO I°{ZF mg()} = — ijl m9(0;) logme(6;);
consecuentemente, la distribucion de referencia

@) =ag sup S wo(6;) logms(0)).

mo(.)EP

es la distribucion de méxima entropia (uniforme
S no existen restricciones adicionales).

(if) Caso continuo. S © C R, existe un estimador

6 consistente, asintéticamente suficiente y no hay
restricciones adicionales,

7 (0) < 70| 0)| o>

donde 7(6|6) es una aproximacion asintética
cualquigra aladistribucion final. En particular,
s 7(0 | 6) es normal, entonces la distribucion ini-
cia dereferenciaes

7(0) o ()2

donde i(6) eslafuncién deinformacién de Fisher.
Consecuentemente, la distribucion de referencia
conincide en este caso con distribucién inicial de
Jeffreys.

El tema concluye describiendo €l algoritmo que per-
mite obtener distribuciones de referencia en problemas
multivariantes.

En primer lugar, se detallalaformaen laque € pro-
blema bivariante, p(z | ¢,w) puede reducirse a la apli-
cacion sucesiva, en dos etapas, del algoritmo univa
riante:

(i) condicionando a ¢ (con lo que se trabaja con un
Unico parametro w) se determina directamente la
distribucion dereferencian*(w | ¢) del parametro
marginal condicionado al parametro de interés;

(ii) obteniendo el modelo integrado

Mﬂ@=AMﬂ¢mﬁ@WMm

(que ya no depende de w) se determina la distri-
bucién marginal dereferencian™(¢) del parametro
deinterés,

(iii) finalmente, la distribucién conjunta de referencia
cuando ¢ esel parametro deinterés sedefinecomo

T30, w) = 7 (w | ) ().

El procedimiento se generdiza inmediatamente al
caso multivariante, con vector paramétrico

0=1{01,...,0,.} €c©CR"

mediante un algoritmo secuencia que permite obtener

(O [01,. .., 0k—1) X -+ x 7 (02| O1)7" (01)
como la distribucion inicial de referencia para la para-
metrizacion ordenada {64, . . ., 0y }.

La teoria genera se ilustra con e gemplo para
digmatico proporcionado por las distribuciones de re-
ferencia correspondientes a caso de una distribucion
normal con ambos parametros desconocidos. Para una
introduccién sencillaal andlisisbayesiano dereferencia,
el alumno es referido aBernardo & Ramoén (1998).
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4.3 Estimacion

El ‘estimador’ bayesiano de 0 es su distribucion fi-
na me(- | z). Sin embargo, con objeto de facilitar la
comprension del contenido inferencial de my(. | 2), €s
conveniente determinar medidas de localizacion de 6
(estimacion puntual) y regiones del espacio paramétrico
a las que 6 probablemente pertenece (estimacion por
interval 0s).

Entre las numerosas medidas de localizacion posi-
bles, se destacan, por su facilidad de calculo y de inter-
pretacion, la media y la moda de la distribucién final;
se discuten sus condiciones de existencia y unicidad,
y se analiza su robustez frente a pequefias variaciones
en los datos. Se pone de manifiesto sin embargo que
tales procedimientos de estimacion no son invariantes:
ni la media ni la moda de una transformacién biyec-
tiva del parametro ¢ = ¢(6) coinciden, en general, con
los valores transformados de la media 'y la moda de 6.
Se destaca que, en problemas univariantes, la mediana
de la distribucion final resulta preferible (es invariante
y es més robusta frente a pequefias variaciones en los
datos), pero no resulta facilmente generalizable a pro-
blemas multivariantes.

Con respecto a la estimacién por intervalos se de-
fine una region de confianza p-creible C’g(z) €cOmo un

subconjunto cual quieradel espacio paramétrico con pro-
babilidad final p, de forma que

0 _
Cp(z) C O, (0| z)dé = p.

Ci)

Se destaca que se trata de un concepto invariante: para
cualquier transformacion biyectiva del pardmetro ¢ =

#(0), C2 = $(CY) esunaregion de confianza p-creible
para ¢.

Se pone de manifiesto que, en general, existen infini-
tas regiones p-creibles y se mencionan, por su facilidad
deinterpretacion, lasregiones de maximadensidad final
de probabilidad, comentdndose que son frecuentemente
Unicas para una determinada parametrizacion, pero que
la propiedad de méxima densidad de probabilidad fi-
nal no esinvariante ante transformaci ones biyectivas del
pardmetro.

El tema concluye con una descripcion del problema
de estimacién en términos de lateoria de la decision, 1o
gue permite definir la solucién Gptima correspondiente
aun sistema de preferencias determinado.

Formalmente, un problema de estimacién puntual,
es un problema de decisién en el que € conjunto de
alternativas coincide con el espacio paramétrico. Para
unafuncion de pérdida L(0°, 6) que describe las conse-
cuenciasdeutilizar un estimador 8¢ cuando €l verdadero

valor del pardmetro es 0, el estimador Bayes 6°(z) es
aquél gue minimizala pérdida esperada; formalmente,

6°(z) = arg min / L(6°,0) (6| z) d6.
0ccO [e)

Se demuestra que la media y la moda finales son
las soluciones gque respectivamente corresponden a las
funciones de pérdida cuadrética y dicotomica limite y
gue, en € caso univariante, la mediana corresponde a
unafuncion lineal atrozosy simétrica.

Se pone de manifiesto que & uso de funciones de
pérdida invariantes garantiza la obtencién de estimado-
res invariantes. En particular, se define el estimador
intrinseco 8*(z) como € estimador Bayes correspon-
dientealafunciéndepérdidaintrinseca(cf. Seccion 2.3),
esto es el que minimizala pérdida intrinseca esperada
con respecto ala distribucion de referencia,

d(6°| z) = /@5{06, 6} (0| z) db,

donde

6{0°,60} = {p.(.16°),p=(.|0)}
denota la discrepancia intrinseca entre los dos modelos
p(z | 0°) Yy p(z | 8), respectivamenteidentificados por 8°
y por 6.

El tema concluye describiendo la construccion dere-
gionescreiblesinvariantes(generalmenteunicas) apartir
de la pérdidaintrinseca esperada. En efecto, para cual-
guier conjunto de datos z € Z, e conjunto Cy(z) C ©
de valores de 6° para los que la pérdida intrinseca es-
perada es menor que una determinada constante d, esto

Cy(z)={6° € ©; d(0°|2) < d}
constituye una region invariante ante transformaciones
biyectivas de 8 vy, bajo condiciones muy generales, la
constante d puede ser elegida con lacondicién de quela
probabilidad final de que 8 pertenezca a Cy(z) sea un
valor cualquierap € (0, 1).

Formamente, una region intrinseca p-creible es un
subconjunto C;(2) C © del espacio paramétricotal que

[ wel2)do=p,
Cr(2)

y paratodo 6; ¢ C;(z) existeun 8; € C;(2) tal que
d0;|z) < d;]z).

En la Figura 4 se representa la funcion de pérdida
intrinseca esperada d(0°|z) correspondiente a una
muestra al eatoria de 25 observaciones exponenciales, y
se indican tanto el estimador intrinseco como laregion
intrinseca 0.95-creible. Paralos detalles técnicos refe-
rentes a la estimacion intrinseca, el alumno es referido
aBernardo & Juarez (2003).
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Figura 4. Funcién de pérdida esperada intrinseca correspon-
diente a los datos exponenciales analizados en la Figura 3. Se indi-
can el minimo (correspondiente al estimador intrinseco), € intervalo
intrinseco 0.95-creible C}‘f (correspondientead(6° | z) < 2.07) y las

regiones de rechazo R; y R, correspondientes a contraste definido
por d(6°€ | z) > 5.

4.4 ContrastedeHipotesis

Dado un modelo probabilistico {p(z | 0), 8 € O},
gue hipotéticamente describe el comportamiento del
vector observable z € Z en funcién de un vector pa-
ramétrico desconocido @ € O, se trata de decidir s
|os datos observados z son 0 no son compatibles con la
hipétesis Hy = {0 € O¢} deque 8 pertenece aun deter-
minado subconjunto Oy C © del espacio paramétrico.

Formalmente, se trata de un problema de decisién
con sblo dos alternativas, aceptar (ag) 0 rechazar (aq) la
hipétesis de trabajo o hipotesis hula Hy, cuya solucién
normativa tan sélo depende de la pérdida diferencial

AL(O, @o) - L(ao, 0) — L(al, 0)

gue mide (en funcion de 8) el incremento de pérdidaque
podriaoriginar laaceptacién delahipétesisnula. Seob-
serva que ag constituye una simplificacion del modelo
y que, consecuentemente, debe existir algunaventajaen
aceptar Hp cuando es cierta, de forma que, necesaria-
mente,

AL(6,0p) < 0, VO € O;

S Hy es cierta, la pérdida diferencial por aceptarla es
negativa.

Se pone de manifiesto que unafuncion de pérdidadi-
cotdmica, dd tipo AL(08, ©g) = +1 segln 6 pertenezca
0 Nno a By, dalugar a un criterio probabilistico:

Rechazar Hy <= Pr(0 € 09| z) < Pr(0 ¢ O¢]| 2).

En € caso particular en el que laprobabilidad inicial de
Hp seal/2, € criterio se reduce a determinar el factor

de Bayes,

Jo, (21 6)7(6 | Ho)d6
Jo, P(z|6)7(60 | Hy) d6

donde ©1 = © — Og, y donde 7(0 | Hy) y (6| H1)
son respectivamente las distribuciones iniciales bgjo la
hipétesis nula 'y bajo la hipétoesis alternativa, que no
son necesariamente especi ficadas como restricciones de
una distribucién comin =« (8). En estas condiciones,
se rechaza la hipdtesis de trabgjo si (y sdlamente si)
Boi(z) < 1. Cuando solo existen dos valores posibles
de 6 (hipétesis simples), de formaque © = {6y, 01}, €
factor de Bayes sereduce al cociente de verosimilitudes.

Bo(z) =

Se observa que en € caso de hipétesis precisas,
cuando ©g es un conjunto de medida nula (por ejemplo,
cuando @ es un parametro continuo y ©¢ contiene un
Unico valor 8g) estaformulacion exige una distribucion
inicial mixta, que asigne unamasa de probabilidad aun
punto. Tal planteamiento responde por |o tanto a situa-
ciones caracterizadas por importante informacién previa
(probabilidad inicial muy concentrada alrededor de 6),
y permite valorar hasta que punto tal informacién ini-
cial es modificada por los datos. Se trata pues de un
problemamuy distinto a problema planteado, que es el
de determinar |acompatibilidad de los datos observados
con el valor 8 en ausencia deinformacioninicial sobre
el verdadero valor de 6.

Para obtener una solucién general a problema de
decidir si los datos son 0 ho son compatibles con una
hipétesisde laforma @ € O, donde 8 es un pardmetro
continuo, esnecesario utilizar unafuncion diferencial de
pérdida AL(68, ©¢) que sea continuaen @. Lasolucién
normativa es entonces simplemente

Rechazar Hy <= /AL(O,@O)w(Byz)d0>O,
e

gue Unicamente requiere la determinacion de la distri-
bucién final 7(6 | z) (generalmente construida a partir
de la distribucion de referencia 7*(0), sin informacion
inicial sobre el valor de 9).

Se pone de manifiesto que la discrepanciaintrinseca
proporciona una solucién natural a problema de espe-
cificar la funcién de pérdida diferencial, solucién que
resulta ademés invariante frente a transformaciones bi-
yectivasdel parametro. Formalmente, se propone el uso
de lafuncién de pérdida diferencia

AL(®.60) = inf 5(00.6) ~ 8%, 4" >0,

donde §* representa la utilidad esperada de aceptar la
hipéteis nula cuando es cierta, y donde

5{00a 0} = 5{pz( ‘ 90)7pz(~ ‘ 0)}
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denota la discrepancia intrinseca entre los dos model os
p(z]60) y p(z | 6).

La correspondiente solucion normativa, (el criterio
bayesiano de referencia o0 BRC, Bernardo, 1999; Ber-
nardo & Rueda, 2002), resulta ser

Rechazar Hy <= d(©¢|z) > ¢,

(O 2) = /@ { 922205(90’9)} (6] 2)do > 0,

donde
(0 2) oc p(z | 0) 7(6)

esladistribucion final de referencia

Se observa que, como funcion de z € Z, € proce-
dimiento produce de forma automatica una funcién de
contraste (positivaeinvariante), €l estadistico bayesiano
dereferencia,

bO(z) = d(@O | Z), FARS Z7
y que €l criterio consiste en rechazar la hipétesis de tra-

bgjo s, y sdlamente si, el valor de bg(z) es suficiente-
mente alto.

Se demuestra que el valor esperado de by(z) bajo la
hipétesis nula converge ala unidad para muestras gran-
des (y en muchos casos es exactamente igual auno para
cualquier tamafio muestral).

Ademés, puesto que la discrepancia intrinseca entre
dos modelos probabilisticos es el minimo valor espe-
rado del logaritmo del cociente de verosimilitudes en
favor del modelo verdadero (cf. Seccidn 2.3), valoresde
bo(z) superiores a 2.5 suponen cocientes de verosimili-
tudes esperados del orden de e>® ~ 12, mientras que
valores de by(z) superiores a 5.0 suponen cocientes de
verosimilitudes esperados del orden de e°° ~ 150.

Consecuentemente, para cualquier tamafo muestral
y paracualquier dimensionalidad del problema, €l crite-
rio bayesiano de referenciasugiere aceptar hipétesiscon
discrepanciasintrinsecas esperadas cercanasalaunidad,
buscar mas informacion con valores situados alrededor
de2.5, y rechazar hipétesiscon discrepanciasintrinsecas
esperadas mayores que 5.

En laFigura4 serepresentan las regiones de rechazo
correspondientes abg(z) > 5 relativas alos datos expo-
nenciales descritosy analizados en la Figura 3.

En & problema paradigmatico del contraste de hipé-
tesis sobre unamedia normal, con Ho = {u = po}, los
valores 2.5y 5.0 corresponden a caso en el que o Se
sitlia, respectivamente, a2y 3 desviacionestipicasde x.

5 CALIBRACION: METODOS
FRECUENTISTAS

En la tercera parte del programa se han descrito un
conjunto de procedimientos inferenciales, construidos
desde una perspectiva bayesiana a partir de distribucio-
nesiniciales abjetivas. En la cuarta parte del programa
seanalizael comportamiento en el muestreo detalespro-
cedimientosy se compara el resultado con el comporta-
miento de otros procedimientos descritosen laliteratura.
En particular, se hace uso de los métodos frecuentistas
para calibrar los métodos bayesianos objetivos, estu-
diando su comportamiento bajo muestreo repetido.

El contenido de esta cuarta parte esta estructurado en
cuatrotemas. Enel primero deellosseanalizan lasapor-
taciones que pueden esperarse del estudio del comporta-
miento en el muestreo de un procedimiento estadistico,
se mencionan algunas de sus limitaciones, y se ilustra
la variabilidad en €l muestreo de la propia distribucién
final. Losotrostrestemas estan respectivamente dedica-
dosaestudiar el comportamiento bajo muestreo repetido
de estimadores puntual es, regiones de confianza'y pro-
cedimientos de contraste de hipoétesis.

5.1 Comportamiento Medio de un Procedimiento
Estadistico

Para datos z € Z, cuyo comportamiento proba-
bilistico se asume descrito por {p(z|0),0 € O}, se
consideraun procedimiento estadistico definido por una
transformacion de los datos ¢(z).

Ejempl os especificos incluyen un estimador puntual,
unaregion de confianza, un estadistico de contraste, y la
propiadistribucion fina 7(6 | z).

0.8

0.6 ¢

04 t

02t

Figura5. Distribucionesfinalesdereferenciaparael pardmetro A de
una distribucién de Poisson correspondientes a 10 muestras aleatorias
de tamafio n = 20 simuladas a partir de una distribucién de Poisson
con paréametro \ = 3.
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EnlaFigura5 serepresentan lasdistribucionesfinales
de referencia correspondientes a 10 muestras aleatorias
de tamafio 20 simuladas a partir de una distribucién de
Poisson deparametro A = 3, loqueilustralavariabilidad
delas conclusionesinferencialesen funcion delosdatos
observados.

Para un procedimiento concreto ¢(z) es posible de-
finir una funcion de pérdida L{t(z), 08} que, de alguna
forma, debe medir e ‘error’ cometido por € procedi-
miento en funcién del verdadero valor del vector pa-
ramétrico 6.

Considerada como funcion de z (condicional a @),
L{t(=),0} es una variable aleatoria cuya distribucion
en el muestreo puede ser determinada, en principio, a
partir deladistribucion condicional de z, p(z | ). Con-
secuentemente, su valor esperado,

r(8] L) =E. | o[L{t(2), 0}]
=LLW4ﬂMﬂ®M

puede ser interpretado como € riesgo medio (en mues-
treo repetido) que se corre utilizando ese procedimiento.

Como gjempl os defuncionesde pérdidahabituales se
mencionan|apérdidacuadrati caasociadaaun estimador

puntual 6,
L{6,0} = (6 — 6) (6 - 6)

y la pérdida logaritmica (la funcion de evaluacion
cambiada de signo), asociada a una distribucion final
(- | 2),

L{mo(. | 2),0} = —log[me (6 | 2)].

Paraque un procedimiento estadistico resulte acepta-
ble es naturalmente necesario quetengaun riesgo medio
pequefio frente a funciones de pérdida razonables. Es
obvio, sin embargo, que ésta no es una condicion su-
ficiente: un buen comportamiento medio no garantiza
un buen comportamiento en cada caso concreto. Como
se demuestra con ejemplos, un procedimiento puede te-
ner un comportamiento claramente inaceptabl e en casos
concretos, pero presentar un buen comportamiento me-
dio debido a que tales casos no son muy frecuentes; es
posible incluso encontrar procedimientos que tienen un
mal comportamiento en todos los casos pero que pre-
sentan un buen comportamiento medio, debido a una
compensacion de los errores.

En general el riesgo medio de utilizar un procedi-
miento ¢, depende del verdadero valor del pardmetro 6.
Es sin embargo posible que (con respecto a unafuncion

de pérdida L), un procedimiento ¢, sea uniformemente
mejor que otro procedimiento ¢, en e sentido de que,

VO €O, r,(0|L)<ry,@]|L),

en este caso se dice que t, estd dominado por ¢;.

Un procedimiento es declarado inadmisible (con res-
pecto a una funcion de pérdida) si es posible encontrar
otro procedimiento quelo domina. Con estos elementos
se enuncia (sin demostracion) un resultado importante
(Savage, 1954): bajo condiciones muy generales, para
gue un procedimiento sea admisible es necesario y su-
ficiente que sea un procedimiento Bayes, esto es que
pueda ser obtenido minimizando alguna pérdida espe-
rada. Finalmente se subraya € hecho de que cualquier
resultado de admisibilidad es condicional a la funcién
de pérdida elegida: un procedimiento inadmisible bajo
una funcion de pérdida determinada puede resultar ad-
misible bajo una funcién de pérdida diferente.

5.2 Error Medio delos Estimadores Puntuales

El tema empieza introduciendo agunos de los mé-
todos de estimacion no bayesiana propuestos en la li-
teratura: se recuerda la estimacion maximo verosimil,
y se describen los métodos de estimacién por momen-
tos, por minimos cuadrados y mediante estadisticos de
orden. Se determinan los estimadores correspondien-
tes para un conjunto de gjemplos representativos, com-
parédndolos con los estimadores Bayes descritos en la
Seccién 3.3. Serecuerdad concepto de estadistico sufi-
cientey se pone de manifiesto que, frecuentemente, los
estimadores puntual es son estadisticos suficientes.

Se argumenta la importancia de un comportamiento
limite adecuado. Seintroduce el concepto de consisten-
cia, y se demuestra que todo estimador Bayes es con-
sistente. Se recuerda el comportamiento asintético de
la distribucion en el muestreo del estimador maximo
verosimil, subrayandose que, bajo condiciones de regu-
laridad, permite obtener una buena aproximacion, para
muestras grandes, a la distribucion en el muestreo del
estimador bayesiano intrinseco.

Sedescribelafuncion de pérdidacuadréticacomocri-
terio de eval uacion del comportamiento de un estimador,
se menciona la descomposicion del riesgo cuadrético
medio en varianza mas sesgo a cuadrado y, en este
contexto, se introduce € concepto de eficiencia. Se
menciona el concepto de estimador insesgado y seilus-
tran, mediante ejemplos, |as graves consecuencias a las
gue puede llevar la insistencia en el uso de estimado-
res insesgados. Mediante datos simulados se hace un
analisiscomparativo del comportamiento en el muestreo
de los estimadores considerados con respecto a riesgo
cuadrético medio.
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El tema concluye argumentando las ventagjas de la
funcion de pérdida intrinseca como criterio de eva-
luacion frente ala convencional pérdida cuadrética. Se
determina una aproximacion asintética para el riesgo
intrinseco medio, y se retoman los ejemplos anteriores
para proporcionar un andlisis comparativo del compor-
tamiento en el muestreo de | os distintos estimadores con
respecto al riesgo intrinseco medio.

5.3 Recubrimiento Esperado de las Regiones de
Confianza

El tema comienzacon ladescripcién del método con-
vencional de construccién de regiones frecuencialistas
de confianzaapartir de pivotes (funciones de los datosy
del pardmetro deinterés cuyadistribucién en el muestreo
es totalmente conocida), destacando la utilidad, en este
contexto, delafuncion de soporte normalizada. Se pone
de manifiesto que, mientras que las regiones de con-
fianza p-creibles (descritas en la Seccion 4.3) pueden
ser construidas para cualquier problema, los métodos
frecuentistas no siempre resultan aplicables.

Se propone la calibracion de regiones de confianza
p-creibles en términos de la proporcién de muestras
p(0) para las que la correspondiente region p-creible
cubrira (en muestreo repetido) el verdadero valor del
pardmetro 6.

Centrandose en €l caso de model os de pardmetro uni-
dimensional continuo, se define un intervalo p-creible
unilateral | — oo, 6,(z)] mediante el cuantil correspon-
diente 6,,(z) de ladistribucion final

Prig < 6,(2)|z] = / (0] z)db = p.

{GSGP(Z)}

Se define el nivel de recubrimiento correspondiente,

P06, (=) > 6] = / p(z|6) d= = §(6),

{0p(2)>0}

donde p(z | #) es el modelo probabilistico supuesto. Se
pone de manifiesto que, para la distribucién final de re-

ferencia,
pO) =p+0O(n)

de forma que, bajo condiciones de regularidad, una
region de confianza p-creible es siempre, para mues-
tras suficientemente grandes, una region frecuentistade
confianza aproximada, y que esta aproximacién mejora
cuando se utilizan distribucionesiniciales de referencia.

Se indica que cuando existe un pivote, (como en los
casos de datos normales o de datos exponenciales) se
obtiene una doble interpretacion exacta de las regiones
de confianza p-creibles como regiones frecuentistas con

probabilidad de recubrimiento p, pero se subraya que,
en general, setrata sdlo de unaaproximacion asintética,
con problemas en el caso de muestras extremas (lo que
seilustra con datos binomiales).

Mediante el uso de g/ emplos apropiados se pone de
manifiesto que, en general, no es deseable una coinci-
dencia exacta entre p y p(#). En efecto, los intervalos
de confianza frecuentistas, que por construccion garan-
tizan un recubrimiento predeterminado p, pueden dar
lugar a resultados indeseables. se trata de otro gemplo
de un valor medio correcto basado en la compensacion
de erroresindividuales.

5.4 Probabilidades de Error en los Contrastes de
Hipotesis

Se describe &l concepto convencional de contraste de
significacion (‘significance test’) en el que, sin plantear
aternativas, se trata de contrastar una hipétesis puntual
Hy = {0 = 0o} proponiendo un estadistico de con-
traste t(z) € 7 y unaregion critica R C 7, de forma
gue laprobabilidad de rechazar lahip6tesisdetrabajo (o
hipdtesisnula) cuando escierta, estoesPr(t € R | Hp) 0
error detipo |, seaunaconstante «, [lamadanivel desig-
nificacién. Se pone de manifiesto que el procedimiento
no incluye laformade elegir o, y que € uso sistemético
de valores convencionales para el nivel de significacion
(como €l ubicuo . = 0.05) paracualquier tamafio mues-
tral o dimensionaidad dalugar a contradicciones.

Se subraya que para poder elegir de formarazonable
entrelosinfinitos contrastes con el mismo nivel designi-
ficacion es necesario considerar ademas la probabilidad
de aceptar una hipotesis falsa, 5(6) = Pr(t ¢ R|0) o
error detipo I, gue depende del verdadero (y descono-
cido) valor del pardmetro 6, y se pone de manifiesto que
su calculo requiere especificar una alternativa H, ala
hipétesis nula.

En este contexto, se pone de manifiesto que el pro-
cedimiento convencionalmente sugerido y (lamentable-
mente) utilizado con mucha frecuencia consiste en uti-
lizar aquel contraste que, para una probabilidad « de
error de tipo | predeterminada, minimice la probabili-
dad 3(0) de error detipo Il (si fuese posible, paratodo
valor de 0). Se demuestra, sin embargo, que este crite-
rio esincompatible con | os axiomas de comportamiento
coherente que dictan (como la intuicion sugiere) que lo
gue se debe minimizar es una combinacion lineal delos
dos tipos de error,

L(R,0,7) =y Pr(t € R[6o) + (1 —)Pr(t ¢ R|[0),

donde los pesos relativos, {v, (1 —7)},con0 < v < 1,
miden las pérdidasrel ativas correspondientesacadatipo
de error, y dependen del contexto del problema.
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Se define la potencia del contraste como la probabi-
lidad de rechazar la hipotesis nulaen funcién del verda-
dero valor del parametro,

pot(@) =Pr(t € R|0), 6 < O,

y se menciona su utilidad para comparar entre si
las caracteristicas operativas de contrastes alternativos.
Cuando la hip6tesis nula es una hipétesis simple Hy =
{6 = 60}, de forma que ©¢ es un conjunto de medida
nula, pot(8) = 1— 3(0) esesencialmentelaprobabilidad
de rechazar una hipétesis falsa. Se describe € cociente
de verosimilitudes como una forma intuitiva de cons-
truir un estadistico de contraste y se enuncia el lemade
Neyman-Pearson que garantiza, en €l caso de hipdtesis
simples, la obtencion de un contraste de méaxima poten-
ciaentre los que tienen un nivel de significacion dado.

El planteamiento frecuentista de contraste de hipote-
sis se compara con e planteamiento bayesiano descrito
enlaSeccion 4.4. Se sefialaque en ambos casos setrata
de construir un estadistico de contraste y de rechazar
la hipétesis de trabajo cuando € valor numérico de ta
estadistico essuficientementealto. Sehaceobservar, sin
embargo, una diferencia radical: en € caso bayesiano
el punto de corte forma parte de la funcion de pérdida
y describe, en unidades de informacion, la discrepancia
gue se esta dispuesto atolerar entre el model o verdadero
y el model o especificado por lahipotesisnula; en el caso
frecuentistael punto de corte viene definido en términos
de la distribucion en el muestreo bgjo la hipétesis nula
del estadistico de contraste que se escoja lo que, como
se ha mencionado, puede dar lugar a contradicciones.

El tema concluye estudiando €l comportamiento bajo
muestreo repetido de distintos estadisticos de contraste,
con especia énfasisen losque definen el cociente deve-
rosimilitudes y la discrepancia intrinseca esperada. En
particular, se estudian las probabilidades de error (en
muestreo repetido) que corresponden a tales criterios
en algunos g emplos representativos, y se determinan y
comparan las funciones de potencia correspondientes.

6 APLICACIONES

A lolargodel programase habran estudiado, enforma
de gemplos y de problemas resueltos, muchos proble-
mas de inferencia planteados en model os sencillos uni-
variantes. inferencia 'y prediccion con datos discretos
(Binomialesy Poisson), einferenciay predicciénconda-
tos continuos dependientes de un solo parametro, tanto
en casos regul ares (datos exponencial es) como no regu-
lares (datos uniformes). Se habran estudiado asimismo
algunos problemas sencillos de inferencia'y prediccion
con datos continuos dependientes de varios parametros
(datos normalesy datos uniformes con ambos extremos
desconocidos). En esta Gltima parte del programa se

utilizan los conocimientos adquiridos para estudiar pro-
blemas algo mas complejos.

6.1 Comparacion de Proporciones

Separtede muestras aleatorias x, y de observaciones
Bernoulli procedentes de poblaciones distintas, con es-
tadisticossuficientes(r1, n1) Y (r2, n2) y con parametros
01y 62, y se supone que interesa comparar 1os valores
de 0, y 65, proporcionando a alumno e emplos reales
en diferentes contextos (elecciones, marketing, biotec-
nologia, .. .).

Se determinan las distribuciones finales de referen-
ciam*(¢; |, y), parados posiblesfunciones deinterés,
¢1 = 01— 02y ¢2 = 01/6,, se obtienen estimadores pun-
tuales y regiones de confianza para ambas funciones, y
se formulan y analizan distintos problemas de contraste
de hipétesis. Los resultados tedricos obtenidos son eva-
luados por simulacion y posteriormente aplicados a un
gjemplo con datos reales.

6.2 Inferenciacon Medias Normales

Se parte de muestras aleatorias * = {z1,...,2,},
y ={y1,...,ym deobservaciones procedentes de dos
poblaciones normales, N(z | u1, 02), N(y | pi2, 02), con
estadisticos suficientes (n, z, s2) y (n,y, s2), y se Su-
pone que interesa comparar los valores de p1 y p2,
proporcionando a alumno gemplos reales en diferen-
tes contextos (produccion industrial, consumo, . . .).

Sedeterminan las distribucionesfinales dereferencia
7*(¢; | z, y) de dos posibles funciones de interés, ¢; =
u1 — p2 (problema de Behrens-Fisher) y ¢, = u1/po,
(problema de Fieller-Creasy), se obtienen estimadores
puntuales y regiones de confianza para ambas funcio-
nes, y se formulan y resuelven distintos problemas de
contraste de hipotesis. De nuevo, los resultados obte-
nidos son evaluados por simulacién y aplicados a un
gjemplo con datos reales.

Partiendo de los mismos datos « = {z1,...,z,},
ey = {vy1,...,ym} Se plantea e problema de hacer
inferencia sobre el producto de las medias 6 = 1 o,
motivandol o con ejempl osreal es (cél culo de superficies,
teoriade erroresen fisicao ingenieria, .. .).

Se determinala correspondiente distribucion final de
referencian* (0 | x, y), Se obtienen estimadores puntua-
lesy regionesdeconfianzapara#, y seformulan distintos
contrastes de hipétesis. Unavez mas, los resultados son
evaluados por simulacion y aplicados a un gjemplo con
datosreales. Finamente, se describe (sin demostracion)
lasolucional problemageneral dehacer inferenciasobre

el producto 0 = Hle p; de k medias normales,
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6.3 Regresion

Se parte de un conjunto de datos aparareados z =
{(yr,x1) ..., (yn, )}, donde y; € R eslarespuesta
observada en condiciones z; € R*, y se supone que
existe unarelacion funcional aproximadaentrey; y x;,
deformaquey; = f(x; | @)+¢;, conE[e] = 0,y Var[e] =
o2. Se andiza la representacion cartesiana de este tipo
de datos en el caso k£ = 1, motivando el problema con
distintos conjuntos de datos reales.

Especificado un modelo (e | o) que describael com-
portamiento probabilistico de los errores, se formula el
problema general de prediccion asociado a esta estruc-
tura de datos, que requiere el clculo de la distribucion
predictiva condicional

Py |z, 2) = / / Dy | 2,8,0)7*(0, 0 | ) dbdo.
©J0

Bajo normalidad homocedéstica, N (e | 0, o2), se detalla
la solucion analitica para el caso lineal univariante

f(x|6g,01) = 0o+ 01,

determinandose las distribuciones finales (marginales)
defpy 0,1, ladistribuciénfinal de o y ladistribucion pre-
dictivap(y | z, z). Se obtienen estimadores puntualesy
regionescreiblesparay dado z, y seformulan problemas
de contraste para los valores de las 6;. Los resultados
obtenidos son evaluados por simulacion y aplicados a
un gjemplo con datos reales.

Se enuncia (sin demostracién) la generalizacion de
algunos de los resultados anteriores a caso lineal mul-
tivariante

k
F@|0) =0+ > 0; ;.
=1
y se muestra la aplicacién de este resultado a proble-
mas univariantes no lineales en los que la funcién de
regresion acepta una aproximacion lineal de la forma

f(x|0) ~ o+ % 0; gia).

Se concluye e programa describiendo, sin detallar
loscélculos, € resultado final deun analisisderegresion
complejo con datosreales (predicciones‘on line' enuna
noche electoral), en €l que se han utilizado los métodos
bayesianos objetivos estudiados en la asignatura.

7 DISCUSION: UN PROGRAMA POSIBLE

Este trabajo concluye presentando un posible pro-
grama para €l desarrollo de laasignatura de Estadistica
Matematica en lalinea descrita, seguido de algunos co-
mentarios sobre laforma en que podrian organizarse las
clases précticas, y de agunas recomendaciones sobre
posibles textos de apoyo.

7.1 Programa Propuesto

El temario que se propone esta orientado a una asig-
natura de Estadistica Matematica situada en un primer
ciclo universitario, y supone conocimientos el ementales
de andlisisy deteoriade la probabilidad. En € caso en
el que los alumnos no hayan cursado una asignatura de
teoria de |a probabilidad, sera necesario ampliar la pri-
mera parte del programa para introducir los conceptos
necesarios.

El nivel a que pueda desarrollase el temario pro-
puesto dependera obviamente del alumnado, resultando
presumiblemente més sencillo dotar a curso de un nivel
elevado en €l caso de contar conalumnosde M atemaéticas
0 de Ciencias Estadisticas.

El programaque sugerimos se estructuraen 18 temas,
lo que en una asignatura anual con 6 créditos tedricos,
como la prevista en varios de los planes de estudio vi-
gentes, permite dedicar algo més de 3 horas lectivas a
cadatema.

1. Fundamentos

1. Introduccion a Estadistica Matemética

2. Medida de Probabilidad

3. Introduccién ala Teoria de Decision

4. Medidas de Informacién y de Discrepancia

2. Modelos Probabilisticos
5. Intercambiabilidad e Independencia Condicional
6. Funcion de Verosimilitud
7. Suficienciay Familia Exponencial
3. Inferencia: Métodos Bayesianos Objetivos
8. El Paradigma Bayesiano
9. Distribuciones de Referencia
10. Estimacion
11. Contraste de Hipotesis

4. Calibracién: Métodos Frecuentistas

12. Comportamiento Medio de un Procedimiento Es-
tadistico

13. Error Medio de los Estimadores Puntual es

14. Recubrimiento Esperado de las Regiones de Con-
fianza

15. Probabilidades de Error en los Contrastes de
Hipotesis
5. Aplicaciones
16. Comparacion de Proporciones
17. Inferenciacon Medias Normales
18. Regresion
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7.2 Précticas

La posibilidad actual, presente en casi todas las uni-
versidades, de dar las clases précticas en aulas de in-
formatica dotadas de ordenadores razonablemente po-
tentes, permite orientar las clases practicas a la verifi-
cacién experimental, por simulacion, delos conceptosy
resultados desarrollados en el curso.

Son muchos los |enguajes de programaci én que pue-
den ser utilizados con este propdsito, pero nuestra prefe-
renciasesitlaen el uso de Mathematica. Laexperiencia
acumuladasugiere que el alumno es capaz en unas pocas
horas de manejar €l programa con relativa soltura, y que
pronto lo utilizard sisteméati camente para otras asignatu-
ras.

Los 3 créditos de précticas generalmente asociados a
laasignaturade EstadisticaM ateméti capermiten montar
10 précticas de 3 horas cadauna, suficientes paraexperi-
mentar con todos |os conceptos desarrollados, especial-
mente si material es adecuados (preparados ex-profeso)
son directamente accesibles alos alumnos mediante una
red local.

7.3 Bibliografia Basica

Dado e caracter poco convencional del programa
propuesto, no es facil encontrar textos que se adap-
ten bien a su contenido; sin embargo, la mayor parte
de los conceptos expuestos estan muy bien descritos
en DeGroot & Schervish (2002), la tercera edicion de
un texto excelente, de cuya primera edicion existe una
version en castellano.

El libro de Barnett (1999), una buena introduccién
al andlisis comparativo de las distintas escuelas de in-
ferencia, puede ser un interesante complemento. El
articulo sobre inferencia bayesiana de la enciclopedia
de la UNESCO (Bernardo, 2002), proporciona una in-
troduccién elemental alos métodos bayesianosobjetivos
poco frecuente en los libros de texto. Schervish (1995),
un excelente tratado de estadistica tedrica con un fuerte
contenido matemati co, puede resultar muy (til como li-
bro de consulta.

L os conceptos basi cos de lateoriade ladecisién pue-
den ser estudiados en la extraordinaria introduccién de
Lindley (1985), de cuya primera edicion también existe
unaversion en castellano. Loslibrosde DeGroot (1970)
y de Bernardo & Smith (1994) contienen versiones for-
males de |os fundamentos de |a estadistica matemética,
gue pueden servir de complemento.

Una buena introduccién a los métodos bayesianos
objetivoseslacontenidaen Box & Tiao (1973), untexto
clasico que sigue vigente. Berger (1985) y Bernardo &
Smith (1994) proporcionan contenidos méas modernos.

Los conceptos més convencionales de la estadistica
matematica pueden estudiarse en 10s numerosos textos
publicados con una orientacion basicamente frecuen-
tista. Entre los escritos en castellano, destacamos los
de Cao et al. (2001), Pefia (1999) y Véez-Ibarrola &
Garcia-Pérez (1997). Los textos de Berry & Lindgren
(1996), Casella & Berger (2002) y Shao (1999) consti-
tuyen interesantes alternativas.
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