Capitulo 2

Reacciones nucleares a bajas
energias

Las reacciones nucleares a bajas energias han proporcionado la mayor parte
del conocimiento que tenemos actualmente del ntcleo atémico. Si bien es cierto
que la observacién de desintegracion esponténea de nucleos radiactivos natura-
les proporcioné una parte de la informacién necesaria para el establecimiento de
los modelos nucleares que condujeron al empleo de la desintegraciéon nuclear en
aplicaciones tanto energéticas como militares, el propio descubrimiento por Rut-
herfod de la existencia del niicleo atémico y el inmenso volumen de conocimientos
existente hoy en dia, se deben en gran medida al analisis de datos experimentales
de reacciones nucleares inducidas por niicleos sobre blancos. En el inicio de la
Fisica Nuclear, la tnica fuente de proyectiles disponible eran fuentes radiactivas
a de nucleos transuranicos, que proporcionaban particulas « con una energia del
orden de 5 MeV, hasta que al principio de los afios 30 surgieron los primeros ace-
leradores, en particular el acelerador lineal de Crockroft y Walton y el Ciclotron
inventado por Alvarez, que permitieron acelerar protones, deuterones y particulas
« hasta algunas decenas de MeV. La informacién obtenida del estudio de reaccio-
nes nucleares es relevante no sélo para el conocimiento del nicleo atémico, sino
también para otras ciencias, como la Astrofisica. Los conocimientos adquiridos
mediante experimentos de reacciones nucleares permiten hoy dia la sintesis efi-
ciente de un gran namero de is6topos radiactivos de importancia en Medicina y
Tecnologia. Por tltimo, el estudio de las reacciones nucleares ha sido la fuerza
impulsora del desarrollo de nuevos aceleradores, que han encontrado el amplio
espectro de aplicaciones mencionado en el capitulo anterior. En primer lugar,
vamos a describir algunos conceptos fundamentales de reacciones nucleares.

Las particulas nucleares y subnucleares son las sondas que nos permiten ob-
tener informacion sobre el nicleo atomico. Ello esta ligado a su longitud de onda
de de Broglie, que para una particula de energia cinética T' viene dada por



Cuadro 2.1: Longitudes de onda de de Broglie expresadas en fermis para diferentes
particulas

‘Energia (Me\/)‘ y ‘ e ‘ P ‘ o ‘4OCa ‘208Pb‘

1 197 | 140 | 45 | 2.3 | 0.72 | 0.32
10 19.7 | 187 | 1.4 | 0.72 | 0.23 | 0.10
100 20 | 2.0 045 | 0.23 | 0.072 | 0.032
1000 0.20 | 0.20 | 0.12 | 0.068 | 0.023 | 0.010

En la tabla 2.1 se dan las longitudes de onda para algunas particulas a 1, 10, 100
y 1000 MeV.

Para ser capaces de investigar la estructura nuclear con una determinada
particula, no basta que su longitud de onda sea del orden del fermi. Hace falta
ademés que pueda penetrar el ntucleo. En el caso de particulas neutras como n
v 7, no hay ningtn obstaculo que les impida penetrar la materia nuclear. Por
el contrario, en el caso de ntcleos pesados como el plomo aunque se alcanzen
longitudes de onda del fermi a energias del MeV, la energia suficiente para vencer
la repulsién Coulombiana es mayor. La energia de repulsion electrostatica de dos
nucleos en contacto se conoce como barrera de Coulomb y se denota por V. Viene
dada aproximadamente por la expresion':
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donde R¢ se conoce como radio de Coulomb y viene dado aproximadamente por
Re(fm) = 1,44 (AV? + 4%

donde A; y A son los numeros masicos de los niicleos. Notemos que hemos
utilizado el sistema Gaussiano en la formula del potencial electrostatico (1/4mweq =
1). Para nucleos medios, hacen falta varias decenas megaelectronesvoltio para
vencer la repulsion electrostatica.

La denominacién de reacciones nucleares a bajas energias se aplica a reaccio-
nes en las que la energia incidente del proyectil no es muy superior a la energia
de Coulomb. De hecho, las reacciones nucleares a energias por debajo de la ba-
rrera de Coulomb proporcionan informacion relevante para el conocimiento de la
Estructura Nuclear.

Una reaccién nuclear es un proceso

a+A—>b1+b2+"’+bn

donde el proyectil a es un ntcleo, nucleén o particula (v, e, u, v, m, K), A
es el nucleo blanco y b;...,b, son los productos de la reaccién, formados por

1Utilizaremos el sistema gausiano
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los nucleones y fragmentos nucleares provinientes del proyectil y del blanco, y
por las particulas producidas en la reaccién. En las reacciones nucleares a bajas
energias, las Unicas particulas que se pueden producir son fotones, electrones y
positrones. No consideramos como productos de la reacciéon los producidos en la
desintegracion de estados excitados de los fragmentos nucleares producidos en
los primeros instantes de la colision. Una reacciéon con solo dos particulas en el
estado final
a+A—b+ B

se denomina reaccién binaria. Las reacciones binarias son particularmente im-
portantes debido a la simplicidad de su estudio, tanto desde el punto de vista
experimental como tedrico.

Se denomina calor de reaccidn @) a la diferencia de las energias cinéticas de
los productos de reaccion finales y de las particulas en el estado inicial (la energia
cinética del proyectil en experimentos de blanco fijo):

Q= E;—E;

Cuando @) > 0 la reaccion se denomina exotérmica y cuando @) < 0 endotérmica.
Si ) = 0 la reaccion se denomina eléstica. Cuando ) > 0, la ganancia en energia
cinética proviene de un aumento de la energia de enlace. Cuando ) < 0, la
pérdida de energia cinética se debe simultaneamente a una disminucién de la
energia de enlace y a la energia invertida en la excitacién de los fragmentos
nucleares producidos en la reaccion (que se desexcitan esencialmente emitiendo
fotones y pares electron positron antes de llegar a los detectores, lo que suele
ocurrir en unas decenas o centenares de nanosegundos).

2.1. Clasificacion de las reacciones nucleares

Existen diversas formas de clasificar las reacciones nucleares de acuerdo con el
canal de salida, con las energias de colisién a las que tienen lugar, con el tamano
del proyectil, con los observables accesibles a la medida, con el tipo de interaccién
que media en la produccién, o con el tiempo de interacciéon. Vamos a introducir
los principales tipos de clasificacién, més con objeto de mostrar la variedad de
procesos existentes y de introducir nomenclatura que por el hecho de que las
clasificaciones en si mismas sean de alguna utilidad.

2.1.1. Clasificacién con respecto al canal de salida

Una de las clasificaciones empledas de las reacciones a bajas energias se basa
en el canal de salida y el calor de reacciéon. Se introducen los siguientes tipos:
(i) Dispersion elastica
Son reacciones del tipo
a+A—a+ A
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con ) = 0. Los canales de entrada y salida son idénticos. Ejemplos de dispersion
elastica son

n+2%pPh — n+2%Pph
8Gi4329 —  Bgi 4323
vy+d — v+d

Cuando se escriben de esta forma la primera particula es el proyectil y la segunda
el blanco, lo cual es importante puesto que las energias incidentes se suelen dar
como energia incidente del proyectil en el sistema laboratorio. Las anteriores reac-

ciones también se pueden escribir como 2% Pb(n,n) 2% Pb, 325(285i, 2854)328 vy
d(v,7)d.

(ii) Dispersioén inelastica

En este caso, la particion del canal de salida es la misma que la del canal
de entrada, salvo que uno o ambos nucleos finales estdn en estados excitados.
Podemos escribir para una reaccién inelastica

a+A — a*+ A
at+A — a+ A"
a+A — aF+ A"

donde la estrella significa que el nucleo correspondiente esta en un estado exci-
tado. El tercer caso, en el que tanto el proyectil como el blanco emergen en un
estado excitado, se denomina excitaciéon mutua. Ejemplos de dispersion inelasti-
ca SODIQOng(mC, 120/)208131b>k7 208Pb<120712 C*)208Pb y 208Pb(120,12 C*)QOSPb*. En
el caso de la dispersion ineléstica, el calor de reaccidon es siempre negativo y es
igual a la suma de las energfas de excitacion de los niicleos en el estado final. Se
suele poner el simbolo ' en el nicleo proyectil en el estado final cuando este se
encuentra en el estado fundamental, para indicar que ha cambiado la direccién
de su momento, sobre todo en el caso de niicleos ligeros y particulas elementales:
(P, 1), (@, a), (e, €').

(iii) Reacciones de transferencia o reorganizacion

En este caso b # a y B # A. Usualmente, es a este tipo de reacciones al que
se denomina con propiedad reacciones nucleares, dejando los términos dispersion
o difusion para los casos anteriores. Para un canal incidente dado, hay muchas
particiones posibles en el canal de salida. Por ejemplo,

t+ BN

d+"N

3He + 13C

8Be 4 ®Be —» 4a
°Li+ B

a+ 2C

Ledld
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Cada canal de salida tiene una probabilidad de ocurrir distinta, y las proba-
bilidades relativas de los canales de salida dependen en forma detallada de la
interaccién nucleo-nicleo y de la estructura de los ntcleos que colisionan, ade-
més de la energia incidente. Entre las reacciones estudiadas méas exhaustivamente
se encuentran el pick-up de un neutron por un proton, (p,d), y el stripping del
deuteron, (d, p), que han servido para consolidar el modelo de capas.

(iv) Reacciones de captura

En este caso, el par de ntucleos iniciales, a y A , forman un nicleo compuesto
en un estado excitado, que se desintegra mediante la emisién de uno o varios
rayos gamma, o bien mediante otros procesos electromagnéticos (emision de pares
electron positron, emision de electrones atéomicos), dependiendo del momento
angular relativo en el que se produce la captura y de los estados disponibles para
la desintegracion. Como ejemplo, podemos dar la reacciéon

p+197 Au _>198 Hg* _>198 Hg-i—’y

Las reacciones de captura son de gran interés en nucleosintesis. Un gran nimero
de is6topos radiactivos de interés médico, industrial y cientifico se sintetizan en
pequenos ciclotrones dedicados a este fin, mediante reacciones de captura. Un
tipo particular de reacciones de captura es la fusién de iones pesados:

at+A—=C*

El ntcleo C* tiene una energia de excitacion igual a la energia cinética disponible
en el sistema CM en el canal incidente menos la diferencia de energias de enlace
entre los niicleos a y A y el nicleo C en el estado fundamental. Ademas puede
tener un momento angular elevado. La desintegracion de C* suele ser un proceso
complejo, en el que se emiten neutrones, particulas cargadas en la etapa inicial de
desintegraciéon nuclear, y rayos v en la desintegracion electromagnética posterior:

C*—=n+ptat+y+---+R

R es el nucleo resultante después del proceso de desintegracion de C*. Al ntucleo R
se le denomina residuo de evaporaciéon. El ntmero de neutrones y particulas car-
gadas suele ser pequeno, mientras que el nimero de rayos v es aproximadamente
la mitad del espin de C*(la desintegracion tiene lugar esencialmente mediante
fotones de momento angular L = 2).

(v) Reacciones de ruptura o break-up

Estas reacciones tienen lugar en colisiones lejanas de ntcleos débilmente liga-
dos y ntucleos de carga elevada.

d+a — p+n+a
6Li+2% Ph
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En estas reacciones hay al menos tres cuerpos en el estado final. Recientemente
se han estudiado en detalle para nicleos ex6ticos llamados nicleos halo, entre los
cuales se encuentra el 1! Li.

HTi42% Ph > n+n+Li+2%® Pb

(vi) Reacciones de knock-out

Son reacciones en las que un proyectil arranca un nucleén del nicleo blanco.
El proyectil es generalmente un protén o un electréon de alta energia, aunque
puede ser cualquier otra particula elemental. Las reacciones de knock-out, junto
con las de stripping y pick-up han servido para verificar la estrura en capas de
los nucleos y las correlaciones entre nucleones.

Cuando el calor de reaccién es de unos pocos MeV, o mas explicitamente, es
pequeno en comparacion con la energia disponible en el sistema CM, se dice que la
reaccion es cuasielastica. Cuando el calor de reaccion es una fraccion considerable
de la energia disponible en centro de masas, pero los nucleos iniciales conservan
en parte su identidad, es decir no hay la formacién de un niicleo compuesto, las
reacciones se denominan profundamente inelésticas.

Cada uno de los posibles resultados de una reaccion, especificado por la masa,
carga y energia de excitacién de cada nucleo en el estado final, se denomina
canal de reaccion. Los canales de reaccion endotérmicos (@) < 0)necesitan una
energia minima incidente para poder ocurrir. Cuando el valor absoluto del calor
de reaccion |@Q| de un canal endotérmico es menor que la energia disponible en
CM, decimos que el canal esta abierto, mientras que si la energia incidente es
menor que |Q)| el canal esta cerrado. Los canales de reaccion exotérmicos (¢ > 0)
siempre estdn abiertos, pero en el caso de particulas cargadas hace falta una
energia minima para vencer la repulsion electrostética entre los nicleos y ponerlos
en contacto. Se denomina a esta energia barrera de Coulomb.

2.1.2. Clasificacién con respecto a la interacciéon fundamen-
tal

Las reacciones nucleares son frecuentemente producidas por la interaccion
fuerte. Este es el caso de las interacciénes entre nicleos a energias superiores a la
barrera de Coulomb y de las interacciones de hadrones con nicleos. Sin embargo,
en casos especiales son producidas tinicamente por la interaccién electromagnética
o débil. Entre las reacciones mediadas por la interaccién electromagnética mas
frecuente estan:

1. Electroexcitacion y dispersion de electrones A(e,e’)A*, A(e,e’)A. Dispersion
de muones. Se estudian en instalaciones con sincrotrones o microtrones.

2. Fotoexcitacion A(vy,~")B. Se estudian en instalaciones de fotones etiqueta-
dos, generalmente sincrotrones o microtrones. Requieren haces intensos.
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3. Bremsstrahlung (p,p'v), (e,€7y), (A4, A’y). Se produce un fotén por radia-
cién de frenado. Se estudian esencialmente en instalalaciones con ciclotrones
o con haces de electrones.

4. Dispersion y excitacion Coulombiana. Se produce a energias inferiores a
la barrera de Coulomb. Estas reacciones se estudian a bajas energia en
instalaciones con aceleradores Tandem van de Graaf.

La interaccién débil se puede estudiar en canales con violacién de paridad, esen-
cialmente con haces de electrones. Actualmente se estan disefiando haces de neu-
trinos cada vez més intensos, que permitan medir las interacciones entre neutrinos
y nicleos.

2.1.3. Clasificaciéon de los dominios de energia incidente

Es usual clasificar las reacciones nucleares con respecto a la energia de colision.
Los términos acuniados en la bibliografia son los siguientes:

1. Bajas energias: Hasta 10A MeV. Usualmente reacciones a energias cerca-
nas a la barrera de Coulomb, con el proposito de estudiar los mecanismos
de reaccion y la estructura de los nucleos y de obtener informacion espec-
troscopica.

2. Energias intermedias. Son energias por encima de la enegia de Fermi,
tipicamente desde 20A MeVhasta 200A MeV. Se estudian esencialmente en
ciclotrones y aceleradores lineales como el UNILAC.

3. Energias relativistas. Son energia que van desde unos 500A MeVhasta
unos 10A GeV. Se estudian con sincrotrones.

4. Energias ultrarelativistas. Es uando la energia cinética es muy superior
a la masa del nucleén. Se estudiaron en un principio en el sincrotréon SPS
del CERN entre 60A GeVy 200A GeVde energia incidente. Actualmente se
estuadian en anillos de colision como el RHIC a 200A GeVen el sistema
CM y préoximamente en el LHC a 5.5A TeVen CM para iones pesados y 14
TeVpara p + p.

2.1.4. Clasificaciéon con respecto a la masa del proyectil

Dependiendo de la masa del proyectil, se acostumbra a clasificar las reacciones
nucleares en

1. Reaciones de particulas ligeras: Es cuando el proyectil es un nucleén o
un nicleo de masa A < 4. Esto inclute las siguientes particulas: p, n, d, t,
3 He, a.
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2. Reacciones de iones pesados. Son todas las reacciones con ntcleos de
masa A > 4. A veces se emplea el nombre de iones pesados ligeros para
designar aquellos con masa 4 < A < 12.

2.1.5. Mecanismos de reacciéon y dindmica de la colisién

Una reaccién nuclear es esencialmente un proceso cuantico. Sin embargo, a
altas energias las longitudes de onda llegan a ser extraordinariamente pequenas
con lo que la aproximacion clasica de la Mecénica Cuantica es valida con gran
aproximaciéon. En este caso, el concepto de trayectoria de las particulas esté bien
definido, y la relacion entre parametro de impacto y momento angular es apli-
cable. Esto también sucede a energias relativamente bajas en colisiones de iones
pesados, ya que la longitud de onda es inversamente proporcional a la masa. En
estos casos, la aproximacion BKW da una buena descripcion de la dispersion
elastica, por ejemplo. La necesidad de la Mecénica Cuéntica se restringe practi-
camente al calculo de las probabilidades de transicién entre los diferentes estados
discretos de los niicleos. Es por esto que, a energias intermedias y relativistas, el
uso de conceptos clasicos como trayectoria y pardmetro de impacto estan bien
justificados.

2.1.5.1. Clasificacién con respecto al tiempo de interacciéon

A bajas energias existen dos mecanismos esenciales mediante los que una
reacciéon nuclear puede tener lugar, dependiendo del tiempo necesario para que
el proceso de reaccién ocurra. Si v, 4 es la velocidad relativa de los nucleos vy R,
y Ry sus radios, el tiempo de colisiéon es aproximadamente

Ri+ Ry

Va A

Teol =

Este tiempo es del orden 7., < 10722 5. Cuando el tiempo de interacciéon durante
el cual una reacciéon tiene lugar es del orden del tiempo de colisién, entonces se
dice que se trata de una reaccién directa. La idea es que una reacciéon directa
tiene lugar mediante uno o unos pocos procesos elementales. Por otro lado, en
determinadas circunstancias puede formarse un estado intermedio de tiempo de
vida muy largo en comparacion con el tiempo de colision. En este caso tienen lugar
una multitud de interacciones elementales. El estado intermedio pierde, a lo largo
de todas estas interacciones, la informacién sobre el canal de entrada, salvo en lo
que concierne a los nimeros cuanticos conservados: Energia, momento angular,
carga, etc. Entonces se dice que la reacciéon tiene lugar mediante el mecanismo
de nucleo compuesto. La presencia de un estado intermedio de largo tiempo de
vida se pone de manifiesto mediante la existencia de una resonancia en la seccion
eficaz de reaccion. Si I" es la anchura de la resonancia, el tiempo de vida del estado
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intermedio viene dado por la relacién de incertidumbre tiempo energia

La secciéon eficaz tiene la forma de Breit-Wigner a las energias cercanas a la

resonancia
UOFQ

A(E—E, )2 +1?

Para anchuras del orden de 1 eV el tiempo de vida es del orden de 0.7 fs, mientras
que para anchuras del orden de 1 MeV el tiempo de vida es del orden de 1072 s.
Estos son los intervalos energéticos de resonancias que se miden experimental-
mente. Vemos gae estos tiempos son muy superiores al tiempo de colision. En
este tiempo ocurren entre decenas y millones de procesos elementales, que hacen
que se alcance un estado intermedio de equilibrio en el que se pierde la memoria
del estado inicial. Este estado intermedio se desintegra en uno de los posibles
estados accesibles, de acuerdo con el espacio de fases disponible y la dinamica de
la desintegracion. Podemos suponer de forma muy aproximada que el proceso de
una reacciéon a través del mecanismo de nticleo compuesto se puede separar en
una fase de formacion, en la cual se forma el nicleo compuesto en equilibrio, y
una fase de desintegracion. Por lo tanto, si consideramos la reaccién

o(E) =

a+A—C"—b+B

la seccion eficaz podra escribirse como el producto de una seccién eficaz de forma-
cién de C* en el canal de entrada a + A y de una probabilidad de desintegracion
de C* en el canal de salida b + B:

Ua+A%b+B(E7 JOé) = Uf—:A(Ea ‘]7 O‘)Pg:-b(Ea Ja Oé)

donde cada uno de los factores depende de la energia, el momento angular y otros
nameros cuanticos conservados, representados por «.

La desintegraciéon « de ntcleos tiene lugar mediante efecto tunel, y su pro-
babilidad viene dada por P§ (&, J, ) donde B es el estado residual del nicleo
hijo.

2.2. Cinematica de las reacciones nucleares a ba-
jas energias

Los observables que se suelen medir en primer lugar en una reacciéon nuclear
son las masas, cargas y energias de las particulas producidas en el estado final.

No siempre es posible realizar esta tarea para todas las particulas producidas.
Cuando los datos medidos son suficientes para establecer la identidad y energia
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de cada uno de los productos de la reacciéon, se dice que la medida es exclusiva.
En caso contrario, cuando solo se conoce parte de la informacién concerniente al
estado final, se dice que la medida es inclusiva. El dato de méas interés en una
reaccion nuclear es el calor de reaccion (), definido como la suma de las energias
cinéticas en el estado final menos las energias cinéticas en el estado inicial:

Q= E Ty — E T
k k
La conservacién de la energia nos da la relacién

Z Tk,i =+ Z mk’iCQ = Z T]f’f + Z mk7f02
k k k k

donde suponemos que todas las particulas en el estado final estdn en el estado
fundamental o, en caso contrario, conocemos su masa en el estado excitado. Entre
las particulas del estado final hay que incluir los fotones emitidos por particulas
excitadas que se desintegran antes de llegar a los detectores. En cualquier caso,
el estado final relevante de una particula es el estado en el que es detectada.
Tenemos por lo tanto que el calor de reaccién se puede expresar como

RIS YA A e
k k k k
En una reacciéon a dos cuerpos
Q = (mg +ma—my —mp)c®

Cuando el estado final B es un estado excitado A* de A, que se desintegra me-
diante la emision de un fotén de energia [, tenemos que con gran aproximacién
se cumple (ignoramos la energia de retroceso del nicleo)

masc? = mac® + E,

por lo que
Q - _E'y

Los fotones frecuentemente no se detectan y se emiten antes de que A* llegue
al detector, por lo que detectamos a los niicleos en el estado fundamental, pero
llegan a los detectores con una pérdida de energia cinética.

Frecuentemente, el calor de reaccién se calcula a partir de las energias de
enlace B, definidas para un nicleo de masa A y ntmero atémico Z, con N =
A —Z, como

BA = (ZMH + NMn - MA)62
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donde My es la masa del atomo de hidrégeno y M, la masa del neutrén. En
funciéon de la energia de enlace, como el nimero de nucleones de cada clase se
conserva, tenemos

Q= <me - ka,f> ¢ = <Z By — ZB]{:Z> =AB
k k k k
Consideremos por ejemplo la reacciéon
a+a—p+" Li
Tenemos
Q = B("Li) — 2B(* He) = 39,245 — 2 x 28,247 = —17,35 MeV
6 bien

Q = (2 x my —mry; —m,)c = (2 x 4,001506 — 7,014357 — 1,007276)c* =
— 0,018626 umac® = —17,35 MeV

Este canal no estard abierto hasta que la energia disponible en el sistema CM
no sobrepase 17.35 MeV. Como la energia del proyectil en el sistema CM es la
mitad que la energia del proyectil en el laboratorio, haré falta bombardear con
particulas a de 34.70 MeV para producir el 7 Li en el estado fundamental.

Cuando el proyectil es mucho més ligero que el blanco, la energia de retroceso
del blanco es muy pequena y no puede ser detectada, ya que el blanco deposita
toda su energia en los recubrimientos y capa muerta del detector, sin llegar a
entrar en la parte activa. Esto es especialmente importante en el caso de nucleos
pesados, debido a su gran poder de ionizaciéon. Cuando los dos niicleos tienen
masas comparables, se distribuye la energia entre ambos, y usualmente ambos
pueden ser detectados. Los detectores proporcionan usualmente la posiciéon del
impacto y la energia de cada uno de los productos de la reaccién. Debemos de
determinar de estos datos la masa de cada uno de ellos y el calor de reacciéon. Si
0 y & son los dangulos emergentes de los ntcleos b y B con la direccién incidente
del haz, que tomamos como eje x, la conservacion de la cantidad de movimiento
y la energfa proporcionan las ecuaciones

Do = ppcost+ ppcosé
0 = ppsinf — ppsiné
Q = Th+Ts -1,

junto con las relaciones p, = v/2my1y, pp = V2mpdy, v pg = V/2mplg. Obtene-

mos, resolviendo las ecuaciones,
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0 —sing | —Pg sin & _ PasSing
Pr= Teose cosé | —cosfcosé —sinfsiné  sin(f + &)
sinf) —siné
cos pg
sinf 0 Do Sin 6
b = =
cosf) cos& sin(f + €)
sinf —siné
p?sin® ¢ 2m, T, sin? & maT, sin?
my = ) = ) = . 9
2T, sin*(0 + &) 2Tysin®(0 + &) Tysin®(0 + &)
Pg sin? 0 2m, T, sin’ 0 mq T, sin? @
mp =

2Tg sin?(0 + ) T 2Ty sin?(6 + ) T Tg sin?(0 + €)

En la figura 2.1 se muestra una camara de reaccién equipada con dos detectores
de silicio sensibles a la posicién y una rejilla para realizar el calibrado angular.

Cuando el retroceso del blanco no es importante, como es el caso de la dis-
persion de particulas @ y nicleos ligeros sobre ntucleos pesados a bajas energias,
s6lo se puede medir el nucleo b en que se transforma el proyectil después de la
colision. Por lo tanto, los datos experimentales serén 6, y Ty,. El calor de reaccion
de cada suceso se puede obtener de la féormula

1/2
Q=T (1 + mb) - T, (1 — ma) -2 (maznb — TaTb> cos 948
m m

a mpg B

Una representacion de un histograma de sucesos en funcién de () muestra los picos
correspondientes a los distintos estados finales de la reacciéon. El pico correspon-
diente al canal elastico es el més intenso, y el pico correspondiente al primer
estado excitado suele ser el segundo pico mas intenso. Esto permite calibrar el
espectro de energia, e identificar el resto de los picos.

2.2.1. Cinematica de reacciones binarias en el sistema cen-
tro de masas

Tenemos la reaccion
1+2—3+4

donde 2 es el blanco, en reposo. Tenemos

T1+Q:T3+T4
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Figura 2.1: Camara de reaccién con dos detectores de estado sélido sensibles a la
posicion (arriba) y rejilla (R) para el calibrado angular. En el soporte S se coloca
el blanco.

Figura 2.2: Detector de estado solido sensibles a la posicion (izquierda) y rejilla
(derecha) para el calibrado angular.
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P1 = P3 + P4

Denotamos con primas las magnitudes en CM. La energia edel CM es

1 1 my my
Ten = =(my +mg)V2E = = VP = T
oM 2( ! 2) om 2m1+m2 1 m1+m2 !
donde "
Ver = ———v
M my + Mo !
La energia disponible en CM en el canal de entrada es
ma
oy =T —Toy = ——T
cM e
mientras que en el canal de salida es TéiBM = T + Q. Las velocidades de las
particulas en el CM son
mo
vp=v—Vey=—"-—0
! ! oM mi + Ms
my
vy =—Voy = ————0
2 oM mq + mo !

Las energias cinéticas de cada una de las particulas iniciales en CM es

1 mym?> m2
T = §mw'12 2M22 v? M22 T
1 mims mM1Mo
T2/ 2m2v§2 = 2;\42 % = M2 T1
o mime meo 1
T =T/ +1T; = Wi vf—ﬂﬂ:iuavf

donde M = my + mo = mg3 + my, ya que suponemos despreciables los efectos

relativistas sobre la masa, y p, es la masa reducida de las dos particulas en el
canal de entrada. Vemos que

T +Tou =T

como era de esperar. En el canal de salida tenemos

Ti+T=T"+Q="T +Q

P; = —Pj
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De la segunda ecuacién tenemos
T4 T = Lo [1+m§’] =74
2 my M
de donde s
. <2m4 e, +QD /

2 2
m3z +mj LM

En el sistema LAB tenemos

1 msm 1
Ts = §m3(vg +Ven)? =T+ ]\?’/[217} + §m3v§VCM cos 0
msm3  [ma mamq mg,mﬂni/2 T, Mo
= D[22 4 Q) T, 227, + Q] cost
m§+m3[M B Ve S mdma L Lt @) eosts

2.3. Observables

La informacién proporcionada por las reacciones nucleares se obtiene mediante
la medida de diferentes observables. Los observables més frecuentemente medidos
son las secciones eficaces diferenciales. Se define la seccién eficaz diferencial de
un proceso que emite una particula x, como la seccion eficaz de las particulas z
difundidas en un angulo solido diferencial AS2, dividida por AQ:

do Nm(AQ) NmABZhe

dQ ~ NpnpAQ AQNpsQn

donde Np es el numero de proyectiles en el experimento, N,(ASQ) es el nimero de
particulas producidas or el proceso z, detectadas en un dngulo soélido diferencial
AL, np es el nimero de nucleos blanco por unidad de volumen, pg es la densidad
superficial del blanco, ()}, la carga integrada del haz durante el experimento, Zj, es
el namero de cargas elementales de los iones del haz, Np = Qp/eZ}, es el nimero
total de proyectiles empleado, y Ag es el peso atomico del blanco.

En el caso general, la seccion eficaz diferencial depende de los angulos azimu-
tal 6 y polar ¢. Sin embargo, en el caso frecuente de haces despolarizados, hay
simetria cilindrica, es decir, la seccion eficaz diferencial es independiente de ¢. En
este caso podemos escribir d{2 = 27 sin #df. La seccion eficaz promediada en ¢,
que depende sélo de 0, se denomina distribucion angular y se denota usualmente

La seccion eficaz integrada es la integral de la seccion eficaz diferencial a todo

el angulo sé6lido
T 2m d T d
o :/0 sin9d9/0 dqb% = 27r/0 sin9d9d—g
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Las suma de las secciones eficaces de todos los canales distintos del eléastico se
denomina seccién eficaz de reaccién o absorcién, y la denotamos por o,.

Las distribuciones angulares se miden con detectores que subtienden un angulo
solido elemental AQ. Este angulo solido elemental determina el error Af de la
distribucién angular. Las secciones eficaces integradas se pueden medir a partir
de las distribuciones angulares medidas en todo el intervalo angular. Cuando es
posible, es mucho més eficiente medir un rayo y caracteristico de la reaccién con
un detector de gran eficiencia (como por ejemplo un cristal de INa o BaFy ).

La suma de la seccion eficaz de reaccion y de la secciéon eficaz eléstica se
denomina seccion eficaz total, y la denotaremos por or. Es la seccion eficaz de
todas los procesos en que una particula que cambia de direcciéon o de estado. La
forma més usual de medirla es midiendo la atenuacion del haz, es decir midiendo
el haz integrado antes y después de atravesar un blanco.

Un observable frecuentemente empleado es la secciéon eficaz integrada de un
estado en funcion de la energia incidente del proyectil. Se denomina a este obser-
vable funcion de excitacion del estado.

Cuando hay varias particulas en el estado final, las secciones eficaces diferen-
ciales dobles proporcionan mayor informacién sobre el sistema que las secciones
eficaces diferenciales simples. Por ejemplo, si tenemos una particula b y un rayo
~ en el estado final, el observable apropiado a medir es la seccion eficaz doble
diferencial

d*c

A, dSY,

A energias bastante superiores a la barrera de Coulomb, la secciéon eficaz de
reaccion viene dada aproximadamente por la llamada seccion eficaz geométrica

oq = m(R1 + Ry)?

con Ry + Ry ~ 1,4(A}/ S 4 Aé/ %) fm la suma de los radios nucleares efectivos.
A energias alrededor de la barrera de Coulomb, las resonancias y los efectos de
estructura nuclear pueden hacer que la seccion eficaz de reaccién sea muy diferente
de la geométrica. Esto ocurre de forma muy pronunciada con la secciéon eficaz de
neutrones lentos sobre nucleos. Cuando consideramos un canal determinado, la
seccion eficaz de excitacion de dicho canal puede ser mucho mas pequena que la
geométrica, o incluso nula. La seccién eficaz es particularmente pequena cuando el
sistema interacciona s6lo mediante la interacciéon electromagnética o débil, hasta
el punto de que puede ser imposible medirla experimentalmente como sucede con
la reaccion p+p — p+n+e" + v, , de gran interés en Astrofisica. El limite
medible de secciones eficaces en un tiempo T viene dado por la condicién de
detectar al menos una cuenta. Si Res la tasa de producciéon y £ la luminosidad,
podemos escribir esta condicién como RT = LoT > 1, siempre que el fondo sea
despreciable. En caso contrario, hay que imponer ademés que el error estadistico
de la sefial y el fondo 05, 5 = v/S + B++v/B es menor que lasefial S = LoT (S+B
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es el nimero de cuentas medido, B el fondo, y gg.p €l error de la sustraccion del

fondo del pico):
LoT > LoT +bT + VbT

donde b es la tasa de recuento del fondo, lo que da

VLo +b+ Vb
o> —
LT

que se cumple siempre que 1" sea suficientemente elevado. Si b = 0 esta condicién
es simplemete LoT > 1, mientras que si b # 0 debemos de medir durante un
tiempo T suficientemente grande, para que se cumpla la desigualdad anterior
para a seccion eficaz que deseamos medir. Si b > Lo, entonces

LoT > 2VbT

2.3.1. Medida de la seccién eficaz total mediante experi-
mentos de atenuacién del haz

Cuando un haz de particulas pasa a través de la materia, su intensidad se
atenta debido a que que parte de las particulas que lo integran se desvian de
su direccién incidente o reaccionan con los nicleos del blanco. La seccién eficaz
que determina esta atenuacion del haz es la denominadseccion eficaz total. Si la
intensidad incidente es I, la disminucién de intensidad después de atravesar un
grosor de blanco dx vendra dadas por el nimero de particulas que sufren alguna
interaccion (dispersion o reaccion):

dl = —opn'gdxl

donde el signo negativo indica que la intensidad disminuye y n’y = npgxunidad drea
es el namero de nticleos blanco por unidad de volumen (n’zdz es el niamero de
nucleos blanco por unidad de &rea en una lamina del blanco de grosor dz). La
integracion de esta ecuacion diferencial, con la condicién inicial de una intensidad
del haz I, da

I = Iyexp (—orn’gx) = [yexp (—%)

donde A =

; es el recorrido libre medio de las particulas del haz en el

n/po
blanco. Por loBtz;lto, si medimos la atenuacién del haz, podemos determinar
or si conocemos n’z. Al producto ¥ = nzor se le conoce con el nombre de
seccion eficaz macroscopica, y da la atenuaciéon del haz con el grosor de material
atravesado:

I = Iyexp (—Xrx)

Se utiliza en proteccion radioldgica y para calcular blindajes en experimentos de
bajo fondo.
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2.3.2. Haces polarizados

Si uno o ambos de los nucleos que intervienen en una reacciéon nuclear tiene
espin, entonces se les puede polarizar, lo que significa orientar su espin en una di-
reccion preferente. Esto se puede conseguir con la ayuda de un campo magnético,
ya que un niicleo con espin tiene un momento magnético asociado, dado por

=gl

donde a g; se le conoce con el nombre de constante giromagnética. Los momentos
magnéticos tienen una tendencia a alinearse con el campo magnético, contra-
rrestada por la agitacion térmica. Si w(M) es la probabilidad de encontrar M
como proyeccion del espin I en la direccion del campo magnético B, se define la
polarizaciéon P como

P= <AI4> :% > w(M)M

M=—1I
Como ), w(M)=1y ‘%‘ <1, se cumple
—-1<P<1

En el caso frecuente de I = %7

SRORIS!

Cuando I > 5 la polarizacion es insuficiente para caracterizar la distribucién de

las orientaciones de los espines del haz. Por ejemplo, si [ = 1y w(M) = w(—M),
P se anula atn cuando la distribucion sea no uniforme, por ejemplo w(0) = 0
y w(l) = w(—1) = 0,5. En este caso hay que utilizar operadores adicionales
a la polarizacién para caracterizar completamente la distribucién de momentos
magnéticos del haz, como por ejemplo

1

<M2 - %I(I + 1)> = > w(M) [MQ - %I(I + 1)}

M=-I

Este operador es proporcional a una de las denominadas polarizaciones tensoria-

1
les, que se definen para caracterizar haces polarizados de espin mayor de 3

El caso més usual de experimentos de polarizacién es el de haces polarizados
sobre blancos despolarizados. Los haces méas frecuentemente utilizados han sido
?, 77 7, iﬁe), 7 (las flechas simbolizan polarizacién) aunque también se han
realizado algunos experimentos con @ y 77@ polarizados. En Heidelberg se
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han utilizado haces polarizados del isotopo 3 N a(%). La medida mas usual con
haces polarizados consiste en polarizar las particulas con sus espines orientados
perpendicularmente al plano de reacciéon, de forma que a la derecha el angulo polar
vale ¢ = 0° y a la izquierda ¢ = 180°. Se mide la seccion eficaz diferencial en el
plano de la reacciéon. En ausencia de polarizacién las intensidades a la izquierda y
a la derecha son iguales, pero con un haz polarizado, si la interaccién depende del
espin, hay una asimetria entre la izquierda y la derecha: I, quierda(0) # laerecha(0)-
Se define la asimetria A(#) como

]izquierda (9) - Iderechu (9)
Iizquierda (9) + Ide’recha (9)

A(9) =

La asimetria es proporcional a la polarizaciéon P del haz incidente.

Incluso cuando se utiliza un haz despolarizado en una reaccién nuclear, los
productos de la reaccion estan frecuentemente polarizados. Esta polarizacion in-
ducida puede ser medida mediante un segundo proceso de dispersiéon sobre otro
blanco que actiie como analizador. La dificultad de este procedimiento radica en
que la intensidad del segundo proceso es frecuentemente muy baja, debido a la
reducida seccion eficaz del primer proceso. Menos frecuentes son las medidas con
blancos polarizados, en los que generalmente se utiliza el campo magnético creado
por electrones en una red cristalina.

2.3.3. Correlaciones angulares

Las medidas de correlaciones angulares proporciona informacion similar a la
medida con haces polarizados. Por ejemplo, sea una reaccion nuclear A(a.b)B.
El nicleo B puede quedar en un estado excitado, que se desintegra emitiendo
una radiacién adicional ¢, que puede ser una particula o un rayo . La direccién
(0., ¢.) de esta radiacion secundaria estara correlacionada con la direccion (6, ¢y).
Si el niicleo excitado tiene espin, este espin estaréd polarizado por la reaccion, y el
grado y direcciéon de la polarizaciéon dependeré de la direccién de b. En general, la
distribucién de la radiacién emitida por un nicleo polarizado no es isétropa, sino
que presenta una distribucién angular caracteristica con respecto a la direccién
de la polarizacion. La correlacion entre b y ¢ puede ser medida observando ambas
particulas en coincidencia y midiendo la variacion de la tasa de coincidencias
en funcion de las direcciones de ambas particulas. El analisis de estas tasas de
coincidencia en funcién de los angulos proporciona informacién sobre los espines
implicados, el momento angular transportado por la radiacién, y el mecanismo
detallado de la reacciéon nuclear. Dado que las direcciones de b y ¢ no necesitan ser
coplanares con la direccién del haz de particulas, la distribucién de la correlacién
angular depende tanto de los dngulos azimutales 6, y 6. como de los dngulos
polares ¢, v ¢.. Estas correlaciones angulares se expresan como secciones eficaces
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doblemente diferenciales,
d*o

d€2pdS2,

2.4. Transformacion del sistema laboratorio al sis-
tema centro de masas

Las secciones eficaces se miden en el sistema laboratorio (LAB), pero para
comparar con modelos y evitar efectos cinematicos debidos al movimiento del
centro de masas, usualmente se presentan transformadas al sistema centro de
masas (CM). Vamos a ver las formulas no relativistas de transformacion del
sistema LAB al sistema CM.

Si denotamos por a el proyectil y por A el nicleo blanco, la velocidad del
sistema CM viene dada por

Mg

Vey =——vVa, 2.1
oM Mg +MA 21)
La velocidad de a relativa al centro de masas v/, viene dada por
ma
vi=va—Voy=—"v, 2.2
a M e+ ma (22)

Dividiendo los moédulos de las dos ecuaciones anteriores obtenemos

VC M mg

/

Va

ma

que utilizaremos méas adelante. Como en el sistema CM la cantidad de movimiento
total es nula
MgVl = —Mmav’ 4

También se cumple que la energia cinética total, que es la energia cinética de la
particula incidente, puesto que el blanco esta en reposo antes de la colision, se
puede expresar como la energia cinética de una particula cuya masa es la suma de
ambas masas y su velocidad la velocidad del CM y de otra particula cuya masa
es la masa reducida de ambas particulas y cuya velocidad es la velocidad relativa
de ambas particulas

1 1 1
E= ima’vz = 5;@0{3 + §MVCZM

donde M = mg,+ My y pta = T es la masa reducida en el canal a. La
Mg ma
relacion entre las componentes de la velocidad de a en los sistemas LAB (sin

primas) y CM (con primas) es la siguiente:
/- .
v, sinfoy = v, sinfg

!/
v, cosbon + Vo = v cosfy
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de donde obtenemos )
S11 90]\4
tanf, = ———
T + cosOcy

con
- Vou Mg

/
U, ma

donde hemos utilizado las ecuaciones 2.1 y 2.2. De esta expresion obtenemos

1 . $+COS(90M
V1+tan26, V1+a2+2zcosfon

cosf = (2.3)

Como el nimero de particulas que atraviesan un angulo sélido no depende del
sistema de referencia, tenemos

daL(HL)dQ _ dUCM(eCM)
aQ, " dQcnr

de donde obtenemos la siguiente ecuacion:

dO'CM(eCM) _ daL(HL) dQL _ doL(QL) d(COSQL)
dQenm dQp  dQenr dQyp  d(cosOcnr)

De la ecuacion 2.3 obtenemos finalmente

dO’CM(ecjvj) . daL(GL) 1+ xzcos QCM . daL(HL) (1 — 22 sin2 GL)W

Ao A, (14 22+ 22 cos HCM)?’/Q oAy [z cos b, + (1 — 22 sin® HL)l/Q]Q

De forma anéloga, se obtiene que esta ecuacién es vélida para reacciones de
transferencia de nucleones, sin mas que sustituir x por

Me My E, 1/2
xTr =
mamp Eq + Qagp
donde E, es la energia en CM en el canal de entrada a + A y Qs es el calor de
reaccion de a + A - b+ B .

Ejercicio: Demostrar la afirmacion anterior.

2.5. Seccion eficaz clasica

El concepto se seccién eficaz es un concepto clasico que ha encontrado su
principal aplicacién en la descripciéon cuéntica de la colision de particulas. En
reacciones nucleares, sobre todo a altas energias y en el caso de iones pesados, las
formulas cléasicas, y en particular las aproximaciones semiclasicas, dan resultados
similares a los cuénticos. Vamos a derivar la formula clasica de la seccion eficaz.

105



Sea un haz de proyectiles a que colisionan contra un blanco A. Definimos el
parametro de impacto b como la distancia de maxima aproximaciéon entre los
centros de a y A si la particula incidente a siguiese una trayectoria rectilinea. El
momento angular de a con respecto del centro de A es L = m,v,b. Suponemos
por simplicidad que la masa de A es infinita. En caso contrario, tomariamos la
masa reducida del sistema y la velocidad relativa. Si tenemos una superficie de
un anillo elemental do = 27wbdb y J es el flujo incidente, el nimero de particulas
dispersadas serd dN = J2wbdb. Clasicamente, las particulas con pardmetro de
impacto b siguen una trayectoria que las hace difundirse a un angulo . Por lo
tanto, las particulas incidentes entre b y b + db se emiten en un éngulo sélido
dQ) = 27 sin ¥dy. Notemos que dv} puede ser positivo o negativo para db positivo,
pues la interaccién puede variar de intensidad. Por lo tanto, la seccién eficaz
diferencial vendra dada por el cociente de particulas difundidas y el producto de
la intensidad incidente por el elemento de angulo sélido:

do  J2wbdb | b db
dQ  |J2rsinddy|  |sind dv
Por lo tanto, para calcular la seccién eficaz clasica necesitamos inicamente cono-

cer la funciéon ¥(b), que se denomina funcion de deflexion. Esto es equivalente a
conocer la trayectoria clasica.

2.6. Dispersion Coulombiana

Vamos a estudiar en este apartado la dispersiéon Coulombiana desde un punto
de vista clasico. Sucede que, accidentalmente, la féormula de la seccién eficaz de la
dispersién Coulombiana obtenida de la férmula clasica coincide con la dada por
la Mecénica Cuéntica.

2.6.1. Seccidn eficaz clasica

El potencial Coulombiano de dos cargas del mismo signo Zje y Zse, en uni-
dades gaussianas, viene dado por

. 212262

T

Vi(r)

Como el potencal electrostatico es un potencial central, se conserva la energia
total, y como ademés no depende del angulo azimutal #, el momento candnico
conjugado de €, que es el momento angular, se conserva. Como la fuerza es cen-
tral, la trayectoria de la particula estara contenida en un plano, definido por la
velocidad incidente y el radiovector que une ambas particulas. La conservacién
de la energia mecénica da

1 (dr)2 L2 Z,7.¢*

dt 212 r
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v la conservacion del momento angular

L=u?*—
M

donde F y L son constantes del movimiento. De estas dos ecuaciones obtenemos
las derivadas temporales de cada una de las coordenadas

@ -4 g E_ Z1Z2€2 . L?
dt 7 r 212

w oL
dt ur?

Dividiendo la segunda ecuacién por la primera obtenemos una ecuacion diferencial
para la trayectoria

do L
+

dr 2 2
7’2 2lu E— 21Z26 B L
r 2412

donde cada uno los signos corresponde a las fases de acercamiento (-) y aleja-
miento (-+).

2.6.2. Distancia de maxima aproximacioén

El denominador de la expresiéon anterior se anula en los puntos de méxima

dr
aproximacioén, que son los puntos en los que — = 0. Por lo tanto, para integrar

la variacion de 6 a lo largo de la trayectoria tenemos que descomponer la integral
en la parte de acercamiento en la que r varia entre oo y la distancia de méxima
aproximacion d, y la parte de alejamiento, en la que r varia entre d e co. Estas
dos variaciones son iguales. Podemos escribir por lo tanto

o L
AG =2 / dr
d 71 Z€? L?
r2y 2 | B -2 2 _
r 2ur?

La distancia de maxima aproximacién se obtiene facilmente de la conservacion
de la energia cinética y el momento angular. En la distancia de maxima apro-
ximacién, la velocidad vy tiene sbélo la componente en la direccién tangencial
(vo X d = vpd). La conservacion de L y E dan

wb = pwgd
1 1 Zl ZQ 62
B = B pg + ]
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1
Despejando vg en la primera ecuacién y teniendo en cuenta que F = 5;1112,

tenemos " 7 70
E=2pq 2122 2.4
20Ty (24)
Definiendo dg como
d = 212262
' R

cuyo significado es la distancia de maxima aproximacion en una colision frontal
(b =0), tenemos de la ecuacion 2.4 que para b arbitrario se cumple

d* =b* + ddy

que es una ecuacion de segundo grado que nos da d a partir de b. Podemos despejar
el parametro de impacto en funcion de la distancia de méxima aproximacion

b= [d(d— do)]""*

2.6.3. Funcion de deflexion

El angulo de dispersion ¢ se mide con respecto a la direccion del haz emer-
gente, de forma que cuando Af = 7 entonces ¥ = 0 y cuando Af = 0 (rebote
hacia detras) entonces ¢ = m. Por lo tanto, el angulo de dispersion viene dado

por
o0 L
19—7T—A9—7r—2/ dr
d

762\/% [E_ 2,28 LQQ}
r 2ur

El nombre de funciéon de deflexion se da a la funcion 9(b), obtenida poniendo
L =bp = b\/2uFE y viene dada por
AV
= 2arctan< 1£2¢ >

/d 2 \/1_ 2Fb

Se acostumbra a definir el parametro de Sommerfeld n =

I(b) =7 —2

bd
Zy

r
Z2€2 b2
rE 72

Z1Z2€2

(dividido por
v

47req en el sistema MKS). En funcion del parametro de Sommerfeld 7 y del naimero
de ondas k, la funcion de deflexiéon viene dada por

Y(b) = 2arctan <%> (2.5)

que al invertirla da el parametro de impacto en funcion del dngulo de deflexion:

b= % cot (g) (2.6)
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Vemos de la formula 2.5, que el angulo de deflexion disminuye cuando el para-
metro de impacto aumenta. Para grandes parametros de impacto, el angulo de
deflexion resulta arbitrariamente pequeiio, pero nunca nulo. Esto es una manifes-
tacion del alcance infinito de la interaccion Coulombiana.

2.6.4. Seccidn eficaz clasica

De la ecuacién 2.6 deducimos

o _n 1
4y 2k . 5,0
sin® —
2
de donde
do | b dby _ m L (U\m 1 _(1)2;
dQ  |sind dv _kQSingcosg 2 kaingﬁ C\2k/ 0

= sin® —
2

que es la conocida féormula de Rutherford de la dispersion de particulas por un
potencial Coulombiano. Este es el método de derivacion seguido por Rutherford
puesto que en 1911 todavia no existia la Mecénica Cuantica. Como dijimos ante-
riormente, esta formula es idéntica a la obtenida a partir de la Mecénica Cuéntica.
Su expresion en el sistema MKS y en funcién de las cargas y la energia incidente

es? ,
dO'R . ( Zl Z262 > 1
o )
2 470 ) 162 gint 3

Vemos que la seccién eficaz de Rutherford tiende a infinito cuando el angulo de
deflexion tiende a cero, que es una manifestacion del hecho que la interaccién
coulombiana tiene alcance infinito.

2.6.5. Particulas relativistas y ultrarelativistas

En el caso de particulas relativistas la formula correcta es

9
102
do <212262>2 1= fsin o

0=

meo ) g gint Y
2

valida con tal que Z < 137. En el caso ultrarelativista, 5 — 1, esta férmula tiende
a la llamada férmula de Mott

5 U

Ao ppott . <2122€2)2 cos 2
- 0
d2 €0 ) 1652 ind 3

2k =V2mE/hy n= Z1Z2€? /dmeohv
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y tiende a la féormula de Rutherford cuando 8 — 0.

2.6.6. Particulas extensas

Estrictamente hablando, la férmula de Rutherford es valida sélo en el caso de
particulas puntuales. Sin embargo también es valida para distribuciones de carga
extendidas siempre que no se superpongan. Si los radios de las cargas son R; y
R, el potencial electrostatico se puede representar de forma muy aproximada
por

YAV AR
1T2e r> R+ Ry
V(T): ZZ 2 2
1492€ T
At (g " ) <R 4R
2(R1 + Ry) ( (R1+R2)2> femTm

Si la energia incidente E es tal que la distancia de maxima aproximacion d >
R1+ R,, solo se vera la parte del potencial que coincide con el potencial de cargas
puntuales, y la férmula de Rutherford seréa valida. A energias superiores a

7y Zye?
Ey = L1aat
Ri+ Ry

la seccion eficaz se desviaréd de la de Rutherford a partir de angulos de dispersion

en que d < Ry + Rs. La relacion entre el angulo de dispersion y la distancia de
maxima aproximacion es

AVAY A AV d
¥ = 2arctan /- 2 arctan = A 2 arctan L 2arctan ———2
kb 2Eb 2E\/d(d — dy) 2y/d(d — dy)
con 7. 7.2
e
dy = 1E2

Por lo tanto, la férmula se desviara de la de Rutherford para distancias de méxima
aproximacion d(9) < R

¥ > 2arctan L
2/ R(R — dy)

con R = Ry+ Rs. En el caso de niicleos, R no es la suma de los radios de densidad
media, pues a estos radios la densidad es lo suficientemente elevada para que haya
reacciones nucleares. El analisis de datos experimentales muestra que la seccién
eficaz de dispersién empieza a desviarse de la seccion eficaz de Rutherford cuando
la distancia de maxima aproximacién d es menor que una distancia satisfactoria,
cuyo valor experimental es

Ry = 1,7(A)% + A)%) fm
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Figura 2.3: Seccion eficaz normalizada a la de Rutherford en funcién de la distan-
cia de maxima aproximacién para distribuciones angulares de diversos sistemas.
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Figura 2.4: Distribuciones angulares normalizadas a la seccion eficaz de Ruther-
ford para diversos sistemas.

Cuando la distancia de maxima aproximacioén es menor que esta distancia, los
efectos debidos a la absorcion por reacciones nucleares y a la distribucion finita
de la carga empiezan a ser importantes. Este hecho se ilustra en la figura 2.3, en
la que se representa la seccion eficaz dividida de la de Rutherford en funciéon de
la distancia de méxima aproximacién para un gran nimero de sistemas.

El hecho de que la seccién eficaz diferencial coincide con la de Rutherford para
angulos bajos es una poderosa herramienta para normalizar las secciones eficaces
experimentales. Se toma el coeficiente de normalizacién de forma que la seccién
eficaz dividida por la de Rutherford sea la unidad para angulos menores que el
angulo en que la distancia de maxima aproximacion vale Ry, r. En la figura 2.4
se muestran las secciones eficaces diferenciales normalizadas a la de Rutherford
para el sistema 32 S +%° Ca a diversas energias. Este método permite obtener las
distribuciones angulares con errores inferiores al 1%, mientras que los errorers
debidos al grosor del blanco y la carga del haz son usualmente superiores al 5 %.

2.6.7. Excitacion Coulombiana

Cuando la distancia de maxima aproximacién es mayor que 24y, todavia pue-
de haber excitacion a estados colectivos a través del potencial Coulombiano. Este
proceso se denomina excitacion Coulombiana. Los datos de excitacién Coulom-
biana son especialmente adecuados para estudiar la forma nuclear. Ello es debido
a que en el operador que produce la excitaciéon intervienen el potencial de inter-
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accion nuclear y la estructura del estado excitado. Si el potencial de interaccion
nuclear es bien conocido, como es el caso del potencial Coulombiano, podemos
determinar los detalles de la estructura del estado excitado. Este procedimien-
to se ha aplicado extensivamente para determinar formas nucleares. El método
determina con precision tanto la magnitud de la deformacién como su signo (es
decir, si el nucleo es oblato o prolato).

2.7. Dispersion de electrones por ntcleos

La dispersion de electrones por nicleos es el método mas usual de determinar
distribuciones de carga de ntucleos. Este procedimiento comparte la ventaja de la
excitacion Coulombiana de que el potencial de interaccion es conocido. Mediante
la dispersién elastica de electrones s6lo se puede determinar la distribucién esféri-
ca de carga del nticleos (no son accesibles los detalles de la deformacion nuclear).
Para poder determinar las distribuciones de carga nucleares, la longitud de onda
reducida de los electrones X = hi/p

A ~= he = T fm
pc  E(MeV)
debe de ser como mucho del orden de 1 fm, lo que implica energias del orden de
200 MeV. En este caso, se demuestra que la seccién eficaz diferencial se puede

expresar como
do do
- = F2
i~ (), 7@

donde a F'(q) se le conoce con el nombre de factor de forma, y depende tinicamente
de la transferencia de momento ¢ = |p — p’| /k, dada por

2p . 0
g= —sin=

h 2

El factor de forma F'(¢q) es una medida de la desviacion de la distribuciéon de
carga de una carga puntual. Se demuestra la siguiente relacién entre el factor de
forma y la distribucion de carga pgp(r)

4 o0
F(q) = (]Z7T€/0 rdrsin(qr)pen(r)

Por lo tanto, el conocimiento de F'(g) con precisién nos permite determinar la
distribucion de carga. El factor de forma se determina simplemente como el co-
ciente de la seccion eficaz diferencial y la seccion eficaz de Mott. Si desarrollamos
sin(gr) en serie de potencias, tenemos

4 [ 47

qZe |, 6 6

1 > 1
F(q) = rdr (qr — g’ ) pen(r) = Ze/ r2drpen(r) [1 — gt
0

1
= 1—6q2<r>2+---
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Figura 2.5: Seccion eficaz de dispersion de electrones por Os.
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Figura 2.6: Densidad de '?2Os obtenida del ajuste del factor de forma medida
experimentalmente comparada con la predicha por el modelo de Hartree-Fock.

donde hemos tenido en cuenta que la integral de volumen de la densidad de carga
estd normalizada a Ze. Vemos que la informaciéon que se extrae més facilmente
es el radio cuadratico medio de la densidad de carga. Si los datos tienen buena
precision, se pueden determinar mas pardmetros de la densidad de carga. Es usual
es tomar la densidad parametrizada en la forma de Fermi

pr(r) = £
1+exp((r—c)/a)
o Gaussiana
Po
pa(r)

1+ exp ((r2 — ¢?) /a?)

Los parametros pg, ¢ v a se ajustan a los datos experimentales y sus valores
aproximados son py ~ 0,17 ¢/fm* a ~ 0,55 fm y ¢ ~ 1,1A"? fm. Los datos
con buena precision admiten el ajuste de un parametro adicional, en la forma
conocida como densidad de Fermi parabdlica,

 po(L+wr?/c?)
pre(r) = 1+ exp ((r — ¢)/a)

Cuando w < 0 existe un abultamiento en la parte interior de la densidad y cuando
w > 0 existe una depresion. Datos de excelente precision obtenidos en tiempos
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recientes admiten el ajuste de un mayor niimero de parametros. Una practica
usual es el ajuste mediante una densidad de Fermi parabdlica y una serie de
Fourier Bessel

p(r) = prp(r) +dp(r)

con

op(r) = Z a;ijo(gir)
donde jo(g;r) son las funciones esféricas de Bessel y a; parametros ajustables. De

hecho, actualmente se prescinde de la densidad de Fermi parabdlica y se ajustan
los datos en serie de Fourier-Bessel:

p(r) = anjo(gnr)

nmw
donde ¢, = —, donde R es un radio a partir de cual la densidad se toma como

nula y N viene determinado por la méxima transferencia de momento medida

R
experimentalmente, N = Gmac .
T

2.8. Desarrollo en ondas parciales de la funcién de
onda. Amplitud de dispersion

Hemos visto que la informacién sobre las reacciones nucleares se obtiene me-
diante la medida de observables, esencialmente secciones eficaces y magnitudes
relacionadas. Sin embargo, la descripcion tedrica de las reacciones nucleares se
realiza, como para cualquier sistema cuantico, mediante una funcién de ondas.
Los observables se miden a una distancia muy grande del punto de colisién en
comparacién con las dimensiones nucleares. Podemos tomar esta distancia como
infinita. Por lo tanto, los observables estaran relacionados con la forma asintética
de la funcién de ondas. La funcién de ondas, en el caso de reacciones nuclea-
res a energias no relativistas, viene descrita por la ecuacion de Schrodinger. Si
consideramos como Unica variable relevante en la interaccién entre dos ntucleos
la distancia relativa entre ambos, que denotamos por r, podemos describir la di-
néamica de esta variable mediante un potencial. En el caso de simetria esférica,
el potencial dependeré tnicamente de la distancia r entre ambos nucleos, y lo
denotaremos como V(7). La ecuacion de Schrédinger toma la forma

—;;VQKI/(I") +V(r)¥(r) = E¥(r)

donde E es la energia del sistema. La funcion de onda incidente es una onda
plana. Si tomamos en el eje z la direccion del haz, esta funciéon seré eZkz, salvo
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un factor de normalizaciéon. Como consecuencia de la colisién, se producirda una
onda esférica (principio de Huygens aplicado a ondas de materia). La amplitud
de esta onda esférica puede depender de los angulos polar ¢ y azimutal 6. En
el caso de haces despolarizados y de particulas sin espin, la reacciéon tiene lugar
en un plano, y por lo tanto la la onda esférica dispersada depende tnicamente
del angulo polar #. Llamemos f(#) a esta amplitud de dispersion. Por lo tanto,
podemos escribir para la forma asintética de la funcién de ondas:
) eikr
U(r) — * 4+ £(0) "

7—00

La amplitud de dispersion f() esta directamente relacionada con la seccion eficaz

|/ (0)”

diferencial. Para cada particula incidente =——— es la probabilidad de que la

particula sea dispersada un angulo 6, normalizada a la unidad en una superficie de
radio r. Si tenemos Np proyectiles incidentes, el nimero de particulas dispersadas
por ng blancos, a través una superficie elemental dS centrada en 0, seré

0)2dS
Ndisp - pnB‘f(22| = anB|f(0)|2dQ

Por lo tanto, la seccion eficaz diferencial viene dada por:

d N’L’s
T _lm ()P

d) B anBdQ N

Por lo tanto, la seccion eficaz diferencial viene dada por el cuadrado del médulo
de la amplitud de dispersién. La amplitud de dispersiéon nos permite compararla
directamente con los datos experimentales. Debemos ahora obtener una relacién
directa entre la funcién de onda y la amplitud de dispersion. La ecuacién de
Schrodinger es una ecuaciéon en tres dimensiones. Su resolucién numérica en tres
dimensiones es complicada tanto desde el punto de vista conceptual como nu-
mérico. La forma usual de actuar en este caso, es representar la solucién como
una serie en funciones de onda propias de las variables angulares, que son los
polinomios de Legendre, P,(cosf):

U(r) = Z w(r)P(cos ) = Z wly)Pl(cos 0)

donde la segunda forma es la que se utiliza para obtener la soluciéon numérica,
porque las funciones u;(r) son singulares en el origen mientras que las funciones
wy(r) son regulares en el origen. A este desarrollo se le denomina el desarrollo en
ondas parciales de la funciéon de onda. Cada término del desarrollo corresponde
a la componente de momento angular definido (A de la funcién de onda. Cuando
introducimos el desarrollo en ondas parciales de la funciéon de ondas en la ecuacion
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de Schridinger, obtenemos que cada una de las funciones radiales w,;(r) debe de
satisfacer la ecuaciéon radial:

Puw(r) (kQ U - l(l:; 1)) wi(r) =0

dr?

donde el nimero de ondas k estd relacionado con la energia del sistema por

2mFE 2mV
k* = T;LLQ y U(r) = mh2(r) . Es interesante resaltar que el término
I(1+ 1)K
Vv SV
(r)+ 2mir?

juega el papel de un potencial efectivo, suma de los potenciales nuclear y Coulom-
I(1+1)n?

2mr?
La onda plana incidente e*** tiene como desarrollo en ondas parciales

biano V'(r), y del denominado potencial centrifugo

oo

Yin = €% = "i(20 + 1)ji(kr) P (cos 0)
=0

donde las funciones esféricas de Bessel j;(kr) satisfacen la forma asintotica

1
iljl(kT) —

She [eikr o (_)le—ikr]

r—

Vemos que podemos considerar la onda plana incidente como una suma coherente
de ondas planas incidentes e **" y emergentes, e’*", de la misma intensidad. El
efecto de la dispersion nuclear es afiadir una onda esférica emergente de amplitud
f(0). La funcion radial emergente tiene la forma asintotica (salvo una constante
compleja, definida por la normalizacion):

20+1 ik ,
wlr) — etk _ _le—zkr
i(r) 27Ty [ (=) ]
T—>00
donde 7; se denomina coeficiente de reflexion, y da la intensidad de la onda
emergente. La diferencia entre las formas asintéticas de la funcién de ondas total

v la onda plana incidente viene dada por

ikr it
1 ikr
- — %Z(Ql—kl)(m —1)e"™ P(cosb)

7—00 =0

(&

U(r) — e = f(6)

de donde obtenemos el desarrollo en ondas parciales de la amplitud de dispersion:
1 oo
= — 20+ 1 - 1P
10) = o Z( L+ 1)(m = 1) Pi(cos 0)
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En el caso de un potencial real, todo lo que entra en el canal de entrada debe
de emerger en el canal de salida, y por lo tanto el médulo del coeficiente de
reflexion debe ser la unidad. Este hecho permite parametrizar ; en términos de
una fase: n; = €*%, donde §; recibe el nombre de desfasaje, ya que corresponde
al desfasaje de la onda plana debido al potencial. Cuando la energia incidente
sobrepasa el umbral de otros canales de reacciéon, parte del flujo incidente ira
a parar a estos canales. Cuando se sobrepasa la barrera de Coulomb comienza
a haber reacciones nucleares con gran intensidad. En las reacciones nucleares a
energfas superiores a la barrera de Coulomb, muchas de las particulas del canal
de entrada acaban en otros canales de reacciéon y por lo tanto desaparecen de la
onda incidente. El médulo de la onda emergente es menor que la unidad. Este
hecho se puede representar mediante desfasajes a condicién de permitir desfasajes
complejos 6 = dp + i6;. Tendremos 1, = e~ 21?97 Se debe de cumplir 6; > 0
para que || < 1.

La utilidad del desarrollo en ondas parciales radica en que, en general, con-
verge rapidamente y sélo se necesita considerar unos pocos términos. Vamos a
estimar cuantas ondas parciales son necesarias para describir una determinada
reaccion nuclear. Supongamos que el alcance de la interaccion es R. Entonces,
parametros de impacto del orden de R corresponden clasicamente a un momento

angular L ~ pR. Como L = /I(l + 1)h ~ [h, tenemos la condicion | ~ %R =kR.

Aunque estas consideraciones se basan en la suposicion de la validez de la relacién
clasica entre momento angular y parametro de impacto, en la préactica se encuen-
tra que kR es una estimaciéon adecuada del nimero de ondas parciales necesarias,
incluso para sistemas para los que la aproximacién clasica no es adecuada. Cuan-
do kR < 1, sblo contribuye la onda parcial con [ = 0, denominada onda s. En
este caso

m — 1
0 pu—
1) 2ik
que da para la seccién eficaz
do |no—1 2
dQ | 2ik

Vemos que en el caso de dominancia de la onda s, la seccién eficaz diferencial es
is6tropa. Estas consideraciones se emplearon en los comienzos de la Fisica Nuclear
para estimar el alcance de la interacciéon nuclear. Por ejemplo, se encontré que la
seccion eficaz diferencial de la dispersion p —n a 14 MeV (k = \/myFEpa/2h? =
0,41 fm™') era completamente is6tropa, empezaba a depender del angulo a 27
MeV (k = 0,57 fm™) y tenfa una manifiesta dependencia con el d&ngulo a 42 MeV
(k = 0,71 fm). Esta dependencia de la seccion eficaz diferencial con el dngulo
indicaba que el alcance de la interaccién nuclear era menor de 2 fm.

El modelo més sencillo de reacciones nucleares es el conocido como modelo de
absorcion fuerte. La suposiciéon de este modelo es que siempre que hay interaccion
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hay absorcién, es decir, las particulas que interaccionan nunca acaban en el canal
elastico, sino en canales inelasticos o de reacciéon. En este modelo tenemos

77[:1 [>L

con L ~ kR. Este modelo es aproximadamente valido en reacciones nucleares con
iones pesados a energias muy por encima de la barrera de Coulomb. La amplitud
de dispersion toma la forma

f@)=——> (204 1)P/(cosb)

=0

que representa la absorciéon de ondas incidentes por un disco negro de radio
r=L/k.

2.8.1. Dispersiéon multicanal

Hasta ahora hemos considerado tinicamente el canal elastico. Frecuentemente
es necesario incluir en el modelo los canales inelésticos y de reacciéon. En este caso,
escribiremos la funcién de ondas en el canal de salida como una combinacién
lineal de todos los resultados posibles de la reaccién que deseamos incluir en
el modelo (recordemos que la realidad puede ser extraordinariamente compleja,
vy que aquellos canales que no deseamos tener en cuenta explicitamente, estan
tenidos en cuenta mediante un coeficiente de reflexion menor que la unidad). En
el caso multicanal escribimos:

V=2 xen(r 6, 0)din
bB

donde xpp es la funcion de ondas relativa entre los nicleos y ¥, y ¥, son las
funciones de ondas internas, descritas por un modelo adecuado (capas, colecti-
vos,...). Denotamos por « el canal incidente, y asignamos el subindice « a todas
las variables en el canal de entrada, mientras que denotamos por 5 un indice que
varia sobre todos los canales, incluido el de entrada. Con esta notaciéon, podemos
escribir la forma asintética de la funcion de ondas relativa y,z como:

eikgrﬂ

XbB(’rv 97 QS) — 6ika .Ta(saﬁ + fﬁ(97 ¢)

r—00

rs

donde d,p es la delta de Kronecker, que tiene en cuenta el hecho de que so6lo hay
onda plana incidente en el canal de entrada. Cada una de las funciones de onda
relativas satisface una ecuacién de Schrodinger, con la correspondiente energia
relativa y el correspondiente potencial. Aunque estas ecuaciones estdn acopladas
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en la zona de interaccién, como veremos mas adelante en este tema, cuando
estudiemos la dispersiéon inelastica, en la zona asintética estan desacopladas, es
decir las ecuaciones de cada una de las funciones de ondas son independientes.
Cada una de las funciones de onda de los diferentes canales se pueden desarrollar
en ondas parciales, que deben de satisfacer las condiciones asintoticas:

(20+1) ikar I —ikar
U —_— — el — (=)' e
l,aA Zik’ar [Ul,a ( ) ]
r—00
1/2
(2l +1) (v, i
wpp — ——— [ — e'sr
LbB 2ikar \vy) P
T—>00
o\ /2
donde el factor (0‘ se introduce para que los coeficientes de reflexion mani-
v

fiesten simetrias, eliminando dependencias del flujo de particulas con las velocidad
relativa del canal. Esto se consigue poniendo todos los flujos de salida a la misma
velocidad v, de forma que el flujo se conserve sobre una esfera de radio R. Cuan-
do no hay dispersién tenemos 7, 5 = dqp, donde « es el canal de entrada. Cuando
s6lo hay dispersion elastica, el hecho de que todo el flujo incidente debe de salir
en el canal de entrada impone la condicion |7,,| = 1, lo que nos permite escribir
Mo = €*%a donde §;, es una fase real, cuyo significado fisico es el desfasaje de la
onda emergente con respecto de la onda incidente producido por el potencial de
dispersion. Cuando hay canales no elasticos abiertos (inelasticos o de reaccion),
existe una desaparicion del flujo del canal eldstico que va a parar a estos canales.
La conservacion del nimero de particulas implica que la suma de los flujos en
todos los canales de salida debe de ser igual al flujo en el canal de entrada (una
vez que se corrige el flujo por la velocidad, como hemos hecho antes, para tener
en cuenta el hecho de que el flujo a una distancia dada del centro de colisién
es menor si la velocidad del canal de salida disminuye). Tendremos en este caso
M| <1,y debera cumplirse

mal® + D Imsl* =1
B#o

que nos dice simplemente que los nimeros de particulas que salen y entran son
iguales.

2.9. Matriz S. Secciones eficaces elastica, total y
de absorciéon

Se define la matriz S, como la matriz cuyos elementos son
Shs =g
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donde el superindice en el coeficiente de reflexiéon indica el canal de entrada. El
principio de microrreversibilidad de la Mecanica Cuantica ? implica que la matriz
S es simétrica:

Sts = Sha

lo que se conoce como teorema de reciprocidad. La conservacion del flujo impone

por otro lado que
Z ’SaBP =
B

Esta tltima propiedad implica que la matriz S es unitaria.
La amplitud de dispersiéon en funcién de la matriz S queda en la forma

o\ 12 22
onl®) = g (22) @4 DSk~ Pleose)  (2)

donde la delta de Kronecker tiene en cuenta que sb6lo hay onda incidente en el
canal de entrada «. Definimos la seccién eficaz integrada o de dispersion en un
canal 8 a partir del canal de entrada o como

d
/G'BdQ /|fﬂa k222l+ |55 — Gap|”

donde en la derivacion de la anterior relacion hemos puesto df2 = 2wd(cosf) y
tenido en cuenta la relacién de ortogonalidad de los polinomios de Legendre:

1
2
/1 d(cos8)P,(cos )Py (cosh) = 2l7+16”,

Se define la seccion eficaz de absorcion (o reaccién) como la suma de las
secciones eficaces a todos los canales distintos del elastico

=Y 5= Z%*lZ‘

Ba Bo

Si tenemos en cuenta la relaciéon de unitariedad, podemos escribir la relacion
anterior como
o— = (2l+1) 1—|SL|°
Op = k2 oo
«
La seccion eficaz elastica o8 = 0§ viene dada por

3:k2221+1 — 5[

3En palabras, este principio establece que la probabilidad de ocurrencia de un proceso ele-
mental y su inverso en el tiempo son iguales.
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Se define la seccién eficaz total o como la suma de las secciones eficaces elasticas
y de absorciéon

0% = 0%+ 0% = ,:7 > @+1)(2-8,, - Skh) = ; Z(zz +1) (1 - ReS%,)
@

(2.8)
Vemos que los elementos de matriz S en el canal elastico determinan las secciones
eficaces, elastica, total y de reaccion.

Los modelos mas sencillos de reacciones nucleares son aquellos que parame-
trizan la matriz S. El modelo de absorcion fuerte supone que S’ vale 0 hasta un
valor critico del momento angular, I.., y 1 a partir de este valor. Vemos que para
las ondas parciales en las que la matriz S se anula, la seccion eficaz de reaccion
es maxima. En este modelo, tenemos que la seccion eficaz de reaccion o, vale:

ler
o 7 [ ler(ler + 1) (e + 1)?

De las féormulas anteriores para las secciones eficaces eléstica de reaccién y

total, vemos que si S, = 0, entonces se cumple of, = 0!, = (21 +1). Por lo

k2
tanto cuando la seccion eficaz de reaccién es maxima, la seccién ‘eficaz elastica es
igual a la seccion eficaz de reaccion (y no nula, como se podria pensar). Ademaés,
cuando S, = 1, tanto la seccién eficaz elastica como la de reacciéon se anulan.
Cuando |S!,| = 1, pero S!, es compleja, la seccién eficaz de reaccion es nula,
pero no la seccion eficaz elastica. Por lo tanto, puede haber dispersiéon elastica
sin reacciones pero no al revés. En el modelo de absorcion fuerte, las secciones
eficaces elasticas y de reaccion son iguales, y la seccion eficaz total es el doble de
la elastica. Cuando la matriz S se obtiene de modelos con potenciales realistas,
St vale 0 para momentos angulares bajos, y sube hasta 1 de forma més o menos
rapida. Se define entonces el momento angular critico, [.., como el valor de [ para

el cual S, = 3 (en general un ntmero no entero, obtenido interpolando entre los

dos valores de [ enteros en los que S es inferior y superior a 0.5, respectivamente).
Se encuentra que las secciones eficaces de reaccion satisfacen aproximadamente
la formula 2.9, dada por el modelo de absorcion fuerte. Si definimos el radio de
absorcion fuerte Rga como
lcr +1

k&

de la ecuacion 2.9, tenemos para la seccion eficaz de reaccion:

Rga =

op=TmR%,

Si las secciones eficaces de reaccién entre iones pesados a energias superiores
a la barrera de Coulomb, medidas experimentalmente para un gran ntumero de
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sistemas a diferentes energias, se ajustan por esta féormula, se obtiene
1/3 1/3
Rsa = TSA(Al/ + AQ/ )

con rg4 comprendido entre 1,4 y 1,5 fm.
En el pabado se utilizaron modelos que parametrizaban la matriz S. Poniendo
SY = 77062“5 se parametrizaba

7710 [1 + exp (LA_ l)]
L—1\]|"
5 = 5[1+exp( A, )]

con L, A, As como pardmetros ajustables. Estos modelos reproducian de forma
precisa los datos experimentales aunque no daban ninguna informacién acerca de
los mecanismos de reaccién en funcién de la interaccién nuclear.

2.10. Teorema 6ptico

Una relaciéon particularmente importante, conocida con el nombre de teorema
optico, liga la amplitud de dispersion hacia adelante (6 = 0°) con la seccion eficaz
total. Si tenemos en cuenta que F;(0) = 1, la amplitud de dispersion elastica a 0°
vale:

oo o0

1 .
Z (20 +1 =5 > (2 +1) [(1 - ReS,)i + ImS.,]

“z @ =0

faa(0

Comparando con la ecuacién 2.8, vemos que

47
of = k—]mfaa(())

Esta relacién se conoce con el nombre de teorema 6ptico. De ella se obtienen
diversas desigualdades y relaciones de interés. Por ejemplo, si tenemos en cuenta
que la seccion eficaz diferencial viene dada por el modulo al cuadrado de la
amplitud de dispersién, obtenemos la relaciéon

do.
conocida como desigualdad de Wick. Nos dice que si o es grande %(OO) tam-

bién lo es.
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2.11. Dispersion de particulas cargadas

Hasta ahora hemos considerado interacciones de alcance finito, para las que la
onda emergente es una onda plana. Sin embargo, salvo en el caso de la dispersién
de neutrones por nicleos, la interacciéon Coulombiana, que es de alcance infinito,
juega un papel importante en las colisiones nucleares. En primer lugar, vamos a
considerar la dispersién Coulombiana pura. En este caso, la ecuacién radial de
Schrodinger toma la forma

d?wy () o 2mZiZye* (14 1)
dr? + (k B h2r 2 >wl(r) =0

que se acostumbra a escribir como

d*wy(r) n <k2 _ 2k W+ 1)) wy(r) =0

dr? T 72

Z1 2262
. Las soluciones de esta ecua-

en funcién del parametro de Sommerfeld n =
cion son las denominadas funciones regulares e irregulares de Coulomb, Fj(kr)
y Gi(kr). Las funciones equivalentes en la dispersion Coulombiana de las ondas
planas incidentes y emergentes son las funciones H, l(jF)(kr) = Fi(kr)FiG(kr). La
forma asintotica de la solucion con una onda plana de Coulomb incidente (F;(kr))
y ondas esféricas emergentes es

20+1
— 2ik
r— 00

wy(r) <Hl(7)(kr) + e Hl(+)(kr))

donde ¢y, conocido como desfasaje Coulombiano, viene dado por

op=argl'(l +1+in)

La amplitud de dispersion Coulombiana viene dada por lo tanto por
1 — :
=) (2l+1)(*" - 1)P,
fol®) = g D@1+ D — DA(cost)

Esta serie se puede sumar analiticamente, dando como resultado
. s 206 .
fC(e) _ n e in In sin (2)4—2100

2k sin? <9)
2

La seccién eficaz asocida es la seccion eficaz de Rutherford
2

Wkt | o) = — o
4k2? sin* <2)
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Cuando ademas del potencial Coulombiano tenemos un potencial nuclear de corto
alcance Vy(r), la ecuacion radial de Schrodinger para cada una de las ondas
parciales es

d?wy(r) 5 2m 2kn (1 +1)
e (1 S =2 - i) =0

El potencial nuclear introduce un desfasaje adicional 47", con lo que el desarrollo
en ondas parciales de la amplitud de dispersién toma la forma

1 (o)
f(6) = 72 (21 + 1)(e*@ ) — 1) Py(cos h)
que se puede escribir, sumando y restando €2t a la exponencial, como
1 « 1 « :
- k; (21+1)(e*1—1) P,(cos 8)+ k;) (20+1)e% (29" —1) P(cos 0) = fo(0)+f(6)

donde f’(0) es el incremento de la amplitud de dispersion debido a la interaccion
nuclear. En el caso multicanal tenemos de forma analoga

1/2 oo 5
fas(0) = 2i1]<;a <Z;> 3@+ 1)(FH0 — §,5) Pi(cos ) = fe(8)8as + fis(6)

- (2.10)

con Jf =arg'(l + 1 + ing). La seccién eficaz viene dada por

dUag

= |fc(6) aﬁ"‘f&ﬂ(e)‘z

En el caso de particulas cargadas, el teorema 6ptico toma una forma diferente

4
(Ot — ORun] + 0r = l?f «(0%)

«
Cuando tenemos absorcion fuerte, como es el caso de las colisiones entre iones

dm / o :
pesados, og > — f(0°) y tenemos que se cumple muy aproximadamente

ko
ORuth — Oel = OR

donde o es la seccion eficaz de Rutherford. Esta féormula permite estimar la
seccion eficaz de reaccién como el area entre la seccion eficaz diferencial de Rut-
herford y la seccion eficaz diferencial elastica:

! doputh,  dog
— 2 _
op = 2w » d(cos @) [ g 7 ]
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Figura 2.7: Dispersion de particulas idénticas. En la figura se muestra la sec-
cion eficaz diferencial de 32 S 432 S a diversas energias cercanas a la barrera de
Coulomb. Se observa el patréon de interferencia alrededor de 90°, que disminuye
con la energia.

En realidad, como la seccién eficaz diferencial elastica es practicamente la de
Rutherford hasta un angulo 6,,, basta con realizar la integral entre este angulo y

180°:
T do Ry do,
0'32271'/ d@sin@[ ORuth _ Ol}
Om

a2 dQ2

Esto proporciona un método de calcular la seccion eficaz de reaccién a partir
de la seccién eficaz elastica, que coincide satisfactoriamente con la secciéon eficaz
de reacciéon medida experimentalmente. Este método se conoce con el nombre
de Suma de Diferencias (SOD), puesto que la integral se evalia numéricamente
como la suma de areas elementales. Si las secciones eficaces se miden en intervalos
angulares Af, tenemos

do_Ruth(ez) dgel (91)
UR_ZWZAesmG [ 10 -0

2.12. Dispersion de particulas idénticas

127



En el caso de dispersion de particulas idénticas, no podemos saber cual de
las dos ha llegado a un detector, si el proyectil o el blanco, puesto que son com-
pletamente indistinguibles, en el sentido de la Mecanica Cuantica. Como ambas
particulas tienen momentos opuestos en el sistema CM, si una es dispersada a un
angulo 0 la otra es dispersada a un angulo m — 6. La indistinguibilidad implica
que las amplitudes de dispersiéon en 6 y m — 8 son idénticas salvo un signo, que
es lo mismo que decir que la funcién de onda es simétrica o antisimétrica en el
intercambio de ambas particulas

F(60) = £f(rx — )

con el signo + en el caso de bosones y el signo — en el caso de fermiones. Como
los polinomios de Legendre satisfacen la relacion Pj(cosf) = (=)' P(cos(m — 0)),
la anterior relacién implica que cada término en el desarrollo en ondas parciales
2.10 satisface

(21 + 1)(e®@ ) — 1) P(cos 0) = (=) (20 + 1) (X +%) — 1) P,(cos 6)

lo cual sélo es posible si no hay dispersién en ondas parciales impares en el caso
de bosones o pares en el caso de fermiones. Por lo tanto en el caso de dispersion
de bosones sé6lo hay términos pares en el desarrollo de ondas parciales, mientras
que en el caso de fermiones solo hay ondas parciales impares. La forma de realizar
la supresion de las ondas parciales que no contribuyen es calcular la amplitud de
dispersion f() y reemplazarla por una amplitud simetrizada fg(6) de acuerdo
con el caracter bosénico o fermionico del sistema:

fs(0) = ((f(0) + f(m = 0))

Como consecuencia de la simetrizacion, la seccién eficaz diferencial es simétrica

alrededor de 90°

do . .
2 = O +11(x =) £ (JO)f(x = 6)" + ()" f (7w = 6))

y presenta un patrén de interferencia producido por el segundo término del se-
gundo miembro de la ecuaciéon anterior. El primer término del segundo miem-
bro coresponde a la amplitud simetrizada clasicamente. En el caso de dispersiéon
Coulombiana tenemos

da) n n
o) =OPF+If(m-0)F) = +
<dQ clas 4k? sin’ (g) 4k? sin’ <7T 5 9)

G () 2)
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mientras que el término de interferencia vale

2
2 <42E6> sin 2 (g) cos 2 <g> (2 cos (17 In sin® <g> — nln cos? (Z))) =
ZeN® ., (0N [0 Z2%¢> , [0
2(4E> sin (2> cos <2> cos( o In tan <2>>

Este término es oscilatorio con una frecuencia que aumenta cuando nos aleja-
mos de § = 7/2. La frecuencia aumenta con la carga y disminuye con la energia.
La suma de ambos términos se conoce como seccién eficaz de Mott:

2 2,2
di = ze sin™* Q + cos™* Q + 25sin~? Q cos ™2 Q cOS Z7e
dQ Mott 4E 2 2 2 2 v

El signa + se aplica en el caso de bosones y produce un maximo a 90° mientras que
el signo - se aplica a fermiones y produce un minimo. En la figura 2.7 Se muestra
las distribuciones angulares de la dispersion ** S + 32§ (sistema bosonico) a
diversas energias alrededor de la barrera de Coulomb. En la figura 2.8 se comparan
los datos a 70 MeV con las seccion eficaz de Mott.

2.13. Reacciones inversas

El teorema de reciprocidad es equivalente a la simetria de la matriz S , S, =
Sga. Esta simetria implica que

vy 1/2 v\ 2
o () foal®) =5 (2) a0

«

como es facil comprobar del desarrollo en ondas parciales 2.7. Cuando esto se
traslada a las relaciones entre secciones eficaces, tenemos que los cocientes de
velocidades desaparecen y queda

k‘%O'/ga = k’io—aﬂ

Cuando se trata de reacciones de particulas con spin hay que tener en cuenta
los pesos estadisticos en la relacién entre la amplitud de dispersiéon y la seccién
eficaz:

(21 + 1) (21, + 1)kj0sa = (214 + 1)(214 + 1)k20as

Los factores (215 + 1)(21, + l)ké son proporcionales a las densidades de estados
en el estado final, pues p? es la densidad en el espacio de momentos y el peso
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Figura 2.8: Datos experimentales de la dispersion 32 S + 32 S a 70 MeV de energia
incidente comparados con la seccion eficaz de Mott.
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Figura 2.9: Reacciones inversas
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estadistico es la multiplicidad de estados de momento angular. Cuando escribimos
la relacion anterior en la forma

98a Oap

K220y + 1) (204 +1) k220 + 1)(20, + 1)

no dice que la probabilidad de transiciéon de un estado inicial a otro final es
la misma para la reaccion directa e inversa. Esta relacién es una manifestacion
del principio de microreversibilidad. En Mecénica Cuéntica la transicién entre un
estado inicial |¢ > y un estado final | f > ocurre si existe un operador de transicion
O que ligue ambos estados. La probabilidad de transicién viene dada por

Pi— f)=|<ilOlf >

La hermiticidad del operador O resulta en la igualdad de las probabilidades di-
recta e inversa

P(i— [)=P(f —1)

2.14. El modelo 6ptico de la dispersion elastica

Hemos visto en la discusién de la dispersion elastica, que la existencia de
canales no elasticos tenia como consecuencia que el moédulo del elemento de matriz
S, en el canal elastico S,, era menor de la unidad. También vimos que esto se
podia materializar mediante desfasajes complejos. En esta seccién nos planteamos
el describir la dispersion de particulas mediante un potencial. Si en nuestro modelo
pudiésemos incluir todos los (infinitos) resultados del canal de salida de la reaccion
nuclear, el potencial de interaccién deberia de ser real. Sin embargo, debido a la
magnitud del problema real, lo que no interesa es elaborar un modelo en el que s6lo
se describan aquellos canales que nos interesen, que frecuentemente serdn unos
pocos, o uno soélo si tnicamente estamos interesados en describir la dispersiéon
elastica. En este caso, nuestro potencial debera de producir desfasajes complejos,
de la magnitud adecuada para tener en cuenta todo el flujo de particulas que va
a parar a aquellos canales no incluidos en nuestro modelo de la reaccién, y que
por lo tanto, desaparecen del marco de nuestro modelo. La forma en la cual se
puede introducir en Mecanica Cuéntica la desaparicion de particulas mediante
desfasajes complejos, es a través de la introduccién de un potencial complejo. Esta
técnica se denomina potencial éptico. El origen del término esta en las analogias
que se hicieron entre la Optica y la Fisica Nuclear en los origenes de esta ultima
disciplina. Los primeros modelos se basaban en modelos de absorcién total o esfera
opaca. Cuando se descubri6 que la probabilidad dee que los neutrones atravesasen
el nicleo era relativamente alta se habld de esfera translicida, y finalmente se
acuno el término de modelo éptico para la introduccion de un potencial complejo
que absorba ondas de materia, en forma anéloga a la que un indice de refraccion
complejo tiene en cuenta la absorcién de ondas de luz. El modelo éptico condensa
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la complejidad infinita del proceso fisico real en un sbélo objeto matematico, el
potencial complejo, obteniendo una estructura simple del resto del modelo. En
cierta manera, el procedimiento no es muy diferente del que se sigue en Mecénica
de reemplazar un continuo de particulas infinitesimales por un potencial que
es la integral de los potenciales elementales generados por cada una de ellas,
o el procedimiento en Optica de sustituir un continuo de moléculas, cada una
de las cuales puede absorber un fotén con cierta probabilidad, por un indice de
refraccion complejo. En todos estos problemas se comprime la complejidad debida
a un numero infinito de grados de libertad en un ente matematico (potencial,
indice de refraccion,...) lo que nos permite abordar un problema con un nimero
reducido de grados de libertad. Ello es ventajoso debido a que, desde el punto
de vista numeérico, siempre es mas conveniente tratar un problema que implique
funciones extraordinariamente complicadas pero con pocos grados de libertad
que problemas que impliquen un ntmero elevado de grados de libertad pero con
interacciones simples. Vamos a estudiar en esta seccion la justificacion de utilizar
un potencial complejo —(V +iW), sin entrar en detalles sobre su forma analitica.
Podemos suponer por ejemplo que es constante en la esfera que contiene la materia
nuclear y nulo en el exterior.

2.14.1. Absorciéon del flujo de particulas debido a un po-
tencial complejo

Se define la corriente de probabilidad de particulas en Mecanica Cuantica
como

h
j = —((UVU* —U*VVI
i=5 )
donde ¥ es una funcion de onda que satisface la ecuacion de Schrédinger

h2
—%v%p + VoV = E¥

En el caso de un potencial real, el flujo a través de una superficie cerrada es nulo:

h h 2m
b= jdS= | V-jaV=—— [ aV(@V—0VV) = — 2 [ qV[E =V, — (E = Vo)X
%9.] /vv v Qim/v virv V) 2im h2 Jy VI Vopt — ( Vopt)]

donde hemos utilizado la relacion

2m
VA = ﬁ(vopt - E)V¥
y su compleja conjugada:
2Ty * 2m *
VAT = ﬁ(%t - E)V
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En el caso de un potencial complejo V,,y = —(V +iW) tenemos que este flujo no
es nulo

1 1 2W

O=—— [ dV [Vope — Vo | WO = —— [ dV [-iW —iW]VT* = / dV =——|¥|?
ih v ih v v h

Si W es definido positivo ® es positivo, y se produce una pérdida de particulas.

Si tenemos un potencial imaginario W (r) que depende so6lo de la coordenada r ,

y la funcién de onda ¥ es separable en las coordenadas radial y angulares

\I/(T’, 0, ¢) = Q/J(T)X(e, ¢)

con ¥ y x normalizadas a la unidad, tenemos que la probabilidad de absorcién
de una particula por el potencial imaginario viene dada por:

2 oo
Pan= | @ WP

2.14.2. Propagaciéon de ondas de materia en un potencial
complejo
Otra forma de abordar el problema es considerar una onda plana e™** que
entra en una zona de potencial complejo que induce una modificacién en k. Este
procedimiento es andlogo al tratamiento de la absorcién de ondas de luz en me-
tales mediante la introduccion de un indice de refracciéon complejo. En la zona
libre de potencial, el nimero de ondas k viene dado por

V2mE

b=

Cuando tenemos una region de potencial V', k viene modificado por

j— 2m(E - V)
B h
En el caso de un potencial éptico complejoV,,; = —(V + V), tenemos
5 .
. V2m(E+V +iW) \/2m(E—|—V)\/1+Z, W Vm(E+V) L W
h h E+V h 2E+V)

2m(EXV) , _ E+V

Definiendo K =
efiniendo " y W

complejo dado por

, tenemos un numero de ondas

1
k=K +i—
+22>\
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Una onda plana ¢ = etk

tigua exponencialmente

# que entra en esta zona de potencial complejo se amor-

z
w _ eiKZe_ﬁ

La probabilidad de encontrar una particula se amortigua con recorrido libre medio
A

z
[P =e A

2.15. El potencial 6ptico fenomenolégico y su de-
terminacion a partir de datos experimenta-
les

No existe ninguna teorfa que permita determinar con precisién el potencial
Optico a partir de las funciones de onda nucleares. El procedimiento que se sigue
es utilizar el denominado potencial 6ptico fenomenologico. Este potencia tiene
una forma funcional inspirada en la estructura nuclear, pero depende de parame-
tros ajustables. Vimos anteriormente que las densidades nucleares se describen
adecuadamente con densidades del tipo de Fermi

p(r) = %

l1+e a

con ¢ ~ 1243 fm y ¢ ~ 0,55 fm. El modelo de Woods Saxon del potencial
Optico se basa en tomar las partes real e imaginarias del potencial de la forma de
Fermi:

- 1% . W
T+ exp((r— Bv)/ay) 1+ exp(r — Ruw)/aw)

Los pardmetros V' y W se denominan las profundidades real e imaginaria, Ry
y Ry los radios real e imaginario y ay y aw las difusividades real e imagina-
. . ) L . 1/3 1/3
ria. Los radios real e imaginario se parametrizan como Ry = 1oy (A" + A7)

‘/opt =

y Ry = 'rOW(A}D/3 + A%/ 3), donde los parametros r,, y row se denominan radios
reducidos real e imaginario, respectivamente. En la practica, la tnica forma de
determinar los parametros del potencial 6ptico es ajustando datos experimenta-
les. Se encuentra que los radios reducidos real e imaginario que mejor ajustan
los datos experimentales valen entre 1.1-1.4 fm y las difusividades real e ima-
ginaria entre 0.5-0.7 fm. Las profundidades son més dificiles de determinar sin
ambigiiedad, y en general, se encuentra que unos mismos datos experimentales
se pueden reproducir con igual precision con diversos valores de la profundidad.
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Figura 2.10: Potencial Woods-Saxon y su derivada

Ello es debido a que la parte interior del potencial no es muy sensible a los da-
tos experimentales pues la absorcién debida al potencial imaginario hace que la
funcién de onda sea muy pequenia en esta parte interior. En la parte exterior el
término exponencial es muy superior al término unidad en el denominador del
potencial 6ptico. Por lo tanto, tenemos que aproximadamente

Vopt = =V exp(—Ry /ay) exp(r/ay) — iW exp(—Rw /aw ) exp(r/aw)

Conjuntos de pardametros que den los mismos valores de Iy = Vexp(—Ry /ay) y
Iy = W exp(—Rw /aw ) reproduciran con igual calidad los datos experimentales.
Este hecho se conoce como ambigiiedad de Igo y es un ejemplo de ambigiiedad
continua, en el sentido de que tenemos un conjunto continuo de parametros que
describen los datos experimentales con igual calidad de ajuste. Ademéas de las
ambigiiedades continuas existen ambigiiedades discretas, en el sentido de que hay
diversos valores discretos de V' y W que reproducen los datos experimentales.
En la figura 2.10 se muestra la forma del potencial Woods-Saxon y su derivada,
también llamada factor de forma.

2.15.1. El potencial espin-6rbita

En el caso de particulas con espin, es necesario incluir un potencial espin-
orbita en el potencial 6ptico si se desea reproducir correctamente los datos expe-
rimentales. Este potencial espin 6rbita es particularmente importante en el caso
de nucleones y particulas ligeras, y su importancia disminuye cuando la masa
de las particulas aumenta. Se suele tomar el potencial 6ptico en la forma del
potencial de Thomas (derivada del potencial) encontrado en Fisica Atémica

i [
rdr S

h\?1dv
VThomas =2 ( )

MeC
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pero con la masa del pién en vez de la masa del electron:

5o ‘ h\’1d 1
Vo' = =2(Vso +iWsso) (mﬂc> rdr (14 exp(r — RSO)/aSO)l.S

Sin embargo , el origen del potencial espin-érbita nuclear no tiene ninguna relacién
con el potencial de Thomas. Este dltimo surge de reducir la ecuaciéon de Dirac
a la ecuacion de Schrodinger. Sin embargo, el origen del potencial espin-6rbita
nuclear no es bien conocido, y la principal hipétesis es la dependencia de la
interaccién nuclear con la cantidad de movimiento de los nucleones. Notemos que
los parametros del potencial espin-érbita no se toman iguales a los del potencial
real e imaginario. Los radios y difusividades de las partes real e imaginaria del
potencial espin-6rbita se toman iguales. Por lo tanto el potencial espin-6rbita
contiene cuatro parametros libres Vso, Wso, Rso v aso, todos positivos. De la
forma de la derivada del potencial Woods-Saxon, vemos que el potencial spin-
orbita actua esencialmente en la superficie nuclear.

2.15.2. El potencial de superficie

En el caso de colisiones de ntcleos con estados excitados colectivos de su-
perficie (rotacionales, vibracionales) se encuentra que es necesario introducir un
potencial imaginario con un pico en la superficie. La forma de este potencial ima-
ginario de superficie se toma usualmente como la derivada de un potencial de

Woods-Saxon.
d 4(1[) WD

i
dr 1+ exp((r — Rp)/ap)

donde el término 4ap se introduce para que el médulo del potencial de superficie

valga Wp en r = Rp.

Wiup(r) =

2.15.3. Determinacion de los parametros del potencial 6p-
tico mediante ajuste de datos experimentales

Hemos visto que la parte de volumen del potencial 6ptico depende de seis
parametro, la parte espin érbita de cuatro parametro y la parte de superficie de
tres parametros méas. Este es un ntimero impresionante de pardmetros si tenemos
en cuenta la dependencia altamente no lineal entre los parametros y los datos
experimentales, usualmente secciones eficaces diferenciales medidas en un inter-
valo angular relativamente amplio. Si tenemos una serie de N puntos 6; en los

., . ex
que la seccion eficaz experimental vale Uf ?) con error Ao; y tenemos un modelo
(teo)

que predice en esos puntos unas secciones eficaces o, , se toma como medida

de calidad del ajuste el estadistico x? definido como

N (exp) _ (teo)\ 2
2 o; —0;
]
i=1 v
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Podemos considerar y? como una funcién de los pardmetros del potencial éptico
X2(V, W, ...). La relacion con los parametros es altamente no lineal, pues implica
la resolucion numeérica de la ecuacion de Schrodinger, para cada onda parcial, la
determinacién de la matriz S, igualando la soluciéon numérica a la forma asin-
totica, v la determinacién de la seccién eficaz mediante el desarrollo en ondas
parciales de la amplitud de dispersiéon. Una de las caracteristicas de las funciones
no lineales es que pueden tener muchos minimos relativos, por lo que los proce-
dimientos numeéricos de minimizacién no tienen solucién tunica, a diferencia del
caso lineal. Por ejemplo, con s6lo dos parametros, la superficie y? puede ser como
una complicada superficie geogréafica con minimo en la forma de hoyos estrechos y
profundos. Por lo tanto el proceso de minimizacién implica la divisién del espacio
de pardmetros en un reticulado. El proceso de minimizacién se repite para cada
reticulo. Consideraciones de tipo fisico ayudan a reducir considerablemente la
extension fisica del espacio de los pardametros en la que se extiende el reticulado,
v a eliminar las ambigiiedades asociadas al potencial 6ptico.

Vamos a describir a continuacién uno de los métodos frecuentemente utilizados
para minimizar x? como una funciéon de los parametros. Una vez que se elige un
punto de partida en el espacio de los parametros, se determina el gradiente en la
superficie de x?
ov’iow’

2 2
vx2(v,w,...):<a’< Ox >

donde las derivadas parciales se calculan numéricamente, evaluando y? en dos
valores préximos de cada pardmetro

O AV AAVIV,. ) = (VW)
ov A

y se avanza en el espacio de los parametros en la direccién de disminucion de y?
(direccion opuesta al gradiente). Sea n el vector unitario en la direccion opuesta
al gradiente:
n= Vx*

V|
Se suele tomar una distancia de avance h en el espacio de los parametros de forma
que, si P es el punto de partida en el espacio de los parametros, el nuevo punto es
P’ =P + hn. Si x? disminuye, h se aumenta en un factor (2 es un valor usual) y
si x? aumenta h se disminuye por otro factor (por ejemplo 10). Cuando tenemos
tres puntos en los que para h suficientemente pequetio, hay un minimo local, es
decir x? disminuye y luego vuelve a aumentar, el minimo local se estima como el
minimo de la parédbola que pasa por dichos tres puntos.

137



2.15.4. Solucién numérica de la ecuacion de Schrodinger

Para cada onda parcial tenemos una ecuacion de Schrodinger

d2wl(r) n <k2 n 27m‘/opt(r) B % B I+ 1)) w(r) =0

dr? h? T r2

Esta ecuacién diferencial se resuelve por un método de diferencias finitas, usual-
mente el método de Numerov que es de orden h® donde h es el paso de integracion.
Si utilizamos la notaciéon

"
w"(r)+ f(r)w(r) =0
para la ecuacién diferencial anterior, el método de Numerov se basa en utilizar
para la derivada segunda la aproximacion en diferencias finitas

(r+h) —2w(r) +wlr—h) W

7 w
w’(r) = s Ew<4>(r) +O(h*)

En esta expresion se estima la derivada cuarta a partir de la ecuacion de Schro-
dinger

flr+h)w(r+h) —2f(r)w(r) + f(r — h)w(r —h) h?

W) = ~(F(ru () = - i 55w

con lo que nos queda la siguiente relaciéon de recurrencia
h? 5h? h?
w(r+h) [ 1+ Ef(r +h))—2w(r)(1- Ef(r) +w(r—h) | 1+ Ef(r —h)) =

que tiene un error del orden de 7% en w(r). Esta relacion de recurrencia se resuelve
en una malla de N puntos, con las condiciones iniciales w(0) = 0y w(h) = ¢
donde € es una cantidad muy pequena. Esta soluciéon numérica se integra hasta
un radio R,, = Nh donde la soluciéon numérica debe de igualar a la asintética y se
imponen las condiciones asintéticas de que la solucién numérica sea proporcional
a una suma de onda plana de Coulomb y una onda esférica emergente de Coulomb

w(R) = C, <Fl(kR) + 2%(5[ - 1)Hl(+)(kR))

en R, v R, + h. Estas condiciones proporcionan cuatro ecuaciones reales (las
funciones de onda son complejas), de las que se determinan las dos constantes
complejas C; y S;. Una vez obtenidos los S; para todas las ondas parciales re-
levantes, se procede a calcular las secciones eficaces y comparar con los datos
experimentales, evaluando x2.

Desde el punto de vista numérico es mas eficiente plantear una relacién de
recurrencia para las funciones

h2

£(r) = wlr) (14§50 ) = w(r) = 50"
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Esta relacion se obtiene inmediatamente de la relacion para w(r):

| 060

20

(r+h) —26(r) +&(r —h)

Resolviéndola para las funciones £(r) en una malla de paso de integracion h,
podemos obtener las funciones de onda w(r) en el radio de empalme, que es el
tnico punto donde son necesarias para obtenerla matriz .S, a partir de la relacion
valida en orden h*

+i§w//(r) :5(T)+E5(r+h) —26(r)+&(r—h)  E(r+h)+10&(r) +E(r — h)

12 h? h?

w(r) =¢&(r)
donde hemos tenido en cuenta que

W) =€)+ T

Des esta forma el nimero de operaciones numéricas es mucho menor. El error en
w(r) es

6 6
h £ h

T ) = S )

2.15.5. Potenciales globales

Diversos grupos han obtenido potenciales reales globales, ajustando un gran
numero de datos experimentales. En estos potenciales, los pardmetros estan com-
pletamente definidos, y dependen de las masas nucleares y quizas, de la energia
incidente. Entre los potenciales globales mas sencillos, uno de los mas conocidos
es el potencial de Christensen y Winther

Vew (r) = =50 R?1+R]2%2 exp (Rl i 52 — T) MeV

donde R; = 1,223A3/3 — O,978A;1/3 fm y a = 0,63 fm. Una versiéon posterior es
el potencial de Akyiiz y Winther

RlRQ Rl + RQ - T
V. = —65,4 MeV
AW(T) ’ R1 + R2 P ( a > ¢

con R; =1,204* — 0,35 fm y 1/a = 1,16 [1 +0,48(47 "% + A;1/3)] fm~L. Estos
potenciales son adecuados para iones ligeros.
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2.16. Potenciales folding

Un modelo que ha tenido gran éxito en la obtencién de la parte real del po-
tencial optico el el modelo del potencial de convolucion (folding) que se basa
en calcular la interaccion niicleo-nicleo mediante la convolucién de las densida-
des nucleares con una interacciéon efectiva nucleén-nucleén en materia nuclear,
de forma anéloga a como se calcula la interacciéon electrostatica entre dos dis-
tribuciones de carga. Sea v(r) esta interaccion efectiva. Si tomamos el origen de
coordenadas en el centro de masas del nicleo 2 v r es el radiovector del cen-
tro de masas del niicleo 1, ryel radiovector de un elemento de densidad nuclear
con respecto al centro de masas del ntcleo 1 y ry el radiovector de un elemento
de densidad nuclear en el ntcleo 2, la interacciéon entre ambos elementos sera
v(|r + 11 — r2])p1(r1)p2(re)d®rid®ry. El potencial sera la integral de esta interac-
cion elementa sobre las densidades de ambos niicleos:

_ / / ErydPryv(|r + 11 — ra|)pr (1) pa(rs)

Esta forma del potencial 6ptico tiene propiedades interesantes. La primera es que
no es necesario calcular la integral doble, pues la transformada de Fourier del
potencial es el producto de las transformadas de Fourier de las densidades y de
la interaccién efectiva.

V(q) —/ —iq- "V(r )d r —/ —iar T3, //d?’rld?’rgv(\r—i—rl —1ra|)p1(r1)p2(rs)
-] / Pridty [ o G Ry = () a(e)
/ () / dPrie " py (ry) / drae™ 4 ™2 py (ry) = v(q)pr(—a)pa(q)

Por lo tanto, para calcular el potencial calculamos las transformadas de Fourier
de las densidades y la interacciéon efectiva y luego calculamos la transformada
de Fourier inversa del producto de transformadas de Fourier. Esto se realiza
de forma muy eficiente con las técnicas de transformadas de Fourier rapidas.
Las densidades de materia nuclear se determinan a partir de las densidades de
carga determinadas de experimentos de dispersion de electrones, multiplicadas
por el cociente A/Z del peso atomico y el ntimero atémico. La interaccion es
una interaccion efectiva en materia nuclear, que se deriva de la interaccién libre
mediante técnicas de matriz GG. Una interaccion que da potenciales correctos para
un gran numero des sistemas es la interaccion M3Y

—4r —2,5r E
e e 976 (1_0,025

= — 2134 M
vy (1) = 7999 ™ 3 5 )5(7“) eV

En esta interaccion el primer término es debido a el intercambio de un pién, el
segundo término es debido al intercambio de dos piones y el término de la delta
es debido al intercambio de nucleones entre los dos niicleos.
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Figura 2.11: Interaccién entre dos elementos de materia nuclear

Otras propiedades interesantes de los potenciales folding es que la integral de
volumen del potencial es el producto de las integrales de volumen de la interaccién
y de las densidades de ambos niicleos

/dSTV(I‘) = ///d3rd3r1d3rgv(]r+r1 — 1ra|)p1(r1)p2(rs)
_ / P / &ripi(r) / Frapa(rs) = J(v) A A

donde hemos tenido en cuenta que el Jacobiano de transformacién de variables
derar =r+r; —ry eslaunidad. De igual forma, el radio cuadratico medio
del potencial es la suma de los radios cuadraticos medios de las densidades y la
interacciéon
P Jd&rr?Vi(r) [t —ry+r)2dPr'o(r’) [ Pripi(ry) [ dProps(rs)
Y [ drv(r) J(0)AL Ay
<riP> 4+ <rt> <>,

donde hemos tenido en cuenta que las integrales de los productos escalares 1’ - ry
y similares son nulas.

Las principales objeciones al modelo de convolucién son:

1) Ignora la antisimetrizacion de los niicleos, lo que produce potenciales muy
profundos. Sin embargo, como debido a la absorcién no hay dispersion elastica
cuando los ntcleos se superponen tanto que la parte interior del potencial juega
un papel importante, este exceso de profundidad no impide que el ajuste a las
secciones eficaces elasticas sea bueno.

2) Ignora la distorsion de las densidades nucleares cuando ambos nucleos se
aproximan, y la densidad total es p = p; + po.
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A altas energias, se encuentra que es necesario incluir una dependencia con la
densidad en la interaccion efectiva. Una forma conveniente, que es separable en
las densidades de cada nticleo y que ha dado buenos resultados en la descripcién
de datos experimentales es

o) = valr) + vg(s ) 0

2.17. Teoria de Fesbach del potencial 6ptico

Una justificacion formal del potencial 6ptico y que proporciona adicionalmen-
te formulas para calcular la parte imaginaria, viene proporcionada por la teoria
de Fesbach. Esta teoria se basa en considerar todos los estados posibles del siste-
ma nuclear formado por dos niicleos A y a, y separar el conjunto de estos estados
en dos subespacios: P que contiene todos los estados que queremos estudiar ex-
plicitamente en nuestro modelo, y Q, que contiene todos los demés estados. Si el
conjunto de todos los estados es un conjunto completo, P & Q = 7, donde Z es el
espacio total. Consideremos ahora dos proyectores P y () que proyectan una fun-
cion de ondas sobre los subespaciosP y Q, respectivamente. Tenemos por tanto
P+ @ = 1. Como los subespacios P y Q son disjuntos la proyecciéon de una fun-
cion de ondas sobre uno de ellos no tendré proyeccion sobre el otro. En términos
mateméticos PQQ = QP = 0. Ademas la proyeccion de una funcién proyectada
sera ella misma, es decir, P2 = Py Q* = Q. Para centrar ideas, supongamos que
nos interesa estudiar inicamente el canal elastico. Si la funcién de onda total es

U(r ) => xa(r)gs(s)
B

donde las funciones ¢z(§) son las funciones de onda internas que se pueden ex-
presar como producto directo de las funciones de onda internas de cada uno de
los nucleos: ¢3(&) = da, 5(&1) @ Pa, 5(&a) , el efecto de los operadores Py @Q es

P\IJ(r,g) = Xo(r)¢0(§)
QU(r,&) => xal(r)gs(é)

B#0
La teorfa de Fesbach se basa en proyectar la ecuacién de Schrédinger para la
funcion de onda total sobre los subespacios P y () y obtener una ecuacion de
Schrodinger para PV que no dependa de las coordenadas del subespacio O que
a través de un potencial efectivo. Podemos escribir la ecuacion de Schrédinger
como
(E-—H)(P+Q)WV=0

Si la proyectamos sobre cada uno de los subespacios, tenemos

P(E-—H)(P+Q)V =

QE — H)(P + Q)¥
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Introduciendo la notacion PHP = Hpp, PHQ = Hpg, QHP = Hgp, QHQ =
Hgg, PY = VUpy QU = ¥g, y teniendo en cuenta que P? = Py Q* = Q, pode-
mos escribir las ecuaciones proyectadas anteriores como dos ecuaciones acopladas
paras Vp y Wq:

(E—pr)\IJp = HPQ\I/Q
(B = Hg)Vo = HorVp

Podemos despejar formalmente Wqde la segunda ecuacion

1
Vog=———HgpV¥ 2.11
Q= G gy tlerte (2.11)
e introducirla en la primera, obteniendo
(E— Hpp)¥ H L HopV
rr)¥Yp PQE Hoo r¥Yp

Esta ecuacion se puede reescribir como una ecuacion de Schrédinger para U p:

Vemos que la funciéon de ondas VU p satisface exactamente una ecuacién de Schro-
dinger con Hamiltoniano efectivo

1
HE :pr+HmeHQP

Vamos primero a realizar algunos comentarios sobre la expresion anterior. La
ecuaciéon 2.11 es de hecho una ecuacion integral. A diferencia de las ecuaciones
diferenciales, en las que las condiciones de contorno se imponen como condiciones
adicionales, las ecuaciones integrales incluyen en ellas mismas las condiciones
de contorno. La condicién de contorno para Wy es que haya tnicamente ondas
emergentes. Esto se consigue introduciendo una cantidad compleja positiva ic en
el denominador y tomando el limite cuando € — 0. Escribiremos por lo tanto el
potencial efectivo como

1
HE = HPP+HPQmHQP
—Hee

donde se sobreentiende que se toma el limite cuando € — 0. El término Hpp es
el potencial entre a y A en el subespacio P si no existiese el subespacio (). El
potencial folding es de hecho una aproximacion a Hpp. El segundo término es
debido dnicamente a la existencia de estados excitados. Incluye la complejidad
infinita debida al namero infinito de grados de libertad del sistema. Hemos pasado
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de un conjunto infinito de ecuaciones acopladas para las funciones de onda en cada
canal a una ecuacion para Wp con un Hamiltoniano infinitamente complicado. Sin
embargo es més fécil elaborar aproximaciones para el Hamiltoniano que para el
sistema de ecuaciones, de donde radica la importancia de la teoria de Fesbach.
Utilizando la relacion formal

1

lim = —imd(z — 2
e—=0 2 — 2o + i€ q3z—z0 ( 0)

1 20—€ 00 1
B = / +/ dz
220 —00 20+¢ £ 20

se denomina la parte principal, podemos expresar el segundo término del potencial
efectivo como

donde

1

1
H - -
PeE —Hoq +ie

HQP = HPQ |}J3E1—I’IQQ+Z€:| HQP_iWHPQ(S(E_HQQ>HQP

donde vemos que aparece de forma explicita una parte imaginaria. Si suponemos
que la contribucién del operador energia cinética del Hamiltoniano H =T +V al
Hamiltoniano efectivo es despreciable o nula, entonces Hpg = Vpg y similarmente
para los otros términos, y tenemos

1

He =1+ Ver +Veq [‘*‘w
- HQQ

} VQP — iﬂ'VpQ(S(E — HQQ)VQP

Podemos identificar el potencial 6éptico como el valor esperado de este operador
en la funcién de onda interna del subespacio P,

Vopt =< ¢o|Vrp|do > + < do|Vrq [‘BE_;W
El primer término es el potencial folding. Los dos tltimos términos son la con-
tribucion adicional al potencial 6ptico debida a la existencia del subespacio Q.
Vemos de esta expresion que el potencial 6ptico es complejo y dependiente de
la energia. Una propiedad adicional es que el potencial 6ptico es no-local, lo que
significa que el potencial en un punto depende de los valores de la funcién de
onda en un entorno del punto, y no solamente del valor de la funcién de onda en
el punto.

La teorfa de Fesbach se emplea actualmente en diversas ramas de la Fisica, en
donde el sistema de muchos estados se reduce a un sistema de un estado con un
potencial efectivo que tiene en cuenta los demés estados. La teoria de Fesbach es,
por asi decirlo, una version sofisticada del bano de calor de la Fisica Estadistica,
en la que el entorno de muchos cuerpos se reemplaza por un bano de calor.
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2.18. La aproximacién de Born

Si tenemos una ecuaciéon de Schrodinger dada por un Hamiltoniano H =
T+ V + Hy, donde Hy es el Hamiltoniano de las coordenadas internas &, la
podemos escribir como

(E -T - HO>\I](I'7€) = V(r,f)\ll(r, 5)

En esta ecuacion el potencial aparece como un término inhomogéneo. Escrita de
esta forma, la solucién de esta ecuacién es la suma de una solucién general de
la ecuaciéon homogénea y una solucién particular de la inhomogénea. La solucién
general de la homogénea para un estado interno ¢, (&) es

Wyen(r,€) = (AT + Be™™ ")y (€)
con
h2

mientras que la soluciéon particular de la ecuacion inhomogénea, W, (r), se ob-
tiene a a partir de la funcién de Green, definida como

k= k| =

(E—T — Hy)Go(r,r') =d(r — 1)

mediante

Uoar(r, &) = /dr’Go(r, )V (r' §)W(r'e)

La condicion de que tengamos en el canal de salida esencialmente la misma onda
plana que en el canal de entrada implica B~ 0y A ~ 1y por lo tanto

U(r,€) = %o () + / ' G, ¥)V (1, )W (x' €)

Utilizando la expresion de la funcion de Gree para la ecuacion de ondas libre,

+ik|r—r'|
G:I: AV noe
o (r,1) 27h? |r —r/|
con
I — 2u(E — Ey)
h

y considerando distancias asintoticas r > r/; que es el caso de la distancia a la
cual colocamos los detectores, tenemos

1 1

—
lr — 1| T
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7“,2

!
kle —v/| = Vr2 + 12 —2r-v/ = kr <1+_r2r> ~kr—kt-r' =kr—k-r
r

2r2

T . R A
eizkh‘ r'| eiz(kr k' -r’)

con k' = kr. Tomamos la funciéon de Green con las coordenadas del canal de
salida si es diferente del de entrada, con lo que la masa reducida es j153. Tenemos
por lo tanto

+ikr

e ) = R0, - 2 [Ty e )

La funcién de onda total es una combinacién lineal de productos de funciones
radiales e internas. Esta expresion la podemos proyectar realizando el producto
escalar a la izquierda sobre uno de los estados internos S:

U(k,r,&) = xa(k,1)ds(E)
B

+ikr

Ellr) = e, - S C e gy e, >

donde podemos identificar la amplitud de dispersién

/L S

Fan0) = =g [ e < VL OV (') >

Esta expresion implica la funcion de onda total Ut (k,1’,§) que no conocemos.
Cuando hacemos la aproximacion de reemplazar ¥ por la funcién de onda inci-
dente, UF(k,r,&) ~ e T, (£) tenemos la aproximacién de Born

_ Hp 1 iq-r! ’

fus0) =~ [ dv'en < BV, O)la >

donde q = k — k' es la transferencia de momento. Cuando consideramos la tran-
sicién entre un estado inicial | > y un estado final | > tenemos que la seccion
eficaz viene dada por

doag _ vg 2 Malip kg 2

donde
< BlV(Q)|a >= /dreiq" < BV@E)a >

es la transformada de Fourier del elemento de matriz del potencial entre los
. . ., v kglie
estados inicial y final y donde hemos utilizado la relacién 28 - ZBla
Vo kapip
Aunque esta aproximacion se utiliza rutinariamente a altas energias (dominio
relativista y ultrarelativista), a bajas energias es una mala aproximacion, pues
las funciones relativas de los ntcleos no son ondas planas sino las funciones de

onda del potencial 6ptico.
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2.19. La aproximacién de Born de ondas distor-
sionadas (DWBA)

La aproximacion de Born de ondas distorsionadas (conocida como DWBA de
su acrénimo en inglés Distorted Wave Born Approximation) mejora la descrip-
cion de las funciones de onda radiales, reemplazandolas por funciones de modelo
optico. Se puede derivar de forma analoga a la aproximaciéon de Born. Dividimos
el potencial en un potencial central, tomado como el potencial 6ptico fenomenolo-
gico, que es el responsable de la dispersion elastica, y un potencial de transicion,
que produce todas las otras reacciones directas:

V= ‘/opt(r) + V;fran(r, 6)
Escribimos la ecuacion de Schrodinger como
(T + Vope(r) + Ho — E)U(x, &) = Vipan(r,§) ¥ (r,§) (2.12)

Si proyectamos esta ecuacion multiplicando a la izquierda por la funcién de onda
interna en el canal de entrada ¢,(§) , la ecuacion

(T + Vo + Eo — E)xa(r) =0

es la ecuacion de Schrédinger de modelo éptico en el canal de entrada. Analoga-
mente, la solucién con ondas emergentes en el canal de salida 3, X; (r), la funcion
de onda de modelo 6ptico en el canal de salida. Esta ecuacién de Schrédinger
tiene una funcion de Green G}V (r,r’)

(T'+ Vo + Eo — E)G&W(r, r')=4(r—r)

La solucion de la ecuacion 2.12 se puede poner en funcién de esta funcion de
Green como

Us(r) = Xalr)das — /dr'GODﬁW(r,r’)Vt,.an(r’)\Il(r’)

Considerando la forma asintdtica de la funcién de Green se llega a la expresion

f(0) = _2:_%2 /drIX;(r)%mn(rI)\Iﬂ_(ka r')

Cuando se reemplaza U+ ~ X;qﬁﬁobtenemos la aproximaciéon de Born de ondas
distorsionadas

fusl) = — / 'z (K, 1) < Gl Viran (1) |65 > 15 (K, )

1
2mh?
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de donde obtenemos la seccién eficaz como

dO’aﬁ . 2

Las funciones de onda distorsionadas se calculan mediante solucién de la ecuacion
de Schrodinger con el potencial éptico fenomenologico:

h2 o . o
(—%Vi + Vo (1) +iWe,(r) — Ea> Xa(r) = 0

h? .
(Mv?ﬁvoit(rmwoit(r) Eg> W) = 0

Es frecuente utilizar la matriz de transiciéon 7" definida en el caso de una transicién
a+ A— b+ B por

TV PA = //dradrﬁxﬁ(kﬁ,rﬁ) <b,B|V|a, A> x!(ky, 1)

en funcion del cual la seccion eficaz queda

@ _ Maﬂﬁ@wDWBA‘Q
dQ  2rh?k, 7

El elemento de matriz es una integral en seis dimensiones. Aunque en el pasado
se utilizaron muchas aproximaciones para reducirla a dimensiones mas bajas, hoy
en dia no es ningtn problema calcularla numéricamente con el grado de precisiéon
deseado.

2.20. Descripcion de la excitaciéon inelastica de es-
tados colectivos mediante DWBA

Vamos a aplicar la aproximaciéon DWBA al calculo de secciones eficaces de
excitacion de estados colectivos (rotacionales o vibracionales).

Cuando estudiamos transiciones de un estado inicial a otro final, el principal
problema es identificar el potencial de interacciéon que produce la transicién y
determinar las funciones de onda internas. Podemos escribir

V(r) = Vo(r) + AV (r)

donde Vj(r) es el potencial que produce dispersion elastica y AV (r) el resto del
potencial, que contiene en particular la parte que produce transiciones.

Los estados colectivos vibracionales y rotacionales son los que més intensa-
mente se excitan, y de hecho la intensidad de la seccion eficaz es la primera
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indicacién de la naturaleza colectiva de estos estados. Por otro lado, las funciones
de onda internas de estos estado colectivos son extremadamente simples.

Como el potencial de interaccién entre nicleos depende de sus distribuciones
de densidad, si la distribucién de densidad no es esférica, tampoco lo sera el
potencial 6ptico. En el caso de niicleos vibracionales, la distribucién de densidad
es un volumen cuya superficie vibra armoénicamente. En el caso general podemos
desarrollar AV (r) en armonicos esféricos

AV (r) = Z Vin(r) Yo (9, ¢)

LM

Cada término del desarrollo indice una transicién de momento angular L con
ntmero cuantico magnético M. En el caso de ntcleos vibracionales este desarrollo
se realiza a partir de la hipétesis bésica del modelo rotacional: que la superficie
del niicleo vibra en la forma

R=Ry(1+ ) anYi,) =Ry+0R

Ap

El potencial 6ptico es una funcion de R, V(r, R) que la podemos desarrollar en
serie de Taylor alrededor de Rjy:

V(r,R) =V (r,Ry) + V(r k)

1 0*V(r,R)
9B OR+ =

2 SR 4.
e 2 OR? |

En el caso de un potencial 6ptico fenomenologico de tipo Woods-Saxon tenemos
para las derivadas de la parte real

’I"—RQ
Voe a
all+e a

oV (r, R)

OR

oV (r,R)

or

Ro

y analogamente obtenemos la parte imaginaria. Vemos que en primer orden en
0 R tenemos

T‘—RVO T’—RWO
% W, VoRose Qv iWoRowe W
V(r R) = — 0 _ 0 n 0L - oLow
T — Ry r — Rwo r — Ryo r — Rwo
l+e v l+e aw ay [ 1+e v aw | 1+e Ow
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Al término entre paréntesis se le denomina factor de forma de excitacion. Co-
mo es la derivada de un potencial Woods-Saxon es positivo con un pico en la
superficie nuclear, lo cual es razonable pues las vibraciones de superficie se pro-
ducen esencialmente cuando los nicleos entran en contacto. Si tenemos en cuenta
la expresion de los operadores de amplitud de vibracion ay, en funcion de los
operadores creacion y destruccion de fonones, bir\u Y by

B
RNy e

donde fyes el parametro de deformacion, tenemos para el elemento de matriz de
transicion,

(b + (=1)"0},)

‘ ) oV (r
Tif = — < flonli > /drx(f ) (k¢ )Ry 87(“ )

Si el estado inicial es el fundamental, |i >= |0 > y el estado final es un estado de

Y,\H(I')Xz('ﬂ(ki; r)

un fonon | f >= bl tenemos < flan,|i >= —=>— con lo que queda finalmente
|f W fla T que q

para la seccion eficaz de excitacion de un fonén de multipolaridad A:

doy _ ki (BaRo)? ov
aa <27rh2> ki 2A+1 Z‘/erf (kg r Roa Y,\“() (k‘l, r)

2

2.21. Stripping del deuterén

Vamos a considerar ahora la descripcion de reacciones de transferencia. Vamos
a considerar la reaccion méas simple de todas: el stripping del deuteréon A(d, p) B
Esta reaccion podemos considerarla descompuesta en las etapas

d+A—= (p+n)+A—=p+(n+A) —>p+B
El potencial de interaccién en el canal de entrada vale
Va:‘/;m"i_‘/;)A"i_VnA

mientras que en el canal de salida el potencial es V, 5. Podemos hacer la aproxi-
macion que V4 + V4 es aproximadamente el potencial 6ptico entre el nicleo A
y el deuterén. Con esta aproximacion tenemos para el potencial de transicion

Viran = Vo — Vvopt(dv A) = V;m
Las funciones de onda en los canales de entrada y salida son

ba = Oganin(A)Pa(T)X1my(0p, 0n)
bp ¢JBMB(B)X1/2mp (Up)
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Para poder calcular la integral necesitamos descomponer ¢, (B) en funcion
de funciones de onda internas de A y de funciones de onda del neutrén en A

Gamry = O Bi(B, A)A[Gs, (A) b (tn)]ss s

Aljl

los coeficientes 3;;(B, A") estan ligados con los llamados factores espectroscopicos
por la relacién

/le _ 1/2

Un caso particularmente sencillo es cuando el nicleo A tiene capas cerradas. En
este caso

¢JBMB = A[Qboo(A)AWJA (A)¢nljm(rn)]JBMB]JBMB 5jJB 5mMB

¢nljm(rn) = [¢nl(rn) &® Xl/Q(Un)]jm
Gty (Tn) = Ui (T) Yiem, (Fr)

El elemento de matriz de transiciéon se puede expresar c
TOVBA _ //dradrﬁxg(kﬂ,rg) <b,BV]a, A > X (kaa) =
‘ 11 1. 1/2
=> C(JAJJB\MAijB)C(§§1fﬂpﬂnud)c(l§J\mlunmj)szj
donde
By k) = [ [ i, (035000t (1) Vi 1) ) O )

la seccion eficaz de transicion viene dada por

do, mgm
J M — J M —_ 14 DWBA 2
dQ( AV AMG B Bup) (27rh2) ’ \

Como no medimos polarizaciones, las seccién eficaz se obtiene promediando sobre
espines iniciales y sumando sobre espines finales la expresion anterior:

dO'p dO'p 1 mdmp k ZJB +1
R g (JaM JsM S| Bim
aQ 2JA+1 2 2 g aMana = JsMapy) = 2 (2rh2)? kg 2] +1Z 1B |

MB,up MAMd

La reaccién de stripping del deuterén se ha usado extensivamente para estu-
diar la estructura de capas de nicleos. Su principal ventaja es el buen conoci-
miento existente de la funcién de onda del deuterén. La coincidencia entre los
factores espectroscopicos medidos experimentalmente y calculados tedricamente
a partir de funciones de onda de modelo de capas indica la correccién de dichas
funciones de onda.
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Figura 2.12: Transferencia elastica de un neutron

2.22. Reacciones de transferencia de muchos nu-
cleones

Las reacciones de transferencia de muchos nucleones tienen més selectividad
del estado final, es decir se excita s6lo unos pocos estados con cierta probabili-
dad. Reacciones de transferencia de dos tres y cuatro nucleones también se han
estudiado extensivamente. Merece destacar las reacciones de transferencia de una
particula «, como herramienta de estudio de las correlaciones o en nucleos. En
la seccion eficaz aparecen los factores espectroscopicos de muchos nucleones.

2.23. La aproximacion de canales acoplados

La aproximaciéon de ondas distorsionadas no tiene en cuenta los caminos de
excitacion de dos y mas etapas. Sin embargo a bajas energias, los procesos de
excitacion multietapa son muy importantes. Aunque es posible hacer ondas dis-
torsionadas de segundo orden esto no es suficiente. En estos casos sblo funcionan
métodos no perturbativos como el de canales acoplados.

v :EL{[ balTa)(re)
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donde el simbold [ significa suma sobre el espectro discreto e integral sobre el
continuo y x,son las variables internas de los niicleos en el canal . La funcion de
onda 9 (r,) es la funcion de onda radial entre los nicleos en el canal de entrada.
Las condiciones de contorno son odas incidentes en el canal de entrada y ondas
emergentes en todos los canales abiertos. La ecuacién de Schrodinger es

(E—H)¥ =0

donde H =T +V + H,y H,es el Hamiltoniano interno en el canal «, es decir
H, = H, + H,. Introduciendo la funcién de onda en la ecuacién de Schrédinger
tenemos

(E— H)v = <E—T—V—Ha>§; G0 (ra) —%Z(E—T—V—eam(xa)wra)

Tenemos que

Go(Ta) = GalTa)Pa(za)

Ho¢a(Ta) = (€a + €4)Pa(Ta) = €ata(Ta)

Si multiplicamos escalarmente a la izquierda por un ¢,determinado ( y ponemos
el indice de sumacion como o) tenemos el sistema de ecuaciones acopladas

(B =T < 6u|VIda > —ea)ibu(ra) —ZZ < 6alVIbwr > o (1)

a/

donde hemos utilizado el hecho que la energia cinética y el Hamiltoniano interno
son diagonales en las funciones de onda internas ¢,. Para simplificar la notacién
denominamos V,o =< ¢o|V|de >y Eo = E — eqcon lo que tenemos que las
ecuaciones acopladas quedan como

(Ea -7 - Vaa)wa (ra) _2 Vaa’¢a’<ra’)

[e%

272
conl = —

. Los productos escalares significan integraciéon sobre las coorde-
(e
nadas internas

< 6alV]bw >= / 2o (20)V (2, Ta) bur (20)

Estas ecuaciones se escriben usualmente en coordenadas esféricas como

(Eo —To — Vaa)“iy(r) = Z Vaa’ui{\g(r)
aFta’!
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donde 7 se refiere a todos los niimeros cuanticos que especifican el estado (I, L, J, P, .. .).
Tenemos en la anterior ecuaciéon

E,=F—¢c,—¢€q

2uoE
2 alZa
k: = 2
K2 > 0+ 1)
TOt = —_— _— _—
¢ 2l ( dr? + 72 >

. . I
En general tenemos dos funciones de onda internas ¢l (z,), ¢’ (x4) correspon-
dientes a cada uno de los niicleos que se acoplan a la funcién de onda total interna

ol = [¢k(z0) @ ¢ (24)] 1M

que a su vez se acopla a las funciones de onda orbitales (armonicos esféricos) para
formar las funciones totales de momento angular (armonicos esféricos solidos)

Vosm = [Yo(r) @ @1 (za)] o

con una funcién de onda total
\I/J _ 1 JM( )y
am r Upr \T) VoM
o1

Cuando esta funcion de onda total se inserta en la ecuacién diferencial obtenemos

2 2 2
s = oD Vi) + o w20 = X Vil

aFa’!

donde 7 significa el conjunto de ntimeros cuénticos que caracterizan la funcion
de onda, tipicamente (I, I, I,,{).

Consideremos un ejemplo en que tanto el nticleo A como a tienen un estado
fundamental 0"y un estado excitado 2*correspondiente a un fonén vibracional.
Entonces son posibles las siguientes funciones de onda internas acopladas a espin
total bien definido: ¢o(a)go(A), ¢2(a)do(A), do(a)P2(A), [#2(a) @2 (A)]o, [P2(a)®
¢2(A)]2, [p2(a) @ ¢2(A)]s. Los momentos angulares impares no son posibles por
conservacion de paridad. Para cada onda parcial incidente ¢ = J son posibles
las siguientes funciones de onda acopladas caracterizadas por los conjuntos de
ntmeros cuanticos angulares dados en la tabla:
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Figura 2.13: Excitacion mutua mediante canales acoplados
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Vemos que en este caso sencillo hay ya 16 funciones de ondas acopladas para
cada onda parcial, caracterizadas por los ntimeros cuanticos de la tabla anterior.
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Cada una de estas funciones de onda se resuelven con las condiciones de
contorno de una onda Coulombiana incidente en el canal de entrada y ondas
Coulombianas emergentes en todos los otros canales:

Ui%aula (r) — —

7—00

1/2
It — 1
Vo ) (Soﬂr,a s ) Ha’ (k‘a/'lﬂ)

1
6aa’F€(kr) + < %

QZ Vo
Vamos a considerar el caso de un sélo estado excitado, que supondremos un
fonén vibracional. El potencial, desarrollado en primer orden en los operadores

de deformacion da:

dVv
V(?", 052;1,) = VE)(T) - %RO Z O‘préu
o

donde los operadores de deformacién ag,se pueden poner en funcién de los ope-
radores creacion y destruccion de fonones como

= T2 (bt (1)

Las funciones de onda internas se pueden escribir como
_ gt _
Gop = by,|0 >, ¢ =10 >

El potencial de acoplamiento es

av av

Vo2 = —ERO < Gyl %:0‘2;/}/211"9%70 >= _%ROYZ“

Para cada onda parcial habra cuatro funciones de onda acopladas: (¢,1) =
(J.0),(J —2,2),(J.2),(J +2,2).

2.23.1. Potencial efectivo

La ecuacién radial corresponde a un movimiento unidimensional en la coor-
denada 7 con el siguiente potencial
R* 00+ 1)
Ver(r) = Vn(r) + Ve(r) + — —=
() = Vi) 4 V) 55
denominado potencial efectivo. El tercer término se denomina potencial centri-
fugo y tiene en cuenta la energia cinética de rotacién. Los otros dos términos
son el potencial nuclear y Coulombiano. El potencial nuclear lo supondremos
parametrizado en la forma Woods-Saxon

Vo
r—R

1+e a

VN(T) = —
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mientras que el potencial de Coulomb viene dado con suficiente aproximaciéon por

Z1Z2€2

r> R+ Ry

Vo(r) = 2/ g2 (2.13)
Z1Zse r
éRQC<3__Rz> TSRl—f—RQ

con Rc = Ry + Rs, que aproximaremos por Ro = 1,4(A1/3 + Aé/?’) .

Este potencial efectivo tiene bolsillos hasta una onda parcial, que se denomi-
na momento angular critico. Por debajo de esta onda parcial, cuando la energia
incidente no es muy diferente del méximo exterior del potencial efectivo, si uno
de los nucleos colisionantes sufre una excitaciéon despues de haber penetrado en
la zona interior de la barrera de Coulomb, ambos ntcleos pueden quedar atra-
pados, lo que origina que sufran excitaciones adicionales. Esta situacién tendra
como consecuencia que ambos nicleos permanezcan un tiempo elevado juntos, lo
que puede originar una resonancia, o la fusion de ambos nicleos. Cuando ambos
nucleos son ligeros (hasta silicio) y con un nimero par de protones y neutrones,
entonces hay una baja densidad de niveles, lo que produce que el hecho de quedar
atrapados sea reversible, y los ntcleos finalmente se separan. Este fenémeno ori-
gina una resonancia en las secciones eficaces de excitacion elésticas e inelasticas,
y también de transferencia de unos pocos nucleones. Dicha resonancia se conoce
como una resonancia molecular, debido a que el potencial efectivo recuerda el
potencial de Morse que liga las moléculas. El momento angular de la resonancia
es el de la onda parcial cuyo potencial efectivo ha producido que ambos ntcleos
queden atrapados.

2.24. Ejercicios
1. Calcular el tiempo de colisién de la reaccion 28 Pb+2% Pb en experimentos
de blanco fijo y energias del proyectil de a) 200 MeV | b) 200A MeV y para
experimentos en colisionador de ¢) 200A GeV (100-+100).

2. Calcular las barreras y radios de Coulomb Vg v R¢ para o+ o, 2C +12C,
4OC(Z+ 4OCCL y 208Pb +208 Pb.

3. Calcular el tiempo de interaccion de '2C' +'2 C' en estados resonantes de
100 keV de anchura observados en colisiones de entre 5 y 12 MeV de energia
incidente en el laboratorio. Calcular el tiempo de colisién correspondiente.

4. Obtener la transformacion de LAB a CM de una reaccién de reordenacion

at+A—=>b+B
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10.

11.

12.

. Pasar de CM a Laboratorio los siguientes puntos experimentales de la dis-

tribucion angular elastica de 325 +49 Ca a 100 MeV de energia incidente en

el laboratorio:
O (%) doem/dQU(mb)

32,5 6731.
49,5 1360.
90,5 15,4

Calcular el cociente de las seccion eficaz experimental y de Rutherford en
el sistema CM de los datos del problema anterior.

Calcular el grado de polarizacion de protones sometidos a un campo mag-
nético de 20 kG y a una temperatura de 0.1 K. El momento magnético
del protom es 2.793 py donde el magnetéon nuclear vale py = 0,50505 x
10_23erg -G71;Que campo magnético o que temperatura hacen falta para
obtener una polarizaciéon del 50 %?

Calcular el angulo de desviacion en CM para un nticleo de 2C' que incide
sobre un nicleo de “°Ca con un parametro de impacto de 5 fm y una
energia incidente en el sistema LAB de 25 MeV. Si se forma un sistema
resonante, ;Cual serd su momento angular (expresarlo como un nimero
entero de unidades £)? Calcular la distacia de maxima aproximacion entre
los nucleos.

i,Cual es el angulo de desviacién en el problema anterior cuando el pa-
rametro de impacto es del orden del radio atomico (0.1 A)?g}Hay alguna
razon para que la formula de dispersién Coulombiana no sea precisa a estas
distancias?

., Que ondas parciales describen las colisiones periféricas de Pb + Pb a 400
MeV de energia incidente del proyectil? ; A que angulos de dispersion del
proyectil en el sistema LAB corresponden? ; v en el sistema CM?

La reaccion '2C +28 Si—s 160 4+2* Mg tiene un calor de reaccién de
Q = —2,82 MeV. ;Cual es la energia umbral de '2C para que ocurra esta
reaccion? A partir de que energia incidente de'?C en el sistema LAB se
espera una seccion eficaz de reaccion apreciable? (la transferencia de una
particula a sélo ocurre con probabilidad apreciable cuando ambos ntcleos
entran en contacto (a energias mas bajas ocurre con probabilidades muy
bajas por efecto tunel). Repetid los mismos célculos cuando el proyectil es
el 28Si.

Supongamos que la reaccién anterior se estudia a 96 MeV de energia inci-
dente de 2C en el sistema LAB. ;A que energfa incidente de 0 en LAB
tendré la reaccion inversa la misma seccion eficaz?
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13.

14.

15.

16.

Consideremos las colisiones de particulas a sobre 2%Pb y supongamos
que podemos aproximar el potencial nuclear entre ambos por un poten-
cial Woods-Saxon con V' = 135 MeV, r, = 1,5 fm y a, = 0,5 fm. Comparar
la intensidad del potencial real al potencial Coulombiano a una distancia
de separacion de r = 11 fm. Calcular el valor exacto del radio y la barrera
de Coulomb y comparar con las féormulas de la sistematica dadas en clase.

En la reaccion del problema anterior ;A que energia incidente de la par-
ticula o se espera que la seccion eficaz se desvie apreciablemente de la de
Rutherford en colisiones frontales? ;A que angulo se desviard la seccion
eficaz de la de Rutherford a una energia incidente de la particula ade 25

MeV?

Calcular el factor de forma F(q) de la dispersion de electrones por nucleos
suponiendo que la densidad de carga es una esfera uniforme. Si consideramos
la dispersion dde electrones de E=750 MeV sobre 4°Ca, ;A qué valor de g
se espera el primer minimo de |F(q)|?? {A que angulo de dispersién de los
electrones corresponde? (Experimentalmente se onservan minimos a 15°,
30°y 45°).

La seccion eficaz diferencial de la reaccion **Mg(a, p)*"Al vale 5.9+0.2
mb /sr a 168° para una energia incidente de la particula a de 13.6 MeV. El
valor de ) de esta reaccion es -1.59 MeV. La reaccion inversa 2 Al(p, o)**Mg
tiene una seccion eficaz a la energfa correspondiente de 2.0+ 0.1 mb/sr. Cal-
cular el spin en el estado fundamental de ?*Mg.
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