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RESUMEN:

A partir de trabajos como el de Nelson y Plosser (1982), existe una amplia controversia sobre si la mejor
caracterizacion de muchas series temporales econdmicas es como procesos estacionarios en torno a una
tendencia, I(0), o bien como procesos con una raiz unitaria, I(1). Esta distincioén es crucial tanto con propdsitos
de modelizacion y prediccion, como para la correcta eleccion de la distribucion muestral de muchos estadisticos.
Habitualmente, para tratar de discriminar entre ambos tipos de comportamiento, se emplea alguno de los
multiples contrastes de la hipotesis nula de raiz unitaria frente a la alternativa I(0). Muchos de estos contrastes
tienen baja potencia, de forma que se incurre en un elevado riesgo de sobre diferenciacion, y, por otro lado,
generalmente la distribucion nula asintotica de los estadisticos en los que se basan dependen de la estructura
determinista de la regresion auxiliar especificada, complicando la inferencia. Por esta razon en este trabajo
analizamos el comportamiento de la serie de entradas mensuales de turistas en Canarias empleando los contrastes
KPSS (Kwiatkowski et.al., 1992), V/S (Giraitis et.al., 2003) y KS (Xiao, 2001) de la hipétesis nula I(0) frente a
I(1), incluyendo efectos estacionales. Las distribuciones asintdticas, tanto bajo la hipétesis nula como bajo la
alternativa, de estos contrastes son las mismas que en los casos estandar, lo que permite llevar a cabo un analisis
mas simple computacionalmente.

Palabras clave: Estacionariedad estocastica, estacionariedad en diferencias, sobrediferenciacion.
Clasificacion JEL: Ci2,C22, L83
ABSTRACT:

Since Nelson and Plosser (1982), a great deal of research has been focused on the debate over whether economic
time series are best characterized as trend stationarity processes (stochastic or trend stationarity, or I(0)), or as a
unit root processes (difference stationarity or I(1)). This distinction is crucial both with modelling and
forecasting purposes, but also for the correct choice of the sampling distribution of many statistics. Many
empirical econometric papers require the analysis of stationary series to in order to be of applicability standard
inferential results.. It is common in empirical work to test the null hypothesis of a unit root process against the
alternative of stationarity I(0). However, on the basis of the low power of this type of tests, there exists a high
risk of over-differentiating. Moreover, the asymptotic null distribution of these test statistics highly depends on
the deterministic structure of the auxiliary regression which might complicates the inference in practice. For
these reasons, this paper analyses monthly tourist arrivals to the Canary Islands by using KPSS (Kwiatkowski
et.al., 1992), VS (Giraitis et.al., 2003) and KS (Xiao, 2001) tests of the null of stochastic stationarity against the
alternative of a unit root with seasonal effects, in which case the asymptotic distribution under the null and the
alternative remains the same as in the standard case, which allows a simple computational analysis.

Key-words: Stochastic stationarity, difference stationarity, overdifferencing.
JEL Classification: Cl2,C22,L83



1. Introduccion.

El turismo doméstico e internacional representa en Canarias una de las principales actividades
economicas, ademas de ser el principal destino turistico en Espafia en la temporada invernal,
lo que justifica la importancia de la modelizacidon en términos econométricos de las series de
turismo, tanto con fines explicativos del fenomeno como de prediccion. Las series mensuales
de entradas de turistas tienen un marcado componente estacional, como indican muchos
recientes trabajos empiricos (ver, por ejemplo, Hoti et.al. (2006), Cunado y Gil-Alafia (2008)
y Gil-Alaiia et.al. (2008) entre otros'). Sin embargo, mas alla de esta caracteristica, no existe
un consenso y un tratamiento unificado de estas series desde el punto de vista de su
comportamiento estocastico, es decir, si se trata de procesos estacionarios en torno a un
componente determinista, 1(0), o bien si se trata de procesos no estacionarios, tanto de raiz
unitaria, I(1), o de integracion fraccional, I(d), d > 0. Los trabajos empiricos mencionados
anteriormente asumen uno de estos comportamientos a priori para implementar
posteriormente un cierto modelo econométrico. En este trabajo se estudia la naturaleza
estocastica de estas series, como paso previo a la especificacion de un modelo particular,
analizando los resultados de algunos de los contrastes noparamétricos de la hipotesis 1(0)
frente a I(1) més habitualmente utilizados en la practica (KPSS, V/S y KS), asi como de un
contraste noparamétrico de la hipotesis contraria, I(1) frente a 1(0), a modo de andlisis
confirmatorio y teniendo en cuenta la estructura comin que comparten todos estos
estadisticos”. Ademas de la aplicacién empirica descrita de estos procedimientos, el trabajo
tiene también como objetivo establecer algunos resultados analiticos y numéricos en relacion
con la distribucion asintdtica y en muestras finitas de estos estadisticos de contraste ante la
inclusion de dummies estacionales para cualquier frecuencia, generalizando y extendiendo los

resultados obtenidos por Phillips y Jin (2002) para el caso del contraste KPSS.

La organizacion del trabajo es como sigue. La seccion 2 introduce en detalle la formulacion y
construccion los estadisticos de contraste noparamétricos de estacionariedad estocastica
estudiados, asi como del contraste noparamétrico de raiz unitaria de Breitung (2002, 2004),

dada la especificacion de un modelo donde el componente determinista es generalmente una

" En Gil-Alafa et.al. (2008) pueden consultarse las referencias mas recientes que tratan el anélisis de las series de
entradas de turistas en Canarias y su importancia.

* Empleando series mensuales de entradas de turistas en Singapore, Lee (2009) realiza un anélisis similar a este
que se presenta, enfrentando los resultados de los contrastes KPSS y ADF.



tendencia polinomial de orden prefijado. La seccioén 3 incluye la especificacion del modelo
donde el componente determinista incluye dummies estacionales y formaliza los resultados de
invarianza de la distribucion de los contrastes de estacionariedad y de raiz unitaria ante la
inclusion de estos términos, generalizando y extendiendo el resultado previo de Phillips y Jin
(2002), en el sentido de que se establece para cualquier frecuencia estacional e incluye el caso
donde el tamafio muestral no es un multiplo entero de la frecuencia estacional. Las pruebas de
las proposiciones formuladas se recogen en los apéndices B y C. La seccion 4 contiene el

analisis empirico de las series consideradas y la seccion 5 concluye.
2. Contrastes de estacionariedad estocastica en series temporales lineales

En este trabajo vamos a considerar los resultados del andlisis de algunas de las propuestas de
contrastes de la hipotesis nula de estacionariedad de primer orden en torno a un componente
determinista, 1(0), frente a la alternativa de no estacionariedad estocastica (o estacionariedad
en diferencias), I(1). En particular, vamos a considerar contrastes basados en el
comportamiento de funciones de sumas parciales de residuos MCO de una regresion auxiliar
derivada del modelo propuesto bajo la hipotesis nula, con ajuste noparamétrico por la posible

heterogeneidad y/o dependencia en la distribucion de los términos de error.

El modelo basico es el denominado modelo de nivel-local generalizado, dado por el siguiente

par de ecuaciones

y,=d,(p)+r+¢, t=1,.,n (ecuacion de medida) (2.1)

!
A A TR A Zui (ecuacion de transicion) (2.2)
i=1

donde, sin pérdida de generalidad, el valor inicial o puede considerarse nulo’, d,(p) es el

kernel determinista parametrizado como d{(p) = x; ,8,, y donde los términos de error {€,, u,}

son de media nula y mutuamente independientes. La hipdtesis nula de 1(0) viene dada por

0. =Var(u,) =0, mientras que la alternativa de raiz unitaria se corresponde con 0’ >0. A

* En el caso de considerarse fijo (no nulo), puede simplemente afiadirse al término constante sin modificar los
resultados. En caso de considerarse no fijo (aleatorio), todos los resultados asintoticos siguen siendo validos bajo
el supuesto 7y = o(Vn).



continuacion se introducen los supuestos adoptados habitualmente para los componentes

determinista y aleatorio del modelo.

Supuesto A. Componente determinista. Existe una matriz no estocastica, cuadrada y no
singular, D,, que permite normalizar los componentes del vector de disefio x;,, tal que

D,x 6 =Dx,,, =X,,, » X,(r), uniformemente sobre r [J [0,1] cuando n — o, donde

X,(r) es una funciéon continuamente diferenciable en [0,1]. En el caso de una tendencia
polinomial de orden p, x,; , =(1,¢,...,t"), D, = diag(1, n'n?), yX,(r)=(1,r,...,r"). Este
supuesto implica que la funcion limite es de variacion acotada, lo que permite asegurar la
convergencia de integrales estocasticas que incluyan estos términos. Este supuesto también

resulta suficiente en el caso de considerar posibles cambios estructurales en el componente

.., 4 .
determinista”, es decir, cuando

dt (p) = (xt’,pahz,,p (T))(gpja ht'p = (ht(TO):t'ht(Tl):---:tp.ht (Tp)):
p
donde las variables indicadores 4,(T,) =1(¢ >[nT,]) y se supone para el i-ésimo componente
un punto de ruptura determinista conocido T, J(0,1) (i =0, 1, ..., p). Si, para simplificar, se

considera que T, = T [Ji=0,1,...,p, en este caso se tendria que

Db, (O=h,, (O H (Tr)=0r.r")I(r>0)=X,0)[r>1).

Supuesto B. Propiedades de los términos de error. En general resulta suficiente la
consideracion de que los procesos (&, u,) son mutuamente independientes, débilmente
dependientes, ambos con media nula, autocovarianzas Ve(h) = E(€£€11) ¥V Yu(h) = E(urup),

respectivamente, y varianza a largo plazo (LRV: long-run variance) « >0 y ) >0, con
0. =Var(u,) la varianza a corto plazo de u,. De esta forma se consigue que las sumas
]

. . - [n . . .. . . .
parciales estandarizadas n 1/22 -, (€,,u;) satisfagan un principio de invarianza necesario
J=

(TCLF). Existen muchos refinamientos posibles y condiciones de regularidad més técnicas

* En el caso de inclusion de un cambio estructural potencial en el modelo, la estructura del analisis es idéntica a
la del caso estandar, con diferencias Gnicamente en la distribucion asintotica de los estadisticos de contraste (ver,
por ejemplo, Busetti y Harvey (2001)).



que garantizan este supuesto. Estos incluyen, por ejemplo, un filtro lineal bajo condiciones de
momento y de sumabilidad de los coeficientes como en Phillips y Solo (1992), un supuesto de
secuencias de martingala en diferencias (MDS) bajo condicidon de existencia de momento al
menos de segundo orden como en Chan y Wei (1988)°, o bien condiciones de mezcla fuerte
como en Xiao y Lima (2007) donde se considera el caso de errores L,-NED (Near Epoch
Dependent). Obviamente, todos estos supuestos son generalizaciones del supuesto mas débil

iid con varianza finita, donde se verificaria inmediatamente el TCLF estandar.

El contraste KPSS de Kwiatkowski et.al. (1992) es una generalizacion del contraste LM de
una cola y del contraste LBI (Locally Best Invariant) para la hipétesis 0> =0, debidos a

Nyblom y Makelainen (1983) y Nabeya y Tanaka (1988), de forma que puede expresarse

como funcion de los residuos MCO de una regresion lineal auxiliar de la forma
y,=d(p)+n, =x,B,+n, 1=1..n (2.3)

El ¢-ésimo residuo MCO viene dado por
-1 -1
~ n n n n
A — S — ! ] _ o 1 ~ ~1 1 ~
Ny = xt,po,n =N, —x, EZ xj,pxj,p} zxj,pnj =N, = Xy [7zxj,pxj,p\J T 2%
j=1 j=1 j=1

Teniendo en cuenta que bajo la hipétesis nula 0> =0, se tiene que N, = & y bajo la condicién

B anterior, se obtiene el siguiente resultado de distribucion asintética para el proceso de suma

parcial escalado de residuos MCO,

(2.4)

_11

= w0V, (1) =w,| W(r) —jx; (a)da ( j X, (a)X;(a)da] jXp(a)dW(a)

donde se ha considerado que ¢ = [n-7], r U [0,1], y V,(r) es un proceso denominado puente

Browniano generalizado. En el caso de ajuste de la media, p = 0, se tiene que Vo(r) = W(r) —

> El filtro lineal en la aproximacién de Phillips y Solo (1992) es una generalizacion del principio MDS, puesto
que permite efectuar una descomposicion del término de error en una secuencia de martingala en diferencias.



rW(1) es un proceso de puente Browniano estandar, mientras que en el caso de ajuste por la
1
media y una tendencia lineal, p = 1, se tiene que Vi(r) = Vo(r) + 6r(1-r)[ 3 W(1) - .[0 W(a)da],

que es un proceso de puente Browniano de segundo nivel. Asi, teniendo en cuenta (2.4), se
han considerado tres procedimientos de contraste de la hipdtesis nula de estacionariedad
estocastica empleando distintas formas de cuantificar las fluctuaciones de este proceso. Estos
son el contraste KPSS (Kwiatkowski et.al., 1992), el contraste de V/S (Giraitis et.al.,
2003,2005) y el contraste KS (Xiao, 2001), que etiquetamos como M (q,,p),i=1,2, 3,

respectivamente, y que vienen dados por las siguientes expresiones

- 1 noo.

MO ,P)=———— S? , 2.5

2 (g, D) nzdﬁ(qn); (2.5)
| " (L ’

M ,P)=——— 5‘2 -—— S , 2.6

w4 P) g\ = " on\E 29

y

A 1 A A

Mr(t3) (Qnﬂp) = maXt_ n | St _LSn | (27)
G.)n(qn)\/; =l,..., P n N

El contraste de varianza reescalada basado en el estadistico V/S, i = 2, tiene una distribucion
asintotica similar a la del contraste KPSS y se ha demostrado presenta un mejor balance entre
tamafio y potencia que este ultimo. El contraste KS, i = 3, en lugar de descomponer el proceso
estocastico en un paseo aleatorio y en un componente estacionario y derivar un contraste tipo
LM bajo el supuesto de normalidad, se deriva de observar simplemente las fluctuaciones en la

serie temporal empleando la métrica de Kolmogorov-Smirnov.

Observacion 1. En el caso de ajuste MCO de la regresion auxiliar con constante y tendencia
lineal, p = 1, se tiene que z:l S =0 (ver Apéndice A), de forma que los contrastes V/S y

=1 Lp

KPSS coinciden.

Observacion 2. En el caso de regresion auxiliar que incluya un término constante se tiene que

>

. [N ~r(3) | -1/2
S, ,= 0, de forma que el estadistico KS se reduce a M, (g,, p) =®, (g,)n"~ max,_



En los tres casos, la medida bésica de fluctuacion considerada del proceso »™*-S,,,  se ha

estandarizado por un estimador consistente de la varianza a largo plazo. Existen, basicamente
dos aproximaciones a esta estimacion: una enteramente noparamétrica (LRV-HAC) y otra
paramétrica, que combina un preblanqueamiento (PW: prewhitening) de los residuos del
ajuste MCO en (2.3) mediante una autoregresion y una posterior recoloracion de estos con
una correccion noparamétrica (PWLRV-HAC). En el primer caso, se utiliza un estimador
HAC (Heteroskedasticity and Autocorrelation Consistent) basado en una funcion kernel, w(z),
que introduce una ponderacion decreciente en la estructura de autocovarianzas muestrales, de

la forma

n—1 n
d)zn(Qn) = vO,n +2Z W(h, qn)vh,n H vh,n = n_l Z ﬁt,pﬁt—h,p
h=1

t=h+1

donde la funcién kernel es una funcién par y continua con w(0) = 1, [w(z)| < 1 y de variacion
cuadratica acotada J. w’(z)dz <o, mientras que el pardmetro de retardo médximo

(bandwidth), ¢,, debe verificar g, — ©, ¢,/n — 0 cuando n — oo y se ha demostrado que una

condicion general para la consistencia es g, = Op(n)‘), A0(0,1/2) (g, = op(nl/z)), de forma que

n—1 6 . . . . .,
z b (1) w(h,q,) =O(n") cuando g,,n — °. Existen diversas opciones para la determinacién

del retardo maximo ¢,. Para un kernel dado puede optarse por establecer un valor en un nivel
fijo, generalmente de la forma g, = [¢-(n/100)""], con ¢ = 0, 4, 12, y donde b depende del
kernel utilizado, de forma que se garantice la condicion de consistencia, o bien considerar la

estimacion de dicho valor, ¢, , siguiendo algin principio de minimizaciéon del ECM de la

estimaciéon mediante algiin procedimiento automatico dependiente de los datos, como los
métodos de Andrews (1991) o de Newey y West (1994) (NW). En el contexto de la
construccion de contrastes noparamétricos de estacionariedad, los estadisticos basados en el
estimador NW sufren de graves distorsiones en el tamafio empirico. Andrews y Monahan
(1992) encuentran que los estimadores LRV con preblanqueamiento proporcionan menores
distorsiones en el tamafio empirico de estos contrastes que los estimadores basados en NW y

ofrecen una alternativa consistente a la estimacion LRV noparamétrica. Asi, en el caso del

% En diversos trabajos tedricos sobre la estimacion LRV-HAC se impone el supuesto 1/, + ¢.,/Vn — 0 cuando n
— oo, Obviamente, esta condicion se verifica siempre que g, = o,,(n”z).



preblanqueamiento mediante el ajuste de wuna autoregresion de la forma

0., = z; an,., te. (d),el estimador PWLRV-HAC viene dado por

n n d
(’bi (qn) = Ad,n (1)_2 (A)-j (Qn)’ Ad,n (1) = 1 _zai,n s

i=1

n-l n
Gi (qn) = go,n (p) + 22 W(h’ qn )gh,n (p)7 gh,n (p) = nfp gh,n H gh,n = n_l Z ét,p (d)ét—h,p (d)
h=1

t=h+1

donde n/(n—p) es un factor de correccion por el uso de los residuos MCO de (2.3). Esta
propuesta se debe fundamentalmente a Andrews y Monahan (1992) y Sul et.al.(2005) que
prueban que, a pesar de incurrir en un sesgo adicional por la estimacion de los coeficientes
autoregresivos, puede obtenerse una mejora en las propiedades de tamafo y potencia de estos
contrastes. Finalmente, cualquiera de estos procedimientos puede completarse con la
consideracion de cotas que controlen el bandwidth estimado evitando posibles inconsistencias
en los contrastes’. Para mas detalles sobre estimacién HAC ver, por ejemplo, den Haan y
Levin (1997, 2000), y sobre la computacion de contrastes de estacionariedad, Carrion-i-
Silvestre y Sansé (2006). En cualquier caso, teniendo en cuenta el resultado (2.4), la

estimacion consistente de la varianza a largo plazo, @ (g,) & %, y haciendo uso del teorema

del mapeado continuo, se tiene que la distribucion nula asintética de estos estadisticos de

contraste vienen dadas por

1

M (q,,p)= [V, () dr, (2.8)
0

A 1 1 2

M (q,,p)= [V, () dr —( [, (,»)er : (2.9)

0 0
y
M (4,,P) = $Upee |V, (1) =1V, ()] (2.10)

En el caso p = 0 de correccion por la media en la regresion auxiliar, la distribucion asintotica

del estadistico de contraste V/S, i = 2, admite la representacion lim __ Pr(M?(g,,0)< x) =

7 Ver, por ejemplo, las reglas propuestas por Choi y Ahn (1995, 1999) y Kurozumi (2002) para el caso de la
estimacion no paramétrica, y por Sul et.al. (2005) en el caso de la estimacion paramétrica.



1+ 22::1(—1)” exp(—2h°TCx), que es la funcion de distribucion asintotica del estadistico de

Kolmogorov estandar evaluada en TW/x, mientras que en caso del contraste KS, i = 3, en el

caso de inclusion de un término constante en la regresion auxiliar (2.3), se tiene que

M(q,, p) = supoeo |V, ().

En este trabajo vamos a considerar adicionalmente un contraste de la hipdtesis I(1) (raiz
unitaria) frente a la alternativa de estacionariedad estocdstica, estrechamente relacionado con
estos contrastes anteriores. Es el contraste de Breitung (2002, 2004) basado en un estadistico

de raz6n de varianza dado por
p.(p)=n" 8., 1> A, (2.11)
t=1 t=1
y que esta relacionado con el estadistico de contraste KPSS (2.5) de la forma

A (0 1)
p,(p) =52 M (q,, p) 2.12)

A diferencia del contraste KPSS, el estadistico de razon de varianza es un contraste de cola
inferior que rechaza la hipotesis I(1) en favor de 1(0) para valores pequefios del estadistico.

Bajo la hipotesis 1(1), de forma que en (2.3) y (2.4) n, =Et+zt<:1ui’ y considerando

adicionalmente que 0. =0, entonces se tiene que la distribucién asintética nula de este

estadistico no dependen de ningtin pardmetro molesto y viene dada por

ﬁn(p):jUVp(a)da] dr/ij(a)zda (2.13)

A diferencia de muchos otros contrastes de I(1) frente a 1(0), este procedimiento requiere
calculos muy sencillos y presenta buenas propiedades de potencia y control del tamafio. El
propdsito de considerar este contraste de la hipotesis contraria es doble. En primer lugar, en la
aplicacion de la seccion 4 a modo de andlisis confirmatorio de los resultados obtenidos y, en
segundo lugar, en la proxima seccion 3 para establecer la invarianza de esta distribucion
asintotica ante la inclusion de dummies estacionales en la regresion auxiliar de estos

contrastes.



3. Contrastes de estacionariedad con dummies estacionales

Vamos a considerar en lo que sigue, el caso de la inclusion de efectos estacionales en los
casos mas habitualmente utilizados en la practica de la especificacion del componente
determinista en el modelo de nivel-local generalizado: correccion estacional en la media (p=0)
y correccion estacional en media y en la tendencia (p = 1), de forma que la ecuaciéon (2.1)

viene dada por
¥, =2 By +B1)S,, +r,+E, t=1.n (3.1)
i=1

donde &;, = (¢t U i) es un indicador de que la observacion pertenece a la estacion i-ésima. En
el caso de que el tamafio muestral, n, sea un multiplo exacto de la frecuencia estacional, s, se
tiene que &;; = 1 si ¢t = i+(j—1)s, con j = 1, ..., m y m = (n/s) es el nimero de periodos
estacionales completos en la muestra. El siguiente cuadro recoge los distintos modelos que
pueden obtenerse como casos particulares de (3.1) y que seran utilizados en el andlisis

empirico de la siguiente seccion.

Modelo Restricciones sobre los coeficientes Especificacion final p

M1 B, =By.B, =00i=1,...,s ¥, =B, +n, 0

(término constante)

M2 Bo,':BoaB],'zﬁl Di:l,...,S yt:BO+Blt+nt 1

(constante y tendencia lineal)

M3 =00i =105 -3 4 0

(efectos estacionales en el nivel) B“ e Ye= ;BO"Q” n,

M4 =B, 0i=1..s :t+s S+ 1

(efectos estacionales en el nivel y tendencia lineal) B” Bl > i Bl ;BOI AL

M5 Ninguna y, = Z B, +B,)8,, +n, 1
i=1

(efectos estacionales en el nivel y la tendencia)

Phillips y Jin (2002) demuestran tedricamente la invarianza de la distribucion asintotica nula
y bajo la alternativa y la consistencia del contraste KPSS ante la inclusién de dummies
estacionales en el caso particular de que el efecto estacional sea trimestral (s = 4) vy,
especialmente, en el caso restrictivo de que el tamafio muestral, #, sea un multiplo exacto de
dicha frecuencia, n = m-s, donde m es el numero de periodos estacionales completos. En este
trabajo se generaliza dicho resultado al caso de una frecuencia estacional genérica, s, y
especialmente al caso de que el tamafio muestral no sea un multiplo exacto de la misma, es
decir, cuando n = m-s + k,(m,s), donde m = [n/s] y k = k,(m,s) = n — m-s, donde [x] denota la

parte entera de su argumento. Estas & observaciones adicionales, correspondientes a una

10



estacion incompleta, pueden estar situadas al inicio o al final de la muestra, pero en este
trabajo se considerara este ultimo caso por corresponderse con la situacion en la aplicacion de

la seccidn 4, aunque no supone ninguna pérdida de generalidad.

El modelo (3.1) puede escribirse en forma vectorial como

yo=@d o rd B \4rve 1=1..n (3.2)
t t,s t,s B t t

s

donde d;, =(3,,,...0,,) ¥ B, =(B,;,--.B,)" 7 =0, 1. En lo que sigue, el estimador MCO de

los parametros del modelo, los correspondientes residuos MCO vy el proceso de suma parcial

normalizado de los residuos se denotaran, en el caso p = 1, como

B ) (& d N ) o dy,
B0 (B ) 253

A ()=n,—d, B, (s)=Bo,)~td, B (s)-B.) (t=1,..n),

[nr] [nr] [nr

X [or] X ] X
S[nr],l (s)= Z Iﬁj,l (s)= Z n, - Zd},s (BO,n (s)- Bo,s) - Z j'd;',s (Bl,n (s)— Bl,s)

respectivamente, mientras que en el caso p = 0 se tiene 0, (s)=n, —d, ([ASO)” (s)=Bo,) ¥

t=1

n [nr] " n -1 n
Siw0(8) = z A,0(s), con By, (s)= (z dt,sdt',sj de v, . En la siguiente proposicion se
j=1 t=1
plantea la invarianza de la distribucion KPSS en este caso general considerado.

Proposicion 1. Distribucion asintotica del test KPSS en el caso n > [m-s]

Bajo los supuestos A y B de la seccion 2, y dado el modelo (3.1) con dummies estacionales,
bajo la hipotesis nula de estacionariedad estocastica 1(0), la distribucion asintotica nula
del estadistico de contraste KPSS es la misma que en el caso estandar para correccion en

la media (p=0) o de correccion por la media y por una tendencia lineal (p=1) (ec. (2.8)).

Prueba. La prueba de este resultado se presenta en el Apéndice B, donde se incluye

adicionalmente la prueba de consistencia del contraste y de invarianza de la distribucion
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asintdtica bajo la hipotesis alternativa. Adicionalmente se incluyen los resultados de un

pequeiio ejercicio de simulacién en muestras pequenas que verifica este resultado.

Una aplicacion inmediata de este resultado es la invarianza de la distribucion asintotica nula,
bajo la alternativa y la consistencia de los contrastes de estacionariedad V/S y KS, que se

plantea en la siguiente Proposicion 2.
Proposicion 2.

Bajo los supuestos A y B de la seccion 2, y dado el modelo (3.1) con dummies estacionales,
bajo la hipotesis nula de estacionariedad estocastica 1(0), la distribucion asintotica nula
de los estadisticos de contraste V/S y KS es la misma que en el caso estandar para
correccion en la media (p=0) o de correccion por la media y por una tendencia lineal

(p=1) (ecs. (2.9) y (2.10) respectivamente).

Prueba. El resultado se sigue inmediatamente por la Proposicion 1 y la aplicacion del

Teorema del Mapeado Continuo.

Finalmente, y por extension de estos resultados en relacion con la estructura particular de esta
regresion con dummies estacionales, la siguiente Proposicion 3 plantea la invarianza de la
distribucion asintética nula del estadistico de contraste de I(1) frente a 1(0) de Breitung (2002,

2004) ante la inclusion de tales regresores.
Proposicion 3.

Bajo los supuestos Ay B de la seccion 2, y dado el modelo (3.1) con dummies estacionales,
bajo la hipétesis de raiz unitaria I(1), es decir, cuando 0. =0 y 0. >0, el estadistico de
Breitung (2002,2004), ecuaciones (2.11) y (2.12), tiene la misma distribucion asintotica

(ecuacion (2.13)) que en el caso estandar para correccion en la media (p=0) o de

correccion por la media y por una tendencia lineal (p=1).

Prueba. La prueba de esta proposicion se recoge en el Apéndice C, siguiendo basicamente los
resultados obtenidos en el Apéndice B para la prueba de la proposicion 2. Se incluye ademas
en el mismo los resultados de un ejercicio de simulacion donde se evidencia tanto dicha

invarianza como la estabilidad de la distribucion incluso en muestras muy pequeiias.
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4. Aplicacion a las series mensuales de entrada de turistas en Canarias

En esta seccion se presenta el analisis de los resultados de estos cuatro estadisticos para el
contraste de las hipotesis planteadas, con el propdsito de tratar de determinar el
comportamiento de las series mensuales de entradas de turistas en Canarias. En particular, se
han considerado las series mensuales (s = 12) de entradas de turistas en Canarias para el
periodo enero 1993-marzo 2009, con un total de » = 195 observaciones, correspondientes a 16
periodos estacionales completos (afios) mas tres observaciones adicionales. Las series
consideradas son el total de entradas, agregado por origenes, y las series de entradas
desagregadas por los principales origenes: Alemania, Reino Unido, Holanda, Francia, Suecia
y resto. Los siguientes graficos muestran el comportamiento de estas siete series para el
periodo muestral considerado.
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1 12 23 34 45 56 67 78 89 100 111 122 133 144 155 166 177 188

Grafico 1.a. Entradas totales de turistas en Canarias (enero 1993-marzo 2009)
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Grafico 1.b. Entradas de turistas procedentes de Alemania  Grafico 1.c. Entradas de turistas procedentes de RU
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Grafico 1.d. Entradas de turistas procedentes de Holanda  Grafico 1.e. Entradas de turistas procedentes de Francia
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Grafico 1.f. Entradas de turistas procedentes de Suecia  Grafico 1.g. Entradas de turistas. Resto de origenes

En todas las series se observa un comportamiento estacional y, especialmente, a nivel de las
series de entradas de turistas por origenes también se observa un posible cambio estructural en
el componente determinista. Sin embargo, en este andlisis inicial vamos a omitir esa
posibilidad, puesto que serd objeto de andlisis en un trabajo posterior. Lee et.al. (1997)

demuestran que bajo I(0), la omisién de un cambio estructural implica que los estadisticos de
contraste KPSS divergen, en particular, M W(gq,,p)= O,(n/q,), de forma que tienden al

sobrerechazo de la hipdtesis nula de estacionariedad. En cambio, bajo I(1), la distribucion
asintotica no se ve afectada por la omision del cambio estructural. Por tanto, la omision de un
cambio estructural puede ser causa espurea de rechazo de la hipdtesis nula I(0) frente a I(1).
Busetti y Harvey (2001) presentan como implementar el contraste KPSS en el caso de cambio
estructural asi como la distribucion asintdtica nula apropiada. En el caso del estadistico de
contraste I(1) frente a I(0), Breitung (2002) indica que dicho contraste es robusto ante la
omision de cambio estructural®. En los cuadros de resultados se sefiala en negrita los casos
para los que la hipotesis I(0) no puede rechazarse al 5% de significacion utilizando los
contrastes de estacionariedad y donde se rechaza la hipdtesis I(1) empleando el contraste
noparamétrico de RU, indicando una confirmacién del resultado I(0). Los percentiles criticos

empleados son los siguientes.

PERCENTILES CRITICOS AL 5% DE SIGNIFICACION

Contrastes 1(0) vs I(1) Contraste
Modelos KPSS VIS KS 1(1) vs 1(0)
M1,M3 0.46035 0.18649 1.34744 0.01046
M2,M4 M5 0.14661 0.14661 0.90202 0.00355

Nota. Valores criticos calculados empleando 50000 replicaciones de Monte Carlo con 10000
observaciones y ruido blanco iidN(0,1).

¥ Bierens (2002) establece mediate simulacion la robustez del contraste propuesto frente al caso de un proceso
I(1) con cambio estructural, TAR(1) para la serie en diferencias. Afonso-Rodriguez,J.A. (2009): On Breitung’s
nonparametric unit root test under structural change, mimeografia, prueba que tanto el numerador como el
denominador del estadistico divergen a la misma tasa en el caso I(1) con cambio estructural, de forma que el
estadistico de contraste es 0,(1) y, por tanto, robusto.
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Cuadro 1. SERIE DE ENTRADAS TOTALES DE TURISTAS EN CANARIAS

Test KPSS Test V/S Test KS Test RU de

SRV  LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV  LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV  LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(Q3) Breitung

Modelo 1 4.907 0.812 0.868 1.733 1.578 0.261 0.279 0.557 3911 1.591 1.645 2.934-107° 0.02517
0.868 0.737 0.279 0.237 1.645 1.914-10°%

2 1.325 0.319 0.421 0.023 1.836 0.900 1.035 7.177-107 0.00679
0.421 0.017 1.035 6.217-1077

3 9.345 0.805 0.474 0.681 3.237 0.279 0.164 0.236 5.330 1.565 1.201 1.651-107° 0.04792
0.854 0.614 0.296 0.213 1.611 1.569-10°°

4 3.520 0.341 0.236 0.029 2.827 0.879 0.732 7.505-1077 0.01805
0.361 0.083 0.905 1.261-107°

5 3.629 0.342 0.211 0.026 2.877 0.883 0.694 7.846:107 0.01861
0.361 0.103 0.908 1.563-10~°

Notas.

SRV: Estimacion sin correccion por heterocedasticidad y/o autocorrelacion, empleando la varianza residual de los residuos MCO.

LRV-HAC(1): Estimacién consistente de la varianza a largo plazo empleando el kernel de Bartlett y bandwidth fijo, ¢, = [¢:(#/100)""*], ¢ = 12, b =4.

LRV-HAC(2): Estimacion consistente de la varianza a largo plazo empleando el kernel de Bartlett y el método automatico de Andrews (1991). La primera fila presenta el resultado
obtenido empleando la estimacion dependiente de los datos del bandwidth, mientras que la segunda fila presenta el resultado obtenido al aplicar la cota superior propuesta por

Kurozumi (2002), con 8= 0.7.

LRV-HAC(3): Estimacion consistente de la varianza a largo plazo con preblanqueamiento de los residuos MCO de la regresion auxiliar de los contrastes, mediante el ajuste MCO de
una autoregresion con 12 retardos y posterior recoloracion, siguiendo la propuesta de Andrews y Monahan (1992) y Sul et.al. (2005). La primera fila indica el resultado con
estimacion de la varianza a corto plazo, mientras que la segunda fila indica los resultados con estimacion LRV-HAC empleando el kernel de Bartlett con bandwidth fijo, ¢, =

[e:(n/100)"8], =4, b=4.

Cuadro 2. SERIE DE ENTRADA DE TURISTAS EN CANARIAS CON ORIGEN ALEMANIA

Test KPSS Test V/S Test KS Test RU de
SRV  LRV-HAC(®1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV  LRV-HAC(®1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV  LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) Breitung
Modelo 1 0.796 0.283 0.371 0.136 0.768 0.273 0.356 0.131 1.479 0.882 1.009 6.454-10° 0.00408
0.371 0.072 0.358 0.069 1.009 4.699-10°°
2 0727 0.262 0.342 0.185 1.382 0.830 0.948 7.889-10° 0.00373
0.342 0.098 0.948 5.749-107°
3 2454 0.321 0.379 0.113 2.304 0.302 0.356 0.106 2.479 0.897 0.975 3.812-107° 0.01259
0.379 0.097 0.356 0.091 0.975 3.540-10°
4 2166 0.288 0.339 0.154 2.331 0.850 0.923 4.643-107° 0.01111
0.339 0.132 0.923 4.312-107°
5 2211 0.288 0319 0.152 2.362 0.852 0.897 5.515-107° 0.01134
0.319 0.135 0.897 5.201-10°°
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Cuadro 3. SERIE DE ENTRADA DE TURISTAS EN CANARIAS CON ORIGEN REINO UNIDO

Test KPSS Test V/S Test KS Test RU de
SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(Q3) Breitung
Modelo 1 9.768 0.881 0.614 0.499 3.496 0.317 0219 0.179 5.265 1.582 1.318 2.220-107° 0.04969
0.939 0.190 0.336 0.069 1.631 1.538-107¢
2 2.800 0314 0.286 0.004 2.563 0.857 0.817 4.781-1077 0.01417
0.335 0.029 0.885 1.461-107°
3 11.172 0.879 0.402 0.273 4.012 0.318 0.145 0.098 5.597 1.573 1.062 1.732-107° 0.05693
0.936 0.569 0.336 0.209 1.620 2.519-10°°
4 3502 0314 0.192 0.001 2.864 0.853 0.667 2.110-1077 0.01775
0.334 0.099 0.879 2.568-107
5 3.634 0314 0.165 0.003 2.900 0.855 0.618 5.225.1077 0.01838
0.334 0.141 0.880 3.664-10°
Cuadro 4. SERIE DE ENTRADA DE TURISTAS EN CANARIAS CON ORIGEN HOLANDA
Test KPSS Test V/S Test KS Test RU de
SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) Breitung
Modelo 1 3.825 0.383 0.368 15.849 2.319 0.082 0.088 3.341 3.796 1.169 0.891 3.632:107 0.00256
0.373 0.051 0.079 0.016 1.163 4.661-107
2 2177 0.139 0.133 1.288 2.379 1.033 0.679 2.689-107 0.00158
0.137 0.033 1.031 4.834:10°°
3 5.810 0.385 0.362 18.874 3.607 0.080 0.086 3.908 4.654 1.158 0.823 4.026:107 0.00279
0.375 0.224 0.078 0.066 1.158 2.220-10°°
4  3.567 0.138 0.135 1.422 3.005 1.019 0.437 2.949-10° 0.00171
0.137 0.090 1.025 1.842:107°
5 3.692 0.137 0.136 1.374 3.026 1.003 0.381 2.613-107 0.00172
0.137 0.176 1.017 3.122:107
Cuadro 5. SERIE DE ENTRADA DE TURISTAS EN CANARIAS CON ORIGEN FRANCIA
Test KPSS Test V/S Test KS Test RU de
SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) Breitung
Modelo 1 10.278 0.571 0.359 34.614 2.301 0.116 0.086 6.698 4.743 1.151 0.839 3.245-107 0.01351
0.586 1.249 0.116 0.174 1.149 1.734-10~
2 0.289 0.175 0.137 2235 1.627 1.037 0.484 2.718-10° 0.00222
0.175 0.178 1.041 1.711-1075
3 14.286 0.572 0.357 34.348 3.288 0.115 0.086 6.664 5.545 1.144 0.817 3.404-107° 0.01410
0.586 2.349 0.115 0.319 1.148 3.227107
4 0.703 0.174 0.138 2.149 2.314 1.029 0.429 2.826-107 0.00225
0.175 0.304 1.039 3.218:10°°
5 0.853 0.173 0.139 2.043 2.478 1.017 0.411 2.609-10° 0.00227
0.174 0.558 1.033 4.606-10~°
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Cuadro 6. SERIE DE ENTRADA DE TURISTAS EN CANARIAS CON ORIGEN SUECIA

Test KPSS Test V/S Test KS Test RU de

SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(Q3) Breitung

Modelo 1 0.365 0.404 0.376 6.305 0.252 0.089 0.093 1.379 1.303 1.175 0.969 3.504-107 0.00154
0.397 0.192 0.087 0.064 1.166 1.866-10~°

2 0277 0.131 0.135 0.658 0.979 1.049 0.798 2.525-10° 0.00066
0.129 0.102 1.044 2.108-107°

3 3.091 0.423 0.364 16.254 2.489 0.083 0.088 3.136 3.271 1.139 0.841 4.101-107 0.00410
0.412 0.359 0.080 0.084 1.139 2.644-10°°

4 2723 0.128 0.135 1.025 2.479 1.004 0.533 2.815-107 0.00144
0.125 0.099 1.011 2.416-107°

5 2791 0.128 0.135 0.992 2.533 0.998 0.488 2.580-10° 0.00145
0.125 0.117 1.009 2.949-107°

Cuadro 7. SERIE DE ENTRADA DE TURISTAS EN CANARIAS CON ORIGEN RESTO DE PAISES
Test KPSS Test V/S Test KS Test RU de

SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) SRV LRV-HAC(1) LRV-HAC(2) LRV-HAC(3) Breitung

Modelo 1 4999 0.807 0.175 0.005 0.649 0.164 0.102 0.001 3.196 1.239 0.618 4.333.107 0.02169
1.007 0.106 0.195 0.015 1.391 2.015-107°

2 0.198 0.076 0.077 0.116 0919 0.809 0.898 1.124-107° 0.00064
0.098 0.007 0.853 3.459-107°

3 13.652 0.840 0.164 0.092 1.901 0.177 0.099 0.018 5.172 1.224 0.629 1.927-107° 0.06444
0.925 0.474 0.186 0.073 1.297 2.405-10~°

4 1513 0.071 0.077 0.086 2.104 0.705 0.905 9.855-10~° 0.00419
0.072 0.049 0.769 4.906-10°°

5 1.652 0.069 0.081 0.091 2.228 0.723 0915 1.113-107 0.00472
0.069 0.050 0.713 4.612-10°°

Dado el comportamiento estacional de las series analizadas, los resultados relevantes son los de los modelos 2,4 y 5. La primera

conclusion del analisis empirico es la alta sensibilidad del resultado de los contrastes de estacionariedad por la eleccion del método de

estimacion de la varianza a largo plazo. Para todas las series analizadas se observa un gran niimero de casos donde la hipdtesis de

estacionariedad no puede rechazarse, junto con un nimero de casos relevantes donde se rechaza la hipétesis I(1) a favor de 1(0)

empleando el contraste de Breitung. Si bien este no es un ejemplo formal de andlisis confirmatorio (ver, por ejemplo, Carrion-i-

Silvestre, et.al (2001)), se obtiene evidencia suficiente de ambos grupos de contrastes como para dudar del caracter no estacionario I(1),

o0 estacionario en diferencias, de tales series, especialmente a nivel de las series de entradas de turistas desagregadas por origenes.
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5. Conclusiones.

En este trabajo se ha aportado evidencia empirica no definitiva sobre el caracter estocastico de
las series mensuales de entradas de turistas en Canarias para el periodo enerol1993-marzo
2009, tanto a nivel agregado como por origenes, lo que indica la necesidad de un estudio
empirico mas profundo que permita extraer alguna conclusion definitiva sobre dicho
comportamiento y asi evitar que en posteriores etapas del andlisis de dichas series puedan
cometerse errores inducidos por un supuesto erréoneo. Sin haber obtenido una evidencia
definitiva, los resultados de los contrastes de estacionariedad con efectos estacionales parecen
apuntar hacia la estacionariedad estocastica de la mayoria de las series a nivel desagregado
por origenes. Un posible refinamiento de estos resultados, que permitiria obtener conclusiones
mas definitivas podria venir por la incorporacién de posibles cambios estructurales en un

modelo con efectos estacionales, de la forma
P o P . ,
dt (p’ S) = z ZL]dt,sBjs + Z t]ht (Tj )dt,sajx
=0 =0

Esto sera objeto de andlisis en un trabajo posterior. Estos resultados empiricos se acompaiian
de un estudio analitico y numérico sobre la invarianza de la distribucion de los contrastes de

estacionariedad y de raiz unitaria considerados en este trabajo.
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Apéndice A.
En el contraste de estacionariedad de Giraitis et.al. (2003, 2005), se tiene que el término de
correccion de la suma total de cuadrados de sumas parciales puede escribirse como

2.8, =220, =2 (n—t+DA, , =(n+DY A, — DM,
t=1 =1 t=1 =1

=1 j=1
L4 r . n A
de forma que, en el caso de regresién con término constante resulta que ztzlr]t , =0, de

forma que puede escribirse simplemente como
n n
2.8, =200,
t=1 t=1

Asi, si el componente determinista incluye solo ajuste en la media por un nivel constante, p =
0, de forma que los residuos MCO vienen dados por f, , =y, =¥, , entonces,

> S0 =2t = (0, =B =2 =5 (3 =)
t=1 1=l 1=1 =1
En el caso de ajuste en la media por un nivel constante y una tendencia lineal, p = 1, los
residuos MCO vienen dados por A, =f,,=B,,(t=7), con B, = > (j=j),~7,)/
j=1
Z (j— L )* el estimador MCO de la pendiente de la regresion. Entonces se tiene que
j=1

DS, =D 0, B, D e -1) =B D (-1 +B, D t(t—7,)=0
t=1 t=1 t=1 t=1 =1

puesto que M r(t=1,)=> (t=1,)’.
t=1 t=1
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Apéndice B. Prueba de la Proposicion 1.

Consideremos el caso donde el tamafio muestral # no es un multiplo exacto de la amplitud del
periodo estacional, s, es decir, cuando n > m-s, donde m = [n/s] es el nimero de periodos
estacionales de amplitud s completos en la muestra, siendo [x] la parte entera de su
argumento. En este caso se tiene que k = k,(m,s) = n — m-s es el nimero de observaciones que,
al inicio o al final de la muestra, determinan una estacion incompleta.

En lo que sigue vamos a considerar el caso donde estas observaciones adicionales se situan al
final de la muestra, es decir, cuando la matriz de disefio de los regresores, en el caso de
correccion estacional en la media, es de la forma

Iﬁ b 10 ---0 --- 0
) s . |01 -0 - .
Dn’s = IH :( ik ’ j, con y = T _(Ik,k 'Ok,s—k)
ik:s " o0 --1--0

El estimador MCO del vector de coeficientes estacionales viene dado por la expresion
habitual

A _ ] -1 v/ _ ] AN N
Bs,n - (Dn,SDn,S) n,syn - Bs + (Dn,SDn,S) Dn,snn
donde n, es el vector nx1 de términos de error en la regresion auxiliar del contraste KPSS,
] — ] of e — . of e
con Dn,sDn,s - Dms,sts,s + lk,slk,s —-m Is,s + lk,slk,s ’ de forma que

_ 1 1 1 1 LJ 0
DD VY'=—J] ——— i =—|T —ii m+1 Lk k k.sk
D,.D,.) m " m(m+1) m( Som+1 Vj ( 0., #Is—k,s—kj

m
' N o _ o
Dn,snn - Dms,snms + lk,snk - Z ns(j—l)+l,js + lk,snk
J=1

donde el vector de errores se ha particionado como 1, =(N,,...,N,,; : N,s1>+---N,) = (N, 1N, >

ms términos altimos £ términos

de forma que también puede escribirse como

D
Z rl i=1 nl+.§(! -1)
m Jj.k m+1 Zmﬂ r_] m Zz 1nk+1+s(, -1)
_ of — j=1 — o .
- Z ns(j—l)+1,js + lk,snk - m ’ Z nj,k - i=1 : Zas(iD) ’ nj,s—k

JA an,s—k a Zm+l ' a Zl lr]Y“(l -1

J=1 =1 ks(i-n)

con Ny ioyerss = Moy Nygjysar-Ng) s J = 1, ..., m, el vector que agrupa los términos de

error para la j-ésima estacion. Combinando todos estos resultados, se tiene la siguiente
expresion para el estimador MCO del vector de coeficientes estacionales,

m+l m+l

~ B m+lzyjk Wl‘Hank
Bs,n = B o = = Bs +
- 1 1
shan ;Zyj,s—k ;an,s—k
= =

donde para cada j = 1, ..., m+1, los vectores Njx (kx1) y Njs« ((s—k)*1) se han definido
anteriormente. El #-ésimo residuo MCO viene dado por

m+l m
r,:]t,O (S) = r]t _dt’,s (Bs,n - Bs) = r]t _dt,,k ml+1 z nj,k _dt s—k #z rlj,s—k
Jj=1 Jj=1
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donde d;, =(3,,,....0,,) y d;,_, =(&;,,,,---0,,) . Bajo la hipotesis nula de estacionariedad en

torno al componente determinista, 0> =0, los términos de error en la regresion auxiliar

coinciden con los términos de innovacion en la ecuacion de medida del modelo postulado, es
decir, N, = €. Bajo condiciones apropiadas para la aplicabilidad de un principio de invarianza
(o TCLF) (martingala en diferencias, NED, condiciones mixing, estructura de dependencia

lineal general, ... con media nula y varianza finita) se tiene que
1 m+1

an L= BM =@ (1) i=1,..k

m+11
—znl_ﬂ(j_l) =B =W,() i=k+l,.,s
m 3

donde Wy(1) es un proceso Browniano estandar, con wy la varianza a largo plazo de,

2
) m+1 . 1 m e
W, = hmmaoo (z ntlﬂ(] l)j =lim m- oo ;E[Z r]l'z*'s(j_l)j =Yo + ZZYVh
j=1 h=1

para i} = ., k, i» = k+1,..., s. Por otro lado, dadas estas mismas condiciones anteriores y la
estructura de agregacion por estaciones de los términos de error del modelo, se tiene que estos
procesos Brownianos limite no son independientes entre si, con covarianzas a largo plazo

my

e :hmm w_E(anﬂ(J 1)Zn1+5(1 I)J - z Yon+i-1> il :1,...,S(i¢ S)
h=—c0

conm;=mtl,i=1, ...k, m;—m,l—kﬂ, ..., s, de forma que

s[4
m+1 JZ:; N = 22 =BM(Q,), Q =(w, )hzo,l,..,k—l 5
B (1)
| @ gkﬂ 8
_m_z::‘rlf’k = k+:2 =BM(Q_,), Q. =(0)y=0s. 41> Y
: B,(1)

m+1

1
man,k

j=1 = BM(Q,), Q =(0,),0,. .
rlj,s—k

1l
—_

1
m
J

Escribiendo ¢ = [n'r], » 11 [0,1], se tiene que
[

%S\'nr,o(‘Sv z tO(S)

=1
1 [n] m+1 l[m’] ,
:ﬁg Zdrk(\/m—Jrmzn;k]_;;dt,s—k(\/—\/ﬁznjs k]

En primer lugar, se tiene en cuenta que n = ms+k = m(s+k/m), entonces n/(m+1) = n/m = s +
k/m — s cuando n — oo (y, por tanto, m — ). Por otro lado, observando que

[nr]

Zdtk 2(6“,62“ 8,,) = ([mrl,[mr],...[mr]) =[mrli
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(]
y lo mismo para el segundo término de este tipo, Zdt . =[mrlii_, , y teniendo en cuenta de
t=1

nuevo que n = m(s+k/m), entonces

1A _mrl, o, 1 _[mr], 1.
—2.4d.,= - =i, —2d, = v = — Ly
=1 s t=1
cuando n (y m) tiende a infinito. Obviamente, las condiciones que permiten la aplicabilidad
del TCLF a los términos agregados n,(m) anteriores, permiten igualmente aplicar dicho

resultado a la suma parcial escalada de los primeros [nr] términos de error del modelo, es

L]
decir, n™" ZZr], = B(r) =wW(r), donde ahora B(r) es un movimiento Browniano con
t=1

. . . s-1
varianza oY, que es la varianza a largo plazo definida como &’ = W, + 22;:1 W, ,y W(r) esun

movimiento (o proceso) Browniano estdindar. Combinando estos resultados, se tiene entonces
que

l[nr m+1 .
" dzk(J%JmTzn;kJ \/;lkBM(Qk) ZB(I)

=1 Szl

18 z .,
—2.d, [LTan = i BM@.) = ZB(D

t=1 j=1 i=k+1
de forma que

%S[W],O(S):B(r) JEZB(I) B(r)- rZB(l/s)

i=1
=B(r)=rB(l) =W (r) - f’W(l)] =Wl (r)
donde V() es un proceso puente Browniano estdndar, como en el caso estandar del contraste
KPSS en el caso de correcion por la media en la regresion auxiliar del contraste. Se tiene
entonces que
1 1 s Y ‘
=2 80()= Z[—S,,()(s)j = @ [V, () dr
n = = \/; 0
de forma que la distribucion asintotica del numerador del estadistico de contraste KPSS es
invariante ante la inclusion de dummies estacionales, aun cuando la muestra no incluya un
numero exacto de periodos estacionales completos.
|

Bajo la hipétesis alternativa de estacionariedad en diferencia (o estocastica), > >0, se tiene

que los términos de error en la regresion auxiliar vienen dados por n, =€, + z u, , de forma

=1 i

que

i

m i+s(j-1)
ZI’]HS(] - Z( is-ny T Z u,j m =m+Li=1L.ksm =m,i=k+1,..,s

j=1 =1
Bajo la cond1c1on suficientemente general 7y = op(n %), se tiene que

%lf[m]:%(n)+%u,j \/lz[nza:u,+0 (1) = B,(a)=w, W (a) al[0,1].

=1 =1

con w la varianza a largo plazo de la secuencia {u,}. Por tanto, en este caso se tiene que el
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factor de escala apropiado para obtener una distribucion limite no degenerada de la secuencia
. . -3/2 .
de sumas par01ales de residuos MCO es n>"%, de forma que se tiene

[nr

m+l [nr] m
\/— Stario o(8)=— Z( ) Zdtk[mﬂz([ jk)j Zd;,s—k(#;(fnj,s—k)j

N
1 [mr] i mr] o
o2 c ) e A D ICL IO e S ED C/L PR
= J=
con
1 [nr] X 1 [nr] ( t J 1 [nr]( t J 1 ( [nr]
2NN ) == F &t 2w |==2 | 7w |[t—| F &
nt=l(\/; ) n;n ;l no= ﬁ;l n\/;t=l
1 [nr] t r 4
= ﬁZu,J+0 ()= [ B,(a)da = w, [W,(a)da
t=1 =1 0 0
z“s(f_l)u
m+l m+1 é“'S(/ -1) ! 1 u, l(a)
a
ml+lz(ﬁr|j,k _m+lz\/— z: ul +lk0 (1):>.[ uZ( ) da
Jj=1
kts(j-1) a
le I~ ul uk( )
y
k++s(j-1)
Z 12 N Z W j uk+l(a)
(\/— njs k) = m Jn : +is—k0p(1):> . da
SO, o\ B.,@

Se tiene asi, entonces que

[ S0 (5) = j B, (a)da - rj ( ZB’l.(a)jda=jBu(a)da—eru(a)da
n
’ ’ (*)

0

= I(B" (a) —jBu (a)da] da = jﬁu (a)da = w, IVZ, (a)da

donde W, (s) es un proceso de Wiener estandar corregido por la media. Asi, se tiene que

%Z‘ Zo(s )——Z(njzﬁ,,o(s)j :I(Iﬁu(a)daJ dr <o

t=1
de forma que n_22§fo (s)=0,(n*). Combinando este resultado con (ng,)"'@,(g,)=0,(1),
t=1
de forma que @,(g,) =0, (nq,), se tiene entonces finalmente que MO (q,,0,5)= 0,(nlq,),

por lo que el contraste es consistente, con distribucion limite bajo la hipdtesis alternativa dada
por

1/ r 2 1
(n/q,)" M (g,,0,9)= | ( |8, (a)da] dr/[B,(a) da
(UAN(] 0
|

A continuacion se presentan los resultados de un experimento de simulacion donde se han
calculado numéricamente los cuantiles superiores de la distribucion nula del contraste KPSS
en los casos de inclusion de efectos estacionales en la media y en la tendencia para tamafios
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muestrales pequefos, tanto en el caso de que sean multiplos exactos o no de la frecuencia
estacional mensual, s = 12.

s=12 m = [n/s] n(m,s) =m=s k(n,s)=n—n(m,s)
n 50 4 48 2
75 6 72 3
100 8 96 4
150 12 144 6
195 16 192 3
200 16 192 8

CUADRO B.1 Percentiles empiricos superiores en muestras pequefias de la distribucion nula del estadistico de
contraste KPSS con efectos estacionales: Caso de correccion estacional en la media (p =0, s = 12).
Resultados obtenidos con 5000 replicaciones de Monte Carlo

Tamailos muestrales pequeiios miltiplo exacto de la frecuencia estacional mensual

a n 50 75 100 150 200 195

0.10 0.43358 0.40605 0.38782 0.37292 0.36777 0.36380
0.05 0.58598 0.53945 0.52391 0.49587 0.48925 0.49345
0.025 0.72001 0.66505 0.63635 0.60971 0.62524 0.62296
0.01 0.89801 0.82862 0.79535 0.76044 0.79240 0.80633

Tamailos muestrales pequefios multiplo exactos de la frecuencia estacional mensual

a n 48 72 96 144 192 300

0.10 0.43465 0.40420 0.39474 0.36853 0.36977 0.35833
0.05 0.57269 0.54186 0.53499 0.49261 0.48857 0.48904
0.025 0.71665 0.68338 0.66984 0.60832 0.60620 0.61557
0.01 0.93421 0.90402 0.87392 0.76070 0.77598 0.78363

Estos resultados numéricos de la distribucion nula en muestras finitas de los contrastes KPSS
confirman la invarianza de la misma, tanto en muestras pequefias como asintoticamente,
donde la variabilidad y las diferencias que se observan para muestras muy pequefias se
observan también en el caso estdndar de la regresion auxiliar sin efectos estacionales.

CUADRO B.2 Percentiles empiricos superiores en muestras pequefas de la distribucion nula del estadistico de
contraste KPSS con efectos estacionales: Caso de correccion estacional en la media y en la tendencia (p=1, s=12)
Resultados obtenidos con 5000 replicaciones de Monte Carlo

Tamafios muestrales pequefios multiplo exacto de la frecuencia estacional mensual

a n 50 75 100 150 200 195

0.10 0.18779 0.15889 0.15050 0.13895 0.13221 0.13081
0.05 0.22943 0.19421 0.18797 0.17517 0.16530 0.16722
0.025 0.27144 0.23208 0.22700 0.20733 0.19694 0.19639
0.01 0.32409 0.27467 0.28518 0.24843 0.23619 0.23887

Tamafios muestrales pequefios multiplo exactos de la frecuencia estacional mensual

a n 48 72 96 144 192 300

0.10 0.18944 0.15563 0.15050 0.13811 0.13542 0.12467
0.05 0.23200 0.19203 0.18944 0.17320 0.16925 0.15635
0.025 0.27348 0.22962 0.22385 0.20491 0.20135 0.18818
0.01 0.32585 0.27770 0.26391 0.24943 0.24999 0.23291

La prueba de la invarianza de la distribucion del contraste KPSS a la inclusion de estos
efectos estacionales puede extenderse, s6lo que con un algebra ligeramente mas tediosa, al

caso de efectos estacionales en la media y en la tendencia, de acuerdo con el modelo general
P

V) .
yt = ztj zBliéit + nt = ztjdt’,sBjs + r]t
j=0 =l

=0
parap = 1, donde d;, =(3,,,9,,,...,0_,) como antes. La diferencia fundamental es que todos

estos resultados se establecerdn en funcion de una version generalizada del movimiento
Browniano estandar, el puente Browniano de segundo nivel, exactamente como en el caso de
la version estandard con constante y tendencia lineal del contraste KPSS.
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Apéndice C. Prueba de la Proposicion 3.

El estadistico de contraste de Breitung (2002, 2004) puede escribirse también como
n_4z;1=lSt2,P(S) - ”_12” 1[nf tp(S)]
n_zz:l:lﬁtz»p(s) n_lztzl[ﬁ r]t,p(‘s)]

de forma que, teniendo en cuenta que en este caso, bajo la hipdtesis nula de raiz unitaria,

P,(p,s) =

0. >0y 0. =0, los errores del modelo vienen dados por n, = z;l u. (lo que se corresponde

parcialmente con la especificacion del modelo bajo la hipotesis alternativa en los contrastes de
estacionariedad considerados), entonces utilizando (*) del Apéndice B, se tiene en primer
lugar que

Sipo(8) = j B (a)da =w j W (a)da

mientras que el [n-r]-emmo residuo MCO viene dado por
[nr] m+l [k i+s(j-1) m s its(j-1)

I .
En[nr],o(s) zul m+1z zai,w]ﬁ u _#z zai,[nr]% z U

J=EL\Li=l =1 J=1 \i=k+1 =1

[nr]
1
con £, = B,(r),y
m+l k i+s(j-1) m i+s(j-1)

1
S YBnE Y w [+ X8, Y |= B, (@)da
0

j=1\Ui=l =1 =1 \izk+ I=1
paraalgini=1, ..., s, de forma que

%ﬁm (5)= B,(r)~ [ B,(a)da = B,(r)

Por tanto, finalmente, se tiene que la distribucion asintotica nula del contraste con dummies
estacionales, f,(0,s), es la misma que la del contraste basado en la correccion por un nivel

constante para toda la muestra, P, (0). De la misma forma que antes, este resultado puede
generalizarse al caso p = 1.

|
Los siguientes cuadros presentan los resultados de un experimento de simulacion que
permiten verificar la invarianza de la distribucion a la inclusion de dummies estacionales para
la frecuencia mensual (s = 12), incluso con tamafos muestrales pequenos.

CUADRO C.1 Percentiles empiricos inferiores en muestras pequefias de la distribucion nula del estadistico de

contraste de Breitung (2002, 2004): Caso de correccion estacional en la media (p =0, s = 12).
Resultados obtenidos con 5000 replicaciones de Monte Carlo

n 50 75 100 150 200 300
0.10 0.01465 0.01518 0.01379 0.01459 0.01436 0.01478
0.05 0.01035 0.01054 0.00999 0.01020 0.01039 0.01064
0.025 0.00807 0.00815 0.00756 0.00723 0.00778 0.00803
0.01 0.00602 0.00587 0.00512 0.00555 0.00552 0.00554

CUADRO C.2 Percentiles empiricos inferiores en muestras pequeiias de la distribucion nula del estadistico de

contraste de Breitung (2002, 2004): Caso de correccion estacional en la media y en la tendencia (p = 1, s=12).
Resultados obtenidos con 5000 replicaciones de Monte Carlo

n 50 75 100 150 200 300
0.10 0.00525 0.00478 0.00459 0.00455 0.00460 0.00438
0.05 0.00419 0.00377 0.00357 0.00369 0.00359 0.00333
0.025 0.00345 0.00309 0.00299 0.00295 0.00288 0.00268
0.01 0.00267 0.00238 0.00233 0.00228 0.00228 0.00221
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