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RESUMEN

En este trabajo se estudia el efecto de la perturbacion por outliers aditivos de las ecuaciones de medida y de transicion
del modelo de nivel-local generalizado como proceso generador de datos de los contrastes no paramétricos de la
hipotesis nula de estacionariedad estocastica frente a la alternativa de raiz unitaria mas comtinmente utilizados
(Kwiatkowski et.al. (1992), Xiao (2001), Giraitis et.al. (2003) y Xiao y Lima (2007)). En particular, se derivan las
distribuciones limite bajo la hipétesis nula y alternativa, y se estudian asi las distorsiones en el tamafio empirico
empleando la distribucion asintética nula estandar y la consistencia de estos contrastes en el caso de perturbacion por
outliers aditivos aislados posiblemente persistentes asi como en el caso de rachas de outliers aditivos, tanto en forma
de intervenciones como con un proceso estocastico de perturbacion de tipo salto de Bernoulli. Para cada uno de los
tipos de mecanismos generadores de outliers aditivos considerado, se imponen una serie de supuestos apropiados
sobre la magnitud de los efectos con el fin de poder obtener resultados limite finitos. Asi, bajo estacionariedad y en el
caso de los estadisticos univariantes, el efecto de la contaminacién queda como funcion del ratio entre la magnitud
del outlier y la varianza a largo plazo del término de error estacionario en la ecuacion de medida del modelo.

Palabras clave: Contrastes de estacionariedad, outliers aditivos, modelo de intervencion, proceso
estocdstico de salto de Bernoulli

Clasificacion JEL: Cl2, C22

ABSTRACT

This paper studies the effects of additive outlier perturbation in the measurement and transition equations of the
generalized local-level model considered as the data generating process in the most commonly used nonparametric
tests of the null hypothesis of stationarity against the alternative of a unit root (Kwiatkowski et al (1992), Xiao
(2001), Giraitis et.al. (2003) and Xiao and Lima (2007)). In particular, we derive the limit distributions under the null
and alternative hypothesis, and then we study the distortions in the empirical size using the standard limit null
distribution and the consistency of these test statistics in the case of perturbations due to possibly persistent isolated
additive outliers and also in the case of patches of additive outliers, either in the form of interventions or with a
Bernoulli-type stochastic jump process. For each type of additive outlier generating mechanism, we must to impose a
set of convenient assumptions on the outlier magnitudes in order to obtain finite limit results. Thus, under stationarity
and for the univariate test statistics, the main effect of the contamination is stated as a function of the ratio between
the outlier magnitude and the long-term variance of the stationary error term in the measurement equation of the
model.

Key words: Stationarity tests, additive outliers, intervention model, stochastic Bernoulli jump
process
JEL Classification: Ci2, C22



1. Introduccion

Desde el trabajo de Kwiatkowski et.al. (1992) (KPSS) se ha generalizado en el trabajo
economeétrico, tanto tedrico como empirico, la utilizacion de contrastes no paramétricos
de la hipdtesis nula de estacionariedad en niveles frente a la alternativa de raiz unitaria o
no estacionariedad estocastica. Existe un amplio conjunto de estudios que evidencias
ciertos problemas de falta de robustez de estos contrastes frente a ciertos tipos de error
de especificacion, sistematicos y no sistematicos, de forma que se comprometerian los
resultados derivados de su uso en la practica. Ademas de la propuesta inicial del test
KPSS, se han propuesto otros estadisticos univariantes similares con mejores
propiedades en muestras finitas, como son el contraste V/S de Giraitis et.al. (2003) y el
contraste KS de Xiao (2001), ademas de una version bivariante del test KS, el contraste
de fluctuaciones de Xiao y Lima (2007), para el contraste de estacionariedad en
covarianza, frente a una gran variedad de alternativas posibles que incluye también el

caso de raiz unitaria.

En este trabajo abordamos el estudio del comportamiento de los estadisticos de
contraste univariantes KPSS, V/S y KS y del contraste bivariante de Xiao y Lima
(2007) en el caso de perturbacion de los componentes estocasticos, estacionario y no
estacionario, del modelo de nivel-local generalizado considerado tanto el proceso
generador de los datos observados como la base para el planteamiento de la regresion
auxiliar de estos contrastes. El tipo de perturbacion considerado consiste en la
contaminacion de tales secuencias por outliers aditivos de distinta naturaleza, tanto del
tipo intervenciones, con efectos instantdneos o persistentes, como de tipo estocéstico,
mediante un proceso estocastico de salto tipo Bernoulli que permite generar outliers
aditivos aislados, persistentes o no persistentes, como rachas de outliers aditivos. Otero
y Smith (2005) y Afonso-Rodriguez (2009) estudian este problema, desde un punto de
vista empirico y menos general, de forma que sus conclusiones pueden obtenerse como

casos particulares de los resultados obtenidos en este trabajo.

La organizacion del trabajo es como sigue. En la Seccién 2 se realiza un analisis
exhaustivo de la estructura y comportamiento de los estadisticos de contraste
estudiados. La Seccion 3 introduce el proceso generador de datos bajo contaminacion
por outliers aditivos de los tipos descritos anteriormente, asi como los principales

resultados que permitirdn posteriormente, en la Seccion 4 caracterizar el



comportamiento y propiedades asintoticas de tales estadisticos bajo perturbacion.
Finalmente la Seccion 5 presenta las principales conclusiones y los Apéndices A-D

presentan las pruebas de los distintos resultados enunciados en la Seccion 4.
2. Contrastes de estacionariedad estocastica

Desde el trabajo de Kwiatkowski et.al. (1992), el modelo bésico utilizado para el
desarrollo de muchos otros contrastes de la hip6tesis nula de estacionariedad estocastica
frente a la alternativa de raiz unitaria es el siguiente modelo de nivel-local generalizado,

vy, =d.(p)tw, +¢, 2.1

:
W, =Wt =+ D (W =0,(1) (22)
=1
donde d/(p) es el compcj)nente determinista (kernel determinista), generalmente
parametrizado como una funcion de tendencia polinomial de orden p, de la forma
d(p)=x.B, x,=(0¢t,..1t") (2.3)
aunque también son posibles formas mds generales de funciones de tendencia,
incluyendo tendencias segmentadas o funciones suaves del tiempo. En cada caso se

asume la existencia de una matriz de escalamiento no estocdstica, simétrica y no
. _ o~ +1

singular, D), tal que DpXpu1p = X1, — Xp(r) U [0,11", para todo » (1 [0,1], con [x] la
parte entera de x. Respecto de los componentes estocasticos, (&, u;), se supone que
tienen media nula, varianzas instantineas Var[g] = 0. > 0y Var[u,] = 0. = 0, son

mutuamente independientes, y satisfacen cualquiera de las condiciones de regularidad
existentes que permitan verificar la convergencia de funciones convenientemente
escaladas de los mismos a funcionales de procesos de Wiener'. Estos términos
estocasticos pueden reparametrizarse como & = Og'Zo; Y U, = O, Z1y, con E[z; ] =01 =

0,1, (zos z1,) mutuamente independientes y estacionarios con varianza a largo plazo
o =limn E[(Y]_ z,)"1=Y,(0)+23 " v,(h),i=0,1
con Y,(h)=E[z,,z,,], h 2 0 la covarianza de orden / del proceso z;;, de forma que

Yo(h)=0.E[eg,_,]1y V,(h) =0, Eluu,_,],y asi se tiene que } =0} y &, =00}

Para una revision bastante completa y exhaustiva de los distintos supuestos que pueden adoptarse para el cumplimiento de estas
condiciones de regularidad puede consultarse Xiao y Lima (2007). Entre las mismas esta, por supuesto, el caso donde ambas
secuencias (€, #,) sean iid, con media nula y varianza finita.



son las correspondientes varianzas a largo plazo de las secuencias (&, ). De esta forma,

bajo las condiciones de regularidad apropiadas se tiene que

L]
o ) R ¥ b R ) o
donde Wy(r) y Wi(r) son procesos de movimiento Browniano estandar independientes.
En este contexto, la hipdtesis nula de estacionariedad estocastica, I(0) o estacionariedad
en torno al componente determinista d,(p), viene dada por Hy: 0. = 0, mientras que la
alternativa de una cola de estacionariedad en diferencias, I(1) o raiz unitaria, viene dada
por Hy: @2 > 0. Dado un orden particular a la tendencia polinomial, entonces a partir de
(2.1)-(2.3) se tiene la siguiente regresion auxiliar para la construccion de los estadisticos
de contraste de la hipotesis de estacionariedad dados posteriormente,
y,=x, B, +n, t=l..,n (2.5)

donde el término de error en (2.5), N, viene dado por

=€, +Zu =0,z,, +0, ZZ“ =0 (zm+—thj (2.6)

5 i=1

El estimador MCO de B, y los correspondientes residuos vienen dados por
-1
ID_l(Bpn_B )_[_zxjp ]pj ﬁzlij,pr]jzén_l(p)ﬁn(p) (27)
J=

con Q,(p)=+0,(p) y H,(p)=4-H,(p),y
ﬁt,p =N _xtpr (ﬁp,n —Bp):r]t _%"2 \/_D (Bpn _B )yi=1,.,n (28

de forma que el proceso de suma parcial normalizada de residuos MCO viene dado por

+ S, -%Mﬁt,p =fﬁn, [ix,,,f D'@®,,-B, (2.9)
o bien como )
=S nf[in,p MZH,—%SZ n"*D}'@B,,-B,) (2.10)
con diferentes factores de normalizacion, n- y n~?, de forma que
D)@, -B,)=(L0,(n) ﬁlfcj,pnj =0, (p)+ H,(p) @)
=

con (2.10) y (2.11) apropiados para establecer la consistencia y distribucion asintotica
nula bajo la alternativa de raiz unitaria. Por otro lado, a partir de (2.8), se tiene que la

varianza residual viene dada por

n

G,, 0= IZn,,p :&Z’nf +&{<Bp,n =B, D;'n [ 3 ’"‘“':”"jﬁuﬂﬁ,,,n —B,)}
,l{(apn -B,)D, II(Z""” ]}

t=1

(2.12)




Puesto que Qn (p) - J: X, (s)x; (s)ds, cuando n — o, y empleando (2.4), se tiene que
bajo la hipotesis nula de estacionariedad

\/;D;‘(ﬁ,m -B,)=>w, (J‘O1 xp(s)x;,(s)ds)_l J'ol x,()dWy(s) n - (2.13)

entonces, (2.12) puede escribirse como

. 1 _ 1L _
G”,p(0)=228,2+0p(n 1)=0§;Zz§,t+OP(n N=G,(0)+0,(1) n - (214

t=1 t=1

puesto que los dos términos entre corchetes en el segundo miembro de (2.12) son O,(1),
de forma que escalados por #™', son op(1). De forma similar, puesto que la covarianza

muestral de orden / viene dada por

A 1& ., . 1< 1 O S C X pNi-n C TN
Gn,p(h) = Z r]!,pnz—h,p :; Z nznz—h _;{(Bp,n _B/I) Dﬁl\/;( Z «/n; + Z «/;n j} (2 15)

t=h+1 t=h+1 t=h+1 t=h+1

I ST Do NS B

t=h+1

. ;. n X, N, n X_ n X, ,X_ . .
si los limites de )" =l N7 Zowl NP Zuttie existen y son finitos, entonces

t=h+1  n t=h+1  Jn (=h+l N
G (=2 g, +0,(™) =0~ Y 2,20, +0, (™) =G, (W) +o,() n - (216)
N i=p+t 1=h+1

Bajo la hipdtesis nula de estacionariedad y condiciones de regularidad estandar sobre las

propiedades estocasticas de los términos de error, tales como estacionariedad de
segundo orden y ergodicidad, entonces G, (h) i oy,(h) (cs.), de forma que el

estimador no paramétrico de la varianza a largo plazo basado en residuos MCO sera un

estimador consistente de la varianza a largo plazo de los términos de error, es decir,
2 & A P 2 2,2
@ (m)= >, whm)G, ()5 =003 (2.17)
h=—(n-1)
donde w(h,m,) es una funcion kernel® (de ponderacion) de las autocovarianzas y m, es el

parametro bandwidth (o de truncamiento de retardo), fijo o estocéstico, tal que debe
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. -1 _ _ . . . -, 3 ’ .
verificar m," = o0,(1) y m, = 0,(n""") para la consistencia de la estimacion’. Asi, bajo la

hipdtesis nula de estacionariedad estocéstica, y empleando (2.4) y (2.13), se tiene que

S, = OB (1) n - (2.18)

nrl,p

donde

2 la funcién kernel w(x) tiene soporte [—1,1], w(0) = 1, es simétrico en torno a cero y continuo en todo el intervalo, salvo en un
numero finito de puntos. Ademas, debe verificar que [w(u)du = 1 y [JW(u)|du < oo, donde W(x) = (1/(2T)) - wW(s)exp(ius)ds. Todas
las funciones kernel utilizadas habitualmente en el contexto de la estimacion consistente a heterocedasticidad y/o autocorrelacién
(HAC) satisfacen estas condiciones de regularidad, incluyendo los kernel de Bartlett, Parzen y Cuadratico espectral, que son los mas
utilizados en la practica.

3 Ademas de los abundantes trabajos y monograficos existentes al respecto (ver, por ejemplo, den Haan y Levin (1997)), en relacion
con la determinacién del pardmetro bandwidth en el contexto de la computacién de los contrastes de estacionariedad, pueden
consultarse Carrion-i-Silvestre y Sanso6 (2006) y Xiao y Lima (2007).



B, ,(r) =W, (r) —jx; (s)ds ( [ x,()x, (s)ds)_l [ x, (), (s) (2.19)

es un proceso de puente Browniano generalizado de orden p, mientras que bajo la

alternativa, teniendo en cuenta que en (2.6) -3 =g, +3"(L J_Z _a,)*o,(l), con

o, ["r](ﬁzl lzll):wj W (s)ds, entonces +8,,,=0,(m) y =8, :wj B, (s)ds,
con B, (r)=W(s)—x, (S)(Io x,(a)x) (a)da) J'O x,(a)W,(a)da . Para p =0, B, (r) es un proceso

de Wiener corregido por el nivel y para p = 1, B, (r) un proceso de Wiener corregido
por el nivel y una tendencia lineal. En Phillips (1991) se prueba que bajo la alternativa
(nm)"' @ (m,) > K& I B ,(s)’ds,con K = I w(s)ds , de forma que & (m,)=0,(nm,).

Con todos estos resultados es posible determinar las principales propiedades
estocasticas de los estadisticos de contraste de la hipdtesis nula de estacionariedad mas
habitualmente utilizados en la practica y estudiados tedricamente y que serdn también
objeto de analisis en este trabajo. Estos son el estadistico KPSS de Kwiatkowski et.al.

(1992), el estadistico V/S de Giraitis et.al. (2003) y el estadistico KS de Xiao (2001),

dados por
M = -+ 2.20
(m,) = wz - )Z( (220)
2
(&, 4

@) -
M (m )—W Z(\/— tp ;(tﬂfst,pj (2.21)
V& (m, )=+ TR +5,,~4(ES,,) (2.22)

respectivamente, donde A7) (m,)=M" (m,) - (Zf'f ) con > S,,= 0sila regresion

n,p 2.6 (m,)

auxiliar contiene una tendencia lineal y donde S’m ,= 0en (2.22) si la regresion contiene
una constante. Estos estadisticos difieren en la forma de cuantificar fluctuaciones
excesivas en el proceso SA‘[M]’ ,»0=<r<1, como forma de recoger evidencia suficiente a
favor de la alternativa de raiz unitaria. Bajo Hj se tiene, por el Teorema del Mapeado

np

1 2 A
Continuo, ), (m,)=| B,,(s)*ds, M<2)(mn):>.|.01Boip(s)zds—(I;Boip(s)ds) Y M n)=sup B, (5)=sB,, ()

Frente a estos contrastes, basados en identificar fluctuaciones excesivas en el nivel del
proceso, Xiao y Lima (2007) proponen un contraste que permite distinguir procesos
estacionarios en covarianza de una gran variedad de alternativas posibles, incluyendo un

proceso I(1) donde no solo el nivel sino también la varianza es cambiante (creciente) en

el tiempo. Si se define el proceso bivariante z,= (N, V)", con U, = N; -0, , 0, = E[n;],



entonces bajo el mismo conjunto de condiciones de regularidad que antes y el supuesto

adicional de existencia del momento de cuarto orden de los errores, E[€'] <o, se tiene
que z; satisface un principio de invarianza bivariante, de la forma , ZZ[":] 7,=>Q7"*W(r),
t=

con W(r) = (Wy(r), Wu(r))" y Q la matriz de varianzas-covarianzas a largo plazo de los

procesos {N/} y {U,}. Reemplazando estos procesos por sus estimaciones MCO, con z, ,

=(N,,,0,,), donde 0,, = f]ip -G, ,(0), y la matriz Q por su estimacion basada en

estimaciones noparamétricas de las correspondientes varianzas y covarianzas a largo

plazo entre ), , y 0, , entonces bajo la hipotesis nula de estacionariedad en covarianza,

dada por la misma hipétesis que antes, G- =0, se tiene que

TP B,,(r)
B =Q"*(m)—=> 2 =B (r =( 0-p ) 2.23
[nr],p n ( n) \/; = zt,p p( ) BU (l") ( )

con By,(r) dado en la ecuacion (2.19), y B,(r) =W, (r)—rW,(1) un puente Browniano
estandar. Este resultado permite construir un estadistico de contraste tipo CUSUM

generalizado, de la forma CA‘n, ,(m,) = max I l%t, , |l con lg’t’ = (l?t)p,l%,,n)' y distribucion

asintdtica nula sup || B,(r)[|. Entre las posibles elecciones de la norma del vector en

0<r<l
(2.23), Xiao y Lima (2007) consideran la norma-L;, || fi’t,p [|=] lg’,,p |+ ém |, puesto que

la funcion modulo es menos sensible a observaciones andomalas o influyentes.

3. El modelo de nivel local generalizado con outliers de series temporales

En esta seccion se plantea una generalizacion del modelo de nivel local generalizado
dado en (2.1)-(2.2) introduciendo perturbaciones en los componentes estocasticos del
modelo en forma de outliers de tipo aditivo (AOs), tanto de naturaleza determinista
(intervenciones) como estocastica empleando, en este caso, una formulacion general
para un proceso estocastico de salto tipo Bernoulli. Se tiene asi que el modelo de nivel-

local generalizado con perturbaciones viene dado ahora por

Y, =x B, *w, (Y ) +E(Yoy) (3.1)

W, (Yig ) = Wi (Yo )+, (Vi) 3.2)

como ecuaciones de medida y de transicion, respectivamente, donde los componentes

de error son de la forma



€ (Yor,) =€ +&,(You,) (33)

y
u,(Y) =u, +&,(Yy) (34)

donde &,(Y,, ), i = 0,1 es el proceso de contaminacion generador de outliers de tipo

aditivo. En lo que sigue se consideran dos tipos fundamentales de mecanismo generador
de outliers aditivos: un modelo de intervenciones y un proceso estocastico de saltos (en

tiempo discreto) de tipo Bernoulli, que se describen a continuacion.

Modelo A. Modelo de intervenciones. En este caso se tiene que la funcién

determinista &,(y,, ), =0, 1, admite la siguiente representacion

k;
E(Y)=0,, A8, =D 1,(\)3, (3.5)
J=
con Y, =(A;,0,),j=L..k, &, A)=(A,)L,A)), I,(A,;) una funcién
indicador definida como [, (A;)=1(t=[n\;]), donde A;[J(0,1) representa la

localizacion relativa del outlier j-ésimo, y con 8, =(d

15+ 0y ) €l vector de magnitudes
de los outliers aditivos y Y, =(Y,, .Y, ) el vector que agrupa a los parametros que

determinan la estructura de contaminacion en ambas ecuaciones (numero, localizaciones
y magnitudes). A partir de (3.5) se pueden obtener los siguientes casos particulares:
A.1 AO individual: si k;= 1 parai =0,1,
A.2 Multiples AOs aislados: con k; >1, i=0,1, el nimero de outliers generados,
A3 Rachade AOs: conk; > 1,i=0,1, con [nA;] = [nA;j-]+1, /=1, ... ki, y
A.4 Multiples AOs con recolocacion: racha de AOs con Zz‘:l,k,. 9, =0.

Adicionalmente, puede introducirse cierto grado de persistencia del efecto de los AOs,

mediante la siguiente generalizacion de la funcion ¢, (A,),

0, ) = (@ B ). @ B ). (3.6)
donde ahora 4,(A;) =1(¢t=[nA;]) es una funcion escalon, y donde @ <1,j=1, ..., k.

Modelo B. Modelo de saltos estocastico. En este caso se tiene que

& (Yir) = B, (¥, )0 +0,v,), 1= 0,1 (3.7)

donde {v;} es una secuencia iid con media nula, varianza 6 >0 y momento de cuarto
orden finito, (&, &;1)" son constantes y B,(Y,, ) es un proceso tipo Bernoulli que admite

las dos representaciones siguientes dependiendo del tipo especifico de contaminacion

considerado. Ademas, los procesos Et(yo’ko) y Et(yl’kl) son independientes.



B.1 AOs aislados persistentes (k; = 1). En este caso se tiene que

B(y,) =258 0<lp <1 (3.8)

donde T,; = P(B,(T,) = (=1)’"") (j=1,2), con P(B,(T,)=0)=1~(T,,+T,,), T = (11,
TC12) y Et(Tl;,l) una secuencia iid de Bernoulli con soporte (1,—1,0) y las probabilidades

dadas. El caso p; = 0 se corresponde con la contaminacién por un AO puro, 0 <|p] <1
hace referencia a un cambio temporal (o cambio en nivel transitorio, es decir, a un AO
persistente), mientras que el caso |p;| = 1 se refiere a un cambio permanente en el nivel.
En este trabajo se consideran unicamente los casos con |p;| < 1, donde la vida media del
efecto es m(p;) = |P/(1—|pi|) y la duracion mediana M(p;) = log(0.5)/log(|p:)—1.

B.2 Racha de AOs de longitud k; > 1. Siguiendo a Martin y Yohai (1986) y van
Dijk et.al. (1999), una forma de generar una racha de un cierto nimero de AOs consiste

en introducir correlacion en la secuencia B,(Y,, ), como sigue

~ k-1
B(Y,,,) = B,(10, )1, (k,,T%,), 1, (k;,T4,) =1 (ZI W ()1 > Oj (3.9)
h=0
donde /,(k;,Tg,;) es la funcion indicador de la condicion sefialada en (3.9), con W(T,)

una secuencia iid con P(W(Ty,) # 0) = Ty, y P(W(T%,) = 0) = 1-Th;, y donde l§, (TL,) es

como en B.1, con T;1, = 1-TG11. Asi, se tiene que P(B,(Y,, ) =(-1)"") =1, 1, ,j=1,

25 y P(Bt(yi,ki):())zl_ni,ok[ ? donde TE‘,Ok,» :1_(1_T[0,i)ki = k,TBJ +0(T%‘i) , para kiT'bJ pequeﬁoa
de forma que el nimero esperado de outliers generado en una muestra de tamaio 7 es

n T, = nkT,; + o(1), en bloques de tamafio k;, aproximadamente. Por construccion,

esta secuencia es un proceso (k;—1)-dependiente, con autocovarianzas no nulas hasta el
orden k—1. En Afonso-Rodriguez (2009, 2010) se obtienen las principales
caracteristicas de estos dos tipos de procesos estocasticos de salto, en términos de
momentos y estructura de autocovarianzas. Otero y Smith (2005) consideran un caso
particular de (3.7)-(3.8), con &; =0, Th,;1 = Th.12 = TH,1/2 y Th,; = (0,0) (es decir, el caso
de outliers aislados persistentes, con efecto nulo en el nivel y Ginicamente en la ecuacion
de medida).

Asi, en ambos casos, (B.1) y (B.2), la secuencia B(Y,,) es estacionaria, lo que
determina la estacionariedad de ,(Y,, ) en (3.7). De esta forma, puesto que en general

se tiene que M, (Y, ) = E[&,(Y,, )] =0, E[B,(Y,, )] no es cero, entonces



W (¥ii) = }Zi(vlk) ul(v,k)["f] o (Yii) (3.10)

donde se asume que se verifica

[nr] [nr]

W (YVis) = \/—Z(E(v,k) (Y, )) = \/—ZE(vlk):w(v,k)W(r) (3.11)

con VK(r), i = 0,1 un proceso de Wiener estandar y (*)é(y,-,k,) la varianza a largo plazo

del proceso E,(yl.,k_). Con todo esto, para implementar los anteriores contrastes de

estacionariedad, la regresion auxiliar a estimar por MCO viene dada por

y,=x,,B,+n,(Y,) (3.12)
donde
n.(Y.) =n, +£(Y,) (3.13)

con N, como en (2.6) y donde la funcion Fy(Yr) recoge los efectos de los outliers

generados tanto en la ecuacion de medida y de transicion de la forma

FY) =8 0o )+ & (V) 614

En caso del modelo de intervenciones considerando (3.5) y (3.6), se tiene que

1
E - Z szgmo,(%;)"'z t)\l/((pl ) (3.15)

g.(9)= L) % =0 (3.16)
A\ ([)Z{Jj[nxg/]ht()\l.].) si| @, [<1(@, #0) :
y
h()\ ) si @, =0
Gt (@)= t=[nh; ]
A] 2 A<%)‘Z @h0) =0 silg, <10, % 0)
(3.17)

mientras que en el caso del modelo de saltos estocastico, empleando (3.10), se tiene que

nr) [nr] 1 t [nr]

TZ (yk) Wnr](yo ko ) + Z \/— ZES(VLJ;I ) = Wm~] (yo,ko ) + Z VV;(VLkl )

- s N (3.18)

= 1 (Vo ) 22+ 1 (Y ) 22 1 (Y, ) (;Zl (Vi j
donde
1 [nr] .o
= 2 ¥ii) = @ Y[ Fi(s)ds =0, 1 (.19)
t=1

por (3.11), y W(Y,x) =0, E[B,(Y,, )] =0,T,(Y,; ), i = 0, 1. Estos resultados basicos

permitiran en la siguiente seccion, junto con una serie de supuestos adicionales relativos

a las magnitudes de los distintos tipos de AOs, establecer el comportamiento y



distribucidn asintotica de los contrastes de estacionariedad considerados anteriormente
bajo este tipo de perturbaciones.

4. Estimacion MCO, residuos y estadisticos de contraste bajo contaminacion

A partir de (3.12)-(3.13), se tiene ahora que el estimador MCO del vector B, y el -
¢simo residuo MCO vienen dados por

Vi, B,,(0)-B,) =8, () A, (1) + 8, (P) D%, FY,)

=

4.1
=\nD]'®B,,-B,)+0, ()2 %, E(Y)
t=1

A, (V) =n,<vk)—x:,p<t”3p,,<vk)—s )

_ (42)
_r]tp+F(yk) Q (p)fzxvp F(Y,)

con B,, vy f,, el estimador MCO de B, y t-¢simo residuo MCO en el caso de no

contaminacion, ecuaciones (2.7) y (2.8). Asi, el proceso de suma parcial normalizado de
residuos MCO, ecuacion (2.9), viene dado por

[nr (yk) _ [nr ZF(yk 3 xt D Q (p) Jn sz Y4 s(yk (43)
t=1
Asi, en el caso del modelo de intervenciones, se tiene ademas de (3.15), que
1 L] ~ _ ko Y, < t=[nhg ;] ~ 4 & n)\lj 1+1
e xr,pF;(Yk) _ZW Z (pOj xt,p + \/;(I’Q ) Z (1 )xt P
n =i J=1 0 t=lnhg;] j=1 Cr=lnny ]
ko

t=[nhy;] t=[nA,;

4.4)
n n
_ Y, n\, ]~ [ ~ _ t=[nh;; 1+ ~
_Z:, [Z)\‘,](po; "X, Z\/—(l/q/){ z Xip Z](plj ' xz,p}
Jj= nho

Ky n
- N8, - 5, -
=2 X BV =Y R, T D, (4.5)
= Jj=1 —[n)\”]
en el caso de AOs no persistentes, es decir, si @; = 0, para todo j = 1

g eeey k,', i= 0, 1,
mientras que bajo el modelo de contaminacion por un proceso estocastico de salto, se
tiene

nr] [nr] wl
TZ F;(yk)zul(y&ko)%zit Zfé E(VOkO)

1
7]

SI

—
:II

o (4.6)
1 &S .
+ Hl(Vl,kl) . t x

NV =

%I
MN

(yl J
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donde E,(yl.,ki) = Et(yl.’k[_ )~H,(Y,,), 1=0,1. Con objeto de obtener limites finitos bajo la

[nr

hipétesis nula de estacionariedad para las cantidades n™"*)_ 'F(y,) en (3.15), (3.18)

t=1

y para n”" 2252] X, ,F,(Y,) en (4.4), (4.6), se introduce el siguiente supuesto relativo a

las magnitudes de los outliers.
Supuesto M. Magnitudes de los efectos de los AOs bajo estacionariedad

(M.1) Caso de outliers deterministas no persistentes
Se supone que &, = co;Vn, mientras que 8;; = ¢1;/Vn, con ¢; 0 R vy finito, j = 1,
..., ki, de forma que n_1/26()j =co=0(1),y nmﬁu = c1; = O(1). Asi, para cualquier
0 <o < 1/2, se tiene que n~ N8 = "8, = ¢;:n™ = o(1) y, por tanto, 8y =
0(n1/2+u) y 61j _ O(n—(1/2—a)).

(M.2) Caso de outliers deterministas persistentes
Se supone que &; = ¢;/Vn, con ¢; 0 R y finito para todo j =1, ..., k;, i = 0,1. Para

cualgl/lzier) 0 < a < 1/2, se tiene que n'"*™&; = ¢;n"® = o(1) y, por tanto, &, =
-(12-a
o(n ).

(M.3) Caso de outliers estocasticos
Se supone que 8o = coo/Vn, 811 = cii/(nVn), de forma que b (Y, ) =T, (Yoy,) Y
W (Yor,) =2ET,(Yyy)s Y (*’(ZJ(V1,k1) = (%), con cgo, ¢11 Y €1 cantidades finitas y ¢; > 0.
Comentario 1. Si en (4.4) y (4.5) se tuviese &; = O(n'*™) y en (4.6) & = O(n™ "> ),
Bo1 = O™ ), @i (Yo, ) =0 ™) y ()= O >""?), con 0<0i<1/2, entonces

[nr] ~

se tendria que n™"?) "'x, F(y,)=0,(n"") y, por tanto, el efecto de la contaminacién

t=1
seria asintoticamente nulo e incluso podria ser poco relevante en muestras pequenas

para O proximo a 1/2.
Por otro lado, si para cualquier par de valores r, & [J [0,1] con » > &, se considera que

n"z["} X, - 2,(rh)= J'hr x,(s)ds » con g,(r,0) = z,(r), entonces en (4.4) y (4.5) se tiene

t=[nh] " LP
n

1 _ 1
(LA ) == 30 %, = 2,(LA)= [ x,(s)ds (47

t=[nh; ] Ay
Finalmente, para evaluar el limite de (3.15) y (4.4) para @; # 0 se introduce el siguiente

Lema 1 basado en una representacion aproximada del parametro AR(1) @;, que

determina el grado de persistencia del efecto de la perturbacion.*

* Esta representacion se sigue de la aproximacion de Phillips (1987) para definir el proceso limite Ornstein-Uhlenbeck para una
autorregresion de primer orden con una raiz proxima a la unidad, lo que permite medir las desviaciones respecto de la teoria para
procesos de raiz unitaria mediante un parametro de no centralidad. En nuestro caso se considera Unicamente la persistencia durante
un intervalo de tiempo finito, de forma que el supuesto |@; < 1 implica la siguiente restriccion para el parametro T;: —2n <T; <0.
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Lema 1. En el caso de contaminacion por AOs persistentes (modelo A con |@ <1,

@;#0), se tiene que la siguiente representacion aproximada para el coeficiente
autorregresivo

@, =1+-~ exp(—) (4.8)
con —2n <T; < 0, implica que
1
LS g™, - [T ()=, 1A, (4.9)
= =[nh;] N ’ ‘

v

L (s=n)T
con J, (LA,)= J‘A‘e(‘ D ds en el caso p = 0.
ij

Prueba. A partir de la representacion aproximada (4.8) y (4.7), se tiene que

t/n

2 Z [[n)\ ]~ :l ’21 e(t—[n)\,j])ri/./ni - i e(l_["}‘i/’])rtj/" J‘ dz (S)
t,p p,n

M i=fnn;) ST t=[nh; ] (t=1)/n

n t/n

-3 0= [0

t=[nN;1(t-1)/n A

1
e =0, 0

Ay

]
Asi, bajo los supuestos (M.1), (M.2) y el Lema 1, en el Apéndice A se han obtenido los

siguientes limites para (3.15),

[nr
TZ ,) - F(r.Y,) (4.10)
=1
con

ko k
F(r’yk):zcm[(r2)‘0i)+zcli(r_)‘1i)1(7”2)‘11') si @, =0
i=1
=D o, (RANI(r2 ) (4.11)

Z [(r=A) =@, (AU (2 sil @ [<1(@; #0)

mientras que para (4.4) y (4.5) se tiene que

1 nr) _
7n th,pE(Vk) - F,(1,Y,) (4.12)
t=1
con
F (r, yk) ZCOpr()\OZ) chlz 1, )\1;) si (pij:()
_ZCOJ o, (L )\01)+z Y[z, (LA, ~J,. (LA)] si| @, [<1(g; #0)
(4.13)

Por otro lado, en el caso de contaminacidn por outliers estocasticos, teniendo en cuenta

el supuesto (M.3), los resultados de convergencia en (3.11) y (3.19) y llamando

d,(ry,)=1+x T‘(V“k‘)) r, los limites en (4.10) y (4.12) para (3.18) y (4.6) vienen dados

oo T (Yo

12



por

E(r,Y,) = cooTy (You, 1o (7, Yy +(*)0(y0,k0)(pf/;)(’”) +%+WJ.;W;(S)‘ZS) (4.14)

F,(r,¥,) = ¢yt (Yo, )Irdlo(s Y, )x,(s)ds
6, Vs[5, I (5) s [ 3, 6 52

respectivamente. Si se definen ahora las autocovarianzas muestrales entre las secuencias

N, N, (YO 3 10, (Y, 0, ,(Y) Hy A0, () 0., ,(Y,) } como

(4.15)

G,,(hy,)= _,;1 A, (YR, (V) (4.16)
P Y= 370,000, ¥,) @17
y
(B vk)——Znt,](vA)ut nr(Ye) (4.18)
donde e
0,,(Y) =1 ,(y) =G, (0, (4.19)

se tiene el siguiente Lema 2 relativo a la estructura de estas covarianzas muestrales bajo

cada uno de los distintos tipos de contaminacion por AOs considerados en este trabajo.

Lema 2. Empleando los residuos MCO en el modelo de nivel-local generalizado bajo
contaminacion por AOs, tanto en la ecuacion de medida como de transicion, para uno
de los distintos tipos de perturbacion considerados, y bajo el supuesto M sobre la
magnitud del efecto de los outliers, se tiene que:

(i) G, (hy,)=G, (h)+G(hY,)+o,()
i) V, (hy)=V, ()+V(hy)+o,(1)

i) C, ,(hY,) =C,, () +C(hY,) +0,(1)
con G(h.Yy) = V(h.Yi) = C(h,Yr) = 0 en el caso del Modelo A con @; # 0, y

» A Modelo A :@. =0
G(h yk AZ_;]Z_; 0,€0j8hn ( 0ji? ]z odelo (Pl/ (4-20)
Ty (You,) Modelo B
nzzcoj Csz(gh AgjsAo,) =) Modelo A:@, =0 (4.21)
V(h’yk) - =1jp=1
r ;,2 (yo,k0 ) Modelo B
k
VYD el 80NN ,) Modelo A :@, =0 (4.22)
Clhy )= =i
r’ (You,) Modelo B

donde T';” (Yo, ) = COV[E:(VO,kO),Ef_h (You, )], s = 1,2, y se asume que tales varianzas y
covarianzas existen y son finitas.
Prueba. Ver Apéndice B
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Comentario 2. Los resultados dados en el Lema 2 implican que las estimaciones no
paramétricas de las varianzas y covarianzas a largo plazo basadas en las secuencias de

residuos obtenidos en el modelo bajo perturbacion por AOs vienen dadas por

(n=D)

@ (m,,y,) =@ (m)+ > wh,m)G(hY,)+o,() (4.23)
h=—(n-1)

~ n (n=1)

Viim,Y) =V (m)+ Y wh,m)V(hY,)+o,() (4.24)
h=—(n-1)

y

~ n (n-1)

Cr(m,.y)=Ci(m)+ > wh,m)C(hY,)+o,() (4.25)
h=—(n-1)

de forma que, siempre que las cantidades en (4.20)-(4.22) sean finitas y presenten un
decrecimiento geométrico, entonces bajo la hipotesis nula de estacionariedad se tendria
que

G(m,¥,) 5 @ (1+280), Vi (m,y,) & @G (1+520), Crim,y,) & 0, (14550 (426)
donde se ha llamado

(n-1) (n=1) (n-1)

GY)'= 2, wlham )G(hY )V (V) = 3 wlhm, )V (1Y), COY) = 3 wlhom, )C(hy,) - 27
Con todos est(_)s(nré:sultados, se esta ya_e(;l )disposicién de enur;_c:(i;r) el siguiente Teorema
que permitira establecer la distribucion asintética nula de los estadisticos de contraste
KPSS, V/S, KS y de fluctuaciones de Xiao y Lima (2007) construidos empleando el
proceso de suma parcial de residuos MCO en el modelo bajo contaminacion dado en

(4.3) y el proceso de suma parcial de residuos cuadraticos centrados (ecuacion (4.19)).

Teorema 1. Bajo la hipotesis nula de estacionariedad estocastica y el supuesto (M),
relativo a la magnitud de los efectos de los outliers aditivos, tanto en el caso de
intervenciones como para el proceso estocdstico de salto tipo Bernoulli, se tiene que:

(l) [nr (yk):wBop(”)"'B r,¥,) = (_Q(B (’,)+Bp(:);yk))
[r]

(id) ﬁZ 0,,(¥,) = 0,B,(N+ E(ry,) = @, (B, () +242)
con B, ,(r)y B:Er) dados en (2.19) y (2.23),
B, = Fy)=5,0){ [ x,003,00d5 ) F, v,

donde los limites F(r.Yi) y Fy(r.Yr) vienen dados en (4.11), (4.13) y (4.14), (4.15),
respectivamente, para los modelos A y B de contaminacion, mientras que 1:“2(7/, Y,) es

el limite de LY""F(y,)-1>"" F}(y,). dado por:
Fz(i’,yk) = \/;zcgj(l()\oj <r)=r) ModeloA:@, =0
=
=y (yo,ko W, (r) Modelo B
y Fz (r,Y,)= 0 en el caso de intervenciones con persistencia (Modelo A con @; # 0).

Prueba. Ver Apéndice C
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El siguiente Corolario 1 establece finalmente, empleando estos resultados, la
distribucion asintotica nula de los estadisticos de contraste de estacionariedad en torno a
un componente determinista de primer orden, KPSS, V/S y KS, y de estacionariedad en
covarianza de Xiao y Lima (2007), frente a la alternativa de no estacionariedad
estocastica bajo contaminacion por outliers aditivos. Para este ultimo, se define, como
en (2.23), el proceso de sumas parciales bivariante como

[nr

]
Z,(Y) (4.28)

t=1

~ A 1
B[nr],P (yk) = Qn v (mn P yk )E

Corolario 1. Distribuciones asintdticas nula de los estadisticos de contraste. Bajo la
hipotesis nula de estacionariedad estocastica y las condiciones y supuestos que
determinan los resultados obtenidos en el Teorema 1, se tiene que:

; - On-1 [ B,(s.Ys)
(@) M) (m,y)= (2807 [ (B, () + 2520 ds

P

17 y (Vi) \— 1 B, (5,¥x) 1 B, (s.Yy) 2
(i) D12, ) = (1 + 2 l{jo(Bo,p<s)+—g s =(]1(B,, )+ ) }

e A - B,(s.¥) B,(Ly,)
(i) ML) (m, . y,) = L+ 807 sup [ (B, , (5) + 2510 = (B, , (D + 25™0)

n . [nr] ) _ _
@) B[nr],p(yk) = Qn_l/z(mnvyk)fzzt,p(yk) = +Q IQ(yo,kU ) 1/2Bp (r.Y,)
=1

donde en (iv), se tiene que

B, (r, 0,k s Y1k > Y1k
Bp(r’yk) :Bl)(’,)_i_Qfl/z {(d(l”,oy(),ku ))+Zl/2(yo,kﬂ)[ﬁi((:’xo’ku))J'i'(d(r y 1)':)Bp(l’ y 1)\)},

con B (r) dado en (2.23), d(r.,Y,, ) y d(r.,Y,, ) son funciones deterministas dadas en
(D.7), (D.10), B,(r.Yy,) y B,(r.V,,), que vienen dadas en (D.8) y (D.11), son como en

(2.19) reemplazando W,(r) por W,(r) y ¢, I r[/f/l(s)ds, respectivamente. Ademdas, se tiene
0

— ~ PR g G(UJ.)C(DA)
aue ¥y, 202, 6 Froy) 2,0, v con 29, =00, =[“) [k an

el caso de outliers estocasticos y Z(Y,, ) =1 en el caso de outliers deterministas.

Prueba. Apéndice D.

Comentario 3. En el caso de contaminacion por outliers aditivos con efecto persistente,
donde se tiene que G(Yi) = 0, el efecto de las perturbaciones en la distribucion asintotica
de los estadisticos en (7)-(iif) indica un incremento en el tamafio empirico de cada uno
de los contrastes cuando se emplean las distribuciones habituales, puesto que so6lo se
manifiesta a través de un incremento en la magnitud de los mismos. En el resto de casos
posibles el efecto neto serd el resultado del tradeoff entre efecto en el numerador y
denominador de cada uno de los estadisticos de contraste. En cuanto al comportamiento
del estadistico de fluctuaciones de Xiao y Lima (2007), ecuacidon (iv), se produce el

mismo efecto cuando @; # 0, puesto que Q(Yx) = 0, aunque en este caso la distorsion se
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transmite inicamente a través del elemento B,(7,Yx) (ver Teorema 1).

Comentario 4. Dado el supuesto M sobre las magnitudes de los efectos de los outliers
aditivos y bajo la alternativa de raiz unitaria, > >0, siempre que 0. >0, de forma que
domine el componente no estacionario en (2.6), entonces en (4.3) se tiene que

fSW],p (Y;) =0,(n), de forma que los contrastes siguen siendo consistentes, como en

el caso estandar del modelo libre de contaminacion. Por otro lado, bajo este mismo
conjunto de supuestos y la secuencia de alternativas locales 0. =(<)*, ¢ > 0, las

distribuciones asintoticas bajo las alternativas de estos estadisticos de contraste son

también como en el caso de no contaminacion, con el proceso limite By ,(7) reemplazado

por By (7).

5. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado el comportamiento de los principales estadisticos
utilizados habitualmente para el contraste de la hipdtesis nula de estacionariedad de
primer y segundo orden en el caso de perturbacion por outliers de tipo aditivo de los
componentes estocasticos en las ecuaciones de medida y de transicion del modelo de
nivel-local generalizado. Se ha considerado, de forma muy general, el caso tanto de
intervenciones (outliers deterministas con efectos persistentes y no persistentes) como
de outliers estocésticos generados por un proceso estocastico de saltos de tipo Bernoulli.
Se puede concluir que la presencia de observaciones anomalas de cualquiera de los tipos
considerados provocard distorsiones en el comportamiento de estos estadisticos de
contraste, generalmente en términos de un aumento del tamafio empirico de los
contrastes mostrando, por tanto, una tendencia a identificar erréneamente no
estacionariedad estocéstica. Empleando el mismo conjunto de supuestos que ha
permitido el analisis de este comportamiento bajo la hipotesis nula 1(0), la potencia de

estos contrastes no se vera afectada.
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Apéndice A. Limite del proceso de suma parcial normalizado de la funcion de
influencia F(y,) en el caso de intervenciones

Dadas las ecuaciones (3.15)-(3.17), con @; = 0, entonces bajo el supuesto (M.1) se tiene que
[nr] ko [nr] [nr]

ZF(vk) 2% ZI(M,)+Z51, 2O

/’l 1=1
K ["V] (A.l)
—Zco,1<r>x D2 LA

[nr]

=ZC0i](r2)\0i)+zcli[% Z hx(Ali)][(FZ)\li)

=[nhy;]

donde
S =102 Ali)[,-g SHa, (AU)] = 12, LI D (a2)
= =] n
de forma que, paran — o,
j_ [Z‘iF(yk) ~ F(r,y,)= Zcoll(r = N,)+ chl(r ADI(rzA) (A3)
Por otro lado, con51derand0 en (3.16)—(3. 17) el caso de outhers persistentes, con | @, [<1(@, #0), se tiene
AL Z DT Py S 0) (a9
que, bajo el supuesto (M. 2) puede escribirse tambjijc'ln cotnllo
[fF(yk) Zcol[ Z (polw’ J[(r>7\0,)+2(:1j( [fi MJ[(}’>)\ ) A5
1={nhg; ] t=[nhy;]
Entonces, para » = A, y utilizando el Lema 1, entonces paran — oo,
1 [ii (p:);["'\w] - j. e g = JTO, (r.N,) (A-6)

1=[nhy ] Ao,

mientras que para » = Ay, se tiene que
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[nr] ([nhy 1+ [nr] [nr]

(-9 ) t W\ I+ (Lar-lnh; 4D @ t=[nh ;]
1 = 1 1j 1 j —_ 1j
n Z 1-@; n(1-@;) Z (1 ) 1-@ n n Z (plj

t=[n\;] t=[n\;] t=[nh; ] (A7)

- | N =@, [T Vs |22 -A )~ @, ()]

A

1j
Por tanto, en el caso de AOs persistentes se tiene el limite no estocastico
1

\/;;F(Vk) - F(r,Y,) ZCOJJT (r, AO/)I(F )\0/) (A.8)
k

Z (I’ )\11) (leJ'[ (r, )\11)][(” A )

Jj=1

Apéndice B. Prueba del Lema 2
A partir de los resultados en (4.10)-(4.15), se tiene que b, (Y,)= Q (p)[zv X, F()=0,0),

d, ,(Y)=F%,b,,()=0,0 Y,y a,,(pY) =4, (Y)d,, ,(Y,)=0,(n"), de forma que el -
ésimo re51duo MCO en (4.2) puede escribirse como

A, (V) =0, +F (V) = X,b, (V) =0, +F(Y) +0,(n™") B.1)
y, de la misma forma, el #-ésimo remduo cuadratico viene dado por

A, (V) =07, +F(¥)+0,(n™) (B2)

Sea G (h,Y, ), definido en (4.16), la autocovarianza muestral de orden / de los residuos MCO en (B.1).

n,p

Bajo el supuesto (M) que determina un limite (determinista o estocastico) finito para b, ,(Y,) y empleando
los mismos argumentos que en la seccion 2 para obtener los limites (2.14) y (2.16) bajo la hipdtesis nula
de estacionariedad, se tiene que a partir de (B.1)

éﬂ,p hy,) = G,lp(h)’f; Z F(Y)F_,(Y)+o,(1) (B.3)
t=h+1
con
G,,0,y,)=G, (0)+= ZFf(vk)+0,, 6)) (B.4)
t:1

para & = 0, de forma que, empleando (B.2) y (B.4), el t-ésimo residuo MCO cuadratico y centrado,
0,,(y,) =1, ,,(Vk) ..»(0,Y,) , puede escribirse también como

N N 1<
Ul,p (yk) = Ur,p +E2 (yk) _;zF;z (yk)+0p (1) (BS)
s=1

De esta forma, se tiene que, bajo el mismo conjunto de supuestos, las autocovarianzas muestrales de las
secuencias {0, ,(Y,),0,_, ,(Y)}, {A,,(Y,),0,,,(Y,) }, definidas en (4.17) y (4.18), pueden escribirse,

aproximadamente, como

s ) =V, Z (F (Y= ZF (Y.) j(Fih(m—%iﬂz(vu}op(l) (B:6)
y
én,p(h’yk) Cn,,(h)"'n Z FY) (th(yk)_ ZF (Yo j+0 ) B.7)

respectivamente. Utilizando la ecuacion (3.15), se tiene que en el caso de AOs deterministas no
persistentes, @; = 0, y bajo el supuesto (M.1), la funcion F(y,) viene dada por

ko 1 k
E(Y,) =J22c0,-1fa0,->+—[ > e b\, (B8)
Jj=1 n =

de forma que
kU kU

_ZF(yk)F A (V) = cho,lco,zghn()\oj, )‘o,z)+0(1) (B-9)

N =h+1 Ji=1 o=l

con g, (A )=1(h=[n(A,; =\, )]), mientras que en el caso de AOs deterministas persistentes,

0ji° 0/2

bajo el supuesto (M.2) sobre las magnitudes d; de los efectos, con
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F(Vk) \/_ZCOJ(pO/n)\o,]h ()\Oj Z < (l_q’i;[n}\l/]ﬂ)'ht()\lj) (B.10)

se tiene que n~ Z[ o F(YOE, () =o(l) por el efecto de la normalizacion. Haciendo & = 0 en (B.9),

se tiene que
R b
PONAED AL ®.11)
=1 j=1

en el caso @; = 0, mientras que es o(1) en caso de outliers persistentes. Asi, a partir del cuadrado de (B.8)
y empleando (B.11), se tiene que

1 n ko ko
F(Y,) —;ZFi (V) =nY ¢y LA )= c;, +o(l) (B.12)
s=1 j=1 j=1

de forma que si se utiliza para (B.8) la siguiente representacion E(Vk):\/zzl;ilco,-[z()‘o +o),

cuando n — o, entonces

F(yk)[th(yk)_ ZF (Ye) j:\/;ZO:COth(}\Oj)(nzo:c(fjlt—h(}\()j)_Zolcgj]-'-a(l)

s=1
ko

ST s, LM Vs (o) NS S e Ny )+ o)

Ji=l =1 J=1 J=1

F(y) -~ S FA(y,) th(vk)——zF W0 =S S 2, 1 (0, )+ Zco,
n’ -

/1—1/ =1
_”ZCOJ‘ [zcéj[t ()‘0,') + zcgj[t—h ()\Oj)] +o(1)
=l j=1 j=1

Por tanto, en el caso de contaminacion por outliers aditivos deterministas (intervenciones) y inicamente
en el caso de outliers no persistentes, se tiene que las autocovarianzas en (B.3), (B.6) y (B.7) vienen dadas

por
kU kO

G,,(hy)=G,,(MN+>. ¢, ¢, 8, (Ng; Ao, ) +0, (1) (B.13)
nkullk—ul ) 2
V,,(hy) =V, (h)+ n; ;,163‘,-1 Co 1 8rn Ao 5N, —[Z & j] +0,(1) s
033 61y )0,
C,,(hy)= ,,p(h)+f22coj ¢ 8ra My, Ng,) +0,(1) (B.15)
=

respectivamente. A pesar de que el término central en las expresiones (B.14) y (B.15) depende del tamafio
muestral, puesto que aparecen las magnitudes relativas de impacto de los outliers aditivos en la ecuacioén
de medida ¢, j = 1, ..., ko, con cg; = &y/Vn (supuesto (M.1)), es de esperar que estas magnitudes relativas
sean pequefias de forma que los términos indicados tengan magnitud finita y no divergan con n grande.
Por tanto, se considera que estas cantidades son finitas y se designan como

Kk
G(hy,) = zzcoj'lcoj'zgh,n()\o,'] ’)\0‘/'2) (B.16)
Q=1 =l
k&
V(h’yk) = ”ZZ cé/l Céjz (gh,n (}\0,,', ’)\o,'z) _%) (B.17)
Q=1 =l
kO kO
Ch,y,) = IZZCOJ,COJ 8 n()\o,1 )\oj ) (B.18)
Q=1 =l

Por otro lado, en el caso de contaminacion por outliers generados de acuerdo con el modelo B, proceso
estocastico de saltos en tiempo discreto, se tiene que, a partir de (3.18) y bajo el supuesto (M.3),

F(yk)—LuuT(VOkﬂ)"' + T(ylkl)fl E(y()kﬂ)"'zz (ylk1

=8 (Vou )+ 2 () o) =E (Vi) +0, D)

(B.19)
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y, de la misma forma
11 - 2 -
FA(Y) =& (Yo, +[ & (Vi )] +0,(1) =& (Y,,, ) +0,(1) (B.20)
s=1

puesto que se tiene Et(yl,k,):wO(YI,k, )Z (V1,k1)=%zz (Y, ) =0, (n™"). Puesto que, por construccion, la
secuencia {E,(yo,kﬂ)} es estrictamente estacionaria y ergddica, y por la Ley Débil de los Grandes
Nﬁmeros se tiene

- Z F(yk)F h(yk) - Z E (VOkO)E; h(y0k0)+0 (1) (B.21)

N y=p+1 ny=p+1

- llfg E[Ez (yo,k(, )Ez—h (Vo,/c0 N=r, (yo,k(, )

1 & 1& s . =
=Y FAY) ==& (Yo, ) to, (1) — lim E[E7 (Y, )1 =T (Vo) (B.22)
n = n o n-e

de forma que

—Z(F (V) —— ZF (Yo j{Fi(vk)— ZF (Yo j

N y=p+1 t=1
(B.23)

== Z & Vo) =T Vor DE Vo) =T 1 Yoy, ) +0,(1)

N i=h+1

- hm E[(E (You,) =T (Yo, ))(E 5 (You,) T (Yo, )]
= COV[Er (yo,kﬂ ), Eth (yo,kﬂ )= r}zq ? (yo,kﬂ)

_ZF(yk (th(yk)_ ZFz(yk j

N y=p+1
(B.24)

== Z & (You, )& You, )= (Yo, ) + 0, (1)

t=h+1

llm L&, (Yo, )& (Yor,) =T (Yo )]
= COV[Ez(yo,k0 )iat*h (yo,kﬂ )= riqz(yo,ko)

Apéndice C. Prueba del Teorema 1

Prueba de (i). Para obtener este resultado, inicamente hay que tener en cuenta el obtenido en (2.18)-
(2.19) para el componente de (4.3) basado en los residuos MCO del modelo libre de perturbacion por

AOs, y los limites dados en (4.11), (4.14) para fZE": F(y,) y en (4.13), (4.15) para el término

%Z"il X, ,E (Y bajo el correspondiente supuesto (M) sobre la magnitud relativa de los efectos de los

distintos tipos de mecanismos generadores de outliers considerados.

Prueba de (ii). Puesto que a partir de de (B 5), se tiene que

l [nr] 1 [’"]A [nr] nr
20,00 = 20, S )~ ]( SE) ]+o,,(1> e
n =1 \/; =1
con
[nr] [nr] n
LZQt,p:LZ ["r] ! ZU = w,B,(r) (C2)
n =1 n =1

como en la seccidn, en el caso del ajuste MCO del modelo libre de contaminacion, entonces, dado que
(B.8) y (B.10) implican que, bajo los supuestos (M.1) y (M.2), F’(Y,)= nzl;‘)zlcéjlt ()\0].)+0(1) , en el

caso de AOs deterministas no persistentes (¢, =0,i=0, 1), y F*(Y,)=0si @; # 0, entonces empleando

también la ecuacion (B.11),
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[nr]

L[ﬂf] 2 [nr]( ZF (Vk j \/_ZCOIZI ()\Oj)_[nr]kZucgj +0(1)
n = j=
:\/;ngj[l()\ojs ry =L ]j+ 1)

(€3)

ko
=VnY 2 (I, £r)=r)+o(l)
j=l
Por otro lado, en el caso de outliers aditivos generados por el modelo general de saltos estocastico, se
tiene que, por las ecuaciones (B.20) y (B.22)

[nr
ZFz(vk "r]( ZFz(vk] Z (Yos,) [ZC]F(VMHO )

I’lrl

2<Ef(vo,ku>—ro<vo,ko M+o, (1) 4

i’lrl

=V Wou, W2 ()
donde, por (B.23), (Y, ) =10 (Yo, ) + 22;,:1 7% (Yoy, ) es la varianza a largo plazo de la secuencia

estacionaria {Ef (Yo, ) =T 9(Yoy, ) - Llamando entonces Fz(r, Y,) alos limites en (C.3) y (C.4), se tiene

el resultado establecido.
]

Apéndice D. Prueba del Corolario 1

Prueba de (i)-(iii). Estas expresiones se siguen directamente de los resultados obtenidos anteriormente,
en el Lema 2 y Teorema 1, por el Teorema del Mapeado Continuo.

Prueba de (iv). En primer lugar, puesto que por el Lema 2 y (4.23)-(4.25), se tiene que

Q,(m,.y,)=Q,(m ) +Q." (m)Qy)]+0,() % QU +Q7'Q(y,)] (D.1)
entonces, por ¢l Teorema de Slutsky, se tiene que
Q;l/Z(mn,yk) i[I_'_Q*lQ(yk)]*IQQ*I/Z (DZ)

En segundo lugar, se tiene en cuenta que (4.2) puede escribirse como ﬁw, (y,)=n, , T F ,(Y,), con

F,’p Y,)= F,,p (yo’k0 )+ Ft’p (yl’k1 ), y donde se ha llamado

I;;,p(yi,k,):].7;(yi,k,)_%’i Qn_l(p)fzxsp s(ytk) l (DS)
s=1

con F(Yy, )= i/U%T(VOkO)"'E (Yor,) ¥ F(Yy)= j/%.[(ylkl)n-i-zz (Y1s,) (ecuacion (B.19)). De la

misma forma, y teniendo en cuenta los resultados del Apéndice C, (4. 19) puede escribirse como

Ot,p (Y= Ot,p + [ztz (Yos,) =T o(You, )1 t0, (n'"?) (D.4)
Asi se tiene que
&, e, L F, )
NE= Z Z([E Yo )= To (Vou )]

(D.5)

LS

donde, por los resultados en (4.14), (4.15) y (C.4), se tiene que

LW FL(Yy,) d(r,Yy,, )) 12 B,(r,You,)
\/; [Z:‘([E[z (yo’kﬂ ) _ ro (yo)ko )]] = ( 0 + Z (yo,k(, ) W ( ) (D6)
con z(yo,ku) = Q(yo,k(, ),

d(r,Yoz,) = T (Yo, ){r - j X', (s)ds (.[01 x,(s)x,, (S)ds)_l J~0’ X, (S)dS} (D.7)

B, ¥uu) =)= [, 5[ x, 0, 0)as) [, 517 ) 08
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y, ademas

1 [nr]
ﬁ;}:},p (yl,/c] ) = d(l”, yl,kl ) + Bp (l", yl,kl ) (D9)
con
r -1 -
d(r,y,,) = Ty, ){ﬁ -[x, (s)ds( jol x,(s)x) (s)ds) [[sx, (s)ds} (D.10)
0
y
o~ r 1 -1 ~
B,(r.Y,)=¢ {jo W, (s)ds —jx'p (s)ds (jo x,(s)x) (s)ds) jo X, (s)Wl(s)ds} D.11)
0

El resultado final, para el caso del modelo de contaminacion por intervenciones, se obtiene considerando
las expresiones (4.11) y (4.13) para los limites F(r, Yi) y F,(r, Yi), considerando que Z(Y,, ) =1 . De otra

forma, llamando

r -1
d(r,y,.,k,)+Bp<r,y,,k,>:F(r,y,,k,)—jx;(s)ds(j(jxp<s)x;<s)ds) F,(r,Y,),i=0,1 (.12
0

con
k()
F(’”ayo,k(,)zzcm[(”Z)‘m) @; =0
i=1
ko
=2 o, (BN )I(r 2 ) @, [<1(g, #0)
’;l (D.13)
F(r’yl,kl):chi(r_)\li)l(r2)\1[) Q; =0
i=1
ki
= -A )=, CAUCRA) 19 <1, %0)
=
y
ko
Fp (”ayo,kﬂ) = Zco‘/xp ()‘o‘/) @, = 0
=
ko
:ZCOij’Tﬂ/(]"AOj) |(py |<l((pij #0)
’k]:l (D.14)
Fp(r5y1,k|):chjzp(l’)\lj) (pszo
=
b
=2 5, A ) =T, (LA)] | @, [<1(q@; #0)
=
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