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1.Sea k = Z/pZ, p primo y p(z) € k[z] un polinomio irreducible en k[z]
de grado n, n > 1. Razonar que el cuerpo k[z]/(p(x)) tiene exacta-
mente p"” elementos.

Sabemos por teoria:
7Si R es un anillo conmutativo y con unidad 1 # 0, y M es un ideal de R,
entonces

M es ideal maximal de R <= R/M es un cuerpo’

”Sea R un D.I.P no cuerpo y a € R, son equivalentes:
i) a es irreducible.
i) (a) es mazimal de R( (a)= ideal generado por a)”

Teniendo en cuenta estos dos resultados, podemos justificar que k[z]/ (p(x))
es un cuerpo, ya que como p(x) es irreducible en k[z] y k[z] es un D.I.P no
cuerpo = (p(z)) es un ideal maximal.

Todo elemento de k[z]/ (p(z)) serd de la forma

9(z) + (p(z))

Por el algoritmo de las divisién, Jq(z), r(x) € k[x] tal que
9(x) = plx)a(x) + r(x) siendo r(z) = 0 6 8(r(x)) < (p(x)) =n =
)

(
9(@)+(p(2)) = p(x)g(x)+r(x)+(p(x)) = r(@)+(p(x)) = a0 +arz+.. +an1z""" +(p())

representante candnico inico

Como ag,a1,...,an—1 € Z/pZ, hay p™ representantes canénicos = k[x]/ (p(x))
tiene p™ elementos, como queriamos demostrar.

2. Demostrar que 2® + 22 + 1 es irreducible en (Z/27Z)[z] y que
(Z)27Z)]x)/(z® + 2? + 1) es un cuerpo de 8 elementos.



Para ver que z° + 2% + 1 € (Z/2Z)[x] es irreducible, hay que ver que no se
puede poner como producto de 2 polinomios de grado inferior a 3 (uno de grado
1y el otro de grado 2), y como consecuencia, se reduce a comprobar que dicho
polinomio no tiene raices en Z/2Z = {0,1}. Asi

f(z) + a2 +1 € (2/22Z)[x]
£(0)

£0
fO)=1#0

Por otra parte, por el ejercicio anterior, como f(x) es irreducible,
Z)27)[z]/ (2 + 2% + 1) es un cuerpo de 23 = 8 elementos.

\O\&

z3
1 = f(x) no tiene raices en Z/2Z.
1

3. Determinar para que primos p es x2? + 1 irreducible en (Z/pZ)|z].

Probaremos que
2% + 1 es irreducible en (Z/pZ)[z] <= p # 2y p # 1(4)
(=)

Suponemos que z2 + 1 es irreducible en (Z/pZ)[x]. Como el polinomio es de
grado 2, su irreducibilidad se reduce a que no tiene raices en Z/pZ.

Sip=2= 22+1=(z+1)? = f(r) tendria raices en Z/27Z (el 1 es raiz), lo
que no es posible.

Sip=14) = 4| (p—1) = [(Z/pZ)*| = Como (Z/pZ)* es un grupo ciclico,
IS < (Z/pZ)* tal que |S| =4y S es ciclico = Ja € S tal que S =< a >y
ola)=4=a'=1=da"-1=0= (a®2+1D@®-1)=0= (a®2+1) =056
(a® —1) =0, ya que Z/pZ es un D.I.

Sia?—-1=0= a® =1, lo que no es posible puesto que o(a) = 4. Por tanto,
a’+1=0 = a € Z/pZ serfa raiz de 2% + 1, que no puede ser porque hemos
supuesto que x? + 1 es irreducible en (Z/pZ)[z].

Por tanto, si 22 + 1 es irreducible en (Z/pZ)[z], se tiene que p # 2 y p # 1(4).
(<)

Supongamos que p # 2y que p # 1(4). Veamos que z% + 1 es irreducible
en (Z/pZ)[x] por reduccién al absurdo.

Supongamos que Ja € Z/pZ raiz de 2% +1 = a® +1 = 0.
Por una parte, como a? +1 = 0 = a # 0y a®> = —1, lo que conlleva que
o(a) = 4 puesto que como p # 2 se tiene que 1 # —1 en Z/pZ y por tanto,

a*=1.

Por otra parte, como a # 0 = a € (Z/pZ)* = a?~' = o@/PD)"l = 1 =



o(a)=4](p—1) = p=1(4), lo cual no es posible.

Asf que 22 + 1 es irreducible en (Z/pZ)[z].

4. Describir los subcuerpos de C de la forma:
a) Q(v2)

b) Q(i)

¢) Q(«) donde « es la raiz ciibica real de 2

d) Q(v5,V7)

e) QivII)

Antes de empezar con el ejercicio, recordemos el resultado tedrico que se va
a usar en su resolucion:

"Si EJF es una extension de cuerpos y a € E es algebraico sobre F, entonces,
F(a)/F es finita y [F(a) : F] = §(Irr(a, F)).

Ademds, en la demostracion de este resultado se observa que si §(Irr(a, F)) = n,
entonces 1, a,a?,...,a" 1 es una F-base de F(a)”.

a) Q(v2)

* Sabemos que Q C Q(\/i) CC.

* /2 es algebraico sobre Q ya que es raiz de 22 — 2.

* 22 — 2 es irreducible en Q porque sus tnicas raices son V2 y —v/2, que no
estén en Q. Ademds, 22 — 2 es ménico. Entonces

2? — 2 ménico + irreducible 4 V2 raiz = 2* — 2 = Irr(v/2,Q)

* Teniendo en cuenta el resultado de teorfa, [Q(v/2) : Q] = 2 = {1,v/2} es una
Q-base de Q(v/2).

Por tanto,

Q(V2) = {to +t:1V2 : to,t1 € Q}

b) Qi)

* Sabemos que Q C Q(i) C C.

* 4 es algebraico sobre Q ya que es raiz de 22 + 1.

* 22 4 1 es irreducible en Q porque sus tnicas raices son i y —i, que no estdn
en Q. Ademds, 22 + 1 es ménico. Entonces

2? +1 ménico + irreducible +i raiz = 2% + 1 = Irr(i, Q)

* Tgual que antes, [Q(4) : Q] =2 = {1,i} es una Q-base de Q(7).
Por tanto,
Q(i) = {to + t1i : to, t1 € Q}



¢) Q(«) donde « es la raiz cubica real de 2

* Sabemos que Q C Q(«a) C C.

* o es algebraico sobre Q ya que es raiz de 2% — 2.

* 23 — 2 es irreducible en Q[z]. Basta aplicar el criterio de Eisenstein con p = 2.
Ademsés, 2% — 2 es ménico. Entonces

23 — 2 ménico + irreducible + a raiz = 2* — 2 = Irr(a, Q)

* Consecuentemente, [Q(a) : Q] = 3 = {1,a,a?} es una Q-base de Q(a).
Por tanto,
Q(a) = {to + tra + taa® : to, tr, 12 € Q}

d) Q(V5,V7)

Sabemos que Q(v/5,v/7) = (Q(v/5))(v/7), entonces, aparece la cadena
QCQ(V5) S (Q(VE)(VT) cC

* Veamos en primer lugar [Q(v/5) : Q]

V5 es algebraico sobre Q porque es raiz de 2 — 5
x? — 5 es irreducible en Q[z] y es ménico = [Q(+v5): Q] =2
2?2 —5=Irr(v/5,Q)
* Calculemos ahora [(Q(v/5))(v7) : Q(v/5)]. Para ello, necesitamos saber
Irr(V7,Q(V/5)).

Sabemos que Irr(v/7,Q) = x? — 7 con 22 — 7 € Q[z] € Q(v/5)[x]. Las tnicas
raices de éste polinomio son VT y —+/7. Si dichas raices no pertenecen a Q(\/g)
— 2% — 7 seguird siendo irreducible en Q(v/5)[x]. Se trata pués de ver si /7 y
—+/7 pertenecen a Q(\/g) 0 1no.

Sabemos, por el resultado de teoria recordado, que {1, \/5} es una Q-base de

Q(+v/5), y por tanto,
Q(V5) = {a+bV5:a,b € Q} (*)
Si \ﬁEQ(\/g) = Ja,b € Q tal que V7 =a+ bV5 = 7 = a® + 5b% + 2abV/5
VT

7
Sia=0= b= 3 —> b= +——, lo que no es posible porque b € Q.

V5
Sib=0 = a = £V/7 que no puede suceder por el mismo motivo que antes.

7 — 2 _ 2
Por tanto, a,b # 0 = V5 = [ma =90 lo cual es también imposible porque el

a
primer miembro de la igualdad es irracional mientras que el segundo es racional.



As’, Irr(V7,Q(V5)) = 2* = 7 = [(Q(V5))(V7) : Q(V5)] = 2.
* Por transitividad de indices, sabemos que
[(QWE)(VT) : Q] = [(QVE)(VT) : QUVE)IQ(VE) : Q] =22 =4

Por tanto, [Q(v/5,v7) : Q] = 4, con lo que Q(v/5,v/7) puede verse como un
Q-espacio vectorial de dimensién 4. Veamos como calcular una base.

Hemos visto que [(Q(v/5))(vV/7) : Q(+v/5)] = 2 = una Q(v/5)-base de (Q(v/5))(v/7)
es {1,V/7} y asf,

QW5VT) = (QW5E)(VT)
= {c+dV7:¢,deQ(5)}
\:’/ {(a0+b0\/5)+(a1+b1\/5)\ﬁ:ao,bo,al,bl GQ}
(*
= {ap+boV5+arVT+bVEVT : ag, bo, a1, b1 € Q}

N

En conclusién, {1, V5,7, \/gﬁ} es una Q-base de Q(v/5,V7) y
Q(W5,V7) = {to + t1V5 + taVT + t3VBVT  to, b1, ba, ts € @}

¢) QivIL)

* Sabemos que Q C Q(Z\/ﬁ) CC.

* 44/11 es algebraico sobre Q ya que es raiz de x% + 11.

* 22 + 11 es irreducible en Q porque sus unicas raices son iv/11 y —iv/11, que
no estan en Q. Ademsds, 2% + 11 es ménico. Entonces

22 + 11 moénico + irreducible +iv11 raiz = 22 + 11 = Irr(iv11,Q)

* Tgual que en los casos anteriores, [Q(iv11) : Q] = 2 = {1,iv/11} es una
Q-base de Q(iv/11).
Por tanto,

QiV11) = {to + t1iV11 : to, t; € Q}

5.Si E/F es una extensién algebraica y D es un dominio de integridad
tal que FF C D C E, probar que D es un cuerpo.



Como D es un dominio de integridad, para ver que es un cuerpo, sélo hay
que probar que todo elemento no nulo tiene inverso.

Sea 0 # a € D C E. Como E/F es una extensién algebraica = a es al-
gebraico sobre F.

Consideremos el cuerpo F'(a). Como a es algebraico, sabemos que
F(a)=Fla] = {f(a): f(z) € Flx]}. Asi, si b € Fla] =
b:t0+t1a+...+tmam con ti cF.

Por otra parte, como a € D y D es un dominio de integridad = a’ € D.

, tingD .
ASl{aiED }:>b6D:>F(a)F[a}§D

Por tltimo, como F(a) es un cuerpo conteniendo a a = a~! € F(a) =
Como consecuencia, tras haber visto que F(a) C D = a~! € D.

Concluimos que D es un cuerpo.

6. Sean py,...,p, primos distintos entre si y F = Q(\/p1,-..,/Pn)- Sean
qi, ..., q- cualquier conjunto de primos distintos entre si y distintos de

P1,...,Pn. Probar que /qi...q, no pertenece a F.

Haremos la demostracién por induccién sobre n.
Sin=1= F=Q(/p)-

Sabemos que Q € Q(/p1)-
Ademés, Irr(\/pr) = 2?2 — p1 = [Q(,/p1) : Q] =2 = Una Q-base de F serfa

{1,‘/])1} = ' = {to +t1/p1 : to,t1 € Q}

Por reduccién al absurdo, supongamos que /q1...q, € F = Jtg,t; € Q tal

que \/q1...gr = to +t1/P1

Vai-ar
VD1

e Sit;1 =0 = ty = \/q1...q, que no estd en Q, lo que no es posible. .

e Si to, t1 75 0= /q@1---qr =to +t1/P1 = q1.--qr = t% + 2tot14/P1 + t%pl

I A .
— /P11 = Nt o f L1 € Q, lo que no es posible.
ot1

e Sitg=0=t; = que no estd en Q, lo que no es posible .

Por tanto, ,/q1...q no pertenece a F', con lo que para n = 1 se cumple la tesis.

Por induccién, supongamos que ,/qi...q, no pertenece a Q(/p1, ..., /Pn—1) Dara
cualquier conjunto de primos distintos entre si y distintos a p1, ..., pn—1-



Sea L = Q(\/P1; -+ \/Pn—1) ¥ consideremos L(\/py,).

Por reduccién al absurdo, supongamos que /q1-.-¢» € L(y/Prn) = Q(\/D1s s /Pn) =
F.

Tenemos Q C L C L(y/pn) = F

Veamos que Ir7(\/pn, L) = 2% — p,, (lo sabemos sobre Q, no sobre L).
Como p,, # p1,.--,Pn—1 y primo, por hipédtesis de induccién, /p, no pertenece

a L =Q(/p1,»\/Pn-1) = Ir7(\/Dn, L) = 22 — p, (pués las tinicas raices de
2?2 — p, no pertenecen a L) => [F : L] = [L(y/Pn) : L] = 2 = una L-base de

L(\/pn) = F serd {1, \/ﬁ}

Como hemos supuesto que /q1...¢- € L(\/pn) = Q(/P1;-s/Pn) = F =
| to,tl € L tal que /q1...qr = to + tlw/pn

e Sit) =0 = tg = \/q1..-¢- lo que no es posible porque ty € L y, sin
embargo, por hipdtesis de induccién, ,/qi...q- no estd en L.

e Sitg=0= \/q1---G+Pn = t1Pn € L lo que no es posible por la hipétesis
de induccion.

Sito,t1 #0 = /q1---Gr = to + t1\/Pn = q1...qr = & + 2tot1\/Dn + tipn =

q1---qr — 1§ — tipn R
/D = 57 € L, que de nuevo es imposible.
o1

Luego /q1-..q; no pertenece a L(y/p,) = F'.

7. Continuando con el problema anterior probar:

b) Si p1,...,pi,.... es una sucesién infinita de primos distintos entre
si, entonces Q(,/p1, ..., /Pi,...) €8 una extensién algebraica no finita de

Q.

a) Haremos la demostracién por induccién sobre n.

Sin =1, entonces, [Q(/p1) : Q] = 2 ya que Irr(,/p1,Q) = z* — py.

Suponemos la hipétesis cierta para n — 1, es decir, suponemos que

[Q(\/P1, s \/Pro1) : Q] = 2771,

LLamamos L = Q(\/p1, .., /Pn—1). Entonces, aparece la situacién

QC L C L(vpn) = QWP -+ /Pn)



Por transitividad de grados sabemos que

[Q(v/PL: s VPn) + Q) = [L(VPn) - Q) = [L: QUL(VPn) L] = 2" [L(v/Pn) : L]

HI
Por tanto, se trata de comprobar si [L(y/pn) : L] = 2. Para ello, calculemos

Irr(y/pn, L).

Sabemos que Ir7(/pn, Q) = 2% — p,,, pero, ;sigue siéndolo sobre L?.
La respuesta sera positiva <= ,/p,, no pertenece a L.

Como p, # p; Vi = 1,....,n — 1y p, es primo, por el ejercicio anterior, ,/p,
no pertenece a L = Irr(\/pn, L) = 2* —p, => [L(\/pn) : L] =2 =

[Q(\/P1, s /Pr) : Q] = 2™

b)Veamos en primer lugar que Q(/p1,...,\/Pi,--) €s una extensién no finita
de Q.

Por reduccion al absurdo, supongamos que

[Q(\/]Tl, ceny \/@7 ) : Q] =m < 0

Entonces, tenemos la situacion

Q € Q(Vp1, s vPm) € QP15 Vi ---)

Por transitividad de grados sabemos

m = [Q/p1, - VPi, ) : Q
= [Q(\/]Tlaﬂ/ﬁ’) Q(\/E?M/IE)HQ(\/E??\/%) @]

a-2™ (cona>1)

> 2M=m>2" # Ym e N

Por tanto, la extension no es finita.
Para ver que la extension es algebraica necesitamos el resultado:

”Si E/F es una extension de cuerpos y S es un subconjunto de elementos de E
algebraicos sobre F', entonces, F(S)/F es algebraica”.

Teniendo en cuenta este resultado y que /p; son algebraicos sobre Q Vi

(Irr(\/pi, Q) = 2% — p;), se deduce que Q(/p1, ..., \/Pi, ---) €s una extension al-
gebraica no finita de Q.

8. Sean pi,p2,p3 ¥ p4 primos distintos entre si. Hallar:

i) [@(\/Plpm \/Plpa) o)
ii) [Q(y/P1p2, /P3p1) : Q]



i) Sabemos que Q(/p1pz2,+/P1P3) = Q(\/P1p2)(y/P1P3), con lo que aparece la
cadena
Q C Q(v/p1p2) € Q(v/P1p2)(v/P1P3)

Por transitividad de grados se tiene

[Q(v/P1p2)(v/P1p3) : Q] = [Q(v/P1p2)(vP1p3) : Q(v/p1p2)][Q(v/P1p2) = Q)
Como Irr(y/pip2,Q) = 22 — p1pa, se tiene que [Q(\/p1p2) : Q] = 2.

Por otra parte, calculemos [Q(y/pipa) (v/FiFs) : Q(v/FiFa))-

Para ello, necesitamos conocer Irr(,/p1ps, Q(y/p1p2)). Sabemos que
Irr(y/p1p3, Q) = 22 —p1ps, pero, isigue siendo el polinomio irreducible de /p1p3
sobre Q(y/p1p3)?-

Esto pasard <= ,/p1p3 no pertenece a Q(,/p1p2).

Si /p1ps € Q(y/p1p2) € Q(/P1,+/P2) = /P1-/P1P3 = P11/P3 € Q(/P1,/P2)
= /p3 € Q(/p1,/P2) lo que no es posible por el ejercicio 6. Por lo tanto

Irr(y/pips, Q(y/pip2) = 2% — pips = [Q(/P1p2)(P1p3) : Q(/P1p2)]=2.

Finalmente [Q(\/p1p2, /p1p3) : Q] =2-2 = 4.

ii) Sabemos que Q(\/p1p2,/P3pa) = Q(y/P1P2)(y/P3pa), con lo que aparece la
cadena
Q € Q(v/p1p2) € Q(v/p1p2)(v/P3p1)

Por transitividad de grados se tiene

[Q(v/P1p2)(VP3ps) : Q] = [Q(v/P1p2)(v/P3P4) : Q(v/P1p2)][Q(\/P1p2) : Q)
Como Irr(/pipz2, Q) = 2% — p1pa, se tiene que [Q(y/p1pz) : Q] = 2.

Por otra parte, caleulemos [Q(y/pipz) (v/F5p1) : Q(/Fips)]-

De nuevo por el ejercicio 6, se deduce que /p3ps no pertenece a Q(\/pipz) €
Q(\/P1, /P2) luego :

Irr(\/psps, Q(/P1p2)) = Irr(\/pspa, Q) = 2* — psps = [Q(y/P1p2)(\/P3Pa) :
Q(\/p1p2)] =2.

Como consecuencia [Q(y/p1pz, /p3ps) : Q] =2-2=4.

9. Sean py,...,p, primos distintos entre si y I' = Q(\/p1,...,/Pn). Pro-
bar que para cada i existe 0; € G(F/Q) tal que o;(\/pi) = —\/Pi ¥
0i(/;) = /P; st j #i.

Usar este hecho para demostrar que ,/pi,..., /P, son Q-linealmente
independientes.

Para resolver la primera parte del ejercicio, recordemos el resultado:



Sean Ey/E y Ey/E extensiones, a € E1 y b € Ey, ambos algebraicos sobre
E. Entonces

a y b son E-conjugados <= o : E(a) — E(b) E-isomorfismo tal que o(a) =b

Veamos en primer lugar que para cada i existe el Q-automorfismo buscado.
Fijado ¢, queremos encontrar o; € G(F/Q) tal que { oilV/Pi) = 7\/277. C

0i(\/Pj) = \/Pj s1J # i
Sabemos por el ejercicio 6 que ,/p; no pertenece a

QD1 s /Pie15\/Dit1y s /Pn) = L = Irr(\/pi, L) = Irr(\/pi, Q) = -
pi = Irr(—/pi, L) .

Como consecuencia, /p; y —/pP; son L-conjugados, con lo que aplicando el
resultado recordado para By = By = F, B = L, a = /p; y b = —/p;, se deduce
que

Jdo; : L(\/pi) — L(—+/pi) = L(y/p;) = F  L-isomorfismo tal que o;(\/pi) = —v/Pi
——
F

Notar que como o; es un L-isomorfismo, se verifica que o;(,/p;) = /p; para
j # 4. Ademds, como o; deja fijos a los elementos de L, en particular, también
dejara fijos a los elementos de Q, con lo que o; es también un Q-automorfismo.

Por lo tanto, para cada i existe o; € G(F/Q) tal que o;(\/pi) = —/Pi ¥

0i(\/Dj) = /D5 st j # i.

Veamos ahora que /p1, ..., /Pn son Q-linealmente independientes.

Supongamos que existen a1, ..., a, € Q tales que ai\/p1 + -+ + an/Pn = 0.
e
Aplicamos a (1) o1 € G(F/Q) (01(/P1) = —/P1 ¥y 01(\/pj) = /Pj i j # 1):
0=01(0) = 01(@1/P1 + - - @n/Dn) = a101(v/P1) + - + @01 (\/Pn)
4

_al\/le++an\/lTn:O
(2

Restamos (1) — (2):

a1V/Br 4 any/P =0
— —a/Pit et anpe =0
20,1\/]71:0 = a1 =0

10



A};lic?mos ahora a (1) o2 € G(F/Q) (02(\/p2) = —/D2 ¥ 02(/Pj) = /Pj si
7 #£2):

0 = 02(0) = ga(a1/P1t+azy/p2t: - any/Pn) = a102(y/P1)+a202(\/p2)+ - ~+ano2(/pn)

4
a1y/p1 — a2y/p2 + -+ + any/pn =0
(3)

Restamos (1) — (3):

a1+/p1 + a2/P2 + -+ Gpy/Dp =0
— a1\/p1 — a\/p2+ -+ any/pp =0
2&2\/172:0 — as =0

Repitiendo el proceso reiteradamente, vamos obteniendo ag = ... = a,, = 0 al
aplicar os,...o0,, respectivamene. Por tanto, \/p1,...,+/Pn son Q-linealmente
independientes.

10. Sean py,...,p, primos distintos entre si y F' = Q(/p1, ..., /Pn). Pro-
bar que F = Q(\/p1+ ...+ v/pPn) y que G(F/Q) 2 Cy x ... x Cs.

Veamos en primer lugar que F' = Q(/p1 + ... +1/Pn)-

Sabemos, por el ejercicio 7, que [Q(\/p1, ..., /Pn) : Q] = [F: Q] = 2.

Notar que Q(y/p1 + ... + /Pn) € Q(/P1, -, /Pn)
Aparece entonces la cadena

QC QW1+ ...+ vpn) CQHWP1, -5 v/Pn)

Queremos ver que [Q(\/p1 + ... + /Pn) : Q] = 2™, es decir, que
S(Irr(\/p1+...+/Pn,Q)) = 2" ya que asi, dado que [Q(\/p1, .., /Pn) : Q] =27,
por transitividad de grados, tendremos que [F : Q(/p1 + ... + /Pn)] = 1 =

Q(\/P1 + - + /Pn) = F = Q(\/DT1, -, \/Pn)-

Notar que F/Q es una extension finita de Galois ya que /p1, ..., /P, son las
raices de

f(x) = (@® —p1)(@® —p2) -+ (¢® — pn)

que es separable por ser Q de caracteristica 0 = F es cuerpo de escisiéon sobre
Q de f(z) € Q[x], polinomio separable sobre Q. (Se ha usado la tercera condi-
cién del teorema de caracterizacién de las extensiones finitas de Galois).

11



Sea G = G(F/Q) el grupo de Galois de F//Q. Sabemos que |G| = [F': Q]=2".

Sea a = \/p1+ ...+ /Py p(x) = Irr(a,Q).

VDi € F

Como ¢ /p; es algebraico » = o(\/p;) = £/Pi ya que o(y/p;) es también
ceqd

rafz de Irr(,/p;, Q) = 2® — p; (lo veremos después en (x)).

Teniendo en cuenta esto, es claro que los 2™ Q-automorfismos de F' estan per-
fectamente determinados. Ahora bien:

i) 6(Irr(a,Q) <27

ii)todo elemento o(a), con o € G, es raiz de p(x)

iii) [{o(a)lo € G}| = 2™ por el ejercicio 9

luego 0(Irr(a,Q) = 2".

(x) Sea E/F una extension de cuerpos y a € E un elemento algebraico. Sea
p(z) = Irr(a,F) y sea 0 € G(E/F), entonces o(a) es también raiz de p(x) y
p(z) = Irr(o(a), F).

En efecto, supongamos que p(z) = s+ 512+ 5922+ -+ 8, 12" L + 2" € Fx]
= 50+ s1a+ 80 + -+ s,_1a" " +a" = 0.

Aplicando o se obtiene que:

0 = o(0)

o(so + s1a+ S0a® + -+ 8y 10"+ a™)

= o(s0) +0o(s1)o(a)+ -+ o(sp_1)o(a™ ") 4+ o(a™)
= so+si0(a) + -+ sp-1(0(a)"t + (o(a)”

Luego, o(a) es raiz de p(x) y p(z) = Irr(o(a), F).

Veamos ahora que G(F/Q) =2 Cy X ... x Cs.

Sabemos hasta ahora:

1. F/Q es una extension finita de Galois con |G(F/Q)| = [F : Q] = 2™.

2. Hemos visto que ¥V 1 # o € G(F/Q) se cumple que o(\/p;) = £/Di
para cualquier i = o(0) = 2 ( ya que como F' = Q(/p1,...,/Pn) =
Q[\/P1, -, /Pn], 0 queda determinado por las imédgenes de \/p1, ..., /Pn)
= G(F/Q) es abeliano.

Para demostrar que G(F/Q) = Cs x ... x C3 lo haremos por inducién sobre n.
Sin=1,F=Q(/p) = [Q(yp1) : Q] =2 = |G(F/Q)| = G(F/Q) = C;

Establecemos la aplicacion

¢: G(F/Q) — G(Q(Vp1; - vPn-1)/Q) x G(Q(v/Pr)/Q)

g (Ulmm ..... v Clacmm)
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Notar que como la extension F//Q es abeliana, las extensiones Q(/p1, ..., /Prn—1)/Q
y Q(y/Pn)/Q son de Galois y ¢ esta bien definida.

Llamemos L = Q(\/pla B \/pn—l) = Q[\/ph (XX} \/pn—l]-

@ es un homomorfismo de grupos

Demostracién obvia teniendo en cuenta que la restricciéon del producto de
automorfismos es el producto de las restricciones respectivas.

p es inyectiva

Si (o) = (11, lg(p,)) debe ser ¢ = 1. Por lo tanto ¢ es un monomorfis-
mo entre dos grupos del mismo orden, luego es un isomorfismo.

Por hipétesis de induccién se sigue que:

G(F/Q) = G(L/Q) x G(Q(vpn)/Q) = Ca X ... x Cy

11. Hallar Irr(a,Q) para a =2 ++v/2, V2 +v2, \/2+ V2 + 2.

a=2++2
a=2+V2 = (a-2%=2 = a®>-4a+2=0

Luego a es raiz del polinomio p(x) = 22 — 4z + 2.
Ademds, p(z) es irreducible en Q[z] por el criterio de Eisenstein para p = 2.

Por tltimo, como p(x) es ménico, se deduce que Irr(a, Q) = 22 — 4z + 2.

a=vV2++2
a=12+V2 = a’=2+V2 = (®*-2?=2 — a* —4d®>+2=0

Luego , a es raiz del polinomio p(x) = z* — 42% + 2.
Ademsds, p(x) es irreducible en Q[z] por el criterio de Eisenstein para p = 2.

Por 1ltimo, como p(x) es ménico, se deduce que Irr(a, Q) = x* — 422 + 2.

a=1\/2+ 2442
a=1\2+V2+V2 = a?=24+\/24+V2 = (i®-2%?=2+V2 =

a*—4a*+4 =242 = ((a*+2)-4d®)? =2 = a®—8a°+20a*~16a*+2 =0

13



Luego a es raiz del polinomio p(x) = 28 — 825 + 20x* — 1622 + 2.

Ademas, p(x) es irreducible en Q[z] por el criterio de Eisenstein para p = 2

Por ultimo, como p(z) es ménico, se deduce que
Irr(a,Q) = 2® — 82° + 202* — 1622 + 2.

12. Sea a € C raiz de 2 + x + 1. Probar que Q(a,v2) = Q(av/2).
Veamos que Q(a,v/2) = Q(av/2).

Esta inclusién es inmediata, ya que como a y v2 € Q(a,v2) y Q(a, v/2)
es un cuerpo = av/2 € Q(a,v?2), y dado que Q(av/2) es el menor cuerpo
conteniendo a Q y a av/2, se concluye que

Q(av2) C Q(a, V2)

Para demostrar esta inclusién, basta con ver que a (y por tanto v/2)

€ Q(av2), ya que como Q(a,v/2) es el menor cuerpo conteniendo a ambos
elementos, se tendra

Qa, vV2) € Q(av2)
Como 2% + x + 1 es irreducible en Q[z] se tiene que Irr(a,Q) = 23+ 2+ 1y
[Qa) : Q] =3

Por otra parte, (av/2)? = 2a% € Q(av/2). Como Q C Q(a?) € Q(a) y Q # Q(a?)
pues a? ¢ Q, se sigue que Q(a?) = Q(a) = a € Q(a?) C Q(av/2).

Por lo tanto Q(a, v2) C Q(av?2) = ’ Q(a, v2) = Q(aV'2) ‘

13. Comprobar que Q({/2,i) = Q({/2 + i) y obtener Irr(3/2+i,Q) .
Veamos primero que Q(v/2,1) = Q(V/2 +1).

Se cumple ya que V2 y i € Q(v/2,i) = V2 +1i€ Q(V2,i) =
Q(V2+1i) CQ(V2,9).

E Tenemos la cadena

QCQ(V2+1i) CQ(V2,9)

Veamos que el grado de Q(+/2,7) es 6, ya que entonces, por trasitividad de
grados podremos deducir los grados [Q(+/2 + i) : Q] y [Q(3/2,1) : Q(¥/2 +14)],

14



respectivamente.
Dado que Q(+/2,i) = Q(¥/2)(i) aparece la cadena
Q C Q(V2) C Q(V2)(3)
Entonces,
[Q(V2,9) : Q] = [Q(V2,4) : Q(V2)][Q(V2) : Q
Como /2 es algebraico y Irr(V/2,Q) = 23 — 2 = [Q(¥/2) : Q] = 3.

Como i no pertenece a Q(¢/2) C R = Irr(i,Q(¥/2)) = Irr(i,Q) = 22 + 1
= [Q(V/2,1) : Q(+/2)] = 2 luego [Q(3/2,i): Q] =2-3=6

Sea L = Q(+/2 + ). Supongamos que i ¢ L, entonces L C L(i) = Q(3/2,i) =
[L:Q]=3=6Irr(v2+1i,Q).

Si Irr(¥/24i,Q) = a+ bx + ca® + 2% = a+b(V/2) + bi + (V4 —1+2iV/2) +
(V/2+10)3 = a4+ 02+ bi+ /A —c+2ie/2+2+i/A— /2 —i+2i5/4—- 292 =
0 = b+2¢v/2+3Y4—1 =0, lo que no es posible pues 1, ¥/2, /4 es una Q-base
de Q(V2).

Por lo tanto i € L = /2 € L y finalmente L = Q(v/2 + i) = Q(V/2,1).

Vamos ahora a calcular Irr($/2 + i, Q). Para ello, necesitamos tener en cuenta
una serie de resultados:

Sea E/F una extension y sea a € E, a # 0, algebraico sobre F'.
Consideremos la aplicacion
h:E—F

yl—)ay

Notar que Irr(a, F') = polinomio minimo de a respecto de h.
Sea S, q el F-subespacio generado por a y todas sus imdgenes respecto de h

Sh.a =< {a,h(a),hQ(a),...} >=< {a,az,a?’,...} >

Entonces, Sy, C F(a) = Fla).

Por otra parte, como dimSy, , =grado del polinomio minimo de a = 6(Irr(a, F)) =
dimpF(a) = Sho = F(a).

Consideremos la restriccion

h|F(a) : F(a) — F(a)

Entonces, como polmina | polmin LT, | polcar By U

d(polcar by, ) = dimp(F(a)) = d(polmina) = polcar b, = polmina =
Irr(a, F).

Por tanto, para obtener el Irr(a,F) basta con calcular el polinomio carac-
teristico de la aplicacion

h|F(a) : F(a) — F(a)

15
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Una vez hechos los incisos necesarios vamos a seguir con el ejercicio.

Hemos visto antes que [Q(¥/2+1) : Q] = 6, con lo que una Q-base de Q(v/2+1)
es B = {1,V2,V4,i, V2i, V4i}.

LLamemos a = /2 + 1.

Por los resultados recordados, para obtener Irr(a,Q), basta con calcular el
polinomio caracteristico de la aplicacién

h: Q(a) — Q(a)
y— ay

es decir, basta con calcular la matriz coordenada A de h en la base 3 y obtener
|l — Al

Por tanto, calculemos A (por columnas):

hl)=a-1=a=V2+i 002 -1 0 0
h(V2) =a- V2= V4+ V2 100 0 -1 0
h(V4)=a- V4 =2+ V4 010 0 0 -1
. . . = A=
hi)=a-i=¢2i—1 100 0 0 2
h(¥/2i) = a - V/2i = V4 — 2 010 1 0 0
h(¥/4i) = a - /4i = 2 — /4 001 0 1 0
Entonces basta obtener
|l — A|

14. Hallar:
a) Irr(1+ 2+ \?/ZI,Q)

b) Irr <\/3 +2V/2, Q)
a) Irr(1+ V2 + V4, Q)
Seaa=1+ 2+ V4

Siguiendo el mismo razonamiento que en el ejercio 13, para obtener Irr(a,Q),
basta con calcular el polinomio caracteristico de la aplicacién

h:Q(a) — Q(a)

16



yl—>ay

es decir, basta con calcular la matriz coordenada A de h en una cierta base de
Q(a) y obtener |xI — A|.

Busquemos una Q-base de Q(a) Sabemos que
QC QL+ V2+ V) CQ(V2)

Ademss, [Q(V/2) : Q] = 3, pués V/2 es algebraico y Irr(/2,Q) = 23 — 2.
Q=Q(1+V2+ 772
Por tanto, por transitividad de grados se verifica, ¢ ¢

QUL+ V2 + ¥2) = Q(¥2)

Como 1 + /2 + /2 no pertenece a Q, se tiene que Q # Q1 + 2 + \3/5)
= Q1+ V2 + V2) =Q(v2).

Como consecuencia, una Q-base de Q(a) = Q(3/2) es B = {1,V/2,V4}, y la

matriz coordenada A de h en dicha base es

h(l)=a-1=1+ 2+ V4 12 2
h(3/2) = \f 4+ ¥i+2 p—=A=|1 1 2
WA =a- VA= Vi+2+202 111
Por tanto,
r—1 -2 =2
Irr(a,Q) = |zl —Al=| -1 2-1 =2 = 232" -3zx-1
-1 -1 z-1 >
operando

. Por lo tanto, Irr(a,Q) = 2% — 322 — 3z — 1.

b) Irr <\/3 +2v/2, @)
Sea a= /3 +2V/2.

a?>=34+2vV2 = (a>-3)=2v2 = 0a*—-6a*+9=4-2=a'—6a>+1=0
= a es raiz del polinomio % — 622 + 1 = p(z), pero p(z) no es irreducible.

Sin embargo,
ot =627 +1= (22 + 22— 1)(z? — 22— 1)
siendo ambos polinomios irreducibles.

Como a es raiz de p(x), necesariamente a es rafz de uno de los polinomios,
siendo éste su irreducible.

Notar que \/3 +2V2 = \/(1 +v2)? = (1 4+ V/2). Entonces, teniendo en cuenta
esto, se comprueba que

(1+v2)?2-204+vV2)-1=0 = Irr(a,Q) =2>—-22-1

17



15. Sea f(z) = 23 — x + 1 € Z3[x]. Probar:

i) f(x) es irreducible en Zs[z].

1) Si E es cuerpo de escisién sobre Z3 de f(x) se tiene que [E : Zs3] = 3,
luego E es un cuerpo de 27 elementos.

i) Para ver que f(z) es irreducible en Zs[z], bastard con probar que f(z) no
tiene raices en Zs:

f
f
f
3

= f(x) no tiene raices en Zz = f(z) es irreducible

ol Ol Ol

-
-
-

N NP N
Il
===

©
(1
i

Z

[x

11) Calculemos el cuepo de escisién E de f(x) sobre Zs, y veamos que su grado
es 3.

Sabemos por teoria que 3 a raiz de f(x) en una cierta extensién de Zz. Ademas:

o Consideremos a + 1.
(a+1)3 = a®+1 (porque carZs = 3)= (a+1)*—(a+1)+1 =a*+1-a—1+1=
a®>—a+1 = 0= a+1 también es raiz de f(z).

a es raiz

o Consideremos ahora a + 2.
(a+2)? = a®*+2 = (a+2)3—(a+2)+1 =a*+2—a—2+1=a*-a+1 = 0

a es raiz
= a + 2 también es raiz de f(z).

Luego, E =Zs(a,a+1,a+2) Zs(a)=—

~—
como E es un cuerpo

[E : Zs] = [Z3(a) : Zs] = 6(f(x)) =3

Veamos ahora que E es un cuerpo de 27 elementos.
Sabemos que E puede verse como un Zg-espacio vectorial de
dimg,E = [E : Z3] = 3, con lo que si {b1, b2, b3} es una Zsz-base de E, todo
elemento e € E podra escribirse como

€ = albl + a2b2 + a3b3
con ay,as, a3 €= Zz = {0,1,2}.
Asi, |E| = |Z3]? = 3% = 27.

16. Hallar dos polinomios distintos entre si con el mismo cuerpo de
escision.

18
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Consideremos los polinomios p(z) = 22 + 3 y g(z) = 2% + 2 + 1 sobre Q[z].
Obviamente, son polinomios distintos. Veamos que tienen el mismo cuerpo de
escision.

Cuerpo de escisién de p(z)

Las rafces de p(z) = 2%+ 3 son V3iy —/3i, con lo que el cuerpo de escisién de
p(x) sobre Q vendrd dado, en principio, por

E; = Q(V3i, —V/3i)

No obstante, como E; es un cuerpo, si aparece v/37, también lo hard su opuesto,
y por tanto, podemos evitar la adjuncién de tal elemento, asi que

Ey = Q(V3i)

Cuerpo de escisién de ¢(z)

1 1
Las raices de ¢(z) = 22 + x + 1 son —5(1 + \/gz) y —5(1 - \/3@), y por tanto,

el cuerpo de escisién de g(z) es
1 N .
E;y=Q (—2(1 + \/gz), —5(1 — \/gz))
Tgual que antes, dado que Fs es un cuerpo se tiene:

1
e Como -2y —5(1 + V/3i) pertenecen a Ey =
1 1
-2 75(1 +V3i) = (1 + V/3i) € Ea. Y andlogo para 75(1 —V3i) =
By = Q(1 4+ v/3i,1 — /34).

e Como —1€BEyyl1++3i€Ey= —1+1++3i=+/3i € E>. Y andlogo
para 1 — /3i = E, = Q(v/3i, —/3i)

e Por ultimo, siguiendo el mismo razonamiento que en caso anterior,
si v/3i € Ey, también lo estara su opuesto, con lo que Ey = Q(v/31)

Por lo tanto £ = FEs.

17. Sea EF = GF(p"). Si m > 1 es entero, probar que son equivalentes:
i) E tiene un subcuerpo de p™ elementos
if) m|n

iii) p™ — 1 divide a p" — 1

Veamos primero que i) = ii)
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Dado que E es un cuerpo de p” elementos , sabemos que su cuerpo primo
es isomorfo a Z/pZ, con lo que, por definicién, carE = p.

Suponemos que E contiene un subcuerpo F' de p™ elementos. Es decir, E
es una extensién de F'.

Consideremos a E como F-espacio vectorial (Se puede hacer porque (F,+)
es un grupo abeliano y 3 F x E — E definida como (¢,a) — ta cumpliendo
las condiciones necesarias). Como E es finito como cuerpo, considerado como
F-espacio vectorial también lo es, es decir, dimp(E) = d < oc.

Recordar que dimp(E) coincide con el grado de la extensién E/F ([E : FJ)
=
[E:F]l=d< .

Sea a € E'y sean ay, as, ..... ,aq una F-base de E. Entonces
a=tia; +taas + ..... +tgaq cont; € F

Teniendo en cuenta esto, dado que cada t; recorre p™ elementos distintos, se

podran formar (p™)? términos distintos de E, es decir, | E |= (p™).

Por otro lado, sabemos que | E |= p™. Asi que

|E|l=(p™)=p™ =p"=n=md=m|n

Veamos ahora que i) = i)

Para resolver este apartado, recordemos primero el teorema de EVALUACION
visto en temas anteriores de teoria:

”"Sean R y S anillos conmutativos y con unidad y ¢ : R — S homomor-
fismo de anillos tal que (1) = 1g, entonces, 3 un tnico homomorfismo de
anillos ¢ : R[x] — S tal que ¢, = ¢ y P(x) = s, siendo s un elemento de S
previamente fijado”.
Ademas, ¢ viene dado por

Q:Rlz] — S

ag + a1z + ... + amz™ — @(ag) + v(a1)s + ... + p(am)s™
Sigamos con el ejercicio. Supongamos que m | n, es decir, supongamos que d
tal que n = md.

Sabemos que
2 —1=(z -1 22+ f 1)

Si se pudiera sustituir & por p™, se tendria
pr-1=pm = 1= (") 1= - D"+ p T 1) =

= (" - DIp"-1)
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como queremos, con lo que este apartado se reduce a comprobar si se puede
realizar la sustitucién, y ahi, es cuando entra el teorema de evaluacién recordado.

Consideremos el homomorfismo 17 : Z — Z y pm™ € Z (p : R — S, y s
del teorema de evaluacién). El teorema garantiza que ese homomorfismo se
extiende al homomorfismo tinico

1z :Z[z) — Z

to =+ tlx + ... —+ tTSUT — to + tlpm =+ ..... —+ trpmr

lo que justifica que se pueda realizar la sustitucién, ya que simplemente seria
aplicar 17 al polinomio 2% — 1.

Por ultimo, veamos que i) = 1)
Suponemos, por hipdtesis, que (p™ — 1) | (p™ — 1).

Sabemos que E es un cuerpo finito de p" elementos = E* = Cpn_q (Cpn_1 =
grupo ciclico de p™ — 1 elementos).

Por ser E* ciclico, sabemos que 3 | H < E* tal que |H| = p™ — 1 (Ya que
en un grupo ciclico finito existe un tnico subgrupo para cada divisor del orden
del grupo).

Notar que si a € H = a?” ~! = 1 (porque dado un grupo finito G, Vg € G se
verifica que g€l = )= a?" = a = todos los elementos de H son raices del
polinomio 2" — .

Consideremos H U {0}. Los elementos de H U {0} son raices de aP" — x
(los de H lo acabamos de ver y el 0 es claro), y ademds, no hay mds, pues
|HU{0}| = p™ = grado(z" — x).

Como consecuencia, sabemos, por la demostracién de un resultado visto en
teorfa, que H U {0} es un subcuerpo de E de p™ elementos (se trata del resul-
tado que hace referencia a la existencia de cuerpos finitos de p” elementos para
cada primo py n > 1).

18.Sea p(r) moénico irreducible en GF(p)[z] de grado m. Dado un en-
tero n > 1 probar que son equivalentes:

i) p(z) | (a7 —x)
ii) p(z) tiene alguna raiz en un cuerpo de p" elementos
iii) m|n

Veamos primero que i) = i)

L . , n
o Como ya hemos recordado en el ejercicio anterior, las raices de P — x forman
un cuerpo de p" elementos.
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o También sabemos, que salvo isomorfismos, 3 un tdnico cuerpo finito de p™
elementos (GF(p")).

7’ z g z . . ’
o Ademas, las raices de P — x son raices de sus factores irreducibles y al revés.

Teniendo en cuenta estos tres puntos, como podemos considerar que GF'(p™)
estd formado por las raices de 27" — x, si p(z) | (zP" — z), Ja € GF(p") tal que
a es raiz de p(z).

Veamos ahora que i) = i)

Supongamos que existe un cuerpo F de p" elementos tal que a € E y a es
raiz de p(x). Notar, que entonces, GF(p) C E ya que carE = p y su cuerpo
primo A = Z/pZ = GF(p).

Tenemos
a raiz de p(r)

p(z) polinomio ménico irreducible en GF(p)[z]

GF(p)] =m.

} = p(x) = Irr(a, GF(p)) = [GF(p)(a) -

Como consecuencia, dimgp ) GF(p)(a) = m = |GF(p)(a)| = p™, puessi {a1, az, ..., am}
es una GF(p)-base de GF(p)(a), todo elemento de GF(p)(a) se puede poner como
tia1 + t2az + ... + tmam con t; € GF(p).

Asi
|E| =p"
|GF(p)(a)] =p™ = m | n (por el ejercicio 17).
GF(p)(a) C E

Por ultimo, veamos que #3i) = )
Supongamos que m | n.
Sea a raiz de p(z) en una cierta extensién de GF(p)(existencia garantizada por un

resultado de teorfa). Entonces, p(z) = Irr(a, GF(p)).
Consideremos GF(p)(a). Tal y como se ha visto en el apartado anterior, [GF(p)(a) :

GF(p)] =my |GF(p)(a)| = p™.
Si comprobédramos que a es raiz de 2”" — z se tendria que p(z) | P ——

Dado que a € GF(p)(a) y que |GF(p)(a)] = p™, sabemos que a es raiz del poli-

m

nomio 2 —xz = a® =a.

Por otra parte, como m | n = 3r tal que n = mr, con lo que

p™

) n i n
Por lo tanto a es rafz de 2 — x, y como consecuencia, p(z) | ¥ — x.
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19. Demostrar que z* 4+ 1 no es irreducible sobre cualquier cuerpo finito.
Sea K un cuerpo finito (K = GF(p"™) = GF(q)).

SicarK =2 = z*4+1=(z+1)* = 2* + 1 no es irreducible sobre K.

Suponemos que car K = p con p primo distinto de 2.

Como q es impar, existe r > 1tal que g = 2r+1 = ¢*—1 = 4dr(r+1) = 8| (¢>—1).

Considerar E = GF(¢®) = E* = Cy2_1 y como 8|¢®> — 1, sabemos que existe a € E*
tal que o(a) = 8. Por lo tanto 0 = a®—1 = (a*—1)(a*+1) y necesariamente a*+1 = 0.
Si p(x) = Irr(a, GF(q)) entonces p(x)|z* + 1.Como GF(q) C GF(q)(a) C GF(¢*) y
[GF(¢®) : GF(q)] = 2, el grado de p(x) puede ser 1,2. Concluimos por tanto que z* 41
no es irreducible en GF(q)[z].

20. Sea n un entero positivo y f(z) = 2" — 2 irreducible sobre Q por el
criterio de Eisenstein. Determinar el cuerpo de escisién E de f(z) sobre Q.
Si n = p, con p primo, razonar que [E: Q] =p(p —1).

Calculemos primero el cuerpo de escisién de f(x) sobre Q.
Si w es una rafz n-ésima primitiva de la unidad, es claro que F = Q( ¥/2,w).

Supongamos que n = p. Expliquemos algo més este caso particular:

27i

Las rafces de f(x) son /2, /2w, ..., ¥/2wP™"! siendo w = ¢ » una rafz p-ésima prim-
itiva de la unidad.
Entonces, el cuerpo de escisién E de f(z) sobre Q viene dado por

E=0Q(¥2, Vow,..., Y2u""") = Q(¥2,w)

Veamos ahora que [F: Q] = p(p — 1).
Como E = Q(¥/2,w) = Q(¥/2)(w), aparece la cadena
QCQ(¥2) CQ(¥2)(w)=E
Luego, por transitividad de grados
[£:Q =[Q(¥2): Q- [E: Q(¥2)]

Como {/2 es algebraico, se tiene que

[Q(¥2) : Q] = 3(Irr(§/2,Q) = 6(a” — 2) = p.

Por otra parte, calculemos [E : Q(4/2)]. Para ello, como w es algebraico, serd su-
ficiente con calcular Irr(w,Q({/2)) y ver cuél es su grado.

Sabemos que Irr(w,Q) = P ' 4+ .-+ + 1 € Q[z] € Q(¥2)[z], ya que como w

es rafz p-ésima primitiva de la unidad, es raiz del polinomio
2P —1=(z—1)(a? ' 4+ .-+ + 1), y por tanto, es rafz de o' +--- + 2+ 1, que
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es irreducible sobre Q.

Como consecuencia de la definiciéon de polinomio irreducible, y de que
Irr(w,Q) = 2P~ ' 4+ + 2+ 1 € Q(¥/2)[z] se tiene que

Irr(w,Q(¥2) |2 ' 4+ 4z 41

4
3(Irr(w,Q(¥2) <p-1
Ast, [E: Q] <p(p—1).
Por otro lado, como [Q(¥/2) : Q] y [Q(w) : Q] dividen a [E : Q] (por transitividad
de grados) y p es primo, se tiene que p- (p— 1) | [E : Q)
= [E:Ql=pp—1).

Como [E:Q]<p(p—1)

21. Sea a € C satisfaciendo a? = 1 +i. Demostrar que cada cuerpo de la
cadena

Q C Q(iv2) € Q(i, V2) C Q(v2,a)

es extensién de grado 2 de su anterior.

Q € Q(iv2) C Q(4,v2) C Q(v2,a)

[Q(iv2): Q=2

Es claro pues i1v/2 es algebraico sobre Q y Irr(i\/i7 Q) = z2 +2.

[Q(i,v2) : Q(iv/2)] = 2

Para demostrarlo basta tener en cuenta que [Q(3,v/2) : Q] = 4, ya que entonces,
por transitividad de grados se tiene que

4=1Q(:,v2) : Q] = [Q(, v2) : Q(iV2)] - [Q(v2) : Q] = [Q, v2) : Q(iV2)] - 2
Y
Q. V2) : Q(iva)] = § =2
[Q(V2,a) : Q(i,v2)] =2

Para probar que [Q(v/2,a) : Q(i,v2)] = 2, veamos que [Q(v/2,a) : Q] = 8, ya que

entonces, por transitividad de grados, se tiene que

8 =[Q(v2,0): Q] = [Q(; v2) : QQ(V2,a) : Qi, V2)] = 4- [Q(V2,a) : Q(i, V2)]
Y

[Q(V2,a) : Q(i,V2)] =

Como a® =1+ se tiene que a®> — 1 =i = (a* —1)? = -1 = a* —2a* + 2= 0. Las
raices de ¢ — 222 + 2 = 0 son: a1 =a=+v1+1a =—ai,a3 =1 —1,a4 = —as.
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Como
aras = V2 ZQ, Q(a%) =Q() # Q(\/i)
sabemos que si F es cuerpo de escisién de z* — 222 4+ 2 sobre Q, [EF:Q =8

(G(E/Q) = Ds) y E = Q(a1,a1a3) = Q(a, v2).

22. Sea f(z) = (z*? — 16)(z* — 3) € Q[z]. Probar

i) E=Q(¥/2,v/3,i) es cuerpo de escisién sobre Q de f(z) y que
[E:Q] = 12.

ii) 3 M/Q finita de Galois con Q C M C F tal que [M : Q] = 6.
iii) G(E/Q) 2 A4

i)Veamos en primer lugar que E es cuerpo de escisién sobre Q de f(x).

11

o Las raices de z'2 — 16 son a, ae, ag?, . .., ae'! siendo

a= %/16=212 =23 = /2 (rafz real

Nag
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i .
e=e12 =e¢6 =cos30+:sin30 =

Sofs
N

€ es raiz 12-ésima primitiva de la uni

ad )
o Las raices de 2 — 3 son /3 y —/3.

Por tanto, el cuerpo de escisién de f(x) sobre Q es
E =Q(a,as,... cae't, V3, —\/§) = Q(e/ii, \/§)

Veamos ahora que [E : Q] = 12.

Sea L = Q(v/3,4). Aparece la cadena
QCLCE=L(V?2)

con lo que
[E:Q)=[E:L)[L: Q)
o [L:Q] =[Q(+3,i): Q] = 4 puesto que:

Q CQ(V3) CQ(v3,9)
[Q(V3,1) : Q] = [Q(v3,4) : Q(V3)][Q(V3) : Q]
[Q(+/3) : Q] = 2 ya que V/3 es algebraico y Irr(v/3,Q) = z? — 3

[Q(+/3,4) : Q(v/3)] = 2 pués i es algebraico y Irr(i,Q(v/3)) = 2> + 1 (ya que ¢
no estd en Q(v/3) C R)

o Calculemos [E : L]. Para ello, obtengamos el Irr(y/2, L).

Sabemos que Irr(V/2,Q) = 23 — 2.

Recordar que o(e) = 12 asf o(e*) = 3 y las rafces de 2® — 2 son ¥/2, V2 y ¥/2¢5. Si
llamamos w = &*, se tiene que las raices son /2, ¥/2w y &/2w?.

Si ¥2€ L = QCQ(¥2) C Ly entonces [Q(V/2) : Q] = 3, dividirfa a 4 = [L : Q).
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De forma totalmente andloga sucede para V2w vy /2w?.
Luego, Irr(¥/2,L) =2® -2 = [E: L] = 3.

Por lo tanto, [E: Q] =[E: L|[L:Q] =3 -4=12.

ii) Consideremos el cuerpo de escisién M de x® — 2 sobre Q.
Hemos visto antes que sus raices son /2, V2w y V/2w? (w = —1/2 +iv/3/2), con lo

que
M = Q(V/2, V2w, V2w*) = Q(V/2,w) = Q(V2,iV3)

Como carQ = 0, 2> — 2 es separable, y asf , la extensién M/Q es de Galois (por ser
M cuerpo de escisién de un polinomio separable).

Por otra parte, calculemos [M : Q].

Tenemos la cadena
QcQ(V2)cM
con lo que
[M:Q) = [M : Q(V2)][Q(V2) : Q]
o [Q(¥/2) : Q] = 3 ya que V/2 es algebraico y Irr(V/2,Q) = z* — 2.

o Sabemos que Irr(iv/3,Q) = z? 4 3.
Ademds, como /3 no pertenece a Q(4/2), se tiene que Irr(iv/3,Q(¥/2)) = z? + 3
luego [M : Q(V/2)] = 2.

Por lo tanto, [M : Q] = [M : Q(¥/2)][Q(¥/2) : Q] =2-3 =6.

iii) Como M/Q es finita de Galois, sabemos por el teorema fundamental de Galois,

que
GOM/Q) = s

Ademds, |G(M/Q)| = [M : Q] =6.
Por otra parte, notar que E/Q también es una extensién finita de Galois, ya que

f(x) es separable por ser carQ = 0, y E es su cuerpo de escisién. Como consecuencia,

IG(E/Q)| = [E: Q] =12.

Entonces
. _GE/Q) 12
6 =|G(M/Q)| = |G(E/M)| — |G(E/M)|
4
G(E/M)| = %2 =2

Luego, G(E/M) es un subgrupo de orden 2 normal en G(E/Q) =
G(E/Q) 2 A4 puesto que los tnicos subgrupos normales de A4 son 1, V4 y A4, ninguno
de ellos es de orden 2.
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