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Preambulo

Una de las caracteristicas de la teoria de niimeros es que muchos de los pro-
blemas que aborda requieren para su resoluciéon de conocimientos mas profundos
que los necesarios para entender el problema. Esto hace que haya muchos afi-
cionados a los nameros que traten de enfrentarse a este tipo de problemas sin
apenas mas base que el dlgebra y la aritmética elemental, lo cual se traduce en
que, o bien no consiguen resultados, o bien obtienen demostraciones técnicas
y farragosas considerando incluso como mérito el haber evitado técnicas més
sofisticadas, aunque éstas sean mucho mas elegantes e iluminadoras.

Cuando alguno de estos aficionados a los naumeros, movido por la curiosidad,
trata de enfrentarse a un libro que podria proporcionarle técnicas més potentes
para abordar los problemas que le interesan, es facil que tropiece con la barrera
que suponen los requisitos de algebra abstracta o anélisis matematico que tales
libros presuponen.

Este libro pretende hacer accesibles a un matematico aficionado sin base
alguna de “matematica abstracta” muchos resultados de la teoria algebraica de
nimeros que, con las exposiciones habituales, requieren ciertos conocimientos
sobre anillos, grupos, modulos, etc.

Para ello, no supondremos en el lector ningin conocimiento previo mas alla
de cierta familiaridad y soltura con el algebra y la aritmética mas elementales.

Para precisar el perfil del tipo de lector al que nos estamos refiriendo, ha-
blamos de un lector que pueda abordar (en el sentido de resolver o, al menos,
de entender la solucion y verla natural) un problema como éste:

Determinar los nimeros naturales que pueden expresarse como di-
ferencia de dos cuadrados, es decir, n = 2> — y?, donde x e y son
numeros naturales.

Aunque este problema es muy simple, el lector deberia adquirir el habito de
experimentar antes de teorizar. Los grandes maestros de la teoria de ntimeros,
como Fermat, Euler, Gauss, etc., s6lo obtuvieron demostraciones generales de
muchos hechos después de haberlos conjeturado a partir de calculos particulares.
En muchas ocasiones pudieron conjeturar mucho méas de lo que luego fueron
capaces de demostrar. Y la perspicacia necesaria para formular una conjetura
correcta a partir de unos céalculos particulares no es inferior en muchos casos al
ingenio que requiere encontrar una prueba general.

X



x Preambulo

Lo ideal seria que el lector dispusiera de un ordenador al que pudiera en-
cargarle calculos sencillos rutinarios, como por ejemplo, calcular 2% — y? para
todos los valores de z, y, digamos entre 0 y 100, ordenar los resultados obtenidos
e imprimir los primeros, por ejemplo, los valores entre 0 y 100. Si lo hace, el
resultado que obtendra seré éste:

o 1 3 4 5 7 8 9 11 12 13 15 16 17 19
20 21 23 24 25 27 28 29 31 32 33 35 36 37 39
40 41 43 44 45 47 48 49 51 52 53 55 56 57 B9
60 61 63 64 65 67 68 69 71 T2 73 Y5 T6 T7 79
80 81 83 84 8 87 8 89 91 92 93 95 96 97 99

A partir de aqui es muy fécil llegar esta conjetura:

Un mimero entero es de la forma x* — y? si y sdlo si es impar o
maltiplo de 4.

A la hora de probarlo el lector deberia considerar como un paso natural
recurrir a esta formula:

n=a>-y*=(z+y)(z—y).

Dado un ntmero n, buscamos dos ntmeros = e y que cumplan esto. Como
no sabemos nada sobre los posibles divisores de n, podemos tratar de elegir x,y
de modo que, por ejemplo,

r+y=mn, z—y=1

Para que se cumpla esto, tiene que ser x = y + 1 y, al sustituir esta ecuacién en
la primera, queda 2y + 1 = n. Vemos que, para que este camino dé resultado,
es necesario que n sea impar. Dicho al revés: si partimos de un ntmero impar
n = 2k 4+ 1, vemos que basta tomar y = k y entonces x = k + 1. En resumen:

2k +1=(k+1)% — k2

. Qué hacemos si n = 2m es par? Entonces x,y tienen que ser ambos pares
o ambos impares, luego no podemos pretender que x — y = 1. La posibilidad
mas simple en este caso es ver si podemos hacer que

r+y=m, x—y=2.

Para esto tiene que ser x = y + 2 y la primera ecuacioén nos da que 2y + 2 = m,
luego necesitamos que m = 2k sea par (es decir, que n sea mdltiplo de 4, tal y
como habiamos conjeturado). Si lo suponemos asi, necesitamos que 2y +2 = 2k,
luego y = k—1, y entonces x = y+2=k—1+42 = k+1. En resumen, llegamos
a la expresion

4k = (k+1)% — (k — 1)

Con esto hemos probado que todos los ntimeros impares y todos los multiplos
de 4 se pueden expresar como diferencia de dos cuadrados, pero falta demostrar
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que los nameros pares que no son multiplos de 4, es decir, los de la forma n = 2m
con m = 2k 4+ 1 impar o, equivalentemente, n = 4k + 2, no pueden expresarse
como diferencia de dos cuadrados.

Para ello, no es imprescindible, pero si til, recurrir al concepto de con-
gruencia. La tabla siguiente muestra los cuatro restos posibles médulo 4 de un

nimero x y los restos correspondientes a x2:
z [0 1 2 3
2210 1 0 1

Concluimos que todo cuadrado cumple 22 = 0,1 (méd 4), luego una diferencia
de dos cuadrados cumple

n=2%—-9>=0,1,-1 (méd 4),

pero es imposible n = 2 (méd 4), es decir, es imposible que n = 2k + 4 si n es
diferencia de dos cuadrados. [

Tal vez el lector no esté familiarizado con la nocién de congruencia, pero no
importa, porque la estudiaremos con detalle en el capitulo III. Las congruencias
suelen estar en la frontera entre lo que los aficionados' a la teorfa de ntimeros
con reticencias hacia el algebra abstracta llegan a “interiorizar” espontanea-
mente o no. Para no dejar a ningtn lector atras por falta de base suficiente,
dedicaremos los primeros capitulos a revistar todos los conocimientos necesarios
practicamente desde cero.

No hay que deducir de aqui que en este libro vayamos a considerar tunica-
mente razonamientos elementales como los que hemos empleado en el ejemplo
precedente. Todo lo contrario: afirmamos que no supondremos al lector més
conocimientos que los necesarios para seguir esa clase de razonamientos, pero
el lector que siga este libro hasta el final llegara a familiarizarse con conceptos
algebraicos bastante abstractos. Esencialmente, lo que vamos a ver es como
muchos problemas sobre nimeros enteros pueden concebirse y abordarse més
adecuadamente en términos los llamados “anillos de enteros algebraicos”.

Por ejemplo, consideremos lo que aparentemente es una pequena variante
del problema que hemos analizado antes:

Determinar los nimeros naturales que pueden expresarse como suma
de dos cuadrados, es decir, n = x2 +y2, donde x e y son nimeros
naturales.

11a palabra “aficionado” tiene a veces un matiz despectivo que bajo ningtn concepto debe
presuponerse en el uso que aqui le estamos dando. Obviamente, entre los aficionados a la
teoria de niimeros —como en cualquier otro grupo de personas— los hay de todas las clases,
incluyendo quienes no dudan en hacer gala de la més recalcitrante ignorancia para encadenar
una barbaridad detras de otra, pero también mentes inquietas, con una curiosidad y un deseo
de aprender dignos de elogio, que a menudo dan muestras de un ingenio, una inteligencia y
una perspicacia poco frecuentes incluso entre estudiantes “profesionales”. Es obviamente a
éstos a quienes esté dirigido este libro y de ellos estamos hablando.
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De nuevo el lector esta invitado a investigar empiricamente el problema,
calculando una lista, digamos, con todos los nimeros menores que 100 con esta
propiedad y tratando de conjeturar un criterio sencillo que determine cual es
estan y cudales no estan en ella. En este caso la conjetura no es tan facil de
obtener. Como pista diremos tinicamente que depende de la descomposicién en
factores primos de n.

Aunque es posible formular y demostrar el criterio mediante técnicas ele-
mentales, sucede que es mucho mas claro desde un punto de vista conceptual
usar la factorizacion

n = (z+yi)(x - yi),

donde i = v/—1 es la “unidad imaginaria” y reformular el problema en términos
de los llamados “enteros de Gauss”, que son los nimeros de la forma a+bi, donde
a, b son enteros “ordinarios”. En el capitulo IV demostraremos que estos enteros
“generalizados” tienen propiedades aritméticas muy similares a las de los enteros
“ordinarios”, incluyendo la posibilidad de dividirlos euclideamente (con cociente
y resto) y esto permite aplicar los resultados del capitulo II para concluir que
todo entero de Gauss admite una descomposicién tinica en factores primos.

Mientras una respuesta “elemental” al problema de las sumas de cuadrados es
necesariamente técnica y laboriosa, cuando el lector haya asimilado debidamente
la aritmética de los enteros de Gauss, la solucién del problema le resultara poco
menos que evidente.

Los enteros de Gauss forman un caso particular de anillos algebraicos. En
este libro usaremos éstos y otros similares, como los enteros de Eisenstein, y otros
més complejos, como los enteros ciclotémicos, para obtener con relativa facili-
dad resultados de enunciado elemental, que pueden entenderse sin necesidad de
conocer tales conceptos. Precisamente porque los enunciados son elementales,
los hemos reunido en una lista justo a continuacién de este preambulo para que
el lector pueda ojearla y juzgar si le parecen interesantes, e incluso trate de
probar algunos de ellos para juzgar su nivel de dificultad.

Al igual que introduciremos los enteros de Gauss, paulatinamente iremos
introduciendo mas conceptos algebraicos, a menudo en casos particulares, sin
ninguna vocacién de generalidad, y soélo en la medida en que vayan siendo ne-
cesarios para abordar problemas concretos planteados previamente. Igualmente
reduciremos al minimo la teoria necesaria. Por ejemplo, el dlgebra lineal que
usaremos se reduciré a las propiedades bésicas de las matrices y determinantes
de orden 2 x 2, la teoria de grupos se reducira a algunas propiedades elementales
sobre el orden de un elemento de un grupo finito, etc.

No quisiéramos dar a entender con esto ninguna clase de desprecio por los
conceptos matemaéticos abstractos. Al contrario, esperamos que este libro pueda
ayudar a algunos aficionados a la teoria de nimeros a apreciar las posibilidades
que ofrece lo que se conoce como el “algebra abstracta’, pues, si bien es cierto
que vamos a ver muy poca, esperamos que sea la suficiente como para que el
lector comprenda que, incluso aprendiendo todo lo que puede aprender de este
libro, se encontraréa nadando en la orilla de un océano en el que uno no se puede
adentrar sin una embarcacion adecuada, y esa embarcaciéon es precisamente el
algebra abstracta.
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La diferencia entre exponer los conceptos algebraicos en toda su generalidad
o trabajar con casos particulares como vamos a hacer aqui puede equipararse
a la diferencia entre estudiar geometria en espacios de dimensiéon arbitraria n o
estudiar la geometria plana. Como introduccion a la geometria puede ser tutil
tratar exclusivamente el caso bidimensional, si bien éste se quedaré corto a la
hora de abordar muchos problemas que no requieren realmente ideas nuevas,
sino la mera generalizacién a dimensiones arbitrarias. Tal vez el lector que se
familiarice con el uso de técnicas algebraicas en el caso “bidimensional” que
aqui vamos a tratar encuentre en ellas la motivacion necesaria para apreciar su
estudio en general.

De hecho, esperamos incluso que este libro pueda resultar motivador e ilu-
minador para un estudiante de mateméticas que esté empezando a tratar con
anillos, ideales, cocientes, grupos, determinantes, etc. sin tener una idea clara de
la finalidad de tales conceptos, pues aqui encontrara una “version en miniatura”
—pero nada trivial— de lo que puede lograrse con la aplicacion sistematica de
tales conceptos.

Este libro estd pensado para que pueda ser compaginado con mi libro de
Introduccion a la teoria analitica de nimeros (en lo sucesivo [ITAn]). Por regla
general, seran mas los conceptos y resultados introducidos aqui que se usaran
también en [ITAn| que viceversa. Entre los resultados que “importaremos” de
[ITAn| se encuentran el teorema fundamental del &lgebra, y en particular la
existencia de raices de la unidad en el cuerpo C de los ntimeros complejos y
el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas, del que no se
conoce una demostraciéon sin elementos analiticos. En los dltimos capitulos de
ambos libros combinaremos buena parte de las técnicas algebraicas y analiticas
estudiadas previamente, hasta entonces con bastante independencia. La tabla
siguiente muestra el orden en que pueden alternarse los capitulos:

[ITA]] [ITAn]
I Algebra basica
11 Aritmética basica I Sucesiones
111 Congruencias II Series infinitas
v Enteros de Gauss 111 Continuidad
\% Simbolo de Legendre v La funcion exponencial
VI Enteros de Eisenstein A% Funciones trigonométricas
VII Reciprocidad cuadratica VI Funciones elementales
VIII  Enteros algebraicos VII  La distribucién de los primos
IX Cuerpos cuadraticos VIII Series de Dirichlet
X Fracciones continuas IX Fracciones continuas
XI Formas cuadraticas X Nuameros trascendentes
XII Moédulos
XIIT  Aritmética ideal XI La funcion dseta de Dedekind
XIV  Géneros A La medida de Jordan
XV Reciprocidad cibica
XVI  Reciprocidad bicuadratica
XVII Enteros ciclotémicos




xiv Preambulo

Centrandonos en los contenidos de este libro, en el capitulo I repasaremos
el algebra elemental con la que el lector deberia estar familiarizado, es decir,
las propiedades basicas de los ntimeros naturales, enteros, racionales y reales,
asi como de los polinomios. También se introduciré algo de vocabulario alge-
braico que es posible que algunos lectores no conozcan (anillo, dominio integro,
cuerpo, etc.), pero haremos poco mas que introducir las definiciones a modo de
nombres descriptivos de “paquetes de propiedades” que nos permitan expresar
méas comodamente las diferencias entre los distintos conjuntos de ntimeros (y de
objetos parecidos a niimeros) que vamos a manejar.

En el capitulo IT repasaremos la aritmética basica (descomposicion en fac-
tores primos, maximo comun divisor, minimo comtn multiplo, etc.) mostrando
que muchos de los resultados que el lector conocera sin duda en el caso concreto
de los nimeros naturales y enteros son validos igualmente en otros anillos que
cumplan unos requisitos adecuados (esencialmente, en los que tenga sentido rea-
lizar divisiones euclideas, con cociente y resto). Este hecho va a ser fundamental
en buena parte del libro.

El capitulo III esta dedicado a las congruencias, que, segun senaldbamos,
suele estar en el limite de los conocimientos de los aficionados a la teoria de
nameros sin formacion en algebra abstracta (los hay que las desconocen, los hay
que las conocen, pero las manejan “con pinzas” y, por supuesto, también los hay
que las dominan). Aqui aprovecharemos para introducir unos pocos conceptos
elementales de la teoria de grupos finitos, esencialmente el concepto de orden
de un elemento y el hecho de que el orden divide al nimero de elementos del
grupo. Veremos que este hecho elemental tiene aplicaciones en los contextos
més diversos.

En los capitulos siguientes presentamos paulatinamente ideas que, en gene-
ral, serdn novedosas para los lectores que no han pasado la barrera del “algebra
abstracta”.

En la exposicion hemos evitado en lo posible tecnicismos innecesarios habi-
tuales en los libros de matematicas, incluso en muchos considerados “elementa-
les”, y que pueden incrementar la altura de la “barrera” que mantiene alejados a
los lectores potenciales sin unos conocimientos previos suficientes. Por ejemplo,
lo habitual en los libros es definir los ntimeros enteros como clases de equi-
valencia de pares de nuimeros naturales. Esto es un tecnicismo que simplifica
considerablemente las comprobaciones que requiere la construccion de los nime-
ros enteros, pero que a cambio puede hacer que muchos lectores que tengan bien
claro qué son los nimeros enteros desconfien de un libro que convierte en algo
“oscuro” una idea tan elemental. Aqui hemos optado por definir los nimeros
enteros como nimeros naturales precedidos de un signo + o —.

Por otro lado, es importante senalar que el libro no tiene lagunas, es decir,
que no utilizamos ningin resultado que no hayamos demostrado previamente
(salvo unos pocos demostrados en [ITAn]). Esto no impide obviamente que ci-
temos a titulo informativo algunos resultados que no podemos demostrar aqui
(como el Ultimo Teorema de Fermat), pero los resultados enunciados sin demos-
tracién no son usados en ningtin momento.



XV

No quisiéramos dar la impresién con todo lo dicho de que consideramos éste
como el gran libro definitivo que abriré las puertas de la teoria algebraica de
numeros a los aficionados que habian fracasado con otros libros. Posiblemente
algunos lectores preferiran otro tipo de libro como introduccién y también es
probable que algunos lo encuentren demasiado dificil de seguir. Todo esto de-
penderé de muchos factores subjetivos. Lo tnico que hemos querido enfatizar
es que, al margen de las preferencias que cada cual pueda tener sobre cuél es la
mejor forma de motivar, de exponer o de explicar los temas tratados, este libro
ha sido disenado con la intenciéon de que pueda seguirse sin necesidad de ningin
conocimiento teodrico previo y de modo que cada resultado tedrico se presente
en un momento en que pueda entenderse su utilidad a la hora de abordar pro-
blemas concretos, pero siempre sin renunciar a justificar razonadamente todos
los resultados empleados.






Enunciados elementales
probados en este libro

Enumeramos a continuaciéon 126 resultados probados en este libro que ad-
miten un enunciado elemental, es decir, que no requiere emplear conceptos al-
gebraicos mas alla del concepto de congruencia. Se indica junto a cada uno el
nimero de pagina donde esta la solucion (o donde esté planteado como ejerci-
cio). A ellos hay que afiadir el problema del ganado de Arquimedes, formulado
en la pagina xxxv, que es demasiado largo para incluirlo aqui.

1.

® N o o

Sea N el producto de todos los 19 ntumeros
214748 364 800000, 11, 19,43, 61, 83,169, 223, 331, 379,601, 757, 961,
1201,7019,823543, 616318 177,6 561, 100 895 598 169.

y sea P la suma de sus divisores propios. Probar que N divide a P y
encontrar el cociente. Determinar si el ultimo nimero de la lista es primo
o compuesto. xxVviii

Todo ntmero racional puede expresarse como suma de fracciones unitarias
(con numerador 1) y denominadores distintos dos a dos. 44

Un ntmero natural n es triangular (es de la forman =1+2+---+ k) si

y sOlo si 8n + 1 es un cuadrado perfecto. 141
Encontrar el menor nimero natural con 60 divisores (positivos). 87
Encontrar el menor nimero natural con 100 divisores (positivos). 87
Encontrar el menor nimero natural con 5040 divisores (positivos). 87
Encontrar el menor ntimero natural con 310 divisores (positivos). 88

El polinomio f(z) = x? 4+ z + 41 toma valores primos sobre todos los
nameros naturales entre 0 y 39. (Dar una prueba conceptual.) 484

Si p es un primo impar, entonces

P 0 ip= 1 (mdbd 4)
G _ 2k“mi/p _ { \/]3 ) S} p i ’
(p) kgl € \/ﬁl S1p= —1 (mod 4) 258

xXvii
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Enunciados elementales probados

Ecuaciones diofanticas linales

Cinco marineros llegan a una isla desierta y durante el dia recogen todos
los cocos que pueden encontrar, para asegurarse de que no les faltara agua.
Luego acuerdan que al dia siguiente los repartiran a partes iguales. Sin
embargo, durante la noche, uno de los marineros, temiendo que el reparto
no vaya a ser equitativo, decide llevarse su parte en secreto: divide los
cocos en cinco montones iguales y se encuentra con que le sobra uno,
arroja a los monos el que le sobra y se lleva la quinta parte. Poco después,
otro de los marineros tiene la misma idea y de nuevo reparte los cocos
en cinco partes iguales, se encuentra con que le sobra uno, lo arroja a los
monos y se lleva la quinta parte. Lo mismo hacen, sucesivamente, los tres
marineros restantes. Todos ellos se encuentran con que sobra un coco al
hacer el reparto y lo arrojan a los monos. A la manana siguiente, sin que
ninguno confiese que ya se ha llevado una parte de las provisiones, los cocos
restantes se dividen en cinco partes iguales (esta vez no sobra ninguno) y
cada marinero se queda con una de ellas. jCuéntos cocos habian recogido
los marineros? 74

Un hombre cobra un cheque, pero el cajero que se lo paga se equivoca y le
da tantos euros como céntimos tendria que haberle dado y tantos céntimos
como euros (por ejemplo, si el importe del cheque hubiera sido de de 60.45
euros, el cajero le habria pagado 45.60 euros). Después de haberse gastado
5 céntimos, el hombre advierte el error, pues comprueba que tiene justo
el doble de dinero que deberia haber cobrado. ;Cual era el importe del
cheque? 75

Ternas pitagoricas

Clasificacion de las ternas pitagoéricas Las soluciones enteras de la
ecuacion x2 + y? = 22 son (salvo el orden de x e y) los miltiplos de las de
la forma

(fﬂ,y7 Z) = (p2 - q27 QPQ7p2 + q2)7
donde ¢ < p son naturales primos entre si de paridad opuesta. 76, 186

Dados niimeros enteros que cumplan 22 4+ y? = 22, uno de los tres es

miultiplo de 3, uno multiplo de 4 y uno miltiplo de 5. 115

Casos particulares y variantes del Ultimo Teorema de Fermat

La ecuacion, z* + y* = 22 no tiene soluciones enteras no triviales (con

todas las variables no nulas). 79

La ecuacion 23 + y3 = 23 no tiene soluciones no triviales (es decir, con

todas las variables no nulas). 226
La ecuacién z° + y° = 2% no tiene soluciones no triviales (es decir, con

todas las variables no nulas). 606

La ecuacion x + y> = 223 no tiene soluciones enteras con = # +y. 119
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28.
29.
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33.
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Las ecuaciones z3 + y> = 23 4 1 tienen infinitas soluciones enteras no
triviales, es decir, con z,y, z # £1. 420

Fracciones continuas

En una clase de menos de cien alumnos, el 67.19% ha aprobado un examen
(el porcentaje ha sido redondeado al decimal exacto més proximo con dos
cifras decimales). Determinar cuéntos alumnos han aprobado y cuantos
han suspendido. 341

En un pueblo de menos de mil habitantes hay un 44.8541% de hombres
(donde el porcentaje esta redondeado al decimal exacto mas proximo con
cuatro cifras decimales). Determinar cuantos hombres y cuantas mujeres
hay en el pueblo. 342

Ecuaciones de Pell

Encontrar los nimeros que son a la vez triangulares y cuadrados. 329
Encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon z2 — 13y = +1. 353
Encontrar las soluciones enteras de la ecuacién 22 — 60y? = 1. 354
Encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon z? — 62y = 1. 354
Los soldados del rey Harold de Inglaterra formaban en 61 divisiones dis-

puestas en cuadrados idénticos, pero formaban un solo cuadrado cuando
se unia a ellos su general. ;Cuéntos soldados tenia el rey Harold? 354

Encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon 22 — 109y? = 1. 354
Otras ecuaciones cuadraticas

Sean a, b, c nimeros enteros no nulos libres de cuadrados primos entre si
dos a dos y no todos del mismo signo. La ecuacion

az? +by? +¢2> =0

tiene soluciones enteras no triviales si y s6lo si —ab es un cuadrado médulo

¢, —ac es un cuadrado médulo b y —be es un cuadrado modulo a. 136
La ecuacién 2 — 3y? = 5 no tiene soluciones racionales. 114
Encontrar las soluciones enteras de 2z2 + 17zy + 35y2 = 2. 379
Encontrar las soluciones enteras de 922 — 30zy + 25y% = 4. 380
Encontrar las soluciones enteras de 22 + 22xy — 7y = 77. 448
Encontrar las soluciones enteras de 2x2 + 22zy — 7y? = 36 180. 450

Encontrar las soluciones enteras de

222 + 222y — Ty? — 250 — 2y + 10 = 0. 456
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38.
39.
40.
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43.
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46.
47.
48.
49.

50.
51.
52.

93.
54.

Enunciados elementales probados

. Encontrar las soluciones enteras de
272 — 36xy + 12y + 52 — Ty — 5 = 0. 460
Encontrar las soluciones enteras de x2 + 9zy — y? = +1. 418
Encontrar las soluciones enteras de z2 — 10y? = 191. 478
Encontrar las soluciones enteras de z2 — 10y? = 173. 478

Ecuaciones de Mordell

La ecuacién y? = 23 — 5 no tiene soluciones enteras. 190, 483
La ecuacion y? = x2 + 11 no tiene soluciones enteras. 190
La ecuacién y? = 23 — 6 no tiene soluciones enteras. 204
La ecuacion y? = x2 + 6 no tiene soluciones enteras. 204
La ecuacién y? = 23 — 24 no tiene soluciones enteras. 205
Las tnicas soluciones enteras de y* = 23 + 16 son (z,y) = (0,+4). 117

Las tnicas soluciones enteras de y? = x> + 1 son

(z,y) = (-1,0), (0,+£1), (2,£3).
(El tnico cubo positivo que precede a un cuadrado es 8 < 9.) 118
Las tinicas soluciones enteras de la ecuacién 3% = 23 — 4 son 187

(z,y) = (5,£11), (2,£2).

La tnica solucién entera de la ecuacion y? = 23 — 1 es (z,y) = (1,0). 188
Las tinicas soluciones enteras de y* = 23 — 2 son (z,y) = (3, £5). 199
Encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon y? = 23 — 13. 482
La ecuacién y? = 23 — 14 no tiene soluciones enteras. 483

Ecuaciones diofanticas diversas

Encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon 3 + y> = 91. 81
Encontrar las soluciones enteras de la ecuacion z3 + y3 = 1729. 82
Probar que la ecuaciéon 2? + y? = 23 4+ w3 tiene infinitas soluciones no
triviales (soluciones con x # z,w). 83
La ecuacién 322 — 7y = 1 no tiene soluciones racionales. 114

La ecuacién z° = y* + 4 no tiene soluciones enteras. 115
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70.
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3

La ecuacion y? + 3 = 23 — x no tiene soluciones enteras. 220

La ecuacion z* 4+ 922y% + 27y* = 22 no tiene soluciones enteras distintas

de (z,y,2) = (0,0,0). 121
Las tnicas soluciones enteras de la ecuacion z2 + 7 = 2™ son: 310
(r,n) = (£1,3), (£3,4), (&£5,5), (£11,7), (+181,15).

Casos particulares de la conjetura de Catalan

Teorema de Gersoénides Las tnicas potencias de 2 y de 3 consecutivas
son 1,2,3,4y 8,9. 115

La tinica solucion entera de y +1 = 2P con p > 2 es (1,0). (pagina 188).

Las tnicas soluciones enteras de la ecuacion 22 — y? = 1 con g > 2 son

(,9) = (0,—1), (£1,0) y (£3,2). 363
Si x > 2 es potencia de 2, la ecuacion " — y™ = 1 no tiene soluciones
enteras con x,y > 1, m,n > 2. 365
Siz=3,5,7 (méd 8), la ecuacion ™ — y™ = 1 no tiene soluciones enteras
con x,y > 1, m,n > 2 excepto 32 — 23 = 1. 365
Si y es potencia de primo, la ecuacion zP — y9 = 1 no tiene soluciones
enteras x,y > 1, p,q > 2 excepto 32 — 23 = 1. 365.

Elevaciéon de exponentes

;Cual es la mayor potencia de 3 que divide a 5'% — 2182 124
{Cual es el menor exponente n que cumple que 125 | 2™ + 37 124
(Cual es el exponente de 3 en el namero formado por 405 cifras iguales

a 37 124
Si 2™ +y™ = p¥, donde p es un primo impar, n > 3 es también impar y x,
y > 0, entonces n es potencia de p. 125

La tnica solucién de la ecuacion z" + y" = 3%, con (x,y) = 1, n > 2,
2,y > 0es 2%+ 13 =32, 125

Teorema chino del resto

Tenemos cosas en nimero desconocido. Si las contamos de tres en tres,
sobran dos, si las contamos de cinco en cinco, sobran tres y si las contamos
de siete en siete, sobran dos. ;Cuantas cosas hay? 130

Congruencias

Teorema de Fermat Si p es primo, y n es un entero tal que p { n,
entonces n?~! =1 (méd p). 149
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Teorema de Wilson Si p es primo, entonces (p — 1)! = —1 (mdéd p).135

Si p es primo y p 1 a, entonces a tiene raiz n-sima modulo p si y so6lo si
a®?=D/4 =1 (méd p), donde d = (p — 1,n), y entonces tiene exactamente
d raices n-simas moédulo p. 164

La ecuacion 22 + 1848y? = 18518 809 tiene como tnica solucién (en los
nimeros naturales) 1972 + 1848 - 1002 = 18 518 809. 156

La ecuacion 22 + 357y% = 142969 tiene como tnica solucién (en los ni-
meros naturales) (z,y) = (13,20). 158

Deducir de los dos apartados anteriores que los nimeros 18518809 y
142969 son primos. 518

Encontrar los nimeros naturales NV tales que el ntimero que resulta de
trasladar su primera cifra por la izquierda a la derecha (p.ej. 3458 — 4 583)
es 1.5 veces mayor que N. 158

Encontrar todos los pares de ntimeros naturales (z,y) tales que y tiene
dos cifras y el producto zy es el nimero que resulta de anteponer a x a
segunda cifra de y y de posponer la primera. 159

Primos de Mersenne

Un namero par es perfecto (es la suma de sus divisores propios) si y s6lo
si es de la forma 2"~ 1(2" — 1) y 2" — 1 es primo. 143

Si 2P — 1 es primo, entonces p también lo es. 144

Sipy2p+1son primosy p = —1 (mdd 4), entonces 2p + 1 | 2P — 1, por
lo que M, = 2P — 1 no es primo, salvo si p = 3. 207

Si p, ¢ son primos impares y ¢ | M, = 27 — 1, entonces ¢ = %1 (mdd 8).
208

M3y = 231 — 1 = 2147483 647 es primo. 208
Un ntmero de la forma n* — 1 con n > 2 no es primo. 146
Test de Lucas-Lehmer Consideremos la sucesiéon dada por

so =4, Sp41 = 5% — 2.

Si p es un primo impar, el nimero de Mersenne M, = 2P — 1 es primo si
y solo si My, | sp—o. 313

Primos de Fermat
Si 2" + 1 es primo, entonces n es potencia de 2. 206
El namero F5 = 22° 1 1 = 4294967297 no es primo. 206

Test de Pépin El namero de Fermat F,, = 22" + 1 es primo si y sélo si
3(F=1)/2 = _1 (méd F,). 228
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Representacion por formas cuadraticas

Caracterizar los nimeros que son suma de dos cuadrados. 168, 184

Determinar de cuéntas formas se puede expresar un ntimero natural como

suma de dos cuadrados. 186
Caracterizar los niimeros naturales de la forma n = 2 + 2y2. 198
Caracterizar los niimeros naturales de la forma n = 22 + 3y2. 225
Caracterizar los niimeros naturales de la forma n = 22 + 5y2. 485

Caracterizar los nameros naturales que pueden expresarse en la forma
2% — 2y + y2. Dar una férmula explicita que muestre que el producto de

dos ntmeros de esta forma es también de esta forma. 220
Caracterizar los niimeros naturales de la forma z? — 2y2. 307
Caracterizar los nimeros naturales de la forma z? — 3y2. 308
Caracterizar los nimeros naturales de la forma z? — 5y2. 309

Caracterizar los primos de la forma z? — 2y — 13y? y los de la forma

x? — 53y2. 403
Caracterizar los primos de la forma z? — 14y2. 404
Un primo p es de la forma:

p=a?—30y? siysolosip=—29,1,19,49 (méd 120),

p = 2x? — 15y? si y solo si p= —37,—13,—7,17 (méd 120) o p = 2, 3,

p = 1522 — 2y? siy solo si p= —17,7,13,37 (méd 120),

p=302% —y? siysolosip=—49,—19,—1,29 (méd 120) o p=5. 510

Caracterizar en términos de congruencias los primos que pueden expresarse
en la forma x? + 30y?, 222 + 1532, 322 + 10y? y 522 + 63°. 510

Un entero m = 3 -5/ - m* (donde (m*,15) = 1) es de la forma x? — 15y>
si y s6lo si

1) Los primos que lo dividen con exponente impar son p = 2,3,5 o bien
p=41,£7,+11,£17 (méd 60) y

2) Se da uno de los cuatro casos siguientes:

2a) 1,7 son pares y m* = 1,4 (méd 15),

2b) 4, j son impares y m* = —1, —4 (mdd 15),

2c) i es impar, j es par y m* = —2,7 (méd 15),

2d) i es par, j es impar y m* = 2, —7 (méd 15). 497
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Enunciados elementales probados
Un entero no nulo m = k?r (donde r es libre de cuadrados) es de la forma
m = 2x? — 15y los primos que dividen a r cumplen p = 2,3,5 o
p=41,£7,+13,£17,+£19, £29, £37, 449 (mdd 120).
y ademas se da uno de los casos siguientes:

(a) (r,15) =1y r=2,8 (méd 15),

(b) 3|7, 5¢ryr/3=14(mid 15),

(¢) 3fr,5|ryr/5="713 (mdd 15),
)

(d) 15| ryr/15=11,14 (méd 15). 514
Un primo p es de la forma p = 522 + 2zy + 13y? si y s6lo si cumple que
p =5 (méd 8). 516
Todo primo p = 1 (méd 3) se expresa en la forma p = (L? + 27M?)/4,
donde L y M estan univocamente determinados salvo el signo. 527
Todo ntmero natural es suma de cuatro cuadrados. 116

Un ntmero natural es suma de tres cuadrados si y sélo si no es de la forma
4% (81 + 7). 250

Todo namero natural es suma de tres niimeros triangulares. 252

Restos cuadraticos

Ley de reciprocidad cuadratica Si p y ¢ son primos impares y uno
de ellos es congruente con 1 moédulo 4, entonces p es un resto cuadratico
modulo ¢ si y sélo si ¢ es un resto cuadratico modulo p. Si ambos son
congruentes con —1 moédulo 4, entonces p es un resto cuadratico moédulo
q siy solo si g no es un resto cuadratico médulo p. 238, 240

Primera ley suplementaria Si p es un primo impar, entonces —1 es un
resto cuadratico modulo p siy solo si p =1 (mdéd 4). 164

Segunda ley suplementaria Si p es un primo impar, 2 es un resto
cuadratico modulo p si y sélo si p = £1 (méd 8). 201

—2 es un resto cuadratico moédulo un primo impar p si y sélo si cumple
p=1,3 (méd 8). 201

3 es un resto cuadratico médulo un nimero primo p > 3 si y s6lo si cumple
p==+1 (mdd 12). 200

—3 es un resto cuadratico médulo un nimero primo p > 3 si y s6lo si
cumple p = 1 (mdd 3). 165

Si p es un primo impar y (a,p) = 1, entonces a es un resto cuadratico
moédulo pF si y solo si es un resto cuadratico modulo p. 243
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Un ntimero impar a es un resto cuadratico moédulo 2% con k > 3 si y s6lo
sia =1 (mdd 8). 243

Sin = p'---p& es la descomposicion en factores primos de un nimero
natural n > 1, entonces un entero a primo con n es un resto cuadratico
modulo 7 si y so6lo si lo es modulo pi* para todo i. 243

Restos cubicos

Sip = 0,—1 (mdd 3), entonces todo nimero entero es un resto cibico

moédulo p. 523
2 es un resto cibico modulo un primo p = 1 (mdd 3) si y solo si éste es de
la forma p = 2 + 2742 534

3 es un resto cibico modulo un primo p = 1 (mdd 3) si y solo si su ex-
presion p = (L? + 27M?)/4 cumple que 3 | M, si y solo si es de la forma
p =z +zy+ 61y>. 534

5 es un resto ctubico modulo un primo p = 1 (méd 3) si y sélo si su expre-
sién p = (L% + 27M?)/4 cumple que 5 | LM. 535

7 es un resto ctubico modulo un primo p = 1 (méd 3) si y sélo si su expre-
sion p = (L% + 27M?)/4 cumple que 7 | LM. 535

11 es un resto cubico médulo un primo p = 1 (mdd 3
expresion p = (L? + 27M?)/4 cample 11 | LM (L — 3M)

g

si y sblo si su
L+3M). 535

—~

si y s6lo si su
L+3M). 535

b

13 es un resto cubico médulo un primo p = 1 (mdd 3
expresion p = (L? + 27M?)/4 cample 13 | LM (L — 3M)

—~

6 es un resto ctibico médulo un primo p = a? + 3b% si y s6lo si 9 | b o

9| a%20. 538
Si un primo p = (L? + 27M?)/4 es primo, todos los divisores de LM son
restos ciibicos modulo p. 537

Restos bicuadraticos

Un primo p es de la forma p = 22 + 64y? si y sélosi p=1 (méd 4) y 2 es
un resto bicuadratico médulo p. 559

2 es un resto bicuadratico moédulo un primo impar p si y sélo si se cumple
p=—1(mébd 8) o bien p =1 (mdd 8) y p = 22 + 64y>. 559

Sea p = a? + b un primo, donde b es par y a = 1 (méd 4) si y solo si 4 | b.
Entonces: 561
(a) 2 es un resto bicuadratico médulo p si y solo si 8 | b.

(b) —2 es un resto bicuadratico moédulo psiy sélosi4d|a—1y 8|b, 0
bien4|a+1y8|b—4.

(¢) —3 es un resto bicuadratico modulo p si y solo si 3 | b.
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(d) 3 es un resto bicuadratico modulo p siy sélosid|a—1y3]|bo
bien4|a+1y3]a.

(e) 5 es un resto bicuadratico modulo p si y solo si 5 | b.

(f) —5 es un resto bicuadratico modulo psiy sélosid|a—1y5]|bo
bien4|a+1y5|a

(g) —7 es un resto bicuadratico médulo p si y solo si 7 | ab.

(h) 7 es un resto bicuadratico modulo psiysélosid|a—1y 7 |abo
bien 4 |a+1y 7] a®— b



Introducciéon

Los resultados béasicos de la aritmética de los nameros naturales eran ya co-
nocidos de forma sistematica por los antiguos griegos. Los libros 7-10 de los
Elementos de Euclides, escritos en Alejandria sobre 300 a.C., constituyen una
magnifica exposicion de la aritmética bésica. Asi, por ejemplo, en el libro 7
introduce los nimeros primos y presenta lo que hoy se conoce como algoritmo
de Euclides para encontrar el méximo comin divisor de dos ntimeros naturales.
En el libro 9 demuestra que existen infinitos nimeros primos, y en el libro 10 de-
muestra la irracionalidad de las raices cuadradas de todos los ntimeros naturales
que no son cuadrados perfectos.

Pero los griegos se percataron también de que los nimeros satisfacen muchas
propiedades “curiosas” que no tienen ninguna utilidad practica, pero que llaman
la atencion. Por ejemplo, en la Metafisica de Aristoteles (un poco anterior a
Euclides) aparecen las férmulas

1+3=2% 1434+5=3% 14+34+54+7=42..

En el libro 9 de los Elementos, Euclides estudia los llamados nimeros per-
fectos, que son los nameros iguales a la suma de sus divisores propios, como

6=1+2+3, 28=1-+2-+4+7+14,

Euclides demostro que si 2 — 1 es un niimero primo, entonces 2"~ 1(2" —1) es un
namero perfecto, y s6lo pudo encontrar tres ejemplos: 6, 28 y 496. Mucho més
tarde, en el siglo II d.C., el neopitagérico Nicomaco de Gerasa descubrié uno
més: 8128. También se atribuye a Nicomaco otra curiosa férmula aritmética:

P42 433+ 4nP=1+2+3+ - +n)

El desafio de Mersenne Algunos problemas aritméticos conceptualmente
muy simples, se vuelven complicados cuando se aplican a nimeros demasiado
grandes para hacer céalculos explicitos. Asi, en 1643, el sacerdote francés Marin
Mersenne planteo un problema a un juez, también francés, llamado Pierre de
Fermat. Mersenne era mas cuidadoso que Fermat conservando su corresponden-
cia, asi que lo que se conserva es la carta de ese mismo afio en la que Fermat le
da su solucion:

xxvil



xxviii Introducciéon

Asi que usted me pregunta qué proporcion tiene el nimero que se
produce de los niumeros siguientes con sus partes alicuotas:

214748 364 800000, 11, 19,43, 61, 83,169, 223, 331, 379, 601, 757, 961,
1201,7019,823 543, 616 318 177,6 561, 100 895 598 169.

A continuacion me prequnta usted si el dltimo niumero es primo o
no, y un método para descubrir en el plazo de un dia si es primo o
compuesto.

A la primera pregunta, yo le respondo que el nimero que resulta de
todos los miumeros precedentes multiplicados entre ellos es subquin-
tuplo de sus partes.

A la segunda pregunta, yo le respondo que el dltimo de estos nimeros
es compuesto, y resulta del producto de estos dos: 898493 y 112 303.

Traducido a un lenguaje més moderno, el problema planteado por Mersenne
es el siguiente:

Sea N el producto de todos los 19 niumeros indicados y sea P la suma
de sus divisores propios (una “parte alicuota” de un nimero N es un
divisor de N distinto del propio N).

Probar que N divide a P y encontrar el cociente.

Determinar si el nimero 100895598 169 es primo o compuesto.
La respuesta de Fermat es que P = 5N y que
100895 598 169 = 898493 - 112 303.

Hoy en dia existen programas de célculo simboélico que permiten resolver
este problema en apenas el mismo tiempo que cuesta introducir los datos. Sin
embargo, lo interesante es averiguar qué procedimiento pudo haber seguido Fer-
mat para resolverlo “en el plazo de un dia”. Nadie puede saberlo a ciencia cierta,
pues Fermat nunca explico6 como habia llegado a la solucién. No obstante, va-
mos a mostrar una soluciéon completamente elemental que probablemente sera
bastante similar en esencia al camino que sigui6. En primer lugar conviene de-
finir o(N) como la suma de todos los divisores de N (incluyendo el propio N).
La tabla muestra los primeros valores de la funcién o:

1 1 2 3 3 41 4 7| 5 6 6 12 7 8 8 15 9 13 10 18
11 12 |12 28 | 13 14 | 14 24 | 15 24 |16 31 | 17 18 |18 39 | 19 20 20 42
21 32|22 36|23 24|24 60|25 31|26 42|27 40 | 28 56 | 29 30 30 72
31 32|32 63|33 48|34 54|35 48|36 91 | 37 38 | 38 60 | 39 56 40 90
41 42 | 42 96 | 43 44 | 44 84 | 45 T8 | 46 72 | 47 48 | 48124 | 49 57 | 50 93
51 72|52 98 | 53 54 | 54120 | 55 72 | 56 120 | 57 80 | 58 90 | 59 60 60 168
61 62 | 62 96 | 63 104 | 64 127 | 65 84 | 66 144 | 67 68 | 68 126 | 69 96 70 144
71 72| 72195 | 73 74 | T4 114 | 75124 | 76 140 | 77 96 | 78 168 | 79 80 80 186
81121 | 82126 | 83 84 | 84224 | 85108 | 86 132 | 87 120 | 88 180 | 89 90 90 234
91 112 | 92 168 | 93 128 | 94 144 | 95120 | 96 252 | 97 98 | 98 171 | 99 156 | 100 217

;Podria el lector conjeturar a partir de ella algunas de sus propiedades?
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Observemos, por ejemplo, que
o(10) =18 =3 - 6, o(100) =217 =7 - 31.

La funcién o tiene una propiedad que es mas frecuente en este tipo de fun-
ciones “aritméticas” de lo que uno podria esperar en un principio:

Una funcién f definida sobre los nimeros naturales es multiplicativa
si cuando (m,n) = 1, entonces f(mn) = f(m)f(n).

Aqui (m,n) representa el maximo comin divisor de m y n. Para probar que
la funcion o es multiplicativa basta tener en cuenta que si (m,n) = 1, entonces
cada divisor de mn se expresa de forma tinica como el producto de un divisor
de m y un divisor de n. En efecto, si a | mn, descomponemos el nimero a en
un producto, el primero de cuyos factores contenga a los factores primos de a
que dividen a m y el segundo a los que dividen a n. Entonces

omn)= > d=> Yuw= > u (Zv) = (Zu)a(n) = o(m)o(n).
d|lmn ulmv|n u|m vln u|m

No es cierto que la igualdad o(mn) = o(m)o(n) se cumpla en general (como
muestra la tabla precedente), pero el hecho de que una funcién sea multiplicativa
en este sentido débil reduce su calculo al caso de potencias de primo, pues todo
nimero natural se descompone en producto de potencias de primos distintos, y
éstas son primas entre si dos a dos.

Y sucede que, si p es primo, es facil calcular

n+1
n n D -1
:1 ce. —
o(p")=1+p+--+p -l
Asi, por ejemplo,
221 53—-1
100) = o(2%)0(5%) = : =7-31=21"7.
0(100) = 0(2°)0(5%) = T =—

Sin mas “herramientas”, podemos abordar el desafio de Mersenne. En primer
lugar, los 18 primeros ntmeros dados se pueden descomponer facilmente? en
factores primos:

236551 11] 19| 43 61 83 [ 132 223 | 331
379 | 601 [ 757 [ 312 [ 1201 | 7019 | 77]616318177 | 3%

Asi pues, si llamamos N al producto de los 19 ntmeros considerados por
Mersenne, resulta que

N=2%.3.55.77.11-132-19-31%2-43-61 - 83 - 223 - 331 - 379 - 601 - 757
1201-7019 - 616318177 - 100 895 598 169,

donde todos los factores son potencia de primo salvo quizéa el tltimo.

2En un tratado del jesuita suizo Paul Guldin publicado en 1643 se incluye una tabla con
los factores primos de todos los nimeros impares menores que 10000. En cuanto al nimero
616318177, en 1640 Fermat le habia comunicado a Mersenne en una carta la descomposicién
237 — 1 = 223 - 616318177, y es probable que ya entonces hubiera comprobado que ambos
factores son primos. (Véase la pagina 209.)
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Ahora podemos calcular o(N) calculando o sobre cada factor y multipli-
cando. Para ello tenemos que comprobar que el dltimo factor no es divisible
entre ninguno de los 19 primos que dividen a los factores restantes, lo cual puede
hacerse en relativamente poco tiempo. Para los 19 primeros factores el resultado
es:

p" o (p*)
236 25T 1 =1223-616318177
38 9841 =13-757
5° 3906 =2-32.7-31
vl 960800 =25-52.1201
11 12 =22.3
132 183 =3-61
19 20 =22.5
312 993 =3-331
43 4 =22.11
61 62 =2-31
83 84 =22.3.7
223 24 =2°.7
331 332 =22.83
379 380 =22.5-19
601 602 =2-7-43
757 758 =2-379
1201 1202 =2-601
7019 7020 =2%2.3%.5-13
616318177 | 616318178 =2-73.898423

Si llamamos s = 0(100 895598 169), que, de momento, no sabemos calcular,
tenemos que

o(N)=2%.3%.5°.77.11-132-19-31% - 43- 61 - 83
223 -331-379-601-757-1201 898423 - 616318177 - s.
Comparando N y o(N) vemos que un factor comun de ambos ntimeros es
M =2%.3%.5°.77.11-13% .19 - 31% - 43-
61-83-223-331-379-601-757-1201-616318177.
Explicitamente:

N M -25.7019- 100895 598 169,
o(N) = M-3-898423s.

Por lo tanto, se cumplira que N divide a o(V) si y sélo si existe un k tal que
3-898423 -5 =k -2°-7019 - 100895598 169.

Esto obliga a que k sea miltiplo de 3, y en este punto es natural plantearse si
898 423 divide a 100895598 169, y probablemente fue asi como Fermat obtuvo
que

100895 598 169 = 898 493 - 112 303.
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Ahora es necesario comprobar que ambos factores son primos® para calcular
s = 0(898493)0(112303) = (2% - 112303)(2* - 7019),
lo que nos reduce la ecuacién que determina k a
27.3-7019-112303 - 898423 = k- 20 - 7019 - 898493 - 112 303,

que se simplifica hasta k = 6. Esto significa que o(N) = 6N, pero o(N) es la
suma de todos los divisores de N incluyendo a N, por lo que la suma de los
divisores propios es

o(N)— N =5N,

tal y como Fermat indico.

Si Fermat siguié un camino similar a éste para resolver el desafio de Mer-
senne, lo cierto es que no necesité6 un “método pare descubrir en el plazo de un
dia” si el nimero 100895598 169 es primo o compuesto, pues el factor 898493
viene sugerido por el propio problema.

Vamos ahora a mostrar un método elemental que permite factorizar el ni-
mero dado sin partir de ninguna informacion adicional en un tiempo razonable.
Se trata de un refinamiento de un método descrito por el propio Fermat en una
carta a Mersenne de 1664, asi que es probable que figurara entre sus técnicas
nunca reveladas.

Partimos de un namero N, fijamos arbitrariamente un valor £ > 1 y vamos
a buscar dos posibles factores de IV bajo el supuesto de que uno de ellos sea
aproximadamente k veces mayor que el otro. Mas concretamente, suponemos
que
N = (kq+a)(qg+b),

donde ¢ = E[\/N/k] y a y b son pequeiios, digamos |al, |b| < ,/q. Por simplici-
dad vamos a suponer que ambos son positivos (por definiciéon de ¢, no pueden
ser ambos negativos). Entonces

N — kq* = (kb + a)q + ab, 0<ab<yq,

luego, si llamamos ¢ y r al cociente y el resto de la divisién euclidea de N — kq?
entre ¢, tiene que ser*
c=kb+ a, r = ab.

Si fuera r = 0 tenemos que ¢ | N y ya tenemos una factorizacion de N. En otro
caso b es una raiz de la ecuacion kb? —cb+r = 0, de discriminante A = ¢? — 4kr.
Observemos que para que la ecuacion tenga solucién es necesario que 4kr < c2.

3Por ejemplo, para comprobar que 898 493 es primo basta tratar de dividirlo entre los 161
primos menores que su raiz cuadrada (hasta 947) y para el 112302 hay que considerar los 67
primos menores o iguales que 331.

4En el caso ab < 0, que hemos descartado, habria que considerar también la division
euclidea con cociente por exceso.
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Si la ecuacion admite una solucion entera b > 0 tal que a = r/b también es
entero, entonces hemos encontrado una descomposiciéon de N en producto de
dos factores no triviales.

Al aplicar este método a N = 100895 598 169 obtenemos lo siguiente:

k q N—-k¢® ¢ r

1 317640 428569 1 110929
2 224605 786119 3 112304
3 183389 1022206 5 105261
4 158820 428569 2 110929
5 142053 324124 2 40018
6 129676 408313 3 19285
7 120056 1496217 12 55545
8 112302 1684537 15 7

Vemos que, para k < 7, no se cumple la condicién necesaria r < ¢2 /4k, mientras
que para k = 8 la ecuacién para b resulta ser

8v2 —15b+7=0,

cuyas raices son b =1y b="7/8. Con b =1 obtenemos a = r/1 = 7, lo que nos
da la descomposicion

N = (8¢+7)(q+1) = 898423 - 112303,

donde, en efecto, un factor es aproximadamente 8 veces mayor que el otro.

Numeros de Mersenne En 1644 Mersenne publico su tratado Cogitata phy-
stco-mathematica, en cuyo prologo, en relaciéon con el teorema de Euclides sobre
nimeros perfectos, afirmé que, hasta p = 257, los Gnicos ntmeros de la forma
M, = 2P — 1 que son primos son los correspondientes a los valores

p=2 3, 5 7, 13, 19, 31, 67, 127, 257.

No dio ninguna indicacién de como habia llegado a dicha conclusiéon, pero
el hecho es que ni 267 — 1 ni 2257 — 1 son ntimeros primos y, por el contrario, si
que lo son los ntimeros correspondientes a los exponentes p = 61, 89, 107.

Mersenne se dio cuenta de algo que, al parecer, a Euclides le habia pasado
inadvertido, y es que para que M, pueda ser primo es necesario que p lo sea.
Los ntimeros de la forma M, = 2P — 1, con p primo se conocen como nimeros
de Mersenne. Notemos que, a poco que aumentan los exponentes, comprobar
si un namero de Mersenne es primo o no es algo que no puede hacerse mediante
métodos “rudimentarios”.

En 1774 Euler pudo probar que el ntmero

M3y = 2147483647



xxxiil

es primo, y no fue hasta 1876 cuando el matematico francés Edouard Lucas se
las arreglé para demostrar que

Miyo7 = 170141 183 460 469 231 731 687 303 715884 105 727

es un numero primo. Durante 75 anos fue el mayor primo conocido, y es el
mayor niimero que se ha comprobado que es primo manualmente, sin la ayuda
de un ordenador. En este libro expondremos el método empleado por Lucas
para llevar a cabo su comprobacion.

El desafio de Fermat En 1657 Fermat escribi6 una carta al vizconde William
Brouncker, presidente de la Royal Society, en la que lamentaba la falta de interés
por la aritmética entre los matematicos de la época y, para ilustrar que ésta
plantea problemas notables, propuso a los matematicos ingleses este desafio:

Dado cualquier nimero que mo sea un cuadrado, éste determina un
numero infinito de cuadrados tales que si el cuadrado se multiplica
por el numero dado y se le suma 1 al producto, el resultado es un
cuadrado.

Ejemplo: Sea 3 —que no es un cuadrado— el nimero dado. Cuando
se multiplica por el cuadrado 1 y se le suma 1, el resultado es 4, que
es un cuadrado.

El mismo 3 multiplicado por el cuadrado 16 da un producto que,
cuando se le suma 1, se convierte en 49, un cuadrado.

Y es posible encontrar un numero infinito de cuadrados, aparte de 1
y 16, que tienen la misma propiedad.

Pero yo estoy pidiendo una regla general de solucion para cualquier
numero no cuadrado que sea dado.

Por ejemplo, se requiere encontrar un cuadrado tal que, si al pro-
ducto del cuadrado y el numero 148 o 109 o 433 se le suma 1 el
resultado es un cuadrado.

En términos modernos, Fermat preguntaba por un método para encontrar
las soluciones enteras de la ecuacion

2?2 —dy? =1,
donde d no es un cuadrado perfecto.

Fermat no publicoé el método con que era capaz de resolver estas ecuacio-
nes, pero el hecho de que propusiera entre sus ejemplos casos como d = 109
demuestra que sabia resolverlas, pues ése es uno de los casos mas dificiles.

La primera solucién en respuesta a su desafio la public6 John Wallis, quien
atribuyo la idea a Brouncker, si bien hay quien piensa que la solucién era suya y
que la atribucién sé6lo fue una forma de ganarse su favor. El caso fue que Euler
interpret6 o recordé mal las palabras de Wallis y acabé atribuyendo la solucién
al matematico John Pell, al que Wallis citaba con frecuencia, pero no por esta
cuestion en particular, y asf hoy la ecuacion se conoce como ecuacion de Pell.
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El Ultimo Teorema de Fermat Pero el hecho por el que Fermat es mas
famoso se produjo poco después de su muerte, acaecida en 1665. Su hijo Samuel
publico varias notas inéditas de su padre, entre las que figuraba una nota que
Fermat habia escrito en el margen de su ejemplar de la Aritmética de Diofanto:”

FE's imposible descomponer un cubo en dos cubos, un bicuadrado en
dos bicuadrados, y en general, una potencia cualquiera, aparte del
cuadrado, en dos potencias del mismo exponente. He encontrado
una demostracion realmente admirable, pero el margen de este libro
es demasiado pequeno para albergarla.

En otras palabras, Fermat afirmaba que la ecuacion z™ 4+ y™ = z" no tiene
soluciones con las tres variables positivas cuando el exponente n es mayor que 2.
Muchos mateméticos después de ¢él trataron sin éxito de demostrar lo que paso
a conocerse como el Ultimo Teorema de Fermat, y no fue hasta 1995 cuando
el matematico britanico Andrew Wiles publicdé una demostracién completa. No
obstante, cabe sefalar que el resultado probado por Wiles fue en realidad el
altimo eslabén de una cadena que incluye muchos resultados precedentes, como
el teorema de Ribet (publicado por Ken Ribet en 1990), que es el que conecta
el trabajo de Wiles con el Ultimo Teorema de Fermat.

Aqui veremos como resolver la ecuacion de Pell y demostraremos todos los
resultados que hemos mencionado hasta ahora, salvo el Ultimo Teorema de
Fermat, del que no se conoce ninguna demostracion que no requiera potentisimos
resultados algebraicos que trascienden con creces el contenido de este libro. Es
practicamente seguro que Fermat no demostré “su” teorema. Nunca afirmo6
haberlo hecho. Probablemente no tardaria en descubrir que la demostracion
que crefa haber encontrado era incorrecta y no se molest6 en tachar una nota
en un margen de un libro de uso privado.

Lo que si que consta que demostrd fue que la ecuacion z* +y* = 2% no tiene
soluciones enteras no triviales, y esto si que lo demostraremos en este libro.
Mas atin, veremos pruebas debidas a Gauss de que las ecuaciones 2% + ¢ = 23
y 2% 4+ y® = 2% no tienen soluciones enteras no triviales.

La conjetura de Catalan En 1844, la Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, méas conocida como revista de Crelle, por su fundador, el mateméa-
tico aleman August Leopold Crelle, publicaba esta nota:

Nota
Eztraida de una carta dirigida al editor por el Sr. E. Catalan, pro-
fesor ayudante de la Escuela Politécnica de Paris.

Le ruego, senor, tenga a bien enunciar en su revista el teorema si-
guiente, que yo creo que es verdadero, si bien todavia no he logrado
demostrarlo completamente. Tal vez otros tengan mds suerte:

5No era la tnica nota. Por ejemplo, otra decia lo siguiente: “;Puede hallarse, entre los
numeros enteros, un cuadrado distinto de 25 que, cuando se aumenta en 2, se vuelve un cubo?
Esto podria parecer en principio dificil de analizar, pero puedo probar con una demostracion
rigurosa que 25 es el unico cuadrado que es menor que un cubo en 2 unidades.” Resolveremos
este problema en la pagina 199.



XXXV

Dos nimeros enteros consecutivos distintos de 8 y 9 no pueden ser
potencias exactas. Dicho de otro modo, la ecuacion ™ — y™ = 1,
en la que las incognitas son enteras y positivas, no admite mds que
una unica solucion.

El autor de la carta (que no se tomé la molestia de puntualizar que los
exponentes m y n tienen que ser mayores que 1) era el matemético belga Eugéne
August Catalan, que tenia entonces 30 anos. Su “teorema” se conoce desde
entonces como Conjetura de Catalan, y como tal permaneci6 hasta 2002, cuando
fue demostrada por el mateméatico rumano Preda Mihéilescu.

Como en el caso del Ultimo Teorema de Fermat, la demostracion del que
ya puede llamarse teorema de Mihailescu es inabordable con las técnicas que
presentaremos en este libro. No obstante, probaremos que se cumple cuando los
exponentes son m = 2 o n = 2, asi como un caso particular que se encuentra
probado en La armonia de los nimeros, un tratado escrito en 1343 por el rabino
francés Levi ben Gershon, més conocido como Gersonides, quien demostré que
las tinicas potencias de 2 y 3 consecutivas son (1,2), (2,3), (3,4) y (8,9). En
otras palabras, que la conjetura de Catalan es cierta cuando x, y toman los
valores 2 y 3 (en cualquier orden).

Los resultados que hemos mencionado (con las excepciones indicadas) son
sb6lo una pequena muestra del tipo de problemas que pueden resolverse con las
técnicas que presentaremos en este libro. Terminamos esta introduccién con la
presentaciéon y un estudio preliminar de un problema famoso y muy antiguo.

El problema del ganado de Arquimedes En el canto XII de la Odisea, la
hechicera Circe le hace esta profecia a Ulises:

Llegards mdas tarde d la isla de Trinacria, donde pacen las muchas
vacas y pinglies ovejas del Sol. Siete son las vacadas, otras tantas las
hermosas greyes de ovejas, y cada una estd formada por cincuenta
cabezas. Dicho ganado no se reproduce ni muere, y Son sus pastoras
dos deidades, dos ninfas de hermosas trenzas: Faetusa y Lampetia;
las cuales concibid del Sol Hiperion la divina Neera. La veneranda
madre, después que las did a luz y las hubo criado, llevdlas d la
isla de Trinacria, alld muy lejos, para que guardaran las ovejas de
su padre y las vacas de retorcidos cuernos. Si d éstas las dejares
indemnes, ocupdndote tan solo en preparar tu regreso, aun llegariais
d Itaca, después de pasar muchos trabajos; pero, si les causares dano,
desde ahora te anuncio la perdicion de la nave y la de tus amigos. Y
aunque tu escapes, llegards tarde y mal d la patria, después de perder
a todos los companeros.

La profecia se cumplié. A pesar de las advertencias de Ulises, sus hombres
saciaron su apetito sacrificando el ganado del Sol, y por ello Zeus destrozo su
barco y solo Ulises —que no habia participado en el sacrilegio— sobrevivio.
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La isla Trinacria de la Odisea (la isla triangular) se identifico con Sicilia,
donde vivia Arquimedes. El escritor alemédn Gotthold Ephraim Lessing tra-
bajaba de bibliotecario en la Biblioteca del Duque Augusto, en Wolfenbiittel,
donde un dia encontré un manuscrito que contenia una carta que Arquimedes
de Siracusa habia dirigido a Eratéstenes de Cirene, que a la sazén ensenaba
en Alejandria. La carta contenia un poema de 22 disticos elegiacos en el que
planteaba el problema del calcular la composicion de los rebafnios del Sol, que
para Arquimedes no era la indicada en la Odisea. En 1773 Lessing public6 una
traduccién anotada con una solucién incorrecta del problema. Una traducciéon
libre del poema es la siguiente:

Del Sol, joh, extranjero!, los inmensos ganados,
si de verdad eres sabio, cuenta con diligencia:
Tantos fueron otrora, que los feraces prados
cubria de Trinacria, —Sicilia— su presencia;
Cuatro eran los rebanos de otros tantos colores:
uno blanco de leche, negro otro, de apariencia
de brillante azabache; de otro més, los mejores,
rubios, melocotones el color emulaban;

y el cuarto parecia salpicado de flores.

En cada gran manada los toros superaban

a cuantos jamas viste; asi eran de imponentes,
de abundantes, los blancos, que juntos superaban
en la mitad y un tercio de los negros lucientes

a los melocotén —recuérdalo, extranjero—,

y también que los negros, no menos excelentes,
un cuarto eran y un quinto de los del postrero
de los divinos hatos, de salpicada tez,

junto a todos los toros del rebano tercero,

color melocoton. Lejos de la escasez,

de toros salpicados habia, en proporcion,

como un sexto y un séptimo de blancos, y otra vez,
cuantos machos formaban la grey melocotén.
Asi se repartian las vacas inmortales:

Las blancas por si solas —y aqui pon atencién—
un tercio eran y un cuarto de las reses totales
de la grey distinguida por su negro color;

Las negras resultaban ser en ntimero iguales

a un cuarto mas un quinto del florido esplendor
de aquellas salpicadas con sus toros reunidas.

Y éstas, las salpicadas —de nimero inferior—



un quinto eran y un sexto de las reses incluidas
en el tercer rebano, el de aterciopelada

tez de melocotoén, cuyas vacas, distinguidas,

hasta un sexto y un séptimo de la blanca manada
en namero alcanzaban. jOh, extranjero! si contar
pudieras las cabezas —mno en forma aproximada—
del ganado del Sol, llegando a precisar

cuéntos toros robustos, cuantas vacas tenia

segiin cada color, no te habran de llamar

lego ya en la aritmética. No obstante, aun faltaria
para que entre los sabios te vieras numerado;
Pero, vamos, prosigue, pues quedan todavia

otras dos condiciones sobre el sacro ganado:
Cuando los toros blancos a los negros se unfan,
formaban la figura de un sélido cuadrado,

y tantos toros de alto cuantos de ancho cubrian
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los campos de Trinacria. Sin embargo, cuando eran

los de melocoton los que a un tiempo pacian
junto a los salpicados, buscaban que los vieran
de tal forma dispuestos que, creciendo desde uno,
un tridangulo inmenso parecia que fueran.

Si tu mente asimila como fuere oportuno
cuanto se ha dicho aqui, y atinas cada parte
del rebafio a medir, {Oh, extranjero! ninguno
tu triunfo negara, y piensa que al marcharte
lo haras glorificado, contado finalmente

entre los més expertos del aritmético arte,

por tu sabiduria, con creces excelente.

Si llamamos B, N, M, S al nimero de toros blancos, negros, melocoton y
salpicados, respectivamente, y b, n, m, s al nimero correspondiente de vacas, las

condiciones de la primera parte del enunciado son:

11 11 1
B=(=+<)N+M, N=(>+:- M, S=|(-
<2+3) + M, (4+5)S+ , S (6+

b:(§+i)(z\z+n), n=<i+;> (S +s), s:(é-{—é

1 1
=(=+4+=)(B+b).
m ( 6+7)( )
Consideremos las tres primeras:
5 9 13
B=-N+M, N=—S4M, S=—B+ M.
6 + M, 20 + M, 5 +
Sustituyendo B en la tercera queda

65 95

1
7

) (),

)B,

B:%N—kM, N:%S—kM, S=—N+—-—-M

252 42
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Es facil convencerse de que este sistema de ecuaciones tiene exactamente las
mismas soluciones que el original. Ahora sustituimos la expresion de N en la
tercera ecuacion, con lo que pasamos también a un sistema equivalente:

5 9 13 395
B=_N+M, N=_—S+M, S=—-S+-"M.
¢ T 207 T 9= 15 T s

Pero la tercera ecuaciéon equivale a

1580
891

de donde concluimos que las soluciones de las tres ecuaciones son

742 178 1580
B=ggiM N=3gM 5=,

para cualquier valor de M. Ahora consideramos las cuatro ecuaciones siguientes:

7 7 9 9 11 11 13 13
4+ —=n, n=—8+—m, SZ%M—i——m, m=—B+ —b.

b=1 12 ~20° " 20 30 T TR

Sustituyendo las expresiones que hemos obtenido para B, N, S queda

b —1—72n = %M

n 72—905 = %M

s —%m = %M

—3b +m = 89N

Ahora tenemos un sistema de ecuaciones lineales dependiente de un parame-
tro M. Vamos a resolverlo usando lo que se conoce como el método de reduccion
de Gauss. Sia la ultima ecuacion le sumamos la primera multiplicada por 13/42
obtenemos un sistema equivalente:

b —%n = gg—ZM
n —2—905 = %M

s —%m = %M

—%’n +m = %M

Ahora a la tltima le sumamos la segunda multiplicada por 13/72:

_ T _ 623

b 127 = 5010
9 — 79

no —558 = 995
11 _ 11

s —gpgm = 309

_ 13 ¢ +m = 2951 ¢

2376
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Y finalmente a la ultima ecuacion le sumamos la tercera multiplicada por
13/160:

-7 - 623
b 12" = 500 M
9 — 9
n —358 = 99M
11 _ 11
s —ggm = 30M
4657, _ 604357
1800 = 475300

La dltima ecuaciéon nos da ahora que

. 604 357
461043

Sustituyendo en la tercera ecuacién obtenemos s, lo que nos permite despe-
jar n de la segunda y a su vez b de la primera. El resultado es:

742 178 1580
B=og;M, N=ggM M=-—g-M,
240212 4 4 4 1 4
2402120 54369 604357 _ 106540

T 1383120 0 " T 61043 T a61043 0 ° T 125739

Asi, para cada valor que demos a M, obtenemos una solucion del sistema de
siete ecuaciones. Hasta aqui el problema es un mero ejercicio de algebra lineal.
Ahora necesitamos un poco de aritmética, pues las soluciones al problema tienen
que ser numeros enteros, para lo cual, la condicion necesaria y suficiente es que
M sea miltiplo del minimo comtn multiplo de los denominadores de las siete
fracciones. Los denominadores son:

3211, 32.11, 3*.11, 3%.11-4657, 3%-11-4657, 3-4657,

de donde el minimo comtn miltiplo resulta ser 3* - 11 - 4657 = 4149 387. Las
soluciones posibles son, entonces:

B =10366482k, N =7460514k, M =4149387k, S = 7358060k,

b="7206360k, n =4893246k, m =15439213k, s= 3515820k,

para cualquier niimero natural k. Con esto hemos conseguido que Arquimedes
nos dé un aprobado, pero para llegar al sobresaliente necesitamos tener en cuenta
las dos condiciones adicionales que se dan en la parte final del poema. La primera
dice que B 4+ N es un cuadrado perfecto. Tenemos que

B+ N =17826996k =2%-3-11-29-4657k,

y ahora necesitamos de nuevo un poco de aritmética para concluir que, para
que esta expresion sea un cuadrado perfecto, k tiene que ser de la forma

kE=3-11-29-4657u’ = 4456 749 u>.
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Esto obliga a que la solucién sea de la forma:

B = 46200808287018u%? b= 32116937723640u>
N = 33249638308986u> n= 21807969217254u?
M = 18492776362863u?> m = 24241207098537 u?
S = 32793026546940u?> s= 15669127269 180 u?

Hasta aqui no era dificil, pero falta incluir la dltima condicién, que pide que
M + S = 51285802909 803 1>

sea lo que los griegos llamaban un nimero triangular, es decir, un ntimero de la
forma

1+24+3+4+-+k,

para cierto k. Sin embargo, resolver el problema con esta dltima condicién ex-
cede lo que podriamos considerar “aritmética elemental”, asi que tendremos que
posponer la solucién hasta la seccién 10.5. El lector puede evaluar si sus cono-
cimientos le bastan para acabar de resolverlo o si, por el contrario, necesitara
estudiar algo maés.

La ecuacion de Pell, la ecuaciéon de Catalan, o las ecuaciones que plasman
el problema del ganado son ejemplos de ecuaciones diofdnticas, es decir, de
ecuaciones de las que se buscan sus soluciones enteras. No es un nombre muy
afortunado, pues, en su Aritmética, los problemas que planteaba Diofanto con-
sistian en encontrar soluciones racionales (no enteras) de diversas ecuaciones.

Terminamos aqui la “visita turistica” a los contenidos de este libro y pasamos
a exponerlos metédicamente, empezando desde la base mas elemental.



Capitulo 1

El Algebra de la escuela

Tal y como hemos indicado en el preaAmbulo, no vamos a suponer en el lector
maés conocimientos previos que cierta familiaridad con el algebra y la aritmética
bésicas, lo suficiente para garantizar su competencia en la manipulacion de
expresiones algebraicas, despejar, operar, etc. No obstante, los conocimientos
de un lector que pueda estar interesado en este libro pueden oscilar en una
franja muy amplia, asi que dedicamos este primer capitulo a discutir, precisar y
organizar los preliminares algebraicos en los que nos apoyaremos en los capitulos
siguientes (las propiedades basicas de los ntimeros naturales, enteros y racionales
y de los polinomios). Més precisamente, el lector encontrara en este capitulo
informaciéon que podemos clasificar como sigue:

1. Explicaciones méas o menos detalladas sobre conceptos algebraicos elemen-
tales que el lector tal vez necesite o, por el contrario, pueda pasar por alto.

2. Demostraciones de hechos elementales que sin duda conocera, pero que
tal vez los aprendid en la escuela donde se los presentaron sin justificacion
alguna. Ante hechos de estas caracteristicas, el lector puede optar por
estudiar las demostraciones si las ignora o, por el contrario, considerar
que no necesita que le demuestren aquello de cuya certeza no tiene duda
alguna, y pasarlas también por alto.

3. Introduccién de vocabulario algebraico adecuado para describir con preci-
sioén hechos que el lector conoce, aunque tal vez no los expresaria en tales
términos (como que los ntimeros enteros forman un dominio integro, o que
la relacion de orden de los ntimeros enteros es compatible con la suma y
con el producto).

4. Demostraciones de que algunas propiedades elementales que el lector cono-
cera sin duda sobre manipulaciéon de expresiones numéricas son en realidad
validas en el contexto més general de determinadas estructuras algebraicas
abstractas (como dominios integros, anillos ordenados, etc.), de modo que
ser consciente de este grado de generalidad le permitird desenvolverse con
fluidez al operar con objetos algebraicos distintos de los “ntumeros clasicos”
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(como, por ejemplo, los enteros de Gauss) sin mas cuidado que aplicar tni-
camente en cada momento aquellas reglas familiares de calculo que sean
realmente vélidas en el contexto considerado.

Asi pues, el lector deberia ir ojeando este capitulo y juzgar en cada momento
si necesita o no leer con atencién cada parte del mismo, en funciéon de sus
conocimientos previos y de sus intereses. Naturalmente, un lector con una buena
base de algebra abstracta podra pasar directamente al capitulo siguiente.

1.1 Los niimeros naturales

“Contar” fue sin duda el primer problema matematico al que se enfrent6 la
humanidad. Y la posibilidad de reflejar graficamente de algiin modo el resultado
de un computo para referencia posterior surgio antes incluso de la aparicion de la
escritura. Cada cultura desarroll6 su propia forma, méas o menos afortunada, de
representar graficamente los nidmeros naturales, es decir, los resultados posibles
de un computo. Nosotros usamos los numerales arabigos:

0) 1’ 27 37 47 57 67 7) 8’ 97

que el lector conocera sin duda, y que ha evolucionado a partir de los diversos
sistemas de numeraciéon que surgieron en la India entre los siglos I y IV de
nuestra era. Aunque seria absurdo tratar de ensenar a contar aqui al lector, si
merece la pena detenernos a reflexionar sobre las caracteristicas matematicas
de este sistema de numeracién que lo hace superior a la mayor parte de los
demas sistemas de numeracién —si no a todos— que han surgido en la historia.
Consideremos el problema de contar cuantos puntos hay aqui:
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La caracteristica principal nuestro sistema de numeracién es que nos permite
representar cualquier niimero natural sin usar més que los nombres especificos de
los diez primeros y, més atn, nos permite contar cualquier conjunto de objetos
sin necesidad de contar en ningin momento conjuntos de mas de diez elementos.

En principio, si s6lo sabemos contar hasta diez, ante la pregunta de cuantos
puntos hay en el recuadro anterior sélo podremos responder que hay “muchos”
(es decir, méas de diez). Sin embargo, puestos a concretar, hay algo que si que
podemos hacer, y es agrupar los puntos en decenas. Eso si que sabemos hacerlo,
y el resultado es:

Si nos preguntan cuéntas decenas hemos formado, la respuesta sigue siendo
que “muchas” (mas de diez), pero podemos observar que en el ultimo grupo
formado no hemos podido completar una decena, sino que nos han quedado 7
unidades sueltas.

En segundo lugar, aunque no sepamos cuantas decenas hay, lo que si que
podemos observar es que en cada fila de rectangulos hay diez decenas, es decir,
una centena y, aunque el nimero de centenas sigue siendo “muchas”’, podemos
observar que, descontando las 7 unidades sueltas, en la ultima fila queda un
grupo de 3 decenas que no llegan para formar una centena.

En tercer lugar podemos agrupar las centenas en grupos de diez, es decir, en
millares, y observamos que al hacerlo quedan 0 centenas sueltas que no lleguen
a formar un millar y, mas ain, esta vez los millares que obtenemos no son
“muchos”, sino que sabemos contarlos y resultan ser 2.

La conclusioén es que el nimero de puntos dado consta de 2 millares, mas 0
centenas sueltas, més 3 decenas sueltas més 7 unidades sueltas, y este niimero
es el que representamos como 2 037.
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Por supuesto, cuando contamos no lo hacemos agrupando decenas, cente-
nas, etc. o, por lo menos, no necesitamos hacerlo, pues sabemos como prolongar
arbitrariamente la sucesion

0, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13,

pero es muy relevante que, independientemente de como contemos, un niimero
como 2037 es “autoexplicativo”, y significa precisamente lo que acabamos de
recordar que significa.

Este sistema de numeracion es posicional porque una misma cifra, como 2,
puede significar dos unidades, o dos decenas, o dos centenas, etc., segin su
posicién en el namero. El hecho de que la base de numeraciéon sea diez, es
decir, que demos nombres individuales a los diez primeros niimeros naturales,
es anecddtico y no tiene més razoén de ser que el hecho de que tenemos 10 dedos
en las manos, por lo que 10 es el mayor nimero que podemos contar con los
dedos.!

Por el contrario, otra caracteristica de nuestro sistema de numeraciéon que
no tiene nada de anecdotica es la inclusiéon del 0 entre los nimeros naturales,
imprescindible? para que no haya ambigiiedades a la hora de decidir si una cifra
debe entenderse como un ntimero de unidades, decenas, centenas, etc. La in-
vencion del 0 se atribuye al matematico y astrénomo indio Brahmagupta, en un
trabajo aparecido en 628. Los arabes lo difundieron y hacia el siglo X empezo
a ser usado en FEuropa. A finales de dicho siglo, Gerberto de Aurillac, el que
més tarde se convertiria en el papa Silvestre II, difundié el uso de los nume-
ros arabigos, y en 1202 el matematico Leonardo Fibonacci (también conocido
como Leonardo de Pisa) escribio el Liber abaci, en el que presenta el sistema
de numeracién ardbigo junto con diversos problemas que se engloban en lo que
hoy conocemos como teoria de niimeros. Sin embargo, no fue hasta el siglo XV
cuando su uso se generalizd6 en Europa, especialmente a partir de la invenciéon
de la imprenta.

Antes de la implantacion del sistema decimal, en Europa se usaba la numera-
ci6bn romana, que, ademas de que no proporciona un criterio simple y homogéneo
para prolongar indefinidamente la sucesion de numerales:

I, I, I, IV, V, VI, VI, VII, IX, X,

era muy poco adecuada para operar. Para cualquier calculo minimamente so-
fisticado el uso del abaco era poco menos que imprescindible. Sin embargo, uno
de los propositos del Liber abaci era mostrar como el sistema de numeracion

1Esto es cuestién de ingenio, pues los antiguos babilonios usaban el pulgar para sefialar
las 12 falanges de los cuatro dedos restantes de la mano, y asi podian contar hasta 12 con
una mano, y luego usaban los cinco dedos de la otra para contar docenas, con lo que en total
podian contar hasta 60 con los dedos. Esto hizo que desarrollaran un sistema de numeracion
posicional de base 60, pero, como usar 60 cifras seria farragoso, nombraban cada cifra del 1
al 59 con otro sistema de numeracién posicional, pero esta vez en base 10.

2Los babilonios usaban un sistema de numeracién posicional sin que el 0 tuviera un nombre
asignado, dejando huecos entre las cifras, pero esto hacia inevitable que el significado de algu-
nos numeros tuviera que interpretarse segin el contexto, pues, por ejemplo, nada distinguia
la forma de escribir 3 o 3 - 60 = 180.
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decimal volvia innecesario el abaco para hacer operaciones, pues la representa-
cion decimal equivale a la representacion de los niimeros en el dbaco, y permite
realizar las operaciones aritméticas a través de algoritmos sencillos.?

Damos por hecho que el lector esté familiarizado con la numeracion arabiga,
lo cual —ademaés de entender como la representaciéon de cada nimero describe
con precision la cantidad a la que hace referencia— supone ser capaz de generar
y prolongar indefinidamente la sucesiéon de los ntimeros naturales, y entender
como se usa para contar conjuntos de objetos y concluir, por ejemplo, que las
aranas tienen 8 patas, o que los icosaedros tienen 30 aristas.

El orden de los niimeros naturales Es dificil concebir que alguien conozca
los nimeros naturales sin conocer también su ordenacion:

Si m y n son dos ntimeros naturales, decimos que m es menor que n
(m < n) o que n es mayor que m (n > m) si m aparece antes que n
en la sucesiéon de los nimeros naturales o, en términos del computo,
que en un conjunto de n cosas hay suficientes para extraer m de ellas
(sin agotarlas todas).

Si queremos evitar la precision final y no excluir la posibilidad de que m sea
igual a n (m = n) escribimos m < n (o n > m) y leemos “m es menor o igual
que n” o0 “n es mayor o igual que m”.

El resumen 1.1 recoge las propiedades basicas de la ordenacion de los niimeros
naturales, que vamos a comentar a continuaciéon. Ante todo, conviene aislar las
maés basicas de todas para definir un concepto general de “conjunto ordenado”.

En general, ordenar los elementos de un conjunto supone fijar un criterio que
determine cuando un objeto es menor o igual que otro (m < n), pero no todo
criterio es aceptable. Por ejemplo, si un criterio estableciera que unos objetos
cumplen m < n y n < r, pero al mismo tiempo negara que m < r, no podria
interpretarse como una relaciéon de orden.*

Diremos que una relacion m < n entre los elementos de un conjunto es una
relacion de orden (total) si cumple las cuatro propiedades béasicas consignadas
en el resumen 1.1. Esto lo cumple claramente cualquier criterio que pueda
interpretarse como que dispone los elementos del conjunto uno detras de otro, o
uno antes que otro, o uno a la izquierda de otro. En tal caso decimos también que

3Hay quienes niegan al 0 su condicién de nimero natural —incluso expertos en teoria de
nameros—, pero ése es un lujo que pueden permitirse porque nunca trabajan exclusivamente
con numeros naturales, sino que siempre consideran como minimo ndmeros enteros, entre
los cuales incluyen al 0. Dicen que “no es natural” contar conjuntos con O cosas, sin tener
en cuenta que el 0 es indispensable hasta para nombrar los propios nimeros naturales con
el sistema que empleamos actualmente, basado en contar “idealmente” grupos de unidades,
decenas, centenas, etc., de modo que no es raro que en la descomposiciéon decimal de un
namero nos encontremos con que contiene 0 decenas o 0 centenas, etc.

4Por ejemplo, puede ocurrir que m sea amigo de n y que n sea amigo de 7 y que al mismo
tiempo m no sea amigo de r. Esto significa que, aun admitiendo que la amistad entre un
conjunto de personas pueda ser un criterio objetivamente determinado, no es un criterio de
ordenacion.
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Resumen 1.1: Propiedades generales de las relaciones de orden

Propiedad reflexiva: m<m

Propiedad antisimétrica: Sim <nyn <m, entonces m =n
Propiedad transitiva: Sim<nyn<r, entonces m <r
Dicotomia: O bien m < n o bien n < m.

Propiedades especificas del orden de los niimeros naturales

e Todo nimero natural tiene un siguiente (un sucesor inmediato).
e Todo numero natural distinto de 0 tiene un anterior inmediato.

e Principio de buena ordenacion Todo conjunto mo vacio de numeros
naturales tiene un minimo elemento.

e Todo conjunto no vacio de numeros naturales acotado superiormente tiene
un mdximo elemento.

el conjunto sobre el que esté definida dicha relacion es un conjunto (totalmente)
ordenado® y podemos considerar también en él la relacién estricta m < n que
resulta de anadir a m < n la exigencia de que m # n.

La ordenaciéon de los ntimeros naturales cumple obviamente estas propie-
dades bésicas, pero ademés cumple otras especificas que la diferencian de las
ordenaciones de otros conjuntos. El resumen 1.1 contiene también estas propie-
dades especificas basicas. Todas ellas son evidentes.

La primera afirma que todo nimero natural tiene un siguiente, es decir, un
minimo ntmero natural posterior a él, y la segunda que todo ntimero natural
distinto de 0 tiene un anterior (inmediato), es decir un méaximo ntimero natural
anterior a él. Notemos que es lo mismo decir que n es el siguiente de m o que
m es el anterior (inmediato) de n.

Estas dos propiedades expresan la esencia de lo que es la sucesién de los nu-
meros naturales, que consta del 0, del siguiente del 0, del siguiente del siguiente
del 0, y de todos los nimeros que van generandose mediante este proceso (y
ninguno mas).

En términos précticos, si m < n y n es, concretamente, el siguiente
de m, esto se traduce en que m < r es equivalente a n < r, pues n
es el menor de los ntimeros posteriores a m y r es uno de ellos.

Similarmente, r < n es equivalente a r < m, pues en caso contrario
tendria que ser m < r, lo que a su vez implica que n < r.

El principio de buena ordenacién afirma que todo conjunto no vacio de nu-
meros naturales tiene un minimo elemento, es decir, uno que es menor que los

5Si no exigimos que la relacién cumpla la propiedad de dicotomia tenemos lo que se conoce
como un orden parcial y un conjunto parcialmente ordenado.
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demaés elementos del conjunto. Esto es inmediato: si vamos generando la su-
cesion de los ntimeros naturales, en algiin momento aparecera un elemento del
conjunto considerado, y el primero que aparezca es el minimo del conjunto.

En particular, el conjunto formado por todos los niimeros naturales tiene un
minimo elemento, que es, por supuesto, el 0.

Notemos como se usa en la préctica el principio de buena ordenacion:

Siempre que hayamos justificado la existencia de un numero natural
con una determinada propiedad, estaremos legitimados a considerar,
si nos interesa, el menor nimero natural con dicha propiedad.

No es cierto, en cambio, que todo conjunto no vacio de nimeros naturales
tenga un maximo elemento. Eso es precisamente lo que distingue a los conjun-
tos finitos de los infinitos. Fijado un conjunto no vacio de ntmeros naturales,
podemos ir recorriendo la sucesién entera de los niimeros naturales contando
los elementos del conjunto a medida que van apareciendo. Pero pueden darse
dos casos: o bien llegamos a un elemento del conjunto tras el cual ya no haya
ninguno mas, en cuyo caso el conjunto es finito, hemos calculado cuantos ele-
mentos tiene y el tltimo elemento que ha aparecido es su maximo, o bien puede
suceder que nunca dejen de aparecer nuevos elementos del conjunto, en cuyo
caso el proceso de computo no termina nunca, el conjunto es infinito y no tiene
méximo elemento.®

Ahora bien, si podemos asegurar que el conjunto considerado tiene una cota
superior ¢, es decir, que todos los elementos del conjunto cumplen r < ¢, entonces
podemos asegurar que el conjunto es finito y tiene un maximo elemento, que
seré el dltimo elemento del conjunto que haya aparecido al generar la sucesion
de los nimeros naturales hasta c.

Suma de ntmeros naturales La humanidad conoce el concepto de suma
desde el neolitico:

Si tenemos un conjunto con m cosas y otro con n cosas distintas de
las anteriores, entonces m + n es el numero de cosas que tiene el
conjunto que resulta de reunir los dos conjuntos dados en uno solo.

De aqui se desprenden una serie de propiedades elementales recogidas en el
resumen 1.2 y que conviene discutir brevemente para apreciar su relevancia:

En primer lugar tenemos la propiedad asociativa. Si tenemos un conjunto
con m cosas, otro con n cosas distintas y otro con r cosas mas, distintas de las

6Notemos que este proceso de enumeraciéon que hemos descrito es meramente ideal, pues
no tenemos garantia de que podamos realizarlo en la practica. Por un lado, podria suceder
que no tuviéramos medios de saber si un nimero natural dado forma parte o no del conjunto
considerado —con lo que no sabriamos si contarlo o no— y, por otro lado, podria suceder que
el conjunto fuera finito y ya hubiéramos contado todos sus elementos, pero no supiéramos si
todavia quedan més por aparecer.
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Resumen 1.2: Propiedades de la suma de ntimeros naturales

Asociativa: (m+n)+r=m+ (n+r)
Conmutativa: m+n=n+m

Elemento neutro: n+0=mn

Simplificacidon: Sim+r=n+4r, entonces m =n

Compatibilidad con el orden: Sim <n, entonces m+r <n+r
El siguiente de n es n + 1.

m < n siy solo si existe un r tal que m +r = n.

anteriores, entonces (m + n) + r es el namero de cosas que tenemos al reunir
los dos primeros montones en uno solo, y luego anadir las cosas del tercero,
mientras que m + (n + ) es el namero de cosas que resulta de unir primero los
dos tltimos y luego anadir el primero. Evidentemente, en ambos casos se trata
del namero total de cosas que contienen los tres montones juntos, luego ambos
resultados deben coincidir. La relevancia de esta trivialidad es que nos permite
escribir expresiones como

5+124+74+44+145
sin necesidad de especificar si nos referimos a
54+((124+7)+(4+(1+5)))

o bien a
(6G+12)+7)+(4+1)+5

o a cualquier otra agrupacion de los sumandos. La propiedad asociativa garan-
tiza que cualquiera de ellas dara el mismo resultado.

Los matematicos estudian muchas operaciones diferentes de la suma de nu-
meros naturales, pero muy raras veces se prestan a estudiar operaciones que no
sean asociativas, precisamente porque la falta de asociatividad complica terri-
blemente el analisis de las expresiones que se generan al aplicar repetidamente
la operacion.

La propiedad conmutativa se justifica andlogamente a la asociativa, y sim-
plifica atin més la manipulacién de sumas sucesivas, pues nos permite hacer
transformaciones del estilo de

1+24+3+4454+6+7+84+94+10=14+10+24+94+3+8+44+74+5+6

=11+11+11+11+ 11+ 11.

No es infrecuente que los matematicos trabajen con operaciones no conmu-
tativas, y es fundamental no realizar manipulaciones que presuponen la conmu-
tatividad cuando se trabaja con operaciones que carecen de esta propiedad.
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Dejamos que el lector se convenza por si mismo de la obviedad de las pro-
piedades siguientes contenidas en el resumen 1.2 y pasamos a comentar las dos
altimas, que relacionan la suma con la relacién de orden. La primera de ellas
afirma que el siguiente de un nimero natural n, es decir, el menor nimero mayor
que n, el nimero que viene justo después de n en la sucesion de los niimeros
naturales, puede describirse méas facilmente como n + 1.

En la practica, esto justifica manipulaciones como que n < r es
equivalente an+ 1 < r, o que n < r es equivalente n < r + 1.

Otra consecuencia es que todo niimero n > 1 puede expresarse como

TN veces

—
n=T+ - +1.

La ultima propiedad muestra que la relaciéon de orden esté determinada por
la suma, pues m < n es equivalente a que n puede obtenerse de m sumandole
un cierto namero natural r. Esto nos da una interpretaciéon alternativa de la
suma de ntmeros naturales:

T veces

—
m+r=m-+1+4+..--+1.

Una suma m + r es el nimero que resulta de sumarle r veces 1 a m o, equi-
valentemente, de aplicarle r veces la operacion “paso al siguiente” (lo cual vale
también trivialmente si r = 0).

Otra consecuencia es que el resultado de una suma es siempre mayor
o igual que cada uno de los sumandos, y en particular vemos que si
m 4+ n = 0, necesariamente m = n = 0.

Para completar la revision de las propiedades elementales de la suma de
nimeros naturales es obligado mencionar el algoritmo que el lector conoce sin
duda para sumar nimeros a partir de su desarrollo decimal:

87
+ 56
143

No vamos a describirlo con detalle porque el lector lo habra aprendido sin
duda en la escuela, aunque tal vez el lector quiera reflexionar para convencerse
de que esta justificado, es decir, que el proceso que conoce para sumar nimeros
naturales realmente proporciona la suma de los niimeros a los que se aplica.

La existencia de calculadoras y ordenadores hace que estos algoritmos arit-
méticos sean ahora de escasa utilidad, pero ya hemos senalado que en su mo-
mento fueron uno de los factores decisivos para la consolidaciéon del sistema de
numeracioéon posicional.
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Resumen 1.3: Propiedades del producto de ntimeros naturales

Asociativa: (mn)r = m(nr)
Conmutativa: mn =nm
Distributiva: m(n+ 1) =mn+nr

Elemento neutro: n-1=n

Multiplicaciéon de ntmeros naturales El concepto de multiplicaciéon de
nimeros naturales es tan bésico y conocido como el de la suma:

El producto m-n de dos nimeros naturales es el resultado de sumarn
sumandos iguales a m.

Aqui hay que entender que, por definiciéon, m - 0 = 0. FEl resumen 1.3
recoge las propiedades basicas de la multiplicacién. La justificacién mas clara
de dichas propiedades es geométrica. Por ejemplo, para justificar la propiedad
conmutativa podemos pensar en un rectangulo formado por cuadrados:

El nimero total de cuadrados puede calcularse igualmente como
34+3+3+3+3+3=6+6+6,

lo que muestra que 3-6 = 6 - 3, y es claro que el argumento vale para factores
arbitrarios (no nulos, si se quiere, pero si algin factor es nulo es claro que
n-0=0-n=0).

Si descomponemos 6 = 4 + 2, la misma figura muestra por qué

3.(442)=3-4+3-2

asi como que el argumento vale para nimeros arbitrarios (tratando aparte, si
se quiere, el caso en que alguno de ellos sea nulo). Esto justifica la propiedad
distributiva.

Para justificar la propiedad asociativa podemos pensar en un prisma formado
por cubos apilados. El numero total de cubos en la figura siguiente puede
calcularse como el ntimero de cubos que forman la base (5 - 2) multiplicado por
las tres capas de cubos: (5 -2) -3, pero también como el niamero de cubos que
forman una cara lateral (2 -3) multiplicado por las cinco rebanadas de cubos:
5-(2-3), y esto prueba que (5-2)-3=5-(2-3).
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De nuevo es claro que el argumento se puede aplicar a factores no nulos
arbitrarios, y el caso en que algun factor es nulo es trivial porque el producto
da 0 en cualquier caso.

Tal y como hemos senalado al comentar la asociatividad de la suma, la
propiedad asociativa del producto justifica que escribamos expresiones como

5-12-534-5-2
sin necesidad de especificar como tienen que agruparse los factores en el calculo.

No hemos incluido propiedades que relacionen el producto con la relacién
de orden porque todas ellas se deducen facilmente de las enunciadas y de las
propiedades de la suma. Por ejemplo:

1. Sim <n, entonces mr < nr.

En efecto, basta tener en cuenta que existe un s tal que m + s = n, con lo
que mr + sr = (m + s)r = nr, y esto equivale a que mr < nr.

2. Simn =0, entonces m =0 on =0.

En efecto, si m # 0, entonces 1 < m, luego n = 1-n < mn = 0, luego
n = 0.

3. Simr=nr yr#0, entonces m = n.

En efecto, no perdemos generalidad si suponemos que m < n. Entonces
existe un s tal que m + s = n, luego mr + sr = nr = nr + 0, luego sr = 0,
luego s = 0, luego m = n.

Para terminar mencionamos que el lector conoceré sin duda el algoritmo que
permite multiplicar dos niimeros a partir de su expresién decimal:

4120
x 164
16480
24720
+ 4120
675680

Nuevamente, el lector podria meditar sobre que este proceso, que probable-
mente le ensefiaron de nifio sin justificacion alguna, realmente proporciona el
producto de los ntimeros a los que se aplica.
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Resta de nimeros naturales La suma y la multiplicacién tienen la peculia-
ridad de que se pueden calcular para cualquier par de niimeros naturales dados.
No ocurre lo mismo con la resta:

La resta de dos nimeros naturales m y n es el inico nimero natural
T =m—n que cumple n +x = m.

En otras palabras, m — n son las cosas que quedan cuando de un conjunto
de m cosas quitamos n de ellas. Es obvio que la condicién necesaria y suficiente
para que esté definida la resta m — n de dos ntameros naturales es que n < m.

No merece la pena enunciar propiedades sobre la resta, porque en cuanto in-
troduzcamos los niimeros enteros en la secciéon siguiente dichas propiedades seran
casos particulares de las de la suma. Mencionamos, no obstante, la existencia
del conocido algoritmo para restar nimeros naturales a partir de su expresion

decimal:
412

— 58
354

Division de ntimeros naturales Podemos ver la resta m —n de dos niimeros
naturales como la solucion (si es que existe) de la ecuacion n + & = m, e
igualmente podemos plantearlos el célculo de la solucion (si es que existe) de la
ecuacion mzx = n.

Se dice que un namero natural m es divisor de otro n (0 que n es
maltiplo de m o divisible entre m) y se representa por m | n, si
existe un nimero z tal que mz = n. En tal caso, si m # 0, dicho z
estd univocamente determinado, se llama cociente de n entre m y se
representa por = n/m.

Notemos que, en efecto, si m # 0 y se cumple ma = n = my, entonces pode-
mos simplificar m para concluir que x = y, luego el cociente estad univocamente
determinado (en caso de existir). Por otro lado, si m = 0 sélo existe un cociente
cuando n = 0, y en tal caso todos los nimeros x cumplen 0 -z = 0, por lo que
no podemos asignar un valor a la expresion 0/0.

Usaremos la notacion m 1 n para indicar que m no divide a n.

El resumen 1.4 contiene algunas propiedades elementales de la relaciéon de
divisibilidad que se demuestran facilmente a partir de la definicién.” De las dos
altimas propiedades se deduce, més en general, que si tenemos una relacién

m—+r=n,

entonces un numero s divide a dos de los términos si y s6lo si divide al tercero.

"Las tres primeras son la propiedad reflexiva, antisimétrica y transitiva, que muestran que
la divisibilidad de nimeros naturales es una relacion de orden parcial, es decir, una relaciéon
de orden que no cumple el principio de dicotomia, pues, por ejemplo, 213 y 31 2.
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Resumen 1.4: Propiedades de la divisibilidad de niimeros naturales

e m|m

Sim |nyn|m,entonces m = n.

Sim|nyn|r, entonces m | r.

Sim |nyn#0, entonces m < n.

Sim|nym|r, entonces m | n+ 7.

Sim|n,m|ryn<r, entonces m | r —n.

Nuevamente no merece la pena enunciar propiedades de los cocientes de
nimeros naturales pues éstas se enunciaran mucho mas comodamente en cuanto
introduzcamos los niimeros racionales.

Un resultado fundamental en la teoria de nimeros es que es posible consi-
derar un concepto méas amplio de divisién entre ntmeros naturales que puede
realizarse (casi) con nimeros cualesquiera. Se conoce como division euclidea:

Dados dos nimeros naturales D (dividendo) y d # 0 (divisor), exis-
ten unos unicos nimeros naturales ¢ (cociente) y r (resto) tales que

D =dc+r, r<d.

El resultado es obvio: si tomamos un conjunto con D cosas, podemos ir
formando con ellas grupos de d cosas hasta que ya no sea posible formar més
grupos. Si nos han salido ¢ grupos, nos habran sobrado » = D — dc cosas, y
este ntmero tiene que ser menor que d, pues de lo contrario habriamos podido
formar un grupo mas.

La unicidad tampoco ofrece dudas: si tratamos de plantear una igualdad
similar con un cociente ¢’ < ¢, entonces nos sobraran mas de d cosas, y es
imposible obtener una igualdad similar con ¢’ > ¢ porque ¢ es el maximo nimero
de grupos de d cosas que podemos formar con las D cosas dadas. Por lo tanto
el valor del cociente ¢ estd univocamente determinado, y eso hace que el resto
r = D — dc también sea tnico.

El lector conocera sin duda un algoritmo para calcular divisiones euclideas
a partir de las expresiones decimales de los nameros dados:

3265 | 7

46 466
45
3

Este algoritmo permite determinar si un ntimero dado d no nulo divide o no
a otro D, pues d | D equivale a que el resto de la division euclidea sea r = 0.
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Bases de numeracion Como es habitual, estamos representando los ntimeros
naturales en base 10, es decir, que usamos 10 cifras para representar los ntimeros
del 0 al 9 y en funcion de ellas expresamos todos los demés. Pero —como ya
hemos senalado— la tinica razoén de fondo para esto es que tenemos 10 dedos en
las manos. En algunos contextos es conveniente usar otras bases de numeracion.
Por ejemplo, en informatica es esencial considerar representaciones en base 2
—que son lo Ginico que, en iltima instancia, entienden los ordenadores— vy,
como los ntimeros en base 2 son muy largos, resulta 1til abreviarlos en base 16
y a veces en base 8, cuya relacion con la base 2 es més directa y sencilla.

Por ejemplo, en la representacion heradecimal de un nimero natural se usan
las cifras

A B C D E F
10 11 12 13 14 15

01 2 3 45 6 7389
01 23 45 6 7389
de modo que, por ejemplo:

B3FCy6 = 1116 +3-16* + 15- 16 + 12 = 46 0761

Para pasar de base 10 a otra base, por ejemplo, 16, basta realizar divisiones

sucesivas. Por ejemplo:
46076| 16

140 2879 16
12 127 179 16
159 19 11
15 3

La primera divisiéon nos dice que el niimero consta de 2879 “decenas hexa-
decimales” y que sobran 12 = C unidades, luego su menor cifra hexadecimal
es C.

La segunda divisién nos indica que las 2879 “decenas hexadecimales” con-
tienen 179 “centenas hexadecimales” y sobran 15 = F “decenas hexadecimales”,
por lo que la segunda cifra del nimero es F.

La tercera divisién nos indica que las 179 “centenas hexadecimales” contienen
11 = B “millares hexadecimales” y que sobran 3 “centenas hexadecimales”, por
lo que la tercera cifra hexadecimal es 3 y la cuarta es B.

Realizando divisiones sucesivas entre 2 podriamos obtener la representacion
del mismo ntimero en base 2, pero hay una alternativa mas simple para pasar de
base 16 a base 2. Basta reemplazar cada cifra hexadecimal por su representacion
binaria de cuatro digitos:

0 0000 4 0100 8 1000 C 1100
1 0001 5 0101 9 1001 D 1101
2 0010 6 0110 A 1010 E 1110
3 0011 7 0111 B 1011 F 1111

Asi:
B3FCi6 = 101100111111 11005.

Los mismos algoritmos que usamos para operar en base 10 pueden usarse
sin cambio alguno para operar en cualquier otra base.
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1.2 Los niimeros enteros

Los niimeros naturales estan vinculados a la nocién de computo y, pensando
en términos del cémputo, es obvio que el namero de elementos de un conjunto no
puede ser inferior a 0 y que de un conjunto de 5 elementos no podemos extraer 7,
por lo que la resta 5 — 7 no tiene sentido. Sin embargo, los ntiimeros pueden
usarse para representar otros conceptos distintos de la cantidad de elementos,
y en los que las cantidades inferiores a 0 si que tienen sentido. Por ejemplo, si
asignamos un niimero a cada planta de un edificio, de modo que el 0 corresponde
a la planta baja, ya es cuestionable que, estando en el piso 5, no podamos
descender 7 plantas. Sera posible si el edificio tiene al menos dos niveles de
s6tano por debajo de la planta baja.

Asi pues, si pretendemos usar nimeros para representar las plantas de un
edificio, es razonable asociar el 0 a la planta baja, usar nameros positivos para
los pisos situados sobre ella, pero también niimeros negativos o “bajo cero” para
las plantas subterraneas. Del mismo modo que el proceso de computo lleva
al concepto abstracto de niimero natural, contextos como el que acabamos de
analizar llevan a abstraer los llamados nimeros enteros:

—5, -4, -3, -2, —1, 0, +1, +2, 43, +4, -5,

Un nimero entero m es una expresion de la forma +n o —n, donde n
es un nimero natural al que se llama valor absoluto de m y se repre-
senta por |m/, con el convenio de que dos ntumeros enteros son iguales
si y so6lo si tienen el mismo signo y el mismo valor absoluto, excepto
si el valor absoluto es 0, en cuyo caso convenimos que +0 = —0.
Un ntimero entero con valor absoluto no nulo es positivo o negativo
segln si su signo es + o —.

Identificaremos los nimeros naturales
0, 1, 2, 3, 4,
con los ntimeros enteros
0, +1, +2, +3, +4,

de modo que podemos pensar que los niimeros enteros se obtienen de anadir los
nimeros negativos®

—4, -3, -2, -1

a los nimeros naturales que ya tenfamos.

8Es curioso que las matemaéticas europeas tardaron bastante tiempo en incorporar los
nimeros negativos. Eran desconocidos para los griegos. Por ejemplo, en la Aritmética de
Diofanto la ecuacién 4z + 20 = 4 es calificada de “absurda”. La primera referencia histérica a
los ntimeros negativos aparece en los Nueve capitulos del arte matemdtico de Jiu zhang suan-
shu, redactado entre el siglo IT a.C. y el siglo II d.C., aunque puede haberse basado en material
mas antiguo. El uso en Europa procede, como la numeracién decimal, de la matematica india.
Brahmagupta hablaba de “fortunas” y “deudas” para referirse a los nimeros enteros. El primer
tratamiento moderno de los nameros enteros en Europa aparece en la Ars Magna de Gerolamo
Cardano, publicada en 1545.
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El orden de los nameros enteros Definimos como sigue la ordenacion de
los ntimeros enteros:

Se dice que un nimero entero m es menor o igual que otro n (y lo
expresamos mediante m < mn) si se da uno de los casos siguientes:

1. Ambos son positivos y |m| < |n|.
2. Ambos son negativos y |m| > |n|.

3. m es negativo o 0 y n es positivo o 0.

Es claro que esto equivale a que m esta situado antes (a la izquierda) de n en
la disposicién de los enteros que hemos mostrado al principio de esta seccion,® y
de aqui es inmediato que la relacién que acabamos de definir satisface las cuatro
propiedades que definen una relacién de orden recogidas en el Resumen 1.1.

Notemos en particular que si m y n son numeros naturales, entonces se
cumple m < n en el sentido que ya teniamos definido para ntumeros naturales
si y sblo si se cumple en el sentido que acabamos de introducir para ntimeros
enteros. Podemos expresar esto diciendo que la relaciéon de orden de los ntimeros
enteros extiende a la que ya tenfamos sobre los nimeros naturales.

En términos de la relacion de orden, se cumple que los ntmeros enteros
positivos son los mayores que 0 y los negativos los menores que 0.

También es claro que todo ntimero entero tiene un inmediato anterior y un
inmediato posterior.

Los ntimeros enteros no cumplen el principio de buena ordenacién, pero es
obvio que cumplen la versiéon débil siguiente:

St un conjunto de nimeros enteros no vacio estd acotado superior-
mente, tiene un mdzimo elemento, y si estd acotado inferiormente,
tiene un minimo elemento.

Aqui hay que entender que un conjunto esti acotado superiormente (infe-
riormente) si tiene una cota superior (inferior) c, es decir, un ntumero tal que
todo elemento del conjunto cumple r < ¢ (¢ < r).

Suma de ntmeros enteros La suma de ntimeros enteros tiene una inter-
pretacion muy clara si pensamos en los enteros como indicadores de la posicion
en un edificio: si un nimero entero m corresponde a una determinada planta
del edificio y le sumamos un nimero positivo +n, el resultado es el piso al que
se llega ascendiendo n plantas desde la planta m, mientras que si sumamos un
nimero negativo —n el resultado es el piso al que se llega descendiendo n plantas
desde la planta m (mientras que sumar 0 supone no moverse).

9Si pensamos que los nimeros enteros se corresponden con los pisos de un edificio con
infinitas plantas por encima de la planta baja e infinitos niveles de s6tanos, entonces m < n
se interpreta como que la planta m esta por debajo de la planta n.
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—4 +4

] ] ] ] ‘ ] ]
T T

3 -2 1 0 41 +2 43 44 45 +6

La figura ilustra las sumas (+1) + (+4) = +5 y (+1) + (—4) = —3. Esto nos
lleva a la definicién siguiente:

La suma m + n de dos numeros enteros m y n se define segun los
casos siguientes:

1. Si ambos sumandos son positivos o 0, la suma es el nimero
positivo o 0 de valor absoluto |m| 4+ |n| = m + n.

2. Si ambos sumandos son negativos o 0, la suma es el nimero
negativo o 0 de valor absoluto |m|+ |n|.

3. Si un sumando es positivo y otro negativo, la suma es el nimero
cuyo valor absoluto es la resta de los valores absolutos de los
sumandos (el mayor menos el menor) con el signo del sumando
con mayor valor absoluto.

Lo primero que conviene destacar de esta definicién es que, en el caso en que
m y n sean ambos numeros naturales, la definicion de suma que acabamos de
dar coincide con la que ya tenfamos definida.

Es facil convencerse de que esta definicién algo técnica se corresponde con
la idea geométrica que hemos discutido previamente: m +n es el nimero al que
llegamos si, partiendo de m, nos desplazamos n pasos hacia la derecha en el
orden usual de los enteros si n > 0, o bien |n| pasos hacia la izquierda si n < 0
(o no nos desplazamos si n = 0).

Vamos probar las propiedades basicas de la suma de ntimeros enteros:!°

Propiedad asociativa Dados tres ntimeros enteros, m, n, r,sin >0y r > 0,
entonces (m + n) 4+ r es el ntmero al que llegamos si nos desplazamos
primero n lugares hacia la derecha y luego otros r lugares, pero claramente
esto es lo mismo que desplazarse n + r lugares hacia la derecha, es decir,
(m+n)+r=m+ (n+r).
Sin <0y r <0 razonamos analogamente, pero ahora considerando des-
plazamientos hacia la izquierda: desplazarse |n| lugares hacia la izquierda
y luego otros |r| lugares es lo mismo que desplazarse |n|+ |r|, lugares hacia
la izquierda, pero éste es justo el efecto de sumar —(|n| + |r|) =n +r, es
decir, de nuevo tenemos (m+n)+r=m+ (n+r).

Por altimo, si n y r tienen signos opuestos, entonces (m-+mn)+1r se obtiene
de moverse |n| pasos en un sentido y |r| pasos en sentido opuesto, lo cual

10Los argumentos que siguen son las justificaciones de las propiedades que en la escuela se
presentan sin justificacién, de modo que el lector que esté familiarizado con su uso préctico
sin conocer su justificaciéon, puede optar por estudiarla ahora o seguir aceptando como algo
conocido que se cumplen estos hechos béasicos y saltarse los argumentos. Con las pruebas no
aprendera nada que no sepa ya.
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equivale a moverse tantos pasos como la diferencia de los valores absolutos
hacia la derecha si el mayor es el positivo o hacia la izquierda si el mayor
es el negativo, pero esto es justo el efecto de sumar n+ r, por la definicion
de suma, luego también en este caso (m +n)+r=m+ (n+r).

Propiedad conmutativa La conmutatividad de la suma es inmediata, pues
en los tres casos en que hemos definido la suma el resultado es el mismo
si se invierte el orden de los sumandos.

Compatibilidad con el orden Otro hecho inmediato es que si m < n, en-
tonces m + r < n + r, pues si partimos de un niimero m situado antes
que otro n y desde ambos realizamos el mismo movimiento, el punto al
que llegamos desde el primero seguira estando antes que el punto al que
llegamos desde el segundo.

Producto de nimeros enteros El producto de un namero entero m por
otro positivo +n es el resultado de sumar n veces el nimero m, mientras que
multiplicar por un niimero negativo —n consiste en multiplicar por +n y ademés
cambiar el signo al resultado (y multiplicar por 0 da 0). Esto se plasma en la
definicion siguiente:

El producto m-n de dos nimeros enteros m y n es el nimero entero
cuyo valor absoluto es |m - n| = |m| - |n| y cuyo signo (en el caso
de que ambos factores sean no nulos) es positivo si ambos factores
tienen el mismo signo y negativo si tienen signos opuestos.

Nuevamente observamos que en el caso en que m > 0 y n > 0, el producto
mn que acabamos de definir coincide con el producto de ntimeros naturales que
ya tenfamos definido.

En la préctica, si m es un ntimero entero, escribiremos —m en lugar de —1-m,
que no es sino el nimero con el mismo valor absoluto y signo opuesto al de m.

Veamos las propiedades mas relevantes del producto:

Propiedad asociativa El producto de ntimeros enteros es trivialmente asocia-
tivo, pues tanto (mn)r como m(nr) son ntumeros enteros de valor absoluto
|m||n||r| y cuyo signo es positivo si el nimero de factores negativos es par
y negativo si el namero de factores negativos es impar (o es cero si hay un
factor nulo). Recordemos que dos ntimeros enteros son iguales si y solo si
tienen el mismo valor absoluto y el mismo signo.

Propiedad conmutativa La conmutatividad también es inmediata.

Propiedad distributiva Veamos que m(n+r) = mn-+mr. En primer lugar, es
facil ver que se cumple para m = —1, es decir, que —(n+7r) = (—n)+(—r)
0, equivalentemente, que si cambiamos el signo a los dos sumandos, la suma
cambia de signo. Esto se sigue de la definicién de suma.
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A su vez, esto reduce la comprobacion al caso en que m > 0, pues si
m = 0 es trivial y si lo hemos probado en el caso m > 0 y tenemos m < 0,
entonces —m > 0, luego tenemos que —m(n+r) = (—mn)+ (—mr), luego
por el caso m = —1 concluimos que m(n + r) = mn + mr.

Suponemos, pues, que m > 0. Sin > 0y r > 0, entonces se trata de la
propiedad distributiva de los nimeros naturales, que ya tenemos probada.
Sin <0yr <0, entonces, usando el caso m = —1 ya probado,

—m(n+r)=m((—n) + (-r)) = —mn + —nr = —(mn + mr),

luego m(n + r) = mn + mr.

Sin y r tienen signos opuestos, cambiandolos por —n y —r como en el caso
anterior, podemos suponer que el positivo tiene mayor valor absoluto. Mas
aun, en virtud de la conmutatividad de la suma, no perdemos generalidad
si suponemos que n > 0y » < 0. Llamamos x = n + r, de manera que
se cumple  + (—r) = n es una igualdad entre ntimeros naturales, luego
mx+m(—r) = mn, luego mx—mr = mn, luego m(n+r) = ma = mn+mr.

Anillos conmutativos y unitarios Ahora es inmediato que los ntimeros
enteros constituyen lo que se conoce como un dominio integro ordenado, lo cual
significa simplemente que satisfacen las propiedades recogidas en el resumen 1.5.
Todas las propiedades que no hemos justificado se razonan trivialmente.

Dar nombres pintorescos como “anillo” o “dominio” a determinadas combi-
naciones de propiedades no es una frivolidad. Si el lector esté familiarizado con
la manipulaciéon préctica de expresiones numeéricas, pero no con estas estruc-
turas teoricas, habra dado un paso de gigante hacia la madurez necesaria para
entender el comportamiento de los ntimeros en cuanto sea capaz de distinguir
qué propiedades son validas para operar con elementos de un anillo arbitrario,
cuéles requieren estar en un dominio integro, cuales dependen de la estructura
de anillo ordenado, etc. Veamos algunos ejemplos de hechos elementales sobre
nameros enteros que en realidad son validos en anillos (conmutativos y unita-
rios) arbitrarios.!! Aunque el lector conozca sobradamente estos hechos, deberia
aprender —si no lo sabe ya— que no sélo valen para ntimeros enteros, sino que
pueden ser usados al trabajar en cualquier anillo, por diferente que sea del de
los nameros enteros.

1. Los elementos neutros que cumplen a +0=a y a-1 = a son unicos.
En efecto, si hubiera otro 0’ con la misma propiedad, tendriamos que

0=0-+0" = 0. Igualmente se razona con el 1.

2. Para cada elemento a, el elemento opuesto —a que cumple a + (—a) =0
es unico.

11E] concepto general de anillo no requiere que se cumplan ni la propiedad conmutativa para,
el producto ni la existencia de elemento neutro para el producto, pero nunca trabajaremos
con anillos tan generales.
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Resumen 1.5: Definicién de anillo conmutativo y unitario

Un anillo conmutativo y unitario es un conjunto en el que hay definidas una
suma y un producto que cumplan las propiedades siguientes:

Propiedad asociativa (a+b)+c=a+(b+¢)

Elemento neutro Existe un elemento 0 tal que a + 0 = a.
Elemento opuesto Para cada a existe un —a tal que a + (—a) = 0.
Propiedad conmutativa a+b=b+a

Propiedad asociativa (ab)e = a(be)
Propiedad distributiva a(b+c¢) = ab+ ac
Elemento neutro Existe un elemento 1 tal que a -1 = a.

Propiedad conmutativa ab = ba

Un dominio es un anillo conmutativo y unitario tal que 1 # 0.
Un dominio integro es un dominio que cumple ademaés:
Integridad Si ab =0, entonces a =00 b= 0.

Un anillo esta ordenado si es un conjunto ordenado (Resumen 1.1) con una
relacion < que ademés cumple las relaciones de compatibilidad:

con la suma Sib<centonces a+b<a-+ec.
con el producto Sia>0yb>0, entonces ab > 0.

En efecto, si hubiera otro, digamos —a’, entonces

—a=—-a+0=—-a+a+(—d)=0+(-d)=—d"

3. Sumandos iguales pueden simplificarse: de m + r = n + r podemos pasar
am=n.

Basta sumar —r a ambos miembros para justificar el paso.

4. a-0 =0 (multiplicar por 0 siempre da 0).
En efecto:

n-0+n-0=n-(04+0)=n-0=n-0+0,

y cancelando el término comun queda n - 0 = 0.

Un dominio es un anillo conmutativo y unitario en el que 1 # 0, pero con
esta condicion s6lo estamos descartando un caso trivial, ya que si se cumple
1 = 0, entonces todo elemento a del anillo cumple a = a-1=a-0 = 0, luego
resulta que el anillo no tiene més elementos que el 0.

Ejercicio: Razonar que —(ab) = (—a)b = a(—b).
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En un anillo arbitrario podemos definir la resta de dos elementos cualesquiera
como
a—b=a+ (-b).

Asi, una resta en un anillo no es mas que un caso particular de suma: la
suma de un elemento con el opuesto de otro.

Maés concretamente, © = a — b es el tnico elemento que cumple b + x = a,
por lo que en el caso concreto de los ntimeros enteros, tenemos que si m y n
son dos numeros naturales con m < n, entonces la resta n — m definida en el
anillo de los niimeros enteros coincide con la resta de nimeros naturales que ya
tenfamos definida. Pero ahora también podemos restar m —n = —(n —m), que
es un nimero negativo (o 0).

En resumen, en el contexto de los niimeros enteros podemos restar dos nu-
meros naturales cualesquiera sin preocuparnos de averiguar cual es mayor de los
dos, y esta operacion no es sino un caso particular de suma.

Dominios integros Los nimeros enteros cumplen trivialmente que si mn = 0,
entonces m = 0 o n = 0. Sin embargo, esta propiedad no es valida en dominios
arbitrarios, luego a la hora de usarla (o de usar sus consecuencias) en un anillo
distinto del de los enteros, tenemos que saber de antemano que se trata de un
dominio integro. Una consecuencia relevante de la integridad es la posibilidad
de simplificar factores no nulos:

Siab=acy a0, entonces b = c.

En efecto, tenemos que ab — ac = a(b — ¢) = 0, luego por la integridad
b—c=0, es decir, b =c.

Potencias Sia es un elemento de un anillo y n es un ntimero natural, podemos

definir la potencia
n veces

n /-/\\
a"=a---a,

con el convenio de que a’ = 1.

Este convenio se adopta para que la primera propiedad enunciada en el
resumen 1.6 se cumpla también cuando m = 0 o n = 0. Asi podemos aplicarla
siempre sin preocuparnos de si 7 es o no 0.

Todas las propiedades enunciadas en el resumen 1.6 son triviales. Por ejem-
plo, en la tercera propiedad tenemos un producto con n factores iguales a ab,
pero podemos verlo también como un producto con 2n factores, de los cuales
n son iguales a a y otros n son iguales a b, luego tenemos a™b™. Igualmente se
justifican las demas.

Multiplicacién por enteros Es conocida la formula para el cuadrado de una
suma:

(a+0)% = (a+b)(a+Db) = ala+b) +bla+b) = a®+ab+ba+b* = a* +2ab+b>.
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Resumen 1.6: Potencias en un anillo unitario

m—+n m n

® a =a " -a
° (am)n = g™mn"
° (ab)n — anbn
o 1" =1.

e 0" =0, salvo si n =0, en cuyo caso 0° = 1.

Este desarrollo es valido en un anillo conmutativo arbitrario, pero en él hemos
introducido una notacién que no tenemos justificada en general, y es 2ab. Esto
tiene sentido si consideramos que a y b son ntmeros enteros, pero un anillo
arbitrario no tiene por qué contener el ntimero entero 2, por lo que en principio
no podemos calcular 2ab. Ahora bien, es facil definir el producto de un niimero
entero n por un elemento a de un anillo arbitrario:

n veces
/_/% .
a+---4+a sin>0,
na = 0 sin=0,
—a—---—a sin<0.
—n veces
Si a es también un nimero entero, es claro que na es el producto usual de

nimeros enteros, pero ahora podemos decir que a + a = 2a en cualquier anillo.
El resumen 1.7 contiene las propiedades basicas de este producto por enteros.

Dominios ordenados Veamos ahora algunas propiedades que son validas en
un dominio ordenado arbitrario:
1. Sia < b, entonces a+c < b+c.

Por definicién de anillo ordenado tenemos a + ¢ < b + ¢, pero si fuera
a+ ¢ = b+ ¢ podriamos simplificar y concluir que a = b.

Resumen 1.7: Multiplicacién por enteros
e n(a+b) =na+ nb,
e (m+n)a =ma+ na,

e m(na) = (mn)a,

m(ab) = (ma)b.

e l-a=a.
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2. a <0siysolosi—a>0.

Sia <0, la compatibilidad con la sumanosda que 0 =a—a < 0—a = —a.
El reciproco se prueba anélogamente.

3. a?2>0.

En efecto, si a > 0 esto es un caso particular de la relaciéon de compati-

bilidad con el producto, mientras que si a < 0, entonces —a > 0, luego la

compatibilidad con el producto nos da que 0 < (—a)? = a?.

4. 1>0.

Porque 1 =1-1.
5. —1<0

Por 1) y 3).

6. Sia>0yb<c, entonces ab < ac.

La compatibilidad con la suma nos da que ¢ — b > 0, y la compatibilidad
con el producto que a(c —b) > 0, luego ac — ab > 0y, de nuevo por la
compatibilidad con la suma, concluimos que ab < cd.

7. Sia<0yb<c, entonces ab > ac.

Si a <0, entonces —a > 0, luego —ab < —ac, luego ac < ab.

En un dominio integro ordenado se cumple ademas la relaciéon de compati-
bilidad del producto con el orden estricto:

Sia>0yb>0, entonces ab > 0.

En efecto, en principio tiene que cumplirse ab > 0 por definicién de anillo
ordenado y ab # 0 por definicién de dominio integro. De aqui se siguen a su vez
las propiedades analogas a 6) y 7) para desigualdades estrictas.

Hay una propiedad notable de los dominios ordenados:
Todo dominio ordenado contiene a los niumeros enteros.

En efecto, en un dominio ordenado se cumple que —1 < 0 < 1 y, a partir de
aqui, sumando 1 y —1 obtenemos que

<=1 -1-1<-1-1<-1<0<1<lI+1I<I4+14+1<---
por lo que si, para cada entero n, llamamos 7 = n - 1, tenemos que
<3< 2<-1<0<1<2<3 -

son elementos del dominio ordenado considerado, y las propiedades del resu-
men 1.7 nos dan que

S
3
|
=

m-+n=m-+n,
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Esto quiere decir que se cumple, por ejemplo, 3+ -5 = —2,3- -5 = —15y,
en general, que podemos identificar los elementos i del dominio con los niimeros
enteros, pues estan ordenados igual, se suman igual y se multiplican igual.

En la préactica podemos omitir las barras y entender que, en todo dominio
ordenado, los nameros que se obtienen sumando 1 y —1 muchas veces no son
sino los numeros enteros.

El valor absoluto puede definirse en cualquier anillo ordenado como

la| = a sia>0,
—a sia<O0.

Es claro que en el caso de los niimeros enteros esta definicién nos da el valor
absoluto que ya tenemos definido. Veamos algunas propiedades:

1. |a| <bsiysolosi —b<a<h.

En efecto, si |a| < by a > 0, entonces a = |a|] < b, luego —b < —a <0 < a.
Sies a <0, entonces —a = |a| < b, luego —b < a <0< |a| <b.

Reciprocamente, si —b < a < b, entonces, también —a < b, luego |a| < b,
pues o bien |a] = a o bien |a| = —a.

2. |a+b| < al + [b].

Basta aplicar la propiedad anterior a |a| < |al, con lo que obtenemos que
—la] < a < |a| e igualmente —|b| < b < |b], luego

—la] = |b| < a+b<|a|l+ |b],
luego |a + b] < |a| + |b].

3. [lal —[bl] < fa —b].

En efecto, |a|] = |[a — b+ b < |a — b| + |b], luego |a| — |b] < |a — b).
Intercambiando los papeles de a y b y teniendo en cuenta que

b—al=[-(a=b)=la—10l
obtenemos que |b| — |a| < |a — b| o, equivalentemente,

—la =b] <la| = [b] < |a -],
de donde ||a| — |b|] < |a — b.

El Resumen 1.8 contiene las propiedades fundamentales del valor absoluto.
Las que no hemos demostrado son inmediatas.
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Resumen 1.8: El valor absoluto en un anillo ordenado
e |a| =0siy sodlosia=0.
o |abl = [a][b]
* |a+0b] <la| +[b]

Como consecuencia:

lla| = [b]] < la — b].

1.3 Polinomios

En la seccién anterior hemos razonado que algunas propiedades basicas de los
nimeros enteros son validas en general en dominios arbitrarios, o en dominios
integros arbitrarios, etc. Es razonable que el lector no familiarizado con las
estructuras algebraicas abstractas se pregunte con recelo si realmente merece la
pena enunciar que multiplicar por 0 da 0 en un anillo arbitrario, en lugar de
ahorrarnos la jerga algebraica y considerar tnicamente el caso numérico, que es
el que nos interesa.

Para aliviar esos posibles recelos interrumpimos la revision del sistema numé-
rico dejando para la secciéon siguiente la presentacion de los ntimeros racionales
y estudiamos aqui un ejemplo de una familia de anillos cuyo interés para el
estudio de los nameros es facil de entrever y que ilustra la utilidad de enunciar
los hechos béasicos en términos de anillos arbitrarios en la medida de lo posible.
Se trata de los anillos de polinomios, que son expresiones de la forma

™ + an_12" "+ -+ asx® + a1z + ag,

donde z es una cantidad indeterminada y los coeficientes a; estan en un dominio
prefijado.

Esto plantea el problema “filoséfico” de qué queremos decir exactamente con
que x es “una cantidad indeterminada”, pero la definicion siguiente elimina el
problema de raiz:

Un polinomio con coeficientes en un dominio A es una sucesion infi-
nita
P = ag, ai, az, asg,

de elementos de A cuyos términos son todos nulos a partir de uno
dado. Se dice que a; es el coeficiente de grado i del polinomio. El
polinomio con todos los coeficientes nulos se llama polinomio nulo, y
el grado de un polinomio no nulo P se define como el mayor indice n
tal que a,, # 0. Dicho coeficiente a,, se llama coeficiente director
de P. Consideraremos también que el polinomio nulo tiene grado 0.
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Tenemos asi una definicion de polinomio sin “cantidades indeterminadas”,
pero a continuacién las introducimos “de contrabando” con el convenio siguiente:

Si
P= ay, a1, az, ... apn_1, an, 0, O

es un polinomio con coeficientes en un dominio A (donde no exigimos
que a, # 0, sino Gnicamente que los coeficientes posteriores sean
nulos), lo representaremos en la forma

n
S aixt = anx™ + ap_12" 4 -+ agx? + agzt + aga®.
i=0

Mas atin, en la préctica, al escribir explicitamente un polinomio,
escribiremos a;x en lugar de ai1z', ag en lugar de agz® y omitiremos
los a; = 1, asf como los términos a;x* cuando a; = 0. En particular,
la indeterminada x no es sino el polinomio

Por ejemplo,
82° + 2% — 72?4 5z

no es sino una forma de representar la sucesién de nimeros enteros
07 57 _77 17 Oa 87 07 Oa

En principio estamos obligados a respetar el orden de los indices, de modo
que esto:
—7x% 4+ 52 + 82° + 23

no es un polinomio, pero esta restriccion desaparece en cuanto consideramos la
definicion siguiente de suma de polinomios:

n

Soaixt+ Y bt =3 (a; + bi)at,
i=0 i=0 i=0

12

es decir, que dos polinomios*“ se suman sumando los coeficientes de cada grado.

Por ejemplo:

8xP +x2 —72% 45z
+ 2zt —3 +a2 +3
8z5 +227% —622 +5x +3

Es obvio que la suma de polinomios es asociativa, conmutativa, tiene por
elemento neutro al polinomio nulo y todo elemento tiene un simétrico (el que

12Notemos que no perdemos generalidad al pedir que ¢ llegue hasta n en ambos sumandos,
pues n se puede tomar arbitrariamente grande incluyendo coeficientes a; = 0 en la represen-
tacion.
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resulta de sustituir cada coeficiente por su simétrico). Por ejemplo, la propiedad
asociativa se demuestra asf:
(Z aixl + Z b1$l> + Z Ci.’bz = Z ((LZ' + bl)xl + Z Cixz =
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
Slai+bi+e)x' = axt + D (b +c)zt =D a; + (Z bix' + > cixl) .
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
Asi pues, al cumplirse la propiedad asociativa, podemos escribir sumas con

cualquier niimero de sumandos sin necesidad de poner paréntesis, y ahora po-
demos afirmar que'®

— 722 + 52+ 82° + 2% = 82° + 2% — 722 + 5z

Los polinomios de la forma a;z’ se llaman monomios, y ahora es inmediato
que todo polinomio no nulo se expresa de forma tnica (salvo el orden) como
suma de monomios no nulos. Ahora vamos a definir un producto de polinomios
que nos permita interpretar un monomio az’ como el producto del polinomio

a= a, 0, O

por ¢ veces el polinomio x.

La definicién del producto es la siguiente:

<i aixi) @o b””) =SS aub)a

=0 wu+tv=i

Equivalentemente, el coeficiente de grado ¢ del producto es la suma de to-
dos los productos de coeficientes, uno de cada factor, cuyos grados suman 4.
De nuevo es facil probar que este producto es asociativo y conmutativo. Por
ejemplo, la propiedad asociativa se demuestra asi:

(Eer) (£0)) (Eo) = (S (Ro) (£o)

m+n—+p

=22 San)e)d="E S anes

1=0 t+w=1 ut+v=t 1=0 u+v+w=1i

y si partimos de los factores asociados al revés, llegamos a la misma expresion
final.

Ahora observamos que el producto del polinomio z™ por el polinomio x™
n

es el polinomio z"*™  pues " = Y a;z° con todos los a; = 0 salvo a,, = 1,
i=0

m .
e igualmente z™ = Y b;a*, con todos los b; = 0 salvo b, = 1, luego el tGnico
i=0

producto a;b; no nulo es a,b,, = 1, luego el producto es z" ™.

13Como curiosidad técnica, insistimos en que esta igualdad no requiere la propiedad con-
mutativa, sino que de hecho es la propia definicion de suma, pues, por definiciéon se cumple
que (=722 4+ 5z) + (82° + 23) = (0 + 8)x® + (0 + 1)z3 + (=7 + 0)z2 + (5 + 0)z.
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Por lo tanto, el producto del polinomio x por si mismo n veces es precisa-
mente x", luego a partir de ahora ya podemos considerar que el polinomio que
hemos llamado 2™ no es sino x elevado a m en el sentido algebraico usual.

0 . n .

Mas atn, al multiplicar a = Y a;2*, con ag = a, por z™ = Y b;z’, con

i=0 i=0
b; = 0 salvo b, = 1, el tnico producto a;b; no nulo es apb, = a, luego el
resultado es azx™.

Con esto ya tenemos justificado que en toda expresion de un polinomio en
la forma
n n—1 2
AnT" + Qp_12 + -+ a2x” +ay1x + ag,

las sumas son sumas, los productos son productos y las potencias son poten-
cias. Las propiedades asociativa y conmutativa nos permiten olvidarnos de la
formula con la que hemos definido el producto de polinomios y reducir el calculo
de cualquier producto a sumas de productos de monomios, y el producto de dos
monomios se reduce a multiplicar sus coeficientes (con el producto del domi-
nio A) y multiplicar las potencias de x sumando los exponentes. En la practica,
esto significa que podemos multiplicar polinomios aplicando el mismo algoritmo
que empleamos para multiplicar nimeros enteros a partir de sus expresiones
decimales. Por ejemplo:

323 4522 —2x +7
X —2x2 +2
623 +10x2 —dz +14
—62° —102* +4z° —14x2
—62° —102* +102°3 —42? —4x +14

En particular sucede que los polinomios de grado 0 se pueden identificar con
los elementos de A, pues se suman y se multiplican como los elementos de A.
También es inmediato que el polinomio 1 es el elemento neutro para el producto
de polinomios.

Anillos de polinomios Como conclusiéon de la discusiéon previa podemos
afirmar lo siguiente:

Si A es un dominio, el conjunto Alx] de todos los polinomios con
coeficientes en A es también un dominio. Todo polinomio no nulo
con coeficientes en A se expresa en la forma

P=anz" + an_12" '+ -+ asx® + a1z + ag

y la expresion es unica si exigimos que a, # 0 sea el coeficiente
director del polinomio.

A partir de aqui, es decir, una vez tenemos garantizado que los polinomios
forman un dominio que contiene al dominio A de partida, podemos “olvidarnos”
de toda la construcciéon que hemos hecho, es decir, podemos olvidarnos de que
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hemos definido los polinomios como sucesiones de coeficientes, a condicion de que
nos comprometamos a no hacernos preguntas “filoséficas” como jcuénto vale la
indeterminada x?7 Ante esta pregunta, o bien somos practicos y la consideramos
una impertinencia, o bien nos ponemos formalistas y recordamos que = no es
maés que la sucesion 0,1, 0,0, .. ., luego no es nada que pueda tomar ningin valor.

En particular, debemos distinguir una indeterminada de un anillo de poli-
nomios de una “incégnita’ cuyo valor queremos calcular. Por ejemplo, si nos
planteamos si 22 —4 = 0 y entendemos el miembro izquierdo como un polinomio,
la respuesta no es que la igualdad se da cuando x = +2, sino que la igualdad no
se da nunca, porque el miembro izquierdo es un polinomio de grado 2 que no es
el polinomio nulo, se mire como se mire. Lo seria si fuera x = £2, ciertamente,
pero es que = # +2, porque x es un polinomio de grado 1 y +2 son polinomios
de grado 0.

Sustitucion Otra cosa distinta es que, dado un polinomio, podemos calcular
el elemento que resulta al sustituir su indeterminada por un elemento del do-
minio A (o de cualquier otro dominio que lo contenga). Mas precisamente, es
habitual usar la notacién

f(@) = apa™ + ap_12" -+ a2’ + a1z + ap

para representar un polinomio arbitrario, y entonces, para cada elemento ¢ de A
(o de cualquier dominio B que contenga a A), podemos definir la sustitucion

-1 2
fle) =anc™ + apn_1c"" " + - 4 ac® + arc+ ag,
que es un elemento de B, y no es dificil convencerse de que

(f +9)(c) = f(c) +g(c), (fg)(c) = f(c)g(e).

La razon de fondo es que cuando sumamos y multiplicamos polinomios no ha-
cemos nada que no podriamos hacer si x fuera cualquier elemento de cualquier
dominio, por lo que todas las operaciones siguen siendo vélidas si sustituimos =
por cualquier elemento de cualquier dominio que contenga a A.

El grado de un polinomio Si representamos por grad f(z) el grado del
polinomio f(z), es claro que

grad(f(z) + g(z)) < max{grad f(x), grad g(z)}.

No tiene por qué darse la igualdad, ya que los monomios de mayor grado se
pueden cancelar. Por ejemplo:

(42® =32 +5)+ (—42* + 2 +2) = 22 +7

es una suma de dos polinomios de grado 3 que resulta tener grado 1. No obstante,
si los dos sumandos tienen grado distinto, entonces el término de mayor grado
del de grado mayor no puede cancelarse y tenemos la igualdad.
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Para el producto sucede algo similar: grad(f(z)g(z)) < grad f(z)+egrad g(x),
pero la igualdad falla si uno de los factores es nulo, pues entonces el producto
también es nulo. Si los factores son no nulos y los monomios de mayor grado son,
respectivamente, ax™ y bx™, con a # 0 # b, al calcular el producto aparecera
abz™ ™ como tnico monomio de grado m -+ n, que no podra cancelarse con
ningtn otro, pero este monomio podria ser nulo si ab = 0, con lo que el grado
del producto puede ser inferior a m + n.

Naturalmente, esto no sucede si el dominio de partida es integro. En tal caso,
el monomio abz™*" es no nulo y concluimos que el producto de dos polinomios
no nulos cumple

grad(f(z)g(z)) = grad f(x) + grad g(x).
En particular:

Si A es un dominio integro, entonces el anillo de polinomios Alx]
también es un dominio integro.

En efecto, acabamos de probar que el producto de dos polinomios no nulos
no puede ser nulo, pues contiene el monomio no nulo abz™*".

Ejemplo Consideremos las potencias cuartas de los primeros nimeros natura-
les:
1, 16, 81, 256, 625, 1296, 2401, 4096, 6561, 10000.

Ahora calculemos las diferencias entre cada ntimero obtenido y su anterior:
15, 65, 175, 369, 671, 1105, 1695, 2465, 3439.
Otra vez:
50, 110, 194, 302, 434, 590, 770, 974.

Y otra vez:
60, 84, 108, 132, 156, 180, 204.

Y a la cuarta vez obtenemos
24, 24, 24, 24, 24, 24.

Si el lector parte de otro exponente distinto de cuatro llegaré a un resultado
similar. ;Podria el lector razonar por qué sucede esto y cudl es el nimero al que
se llega finalmente?

En lugar de partir de potencias =", vamos a considerar un polinomio arbi-
trario p(x) de grado m no nulo. Entonces p(z + 1) — p(x) es un polinomio de
grado n — 1 cuyo coeficiente director es n veces el coeficiente director de p(x).

n .
En efecto, sea p(z) = 3 a;z". Asi
=0

1=

plz+1) —p(2) = X ai(z+ 1) — > a;xt.
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Cada polinomio (x + 1)* tiene grado 4, luego el tnico monomio de grado n
que aparece en p(x + 1) es el de a,(z + 1), o sea, a,z™, que se anula con el
monomio correspondiente de p(z), luego el grado de p(x +1) — p(x) es a lo sumo
n — 1. Ahora calculemos el monomio de grado n — 1.

n .
En > a;(z+1)" tenemos dos sumandos con grado > n—1, a saber, a, (z+1)"

i=0
Y an—1(z+1)""1. El monomio de grado n — 1 en cada uno de ellos es na,z"
y an_12" "L, respectivamente, pero el tltimo se cancela con el correspondiente

monomio de p(z). Por tanto el monomio de grado n — 1 en p(z + 1) — p(x)
es exactamente na,z™ !, con lo que ciertamente se trata de un polinomio de
grado n — 1 con coeficiente director na,,.

En consecuencia, si partimos del polinomio z™, las diferencias sucesivas son
los valores que toma el polinomio (x 4+ 1)™ — z™, que es un polinomio de grado
n — 1 con coeficiente director n, las siguientes diferencias vienen dadas por un
polinomio de grado n — 2 y coeficiente director n(n — 1), luego las diferencias
n—simas vienen dadas por un polinomio de grado 0, o sea, constante y con
coeficiente director igual al factorial de n, definido como:

nl=nn—-1)n-2)---2-1,

luego todas las diferencias n-simas son iguales a n! m

Division euclidea Es posible dividir euclideamente los polinomios de forma
anéloga a como dividimos nimeros naturales. En realidad hace falta un pequenio
requisito para que una divisién euclidea pueda realizarse.

En general, se dice que un elemento a de un dominio A es una unidad si
existe un a ' en A tal que a - a~! = 1.

Por ejemplo, es facil ver que en el dominio de los niimeros enteros las tnicas
unidades son +1.

Si D(x) y d(x) son polinomios con coeficientes en un dominio in-
tegro A, d(z) es no nulo y su coeficiente director es una unidad,
entonces existen unos dnicos polinomios c(x) y r(x) con coeficien-
tes en A tales que D(z) = d(x)c(z) + r(x) con r(x) = 0 o bien
gradr(z) < gradd(x).

Observemos que la condicién sobre el resto se podria reducir simplemente'
a gradr(z) < gradd(z) salvo en el caso en que el divisor d(z) tiene grado 0,
pero entonces d(x) = a, donde a es, por hip6tesis una unidad de A, y entonces
basta tomar c¢(z) = a='D(x) y r(z) = 0.

14Hay un truco para no tener que estar tratando aparte al polinomio nulo cada vez que
hablamos de grados, y consiste en convenir que grad0 = —oo, entendiendo que —oo es un
valor menor que todo niimero entero y que —oo +n = —oo para todo nimero entero. Con
estos convenios, los polinomios sobre dominios integros cumplen que

grad(p(z) + q()) < méx{grad p(x),gradq(x)}, grad(p(x)q(z)) = gradp(z) + grad q(x)
y, en la divisién euclidea, grad r(z) < grad d(z), sin necesidad de tratar aparte al polinomio
nulo.
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Para justificar que es posible dividir polinomios en estas condiciones vamos
a considerar un ejemplo en concreto, pero el lector podra apreciar que todo se
puede hacer en general con polinomios arbitrarios con coeficientes en dominios
integros arbitrarios. Més atn, la integridad del dominio s6lo es necesaria para
justificar la unicidad del cociente y del resto.

Vamos a mostrar con un ejemplo concreto como podemos calcular el cociente
y el resto de una divisién, pero sera evidente que el procedimiento se puede
aplicar para cualquier par de polinomios (con tal de que el coeficiente director
del divisor sea un polinomio). Tomamos

D(z) = 32° — T2* — 92% + 142% — 13z — 3, d(z) = 2% — 3.

Observemos que el coeficiente director del divisor es 1, luego es una unidad.
Notamos también que grad D(z) > gradd(x). Si no fuera asi, bastaria tomar
c(x) =0y r(z) = D(x) y ya estaria la division hecha. La division se realiza asi:

3x® —7x* =923 41422 —13z —3 ] x? =3z

3% —9z4 3x° 4222 =32 +5
2% —9z°
2% —623
—325 +1422
—3z3 + 922
522 —13x
522 —15x
T 2z -3

En general, si el monomio de mayor grado del dividendo es cz™ y el del
divisor es ax™, donde a es una unidad y m < n, tomamos como monomio
de mayor grado del cociente ¢;(x) = a~lex™ ™, en nuestro caso 3z3. Asi, si
multiplicamos a~tcax™ "d(z) obtenemos un polinomio cuyo monomio de mayor
grado es ca”, luego al restarselo a D(x) resulta un polinomio Dj(z) tal que
grad Dy (z) < grad D(x) que cumple D(x) = d(x)c1(x) + D1(z).

En nuestro caso Di(z) = 222 — 92 + 1422 — 132 — 3, pero, por simplici-
dad, s6lo vamos bajando cada monomio cuando lo vamos necesitando. Si fuera
grad D;(x) < grad d(z) ya estaria la divisién terminada, pero como no es asi, re-
petimos el proceso dividiendo D;(x) entre d(z), para obtener un nuevo cociente
¢o(x) y un nuevo resto Do(z) de grado menor tal que

Di(z) = d(z)ca(z) + Da().
Asi,
D(z) = d(z)er(z) + d(x)ca(x) + D2(x) = d(z)(c1(z) + c2(2)) + Da(2).

En nuestro ejemplo, Do(z) = —32% + 1422 — 132 — 3. Si este polinomio ya
tuviera grado menor que el de d(z), la division estarfa terminada, y si no es asf,
repetimos el proceso para obtener polinomios tales que

D(z) = d(c)(c1(x) + c2(x) + c3(x)) + D3(z).
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Como cada polinomio D;(z) tiene grado menor que el anterior, tras un nimero
finito de pasos tenemos que llegar a un resto D,,(x) de grado menor que d(z), y
en este punto hemos terminado la divisiéon. En nuestro ejemplo llegamos a que

c(x) = 323 + 22% — 3z + 5, r(z) =2z —3.

Queda claro que este proceso puede llevarse a cabo con polinomios cuales-
quiera. La unicidad es facil de probar: si tuviéramos

d(z)ei () + ri(x) = d(z)ea(z) 4 72(2)
con restos nulos o de grado menor que el del divisor, entonces

d(z)(c1(x) — ca(w)) = r2(x) — r1(2),

con grad(re(z) —r1(z)) < grad d(z), mientras que el grado del miembro derecho
es > grad d(z) a menos que ¢;(z) — ca(z) = 0, luego tiene que ser ¢ (z) = ca(x)
y esto implica a su vez que 1 (z) = ra(x).

Polinomios con varias indeterminadas Para terminar esta secciéon ob-
servamos que hasta ahora hemos considerado unicamente polinomios con una
indeterminada, pero nada impide considerar igualmente polinomios con varias
indeterminadas, como

52°y? + 322y + 2y? — 2oy + Tx — Sy + 7.

Una construccion directa de un dominio Afz, y] resulta un poco mas farragosa
de explicitar, pero podemos evitarlo definiendo Alz,y] = Alz][y]. En efecto,
dado un dominio A, tenemos que A[z] es otro dominio, luego tenemos definido
el anillo de los polinomios con coeficientes en Afz] y con una indeterminada v,
y a este anillo lo podemos llamar A[z,y]. Por ejemplo, si A es el anillo de los
nameros enteros, un elemento de A[z][y] es de la forma

(32%)y® + (52° + 2)y* — 2z + 5)y + (T + 7).

Se trata de un polinomio de grado 3 con coeficientes en A[z], pero si aplicamos
la propiedad distributiva observamos que es el mismo que habiamos escrito un
poco mas arriba. En general, es claro que todo polinomio de Alx,y] se puede
expresar de forma tinica como suma de monomios de la forma ax’y’, siempre y
cuando no repitamos pares de exponentes (i, j).

Sabemos que si A es un dominio, también lo es A[z,y], y del mismo modo
podemos considerar anillos de polinomios Alz1,...,x,] con cualquier nimero
de indeterminadas.!®

15E] lector con pensamientos filos6ficos morbosos tal vez se pregunte con qué derecho escri-
bimos A[z][y] en lugar de A[z][z] o, equivalentemente, por qué podemos afirmar que z # y,

dado que una indeterminada no es mas que la sucesién 0,1,0,0,..., y ahi no hay nada que
justifique la distincion entre x e y. La respuesta es que x = 0,1,0, ..., donde 1 es el elemento
neutro del producto de A, mientras que y = 0,1,0,..., donde 1 es el elemento neutro del

producto de A[z], es decir, la sucesion 1,0,0, ..., luego = # y.
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1.4 Los niimeros racionales

Si los nimeros naturales son la herramienta matematica para “contar”; los
nimeros racionales son la herramienta matematica bésica para “medir”. Por
ejemplo, si queremos medir un lapso de tiempo usando como unidad la “hora”, no
podemos esperar que el tiempo que queremos medir se ajuste a nuestra unidad
y resulte ser exactamente de una hora, o de dos horas, o de tres horas, etc. Por
el contrario, es perfectamente posible que sea de media hora, o de un cuarto
de hora, o de una hora y 19 minutos (es decir, 60 + 19 = 79 sesentavas partes
de una hora). Este tipo de situaciones nos llevan a considerar, no tinicamente
miltiplos de una unidad dada, sino también cantidades fraccionarias.

Fracciones Desde un punto de vista puramente formal, la idea subyacente al
concepto de ntimero racional es que, del mismo modo que los nimeros enteros
nos permiten restar nimeros naturales sin preocuparnos de cudl es mayor, los
nimeros racionales nos permiten dividir nimeros naturales cualesquiera sin méas
precaucion que la de no dividir entre 0, pero sin necesidad de que el divisor divida
realmente al dividendo.

En particular, esto requiere que una unidad pueda dividirse en tantas partes
como queramos, y esto nos lleva al concepto de fraccion. Por ejemplo, 1/4
representa el resultado de dividir una unidad en cuatro partes iguales y tomar
una de ellas, mientras que 10/4 representa a 10 de tales cuartas partes. Esta
expresion recibe el nombre de fraccion de numerador 10 y denominador 4. El
numerador de una fraccion puede tomar cualquier valor, pero no tiene sentido
que el denominador sea 0 (no podemos dividir una unidad en 0 partes).

Una dificultad técnica que surge al tratar con fracciones es que dos fraccio-
nes con distintos numeradores y denominadores pueden representar la misma
cantidad. Por ejemplo, tiene que ser 10/4 = 5/2:

En general, es facil convencerse de que tiene que ser

a ac

b bc
por lo que, a la hora de comparar dos fracciones podemos reducirlas a un deno-

minador comun:
a ad bc ¢

b be bd d
y observar que para que dos fracciones con el mismo denominador sean iguales es
necesario y suficiente que sus numeradores sean iguales (10/4 no puede ser igual
a ninguna cantidad de cuartos que no sea precisamente 10 cuartos). Concluimos
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que la condicion necesaria y suficiente para que dos fracciones representen la
misma cantidad es

a_c¢ si y soélo si ad = bc.

b d

Este es el punto de partida de la construccion de los nimeros racionales.

Ahora bien, conviene observar que toda la construcciéon puede hacerse sin modi-
ficacion alguna considerando, no fracciones de ntimeros enteros, sino fracciones
de elementos de un dominio integro arbitrario. Asi, por ejemplo, podremos
hablar igualmente de lo que se conoce como fracciones algebraicas, es decir,
fracciones de polinomios, como

35 + 423 + 1
x3 —1
Llamaremos fracciones en un dominio integro dado a las expresiones

de la forma
a

37
donde a y b son elementos del dominio integro y b # 0, con el
convenio de que dos fracciones son iguales si satisfacen la relacion:

a ¢
—=— siysolosi ad=bc.
b d Y

Dada una fraccion a/b, se dice que a es su numerador y b su deno-

minador.

Las fracciones de nimeros enteros se llaman nidmeros racionales. Las frac-
ciones de anillos de polinomios A[zy,...,z,] con coeficientes en un dominio
integro A se llaman fracciones algebraicas con coeficientes en A con n indeter-
minadas. El conjunto de todas ellas se representa por A(zq,...,Ty).

Observemos que

c . 5lo si
—=—- slysblosi a=c
1 1 y )

por lo que podemos identificar cada elemento a del dominio integro de partida
con la fraccion a/1. Definimos como sigue la suma y el producto de fracciones:

a c ad + be a c ac

b d bd ' b d bd
En primer lugar tenemos que observar que estas definiciones son correctas,
en el sentido de que si se cumple

entonces
ad+bc  d'd +V'c ac _a'd
bd bvd bd — bd’
Esto es una comprobacién rutinaria que no ofrece ninguna dificultad. Ob-
servemos ademaés que estas operaciones no estarian bien definidas si el anillo de
partida no fuera un dominio integro, pues los denominadores de la suma o el

producto podrian ser 0 aunque no lo fueran los de los sumandos o factores.
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En segundo lugar observamos que

a b a+b a é ab

11 1 11 1’

por lo que la suma y el producto de elementos del dominio integro de partida
dan el mismo resultado cuando los calculamos con las operaciones dadas en él
o si los calculamos considerandolos fracciones.

En tercer lugar, una comprobacion rutinaria —pero sin dificultad alguna—
muestra que las fracciones cumplen todas las propiedades de la definicién de
dominio integro. Notemos que los elementos neutros de la suma y el producto
son 0/1 y 1/1. En general, se cumple

0 1
=1 siysélosi a=0, =1 siysolosi a=hb.

SRS
Sl RS

Cuerpos de cocientes Asi pues, las fracciones sobre un dominio integro
cumplen la definicion de cuerpo que recogemos en el resumen 1.9. A dicho
cuerpo se le llama cuerpo de cocientes del dominio integro dado. En particular
tenemos que los ntimeros racionales forman un cuerpo.

Observemos que un cuerpo no es mas que un dominio con la condicién adi-
cional de que todo elemento no nulo a tenga un inverso a~! tal que aa~! = 1.

Equivalentemente, podemos decir que un cuerpo es dominio en el que todo
elemento no nulo es una unidad.

Cuando un elemento tiene inverso, éste es tinico, pues si hubiera otro a*,
tendriamos que

En el caso de las fracciones hemos probado que

() =2
b a

Observemos también que todo cuerpo es, de hecho, un dominio integro, pues
si se cumple ab =0y a # 0, entonces b=1-b=atab=a"1-0=0.

En general, si a es una unidad en un anillo (en particular, si a es un elemento
no nulo en un cuerpo) podemos definir potencias de a con exponente entero:

n veces

—_——

a -+ a sin>0,
a” = 1 sin=0,

atoea”l sin<o.

—_——

—n veces

de modo que, como es facil comprobar, las propiedades del resumen 1.6 se siguen
cumpliendo aunque los exponentes sean negativos.
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Resumen 1.9: Definicién de cuerpo

Un cuerpo es un conjunto en el que hay definidas una suma y un producto que
cumplan las propiedades siguientes:

Propiedad asociativa (a+b)+c=a+(b+0¢)

Elemento neutro Existe un elemento 0 tal que a + 0 = a.
Elemento opuesto Para cada a existe un —a tal que a + (—a) = 0.
Propiedad conmutativa a+b=b+a

Propiedad asociativa (ab)e = a(be)

Propiedad distributiva a(b+c) = ab+ ac

Elemento neutro Existe un elemento 1 # 0 tal que a - 1 = a.
Elemento inverso Sia# 0 existe un ! tal que a-a~! = 1.

Propiedad conmutativa ab = ba

Un cuerpo ordenado es un cuerpo con una relacion de orden (Resumen 1.1)
que ademas cumple las relaciones de compatibilidad:

con la suma Sib<centonces a+b<a+ec.
con el producto Sia>0yb>0, entonces ab > 0.

Por ultimo, observamos que las fracciones cumplen una propiedad adicional:
Sia/b # 0, entonces a # 0, luego b/a también es una fraccion, y ademas:

Q_ab_l
=

a
b ab 1

Ordenacion de cuerpos de cocientes Si partimos de un dominio integro
ordenado, (como es el caso del anillo de los numeros enteros), toda fraccion
puede expresarse con denominador positivo, pues

a —a

b —b

y, si b < 0, entonces —b > 0. En el cuerpo de cocientes podemos definir una
relacion de orden mediante:

a
3 < siys6losi ad < be,

Ul O

considerando tnicamente fracciones con denominador positivo. Una vez més hay
que comprobar (y se comprueba sin esfuerzo) que esta definicion es correcta, en
el sentido de que si

a a c a ¢
T = 1 T 7 S R
b v d d b~ d
entonces
a
<
v~ d
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A su vez observamos que

(& . . .
gi siysblosi a<c

—l e

asi como que el cuerpo de cocientes satisface la definiciéon de cuerpo ordenado.
Esto se aplica en particular al cuerpo de los niimeros racionales. Es evidente
que

Parte entera y parte fraccionaria La ordenacion de los nimeros racionales
es sustancialmente distinta de la de los ntimeros enteros o naturales. No es cierto
que todo nimero racional tenga un siguiente o un anterior. De hecho, ninguno
lo tiene. Por ejemplo, es facil ver que si r < s son dos elementos de un cuerpo
ordenado cualesquiera, entonces

r+s

r< < s,

de modo que entre dos ntmeros racionales distintos siempre hay otro, luego
ningin nimero racional esta justo a continuacion de otro. Sin embargo, si que
se cumple que todo niimero racional r se encuentra entre un cierto niimero entero
y su siguiente, es decir, que puede descomponerse como r = e + f, donde e es
un numero entero y f un ndmero racional 0 < f < 1, lo que equivale a que
e <r < e+ 1. El numero e recibe el nombre de parte entera de r, mientras que
f es su parte fraccionaria.

Ahora bien, como los nimeros racionales no son el tnico cuerpo ordenado
que vamos a manejar, conviene justificar la existencia de la parte entera y la
parte fraccionaria en un contexto mas general. Lo primero es observar que los
ntmeros racionales cumplen una propiedad relevante que no es necesariamente
cierta en un cuerpo ordenado arbitrario:

Un anillo ordenado es arquimediano'® si para cualquier par de ele-
mentos €, M > 0, existe un namero natural n tal que M < ne.

Esto significa que si en el anillo vamos subiendo a pasos
0<e<2e<3e< -,

por pequena que sea la longitud de cada paso, tras un nimero finito de pasos
podremos superar cualquier meta M que nos marquemos.

Ahora es facil probar:

16E] nombre se debe a que el hecho de que el cuerpo de los niimeros reales sea arquimediano
esta en la base de muchos argumentos bésicos del calculo infinitesimal de los que Arquimedes
fue precursor.
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1. Los nimeros enteros forman un dominio integro ordenado arquimediano.

Esto es inmediato: si €, M > 0 son ntimeros enteros, entonces € > 1, luego
M < Meyn=M cumple la definicién.

. El cuerpo de cocientes de un dominio integro ordenado arquimediano es
un cuerpo arquimediano.

Tomemos ¢ = a/b > 0, M = ¢/d > 0, con denominadores positivos. Para
que un ntmero natural n cumpla M < ne, basta con que ¢/d < na/b, que
a su vez equivale a cb < nad, luego basta usar la propiedad arquimediana
del dominio de partida con € =ad >0y M’ = cb > 0.

. En un dominio ordenado arquimediano, para cada elemento a existe un
tnico entero e tal que e <a < e+ 1.

En efecto, por la propiedad arquimediana existe un niimero natural n tal
que |a| < n-1 = n. Esto equivale a —n < a < n. Esto implica que el
conjunto de los nimeros enteros m tales que m < a es no vacio (pues —n
es uno de ellos) y esta acotado superiormente por n, luego podemos tomar
el maximo entero e tal que e < a, y asi, necesariamente e < a < e+ 1 (ya
que no puede ser e + 1 < a).

Para probar la unicidad suponemos que ¢’ < a < e’ + 1, con €’ entero. Si
fuera e < €', entonces

a<e+1<e <a,

y tenemos una contradiccion, al igual que si suponemos ¢’ < e, luego tiene
que ser e = ¢’.

Si a es un elemento de un dominio ordenado arquimediano, se llama
parte entera de a, y se representa por Ela], al Gnico namero entero
que cumple

Ela] <a < Ela] + 1.

El ntimero Fla] = a— E[a] se llama parte fraccionaria de a, y cumple
que a = Ela] + Fla], con 0 < Fla] < 1.

Conviene tener presente que, segtn la definicion que hemos dado:

E[30/7] =4, pero  E[-30/7] = 5.

Fracciones en cuerpos arbitrarios Conviene observar que el concepto de
“fraccidon” que hemos usado para construir el cuerpo de cocientes a partir de un
dominio integro dado se puede usar en cualquier cuerpo, aunque no lo hayamos
definido como cuerpo de cocientes de ningin dominio integro. En efecto, si a y
b son elementos de un cuerpo y b # 0, podemos definir la fraccion

%:abfl,
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y se comprueba trivialmente que

a_c siysélosi ad=bc,
b d

asi como que se cumplen las formulas que hemos dado para la suma y el producto
de fracciones (que ahora no son definiciones, sino propiedades que podemos
demostrar a partir de las propiedades de la definicion de cuerpo). Mas aun,
en todo cuerpo ordenado las fracciones cumplen la relaciéon que hemos tomado
como definicion del orden en los cuerpos de cocientes sobre dominios integros
ordenados.

Por tltimo conviene observar lo siguiente:
Todo cuerpo ordenado contiene a los nimeros racionales.

En efecto, ya hemos observado que contiene a los ntimeros enteros, pero como
es un cuerpo, también contiene a las fracciones de ntimeros enteros, es decir, a
los ntimeros racionales, y hemos visto que la suma, el producto y el orden de
las fracciones en un cuerpo ordenado coinciden con las que hemos tomado como
definicion en los cuerpos de cocientes, luego podemos identificar las fracciones
de enteros en un cuerpo ordenado cualquiera con los nimeros racionales.

Numeros combinatorios Sin mas que aplicar repetidamente la propiedad
distributiva y la propiedad conmutativa, en cualquier dominio podemos operar
para obtener expresiones como éstas:

(a+0)° = 1

(a+b)! = a+b

(a+0)? = a*+2ab+1?

(a+b)? = a+3a®b+ 3ab® + b3
(a+b)* = a* +4a®b + 6a%b* + 4ab® +b*

1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Esta configuracion de niimeros se conoce como trigngulo de Tartaglia. Los nume-
ros que aparecen en él se conocen como nimeros combinatoriosy se representan
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asi:

de modo que se cumple lo que se conoce como férmula del binomio de Newton:

n __ n n n n—1 n n—=2p2 n n—1 n n
(a+0b) —(O>a +(1)a b+(2>a b + +(n1)ab —i—(n)b.

Esto no seria mas que una definicién si no fuera porque es posible definir y
calcular los niimeros combinatorios sin necesidad de desarrollar potencias.

Para entender como se generan los ntimeros combinatorios pensemos en lo
que supone desarrollar por la propiedad distributiva una potencia (a + b)", es
decir,

n veces

(a+b)(a+b) - (a+b)(atd).

Para ello tenemos que formar sumandos formados por n factores cada uno,
elegidos de todas las formas posibles con uno de los términos a o b del primer
factor, otro del segundo, etc. Cada uno de ellos sera de la forma a™ ™. Como
tenemos dos posibles elecciones en el primer factor, otras dos en el segundo,
etc., en total apareceran 2" sumandos. Los nimeros combinatorios aparecen
cuando se agrupan todos los sumandos iguales entre si. Concretamente, (7””) es
el niimero de sumandos a” ™0™ que aparecen entre el total de 2" sumandos.

Es importante entender que no nos estamos preguntando cuantos de esos
sumandos seran iguales a a™~""b™, porque, por ejemplo, si a = b, los 2" suman-
dos seran iguales a a™. Lo que nos estamos preguntando es que, si formamos
todas las sucesiones posibles de n letras iguales a a 0 a b, en cuantas de ellas la b
aparecera exactamente m veces. Ese nimero es (;) Por ejemplo, para n = 4,
las 16 posibilidades son:

aaaa, aaab, aaba, aabb, abaa, abab, abba, abbb,

baaa, baab, baba, babb, bbaa, bbab, bbba,, bbbb,

y (g) es el nimero de sucesiones en las que b aparece 2 veces, es decir:
aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa.

En otros términos, las sucesiones en las que la b aparece 2 veces son las que
tienen la b en las posiciones:

34, 24, 23, 14 13, 12.

Estos son todos los subconjuntos posibles del conjunto de posiciones 1,2, 3,4 con
exactamente 2 elementos, y el argumento es general: el nimero de sucesiones
en las que la b aparece m veces se corresponde con el nimero de conjuntos de
m posiciones entre 1 y n donde podemos situar una b. En conclusion:
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El nimero combinatorio (:L) es el numero de subconjuntos con m
elementos que tiene un conjunto con n elementos.

A su vez, esto nos proporciona una expresion explicita para los ntimeros
combinatorios, que es la que suele tomarse como definicion:

() = =

En efecto, si queremos calcular, por ejemplo, (g), tenemos que calcular todos
los subconjuntos de 3 elementos del conjunto 1,2,3,4,5. Una forma de hacerlo
es considerar todas las formas de elegir uno de estos 5 ntmeros, luego uno de
los 4 restantes y luego uno de los 3 restantes, asi:

123, 124, 125, 132, 134, 135, 142, 143, 145, 152, 153, 154,

213, 214, 215, 231, 234, 235, 241, 243, 245, 251, 253, 254,
312, 314, 315, 321, 324, 325, 341, 342, 345, 351, 352, 354,
412, 413, 415, 421, 423, 425, 431, 432, 435, 451, 452, 453,
512, 513, 514, 521, 523, 524, 531, 532, 534, 541, 542, 543.
El ntmero total de casos es 5-4-3 o, en general, para el calculo de (Z), sera
nn—1)---(n—m+1)= o

Ahora bien, los casos

123, 132, 213, 231, 312, 321

corresponden todos al mismo subconjunto de 1,2,3,4,5 e, igualmente, cada
subconjunto posible se corresponde con 6 casos de los anteriores. En general,
para generar todos los casos que se corresponden con un mismo subconjunto de
m elementos de 1,...,n tenemos m opciones para el primer nimero, m — 1 para
el segundo, etc., luego el nimero de casos es m/!.

Por consiguiente, el namero total de subconjuntos de m elementos de un
conjunto de n elementos resulta de dividir entre m! el nimero de casos que
hemos calculado, y esto nos da la formula que hemos dado para (TZL)

Sin embargo, hay un criterio que permite calcular los nimeros combinatorios
mas facilmente, y es que, por una parte, es claro que

() =() -

y por otra parte, si nos fijamos en el tridngulo de Tartaglia, cada nimero com-
binatorio que no esté en un extremo es la suma de los dos que tiene por encima.
Explicitamente, si m < n:

()= () ()
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Resumen 1.10: Numeros combinatorios

() = 5

()= () ()= ()

Es facil justificar esta relacion. Basta tener en cuenta que
(a+b)"" = (a+b)(a+b)" =ala+b)" + bla+b)".

El miembro derecho es la suma.:

(g)a"H +(Pamb+(5)a" "t + -+ (7 ,)a?bn T+ (n) ab™

n—1 n

+(5)amb+(7)am 0% 4o (1) a?b () )ab” £ (),

n—2
de donde concluimos que

n n n\y (n+1 n n n\ (n+1 cte
0 1)\ 1) \1 2)  \ 2 ) '
El resumen 1.10 contiene los hechos que hemos probado sobre los ntimeros

combinatorios junto con algunas propiedades obvias maés.
Veamos una aplicacién de la férmula del binomio:

En un cuerpo ordenado, si 0 < a < b y n es un numero natural no
nulo, entonces a™ < b™. En particular, sia, b > 0 cumplen a™ = b"™,
entonces a = b.

En efecto, basta observar que " = (a + (b — a))" y, al desarrollar por la
formula del binomio, queda b™ = a™ + - - -, donde todos los términos siguientes
son > 0, luego a™ < b".

Una propiedad similar, pero que se prueba trivialmente sin necesidad de la
formula del binomio es que si @ > 1 y m < m son ntmeros enteros, entonces
a™ < a". (Notemos que esto equivale a que a™™ > 1.) En particular, si
a™ = a", necesariamente m = n.
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Fracciones egipcias Asi como los antiguos griegos trabajaban eficientemente
con nameros racionales (positivos) arbitrarios, no ocurria lo mismo con otras
culturas. Por ejemplo, los egipcios consideraban tnicamente fracciones con nu-
merador 1, y expresaban cualquier otro nimero racional como suma de estas
fracciones unitarias. Hasta aqui no parece que la diferencia sea sustancial, pues
so6lo supone escribir 1/6 +1/6 4+ 1/6 +1/6 + 1/6 en lugar de 5/6. Es un poco
mas farragoso, pero equivalente. Sin embargo, el caso es que los egipcios se
autoimponian la absurda regla de no repetir denominadores, de modo que para
referirse a 5/6 escribian 1/2 +1/3.

Por ello, las expresiones de niimeros racionales como sumas de fracciones
unitarias con denominadores distintos se conocen como fracciones egipcias.

Las fracciones egipcias plantean varios problemas de interés en teoria de
nameros. Aqui vamos a considerar Gnicamente el més basico:

Todo nimero racional puede expresarse como fraccion egipcia.

En efecto, no perdemos generalidad si consideramos nimeros 0 < a/b < 1,
pues todo ntimero racional puede expresarse como m/1+ a/b, con 0 < a/b < 1.
Dividimos b = ac+r, con 0 <r < a. Sir =0 es que a/b=1/c, y ya tenemos
la expresion requerida. En caso contrario b < ac + a = a(c + 1), luego

a 1 _ac+a—b_ a—r

<

’ b c+1  ble+1l)  ble+1)

1
c

Sl S

Por lo tanto, podemos descomponer

a 1 a—r

b c+1 +b(c+1)

y la tercera fraccion tiene denominador mayor que las dos primeras y numerador
menor que la primera, luego al cabo de un ntimero finito de pasos el numera-
dor del resto serda 1 y tendremos una descomposicion en fraccion egipcia con
denominadores estrictamente crecientes, ya que al repetir el proceso dividiendo
blc+1) = (a — r)d + 1/, necesariamente ¢’ > ¢, ya que en caso contrario ten-
driamos b(c+1) < (a—r)c+a—r=(a—7)(c+1)yb<a—r < a Este
procedimiento se debe a Fibonacci, pero existen otros y no todos dan lugar a la
misma representacion. Por ejemplo, si la aplicamos a 5/121 obtenemos

5 1 1 1 1
191 ~ 25 T 757 T 763300 T 873960180913°

cuando una alternativa mas simple es

5 1 1 1

121 33 121 T 363 .
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1.5 Los numeros reales

Los ntmeros naturales sirven para medir magnitudes discretas, es decir,
propiedades cuantificables en términos de unidades indivisibles, mientras que
los niimeros racionales son un primer paso hacia el tratamiento matematico
de las “magnitudes continuas”’, concepto que atn no estamos en condiciones de
definir con precision, pero que en particular son “infinitamente divisibles”, como
es el caso de las longitudes, las areas, etc., en las que no cabe hablar de una
minima longitud indivisible, ni de una minima area indivisible, etc.

Para precisar esta idea, consideremos una recta y fijemos en ella dos puntos
arbitrariamente, a los que asignamos los nameros 0 y 1. Tomamos la distancia
entre ambos puntos como unidad de longitud y asignamos el niimero natural n
al punto que se encuentra a n unidades de distancia del 0 en la semirrecta que
contiene al 1, mientras que asignamos el nimero —n al punto que se encuentra
a n unidades de distancia en la semirrecta opuesta, asi:

] ] ] ]
T T T T

2 1 0 1 9 3

Podemos expresar esto diciendo que hemos asignado una “coordenada” entera
a ciertos puntos de la recta. Méas atn, podemos asignar un punto de la recta a
cada namero racional. Por ejemplo, para “situar” el ntimero 7/5 dividimos los
intervalos unitarios en 5 partes iguales y tomamos 7 de ellas:

A los numeros negativos como —7/5 les asignamos puntos con el mismo
criterio, pero en la semirrecta opuesta. Es facil convencerse de que el punto
obtenido depende realmente del namero racional y no de la representacién como
fraccion que usamos para determinarlo, asi como que a cada niimero racional le
corresponde un punto distinto en la recta.

Sin embargo, la geometria nos ensena que hay puntos en la recta que no
tienen asignado ningiin namero racional. No estamos ahora en condiciones de
justificarlo, pero sin duda el lector conocera el teorema de Pitagoras, que implica
que la longitud h de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos
tengan longitud 1 debe cumplir A2 = 12 + 12 = 2, es decir, que si el punto
marcado como /2 en la figura siguiente:

tiene que tener asociado un nimero racional h, éste debe cumplir h? = 2. Sin
embargo, veremos mas adelante (véase el final de la secciéon 2.1) que ningin
numero racional tiene esta propiedad, luego si el punto construido en la figura
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Resumen 1.11: Los numeros reales

Los nimeros reales forman un cuerpo ordenado completo, donde la completitud
es la propiedad siguiente:

Si dividimos la totalidad de los niimeros reales en dos conjuntos no
vacios A y B de modo que cada elemento de A es menor que cada
elemento de B, entonces existe un nimero real que, o bien es el
maximo de los elementos de A, o bien es el minimo de los elementos
de B (segun si estd en A o en B).

En particular, los nameros reales son un cuerpo ordenado arquimediano.

tiene que tener asociada una coordenada numérica, ésta tiene que ser un “ntimero
irracional”.

Es aqui donde entran en escena los nimeros reales. El cuerpo R de los
nimeros reales es un cuerpo ordenado arquimediano, es decir, un cuerpo que
cumple las mismas propiedades algebraicas basicas que el cuerpo Q de los ni-
meros racionales, pero que contiene una raiz cuadrada de 2 y, en general, todos
los nimeros irracionales necesarios para que pueda establecerse una correspon-
dencia biunivoca natural que nos permite identificarlos con los puntos de una
recta.

Vamos a ver que los ntimeros reales estan completamente caracterizados por
las propiedades de “cuerpo ordenado” y una propiedad adicional que incluimos
en el Resumen 1.11. Esta propiedad de completitud puede expresarse de muchas
formas equivalentes, de entre las cuales hemos escogido la mas clara desde un
punto de vista geométrico, que afirma que si podemos dividir la recta en dos
mitades A y B, tiene que haber un punto que constituya el final de A y el
principio de B:

A B

Lo contrario significaria que la recta contiene “un agujero microscépico” entre
Ay B. La completitud expresa que la recta “no tiene agujeros”.

Como ejemplo del uso practico de la propiedad de completitud vamos a
demostrar que, tal y como se afirma en el Resumen 1.11:

Los nimeros reales son un cuerpo ordenado arquimediano.

Esto supone probar que si M > 0 es un ntmero real, existe un ntimero
natural n tal que M < n, pues, si se cumple esto, basta aplicarlo a M /e para
tener el caso general. Supongamos, por el contrario, que existe un ndmero
M > 0 tal que n < M para todo namero natural n. Entonces podemos definir A
como el conjunto de todos los ntimeros reales que son menores que algiin niimero
natural y B como el conjunto de los ntimeros reales que son mayores que todos
los ntimeros naturales.
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Claramente A no es vacio, y estamos suponiendo que B tampoco lo es.
También es obvio que si z € A, y € B, entonces, existe un numero natural
n tal que © < n < y, luego A y B cumplen las hipoétesis de la propiedad de
completitud de R, lo que nos permite concluir que existe un namero real a que,
o bien es el maximo de A, o bien es el minimo de B. Lo primero es imposible,
pues supondria en particular que o € A, luego existiria un namero natural n
tal que o < m, pero entonces o +1 < n+ 1, luego « < a+ 1 € A, en contra
de que « era el maximo elemento de A. Por lo tanto, a es el minimo elemento
de B, pero entonces a — 1 no puede estar en B, luego esté en A, luego existe un
nimero natural tal que o — 1 < n, luego a < n + 1, lo cual implica que o + 1
estd en A, cuando debia estar en B, y tenemos una contradiccion. [

A su vez, la propiedad arquimediana tiene como consecuencia que los niime-
ros racionales e irracionales estan muy “mezclados’

Entre dos numeros reales cualesquiera hay siempre niumeros racio-
nales e irracionales.

En efecto, sean a < [ dos nitimeros reales y sea v > 0 un ntmero racio-
nal (resp. irracional arbitrario). En principio, todavia no hemos probado que
existen ntimeros irracionales, pero esto serd pronto evidente. Por la propiedad
arquimediana, existe un nimero natural n tal que v < n(8 — «). En un cuerpo
arquimediano esta definida la parte entera, luego podemos tomar m = E[na/~],
de modo que

no
m< — <m-+1,
Y

lo que equivale a

my o™y Y

< —<a+f-a=p.

n noon

El nimero § = (m + 1)y/n es claramente racional o irracional segin lo sea 7
(pues si & es racional, entonces v = n&/(m + 1) también lo es), y esta situado

entre a y . n

Veamos una segunda aplicaciéon de la propiedad de completitud:

Sin > 1 es un nimero natural y a > 0 es un nimero real, existe un
unico numero real b > 0 tal que b = a.

DEMOSTRACION: El resultado es obviamente cierto para a = 0, asi que
podemos suponer a > 0. Llamamos A al conjunto de todos los ntimeros reales
z < 0y los que cumplen z > 0 y ™ < a. Por otra parte, sea B el conjunto de
los nameros reales x > 0 que cumplen z™ > a.

Es claro entonces que todo nimero real estd en A o en B, asi como que cada
elemento de A es menor que cada elemento de B (pues si x estd en A e y esta
en B,obienz <0< y,obienz >0y 2" <a < y" de donde x < y, pues si
fuera 0 < y < z, tendriamos que y™ < z™).

Ejercicio: Probar que A y B no son vacios.
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La completitud de R implica que existe un b que, o bien es el maximo ele-
mento de A, o bien es el minimo elemento de B. Vamos a probar que b = a.

En primer lugar observamos que no puede suceder que b sea el maximo de A,
pues entonces b" < a, pero, para cada nimero real 0 < € < 1, tenemos que

b+e)"=0"= e((?)b”l + (Z)anEJr N (Z)enl) < eM,

donde M = (") (" )24 ... 4 (™).
1 2 n

Tomando 0 < € < (a — b™)/M, tenemos que (b + €)" — b < a — b"™, luego
(b+€)™ < a, luego b+ecesta en Ay b < b+ ¢, en contra de que b sea el maximo
de A.

Por lo tanto, b tiene que ser el minimo de B y, en particular, a < b".
Supongamos que a < b" y llegaremos a una contradiccion. Tomamos de nuevo
0<e<1,e<b, de modo que

b= (b— )" = e(— (T) L (Z) b2~ (—1) <Z> "l < eM,

donde M depende de b, pero no de e. Ahora tomamos 0 < e < (b™ — a)/M, de
modo que
" —(b—¢€)" <b" —a,

y asi a < (b — €)™, luego b — € esta en B y eso contradice que b sea el minimo
de B. .

El namero b se llama raiz n-sima (positiva) de a, y se representa por {/a.
Cuando n = 2 es costumbre omitir el indice y escribir simplemente /a.

De la propia definicion se siguen inmediatamente las propiedades siguientes:

Vab=a¥h.  {la=1/¢a, (Ya)" = Vam.

Desarrollos decimales Observemos que en ningin momento hemos preci-
sado qué debemos entender exactamente por “ntmero real”. So6lo hemos dicho
que los ntmeros reales forman un cuerpo ordenado completo y hemos extraido
varias consecuencias de estas propiedades, pero podria haber muchos cuerpos
ordenados completos con propiedades distintas, de modo que, por lo que sabe-
mos hasta ahora, no podriamos saber cuales son validas para los niimeros reales
y cudles no. Pero vamos a ver que no se da el caso, sino que el hecho de ser
un cuerpo ordenado completo caracteriza completamente a los ntimeros reales.
Concretamente, vamos a ver que, al igual que un namero natural como 45 020
esta completamente determinado por sus cifras decimales (o binarias, o en cual-
quier base) lo mismo sucede con los nimeros reales, con la diferencia de que, en
general, para determinar un nimero real hacen falta infinitas cifras.

Llamamos ndmeros decimales exactos a los ntimeros racionales de la forma
a/10™, donde a es un numero natural. En realidad podemos sustituir el 10 por
cualquier niimero natural ¢ > 2, pero por simplicidad vamos a trabajar con
c = 10, que es lo mas habitual.
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La notaciéon usual para los decimales exactos es la que ilustra el ejemplo

siguiente:

1142 = 1.4142.
104

Asi, el punto decimal indica que el nimero que resulta de eliminarlo debe divi-
dirse entre 10 elevado al namero de digitos que quedan a su izquierda. Alterna-

tivamente:
14142—1+4+ +4+2
' B 10 102 103 104"

Esta expresiéon muestra que, en general, podemos descomponer
25.23452 = 25 4 0.23452,

y es claro que un decimal exacto que empiece por “0.” esta siempre entre 0 y 1.
Por ejemplo,
23452
< 1.
100 000

Por lo tanto, si a = 25.23452, tenemos que 25 es lo que hemos llamado la parte
entera de «, mientras que 0.23452 es su parte fraccionaria.

0.23452 =

Si tomamos un nimero real arbitrario o > 0, por ejemplo, o = v/2, podemos
situarlo entre dos ntimeros naturales: ¢y < a < ¢p+1. En nuestro ejemplo, como
12 < 2 < 22, resulta que

1<v2<2.

A su vez, podemos dividir el intervalo comprendido entre ¢y y ¢g + 1 en 10
subintervalos:

1<11<12<13<14<15<16<1.7<.18<19<2

El ntimero « tendra que estar comprendido entre dos de estos nimeros:

c1+1
10

C1
00+ESOZS00+

donde 0 < ¢; < 9. En nuestro ejemplo, calculando

T ‘1 1.1 12 13 14 15 16 17 18 19 2
xQ‘l 1.21 144 169 196 225 256 289 324 361 4

vemos que 1.4%2 < 2 < 1.52, por lo que 1.4 < /2 < 1.5.
A su vez, dividimos el intervalo comprendido entre co+c1 /10y ¢14(c1+1)/10

en diez subintervalos, y elegimos el que cumple

C1 C2 c1 co+1
42 < a .
Ot T 00 == 10" oo




50 Capitulo 1. EI dlgebra de la escuela

En el caso de o = /2, es facil ir comprobando que
1<vV2<2

14<V2<15
141 < V2 < 42
1.414 < V2 < 1.415
1.4142 < V2 < 1.4143
1.41421 < V2 < 1.41422

de modo que 1 se diferencia de v/2 en menos de una unidad, 1.4 se diferencia de
v/2 en menos de una décima, 1.41 en menos de una centésima, 1.414 en menos
de una milésima, etc. Asi podemos obtener un desarrollo decimal infinito:

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696 7187537694 . . .

que determina a v/2 en el sentido de que al truncar la expresion por su n-sima
cifra decimal obtenemos una aproximacion racional de v/2 con un error menor
que 10~™. Explicitamente:

La igualdad
Q. = Cp.C1C2C3C4C5 . . .

donde ¢y es un numero natural y 0 < ¢; < 9, para i > 1, significa
que el nimero real o es el 1inico que cumple

an < o San+ron,
donde oy, = cg.c1 -+ ¢, €s el decimal exacto determinado por las n
primeras cifras decimales de la sucesion.

Si un namero real a > 0 cumple esto, ciertamente es tGnico, pues si hubiera
otro 8 que cumpliera lo mismo, por ejemplo con o < f3, entonces habria un n

tal que
1

8-«
pues todo ntimero real es menor que un nimero natural, y todo ntimero natural
es menor que una potencia de 10. Pero entonces

<107,

an§a<ﬁgan+1oina

pero esto implica que § — a < 107", en contradiccién con la eleccién de n.

El proceso con el que hemos obtenido el desarrollo decimal de /2 (es decir,
el proceso de ir subdividiendo intervalos en 10 subintervalos determinados por
decimales exactos y tomando uno que contenga al nimero) puede realizarse
igualmente con cualquier nimero real positivo, lo que prueba que todo niimero
real positivo puede determinarse mediante una sucesiéon de decimales.
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Reciprocamente, toda sucesiéon de decimales
C0.C1C2C3C4C5 . . .

determina un (Gnico) nimero real. En efecto, la sucesion a,, de decimales exac-
tos que resulta de tomar tnicamente los n primeros decimales es creciente:

o< <ax<az<oay<as<ag<ayp< e

Podemos dividir R en dos conjuntos: un conjunto A formado por todos los
nimeros reales § que cumplen 8 < «,, para algin n, y otro B formado por los
numeros reales 8 que cumplen «,, < f para todo n. Obviamente, cada elemento
de A es menor que cada elemento de B, y el conjunto A no tiene maximo, pues
si 8 < a,, podemos tomar 8 < 3 < a,, asi que ' también estd en A y es
mayor que 3. La completitud de R implica entonces que B tiene un minimo
elemento a. Sélo tenemos que probar que

1
o < a < oy + TR
para todo n. En efecto, la primera desigualdad se cumple porque « esta en B.

Para probar la segunda basta ver que a,, < o, + 107", para todo m. Esto es
obvio si m < n y, en caso contrario,

TS ST B VL SRS (L0 N

N T 1om = 7" 10+t 10 10
MR A 1) it L N SN
1ot (1/10) — 1 "1onti1—1/10 0 " 107

Sin embargo, a veces hay que tener presente que un mismo ndimero real
puede admitir dos desarrollos decimales distintos. El caso mas simple es

1 =1.00000...=0.99999...

En efecto, basta tener en cuenta que en ambos casos se cumplen las relaciones
an, <1< a,+ 107" Explicitamente:

1 <1<2 0 <1<1
1.0 <1<11 0.9 <1<1
1.00 <1<1.01 0.99 <1<1
1.000 <1<1.001 0999 <1<1

1.0000 <1 <1.0001 09999 <1<1
1.00000 <1 <1.00001 0.99999 <1<1

En otras palabras, el 1 es un decimal exacto que puede aproximarse por si
mismo, pero también por la sucesién de decimales exactos 0.9, 0.99, 0.999, etc.
Lo mismo vale para cualquier otro decimal exacto:

143.265599999 . .. = 143.2655-+10"*-0.9999 . .. = 143.2655+0.0001 = 143.2656.
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En general, una expresion decimal finalmente igual a 9 aproxima al decimal
exacto que resulta de eliminar los nueves y sumar 1 a la cifra decimal precedente.

No es dificil convencerse de que ésta es la tinica excepcién a la unicidad de
los desarrollos decimales. En efecto, si a es un decimal exacto, por ejemplo,
« = 143.2656, sus dos tnicos desarrollos decimales son:

143 <a<144 143 <a<144

143.2 <a<143.3 143.2 <a<143.3
143.26 < a < 143.27 143.26 < o< 143.27
143.265 < a < 143.266 143.265 < a < 143.266
143.2655 < a < 143.2656 143.2656 < o < 143.2657
143.26559 < a < 143.26560 143.26560 < o < 143.26561

143.265599 < o < 143.265600 143.265600 < o < 143.265601
143.2655999 < o < 143.2656000 143.2656000 < o < 143.2656001

Partimos de que 143 < a < 144 y, al ir dividiendo cada intervalo en 10
subintervalos, « se encuentra en uno solo de ellos hasta que llegamos al intervalo

143.265 < o < 143.266.
En este punto tenemos que considerar los 10 subintervalos
143.2650 < 143.2651 < 143.2652 < 143.2653 < 143.2654 < 143.2655

< a = 143.2656 < 143.2657 < 143.2658 < 143.2659 < 143.2660,

y sucede que « es el extremo superior de uno de ellos y el extremo inferior del
siguiente, por lo que podemos prolongar la sucesion de intervalos de dos formas
distintas (como se ve en la linea destacada de los dos desarrollos precedentes).
Ahora bien, si optamos por el intervalo cuyo extremo derecho es «, en todas
las subdivisiones siguientes « sera el extremo derecho del ultimo subintervalo,
luego el desarrollo decimal continuara necesariamente con una sucesiéon de nue-
ves, mientras que si optamos por el intervalo cuyo extremo izquierdo es «, en
todas las subdivisiones siguientes « sera el extremo izquierdo del primero de los
subintervalos, luego la sucesion decimal continuard necesariamente con ceros.

Por lo tanto, concluimos que un decimal exacto tiene exactamente dos su-
cesiones decimales. Por otro lado, para que esto pueda suceder, es decir, para
que « sea el extremo comtn de dos subintervalos, es necesario que « sea un
decimal exacto (pues los extremos de los intervalos siempre lo son), de modo
que los niimeros que no son decimales exactos s6lo admiten un tnico desarrollo
decimal.

Todo esto se aplica a ntmeros reales positivos. Es facil ver que 0 s6lo ad-
mite el desarrollo decimal 0 = 0.0000... y cada ntmero negativo se expresa en
términos del desarrollo decimal de su opuesto. Por ejemplo,

1
—==-0.33333...
3
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Asi pues, ahora ya tenemos una idea clara de qué son los ntmeros reales
mas alla de la mera descripciéon algebraica de que son un cuerpo ordenado
completo: Un ntmero real es un objeto determinado por un signo, un niimero
natural y una sucesion de infinitas cifras decimales (teniendo en cuenta que en un
caso excepcional perfectamente delimitado dos sucesiones distintas de decimales
pueden corresponder al mismo ndmero real).

Preguntarse qué es un ntmero real més alla de esta descripcion es un sin-
sentido, como lo serfa preguntar qué es el ntimero natural 7 més alla del hecho
de que es el numero que va después del 6 y antes del 8.

Decimales finalmente peridédicos Consideremos el desarrollo decimal de
un numero racional, como

67
— =1.5227...
44

Esto significa que

67
1.5227 < — < 1.5228
Sy s

0, equivalentemente,

15227 < %-104L <15227+1

lo que a su vez equivale a que
670000 = 44 - 15227 + r, 0<r<44.

Vemos asi que, en general, para obtener las n primeras cifras decimales de
un namero racional a/b, basta dividir euclideamente a - 10" entre b. En la
practica, esto significa que las cifras decimales se obtienen sin mas que prolongar
la divisién euclidea anadiendo ceros al dividendo:

67.0000 | 44
230 1.5227
100
120
320
12

En realidad ya no necesitamos prolongar més el calculo, pues, como se ha
repetido el resto 12, ya sabemos que la proxima cifra decimal volvera a ser 2,
que dara lugar a un resto de 32, con lo que la cifra siguiente seré otra vez 7, que
volveré a dar resto 12, etc.

Asi pues, ahora sabemos que el desarrollo decimal

67
— = 1.52272727 ...
44

consta de la parte entera (1) un anteperiodo decimal (52) y un periodo (27).
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Esto no es casual, sino que, dado que los restos s6lo pueden variar entre 0 y
44, era necesario que en algin momento dado (a lo sumo, al cabo de 45 pasos),
un resto apareciera repetido, y a partir de ese momento las cifras decimales
tenian que repetirse ciclicamente.

En resumen, esto prueba que los desarrollos decimales de los nimeros racio-
nales son finalmente periodicos (entendiendo que los decimales exactos tienen
periodo 0).

Reciprocamente, todo ntimero decimal finalmente periédico corresponde a
un nimero racional. Por ejemplo, consideremos el ntimero

o = 12.345678967896789 . . .

que tiene parte entera 12, anteperiodo 345 y periodo 6789.
Para expresarlo como fraccion calculamos

107 - o = 123456 789.67896789 . .. = 123456 789 + 0.67896789 . . .
(donde el exponente 7 es la suma de las longitudes del anteperiodo y el periodo).
1030 = 12345.678967896789 . .. = 12345 + 0.678967896789

(donde el exponente 3 es la longitud del anteperiodo) y asi
9999000 = 107 - & — 103a = 123456 789 — 12345,

luego
123456789 — 12345 10287037

9999 000 832500
En general, hemos obtenido lo siguiente:

Los numeros decimales finalmente periddicos son precisamente los
nimeros racionales.

Para calcular el desarrollo decimal de un nimero racional basta pro-
longar la division euclidea anadiendo ceros al dividendo.

Para expresar como fraccion un nimero decimal finalmente periddico
restamos el niumero natural formado con las cifras de su parte entera,
mdas el anteperiodo, mds el periodo menos el niimero formado por la
parte entera mds el anteperiodo, y el resultado lo dividimos entre
el numero formado por tantos nueves como la longitud del periodo
sequido de tantos ceros como la longitud del anteperiodo.

La suma y el producto de ntimeros reales Ya hemos senalado que los
nimeros reales no son mas que todas las expresiones de la forma

+32.252023.. ..

con las precisiones necesarias sobre la falta de unicidad de los desarrollos decima-
les. Sin embargo, con esto no podemos decir que “sabemos” qué son los niimeros
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reales, pues no hemos dicho nada sobre cémo se suman o se multiplican. Al
haber partido de que los nimeros reales forman un cuerpo ordenado completo,
estamos admitiendo que hay definida en ellos una suma y un producto, pero
;no podria haber distintas formas de sumar y multiplicar naimeros decimales,
que tuvieran propiedades distintas, pero que dieran lugar en cualquier caso a
una estructura de cuerpo ordenado completo? Es féacil ver que la respuesta es
negativa:

Si a y B son numeros reales, entonces a+ 3 es el unico numero real

que cumple
r+s<a+pB<r +5,

para todos los nimeros racionalesr < a <71, s < < 5.

Por lo tanto, la suma de ntmeros racionales determina completamente la
suma de numeros reales. No hay mas que una suma posible.

En efecto, el hecho de que entre dos nimeros reales haya siempre ntmeros
racionales implica que siempre podemos encontrar nimeros racionales que cum-
planr < a <71, s < 8 < ¢, y las propiedades de cuerpo ordenado implican que
entonces r + 1’ < a+ o’ < s+ s’. Solo tenemos que probar que hay un tnico
numero v que cumple esto. Pero si hubiera dos ntimeros v < ' que cumplieran

r+s<y<y <r +54
para todas las elecciones posibles de 7, s,7’, s’, consideramos € = ' — v y toma-

mos nimeros racionales que cumplan

€

a—§<r<a<r’<a+ 6—§<8<ﬂ<sl<ﬂ+i

4’
Entonces
— A / / € €
e=7 —y<r +s —r—s<a—|—ﬁ+§—a—6—|—§—e,
y tenemmos una contradiccion. n
Similarmente:

Si a, B son dos nimeros reales positivos, entonces af es el inico
numero real que cumple

rs<aB <r's,
para todos los nimeros racionales 0 <r<a <7, 0<s<f<s’.

Asi, el producto de nimeros reales positivos estd completamente determi-
nado por el producto de nimeros racionales positivos (y el producto de niimeros
reales arbitrarios estd determinado por las reglas algebraicas para los signos:
mAS por menos es menos, etc.).
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En efecto, como en el caso de la suma, lo tnico que hay que comprobar es
la unicidad. Supongamos que existen dos numeros que cumplen

rs <~y <y <r's,
para todas las elecciones posibles de 7, s, 7', s’ y consideramos
e=v'—y<r's—rs=1r's—r'str's—rs =1 (s —s)+s(r'—r) < M(s'—s+r'—r),
donde M es cualquier nimero real mayor que « y 3, suponiendo que tomamos

a<r <M.
Maés concretamente, elegimos ntimeros racionales que cumplan

a- S <r<a<r <at-— Jé] L<5<5<3/<5+L
4M 4M’ 4M 4M’
asi como 1’ < M, y entonces queda que
€ €
e< M (— —) =,
2M + 2M
y de nuevo tenemos una contradiccion. L]

Con esto ya tenemos justificado que los ntimeros reales (junto con su relacion
de orden, su suma y su producto) son unicos, en el mismo sentido en que son
anicos los nimeros naturales, enteros o racionales. Cualquiera que hable de
nameros reales (entendidos como un cuerpo ordenado completo) esta hablando
de sucesiones de decimales con una suma y un producto determinados por los
dos resultados precedentes.!”

Calculo de raices cuadradas Antiguamente se ensefiaba en las escuelas
un algoritmo para calcular raices cuadradas. Actualmente carece de interés
practico, ya que es laborioso y una calculadora proporciona inmediatamente el
resultado. No obstante, tiene interés historico, pues explica como mateméaticos
de siglos pasados pudieron llevar a cabo algunos célculos que llevaremos a cabo
en este libro.

Dado un ntimero natural N, vamos a calcular la parte entera de vV N. Mas
precisamente, vamos a calcular los nimeros naturales n y r que cumplen

n?<n?+r=N<(n+1)>%

Para N = 7446 968, el célculo puede disponerse en la forma siguiente:

7En realidad hay una sutileza que se nos esté escapando aqui, y es que estamos diciendo
que los nimeros reales son los objetos determinados por todas las sucesiones de decimales
posibles, y la loégica matemaética nos ensena que ese “todas” no esté bien definido, pero esto es
algo que trasciende al contenido de este libro y que sera irrelevante en todo lo que sigue.
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v 7446968 | 2728
4 47

344 542
329 5448
- 1569
1084
48568
43584
4984

La conclusién es que

27282 < 27282 + 4984 = 7446 968 < 2729°.

El calculo se realiza como sigue:

1.

Dividimos las cifras del radicando N en grupos de dos, empezando por la
derecha. En este caso quedan 4 grupos (admitiendo que el grupo de la
derecha pueda tener una sola, como en este caso).

Esto nos dice que 10?2 < N < 1024, por lo que el valor de n que estamos
buscando cumplira 10° < n < 10%, es decir, que n sera un ntmero de 4
cifras.

. Calculamos la mayor cifra ¢ tal que ¢ no excede al grupo de dos cifras

del radicando situado mas a la izquierda. En este caso ¢y = 2 cumple que
22 < 7.

Escribimos ¢y = 2 en la caja que contendra el resultado, restamos 7—c3 = 3
y bajamos las dos cifras siguientes del radicando (44).

. Para calcular la cifra siguiente multiplicamos ¢y por 2 y ponemos el resul-

tado debajo:

7446968 | 2
4 4
344

. Ahora buscamos la mayor cifra ¢; que cumple 4¢; X ¢; < 344 (donde 4c¢q

no es un producto, sino 40+¢1). En este caso es ¢; = 7, pues 47 X 7 = 329
y 48 x 8 ya se pasa.

. Situamos ¢; como segunda cifra del resultado, restamos a 344 el ndmero

47 x 7 = 329, bajamos las dos cifras siguientes del radicando y, para
calcular la cifra siguiente, multiplicamos por 2 el resultado provisional
(27 x 2 = 54) y ponemos el resultado en una nueva linea:



58 Capitulo 1. EI dlgebra de la escuela

Vv 7446968 | 27

4 47
344 | 54
329
~ 1569

A partir de aqui se repite el mismo proceso. Ahora hay que buscar la mayor
cifra co que cumple 54co X co < 1569, pero ahora vamos a explicar usando este
paso como ejemplo por qué el algoritmo es correcto. Admitamos que sabemos
que

N = 27002 + r,

donde 7 = 156968 y vamos a ver como obtener una cifra mas ¢ que refine la
aproximaciéon 2 700. Queremos la mayor cifra que cumpla

N = (2700 4 10c)? + 7' = 2700% + 2 - 2700 - 10c + 100¢* 4 r'.

Esto equivale a que
r=c(2-270+c)-100 + r'.

Equivalentemente, queremos que 100 x 54¢ x ¢ < 156 968, lo cual equivale a que
54c x ¢ < 1569.69

y, como son numeros naturales, a que 54c x ¢ < 1569, que es justo el criterio
que estamos siguiendo para determinar la cifra c. En este caso es ¢ = 2, y asi
542 x 2 = 1084 < 1569. Finalmente, el nuevo resto es

' =r—c(2-270 4 ¢) - 100 = 156 968 — 156 900 = 48 568,

que es justo el valor que calcula el algoritmo descrito.

Ahora observamos que de
7446968 = 2728% + 4984 < 2729?

se deduce que
74469.68 = 272.82 4 49.84 < 272.92,

por lo que

V74469.68 = 2728 ... .,

lo que significa que el algoritmo que acabamos de ver se puede aplicar sin cambio
alguno con ntimeros decimales, sin més que tener la precaucion de formar grupos
de dos cifras en el radicando de modo que el punto decimal no quede en medio de
un grupo. A su vez, esto significa que si queremos obtener mas cifras decimales
de una raiz cuadrada, como

7446 968 = 2728.913337. ..
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sOlo tenemos que anadir dos ceros a la derecha al radicando por cada nueva cifra
que queramos calcular. Por ejemplo:

v/ 2.000000] 1.414
1 24
100 281
96 2824
400
281
11900
11296
3836

Medias Los pitagoricos consideraron tres formas de calcular la media de dos
nameros z e y:

Tty
5

2. La media geométrica es MG = /xy.

1. La media aritmética es MA =

3. La media harmonica es MH = 2 = 2ry .
Tty

_|_

8=

I

Yy

Vamos a probar que si z,y > 0, se cumplen las desigualdades
min{z,y} < MH < MG < MA < méax{z,y}.

En particular, esto muestra que las tres medias son valores intermedios entre
z e y, de modo que si x = y, las tres medias son iguales al valor comtan. No
perdemos generalidad si suponemos que z < y. Ciertamente, entonces,

MAZ TRy Yty
2 2

La desigualdad
MG:\/xyngij:MA

es equivalente a 4y < (r +y)? = 2% + y? + 22y, o también a
a? +y? —2zy = (x —y)? > 0,

lo cual es cierto. Ahora aplicamos la desigualdad que acabamos de probar a los
nameros 1/x y 1/y, de modo que

L [T a1y
vy  Vaxy — 2 '

Tomando inversos obtenemos la desigualdad MH < MG.
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Finalmente, < y implica que 1/y < 1/, luego 1/z + 1/y < 2/x, luego

2 _ 2 _
+ _Q/x_

MH = x.

8=
<=

Maés atun, todas las desigualdades que hemos probado son estrictas salvo si
x = y. En efecto, el razonamiento con el que hemos probado MG < MA muestra
que se da la igualdad si y solo si (z — y)? = 0, lo que equivale a 2 = y. A su
vez, esto implica que MH = MG si y solo si 1/x = 1/y, que a su vez equivale a
x = y. Es facil ver que MA = y o MH = x también implican que x = y.

1.6 El principio de induccién

En esta revision de las propiedades béasicas del sistema numérico no puede
faltar la menciéon de una potente técnica de demostraciéon como es el llamado
principio de induccién matematica, que es una consecuencia inmediata del prin-
cipio de buena ordenacién:

Si podemos probar que 0 tiene una propiedad y, suponiendo que la
cumpla un numero natural n, podemos probar que también la cumple
n + 1, entonces podemos asegurar que todo numero natural tiene la
propiedad considerada.

En efecto, bajo las hipotesis dadas, si existiera un ntmero natural que no
cumple la propiedad considerada, podriamos considerar el minimo m de todos
ellos, pero no puede ser m = 0, ya que hemos demostrado que 0 si que cumple
la propiedad, luego tiene que ser m = n + 1, para cierto n < m, pero entonces,
por la minimalidad de m, tenemos que n debe cumplir la propiedad, y entonces
sabemos demostrar que m = n + 1 también la cumple, con lo que tenemos una
contradiccion.

A veces es més conveniente considerar esta ligera variante:

Si, suponiendo que todos los nimeros naturales menores que uno
dado n cumplen una propiedad, podemos razonar que n también la
cumple, entonces podemos afirmar que todos los niumeros naturales
cumplen dicha propiedad.

En efecto, si existe un niimero natural que no cumple la propiedad conside-
rada, por el principio de buena ordenaciéon podemos tomar el minimo n que no
la cumple. Tenemos asi un niimero natural con la propiedad de que todos los
precedentes (si los hay) cumplen la propiedad, pero él mismo no la cumple. Asi
pues, si hemos descartado que este caso pueda darse, también hemos descartado
que pueda haber un niimero natural que no cumpla la propiedad.

Cuando, en un razonamiento por induccién, suponemos que n cumple la
propiedad correspondiente, o que los ntimeros menores que n la cumplen, dicha
hipoétesis recibe el nombre de hipdtesis de induccion.
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Sumas de potencias Veamos algunos ejemplos de uso del principio de in-
duccion. Los nimeros de la forma

14243+ +n

se llaman numeros triangulares, por razones obvias:

La conocida férmula

n(n—l—l).

T4+243 4 +n=——

puede probarse facilmente por induccién, aunque hay un argumento mas di-
recto,'® por ejemplo, para n = 6 tenemos que

1424+3+44546=(14+6)+(2+5)+B3+6)=T+7+7=3-T7.

En general, sin = 2k es par, al agrupar los sumandos de dos en dos, obtenemos k
sumandos iguales a n + 1, luego la suma es k(n + 1) =n(n+1)/2.
Por otra parte, para n = 7 podemos razonar asi:

14+2434+4+5+6+7=0+7)+(1+6)+2+5)+(3+4)

— T4 T+T4+T=T7 4

Y en general, si n = 2k+1, anadiendo un sumando 0 obtenemos 2k+2 sumandos
que, agrupados en pares, dan k + 1 sumados iguales a n, luego la suma es

n(k+1)=n(n+1)/2.
Ejercicio: Probar la formula 1+3+5+4---+ 2k — 1 = k%

Ejercicio: Probar que la suma de dos niimeros triangulares consecutivos es un cua-
drado.

Mas interesante es la formula conocida como teorema de Nicomaco:

2 12
13+23+33+~-~+n3=%=(1+2+3+~-~+n)2-

La figura siguiente muestra la geometria subyacente a la prueba (paran = 3):

18En realidad, el argumento que damos emplea pasos (como las reordenaciones de sumandos)
que para ser completamente formalizados requieren argumentos inductivos, pero podemos
distinguir entre argumentos inductivos que son intuitivamente evidentes y pueden entenderse
sin necesidad de formular explicitamente una inducciéon (como las reordenaciones de sumandos)
y argumentos inductivos que requieren explicitar la induccién.
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%(n—&-l) (n—!—l)2

n(n;l) (n+1)

Razonamos por induccién tomando como hipotesis de inducciéon que se cum-
ple para todos los ntimeros menores que m. Ahora suponemos que m > 1, con lo
que m = n+ 1y tenemos que probar la féormula para m. Si n = 0 ésta se reduce
a 13 = 12, que es obviamente cierta. En caso contrario, usamos la relaciéon

(A+ B)? = A? + B> + 2A4B,
con
A=14243+---+n=——-" B=n+1.
La hipoétesis de induccién nos da que
14243+ +n+1)?=12+22+3 4+ 41’ + (n+1)*> + n(n + 1)

=1P+22 43+ +(n+1)%
y esto prueba que la formula es valida en general.
En la figura vemos que la diferencia entre el cuadrado de lado 1+---+(n+1)
y el cuadrado de lado 1 + --- 4+ n consta de uncuadrado de lado n + 1 y dos
rectangulos formados, o bien por n/2 cuadrados de lado n+1 (cuando n es par)

o bien por (n—1)/2 cuadrados y medio de lado n+1, luego en total la diferencia
de las areas equivale a la de n 4+ 1 cuadrados de lado n + 1.

Ejercicio: Probar por induccién que

1249224 402 = n(”+1)6(2”+1) _ 2n3+2n2+n.
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1.7 Notacién conjuntista

El lector familiarizado con la notacién conjuntista habitual en mateméaticas
habré notado que en las paginas precedentes la hemos evitado en gran medida.
No obstante, en ocasiones resultard util hacer uso de ella. Para empezar, los
conjuntos numeéricos que hemos estudiado tienen nombres tradicionales:

N  El conjunto de los nimeros naturales

Z  El conjunto de los nameros enteros (un dominio integro ordenado)
Q El conjunto de los nameros racionales (cuerpo ordenado)

R El conjunto de los nimeros reales (cuerpo ordenado)

Todavia podemos extenderlos mas considerando sus anillos de polinomios y
sus cuerpos de fracciones algebraicas. Notemos la igualdad entre los cuerpos de
fracciones algebraicas Z(x) = Q(z), pues al considerar las fracciones de todos
los polinomios, en particular estamos considerando las fracciones de nimeros
enteros, por lo que Z(z) contiene a Q y a todos los polinomios y cocientes de
polinomios con coeficientes racionales:

La notacion a € A, a ¢ A expresa que a es (0 no es) uno de los elementos
del conjunto A. Por ejemplo, —5 € Z, —5 ¢ N. También ser4 tutil considerar en
ocasiones productos cartesianos A x B de dos o méas conjuntos, formados por
todos los pares (o ternas, o cuadruplas, etc.) de la forma (a,b), cona € Ay
b € B, asi como aplicaciones (o funciones) f : A — B que a cada elemento
a € A le hacen corresponder un elemento f(a) € B.

Por ejemplo, la suma de niimeros enteros puede verse como una aplicacion
+ : Z X Z — Z, pero en general evitaremos este tipo de notaciéon salvo que
realmente sea clarificadora.






Capitulo II

La aritmética de la escuela

La frontera entre el algebra y la aritmética es difusa, pero, a grandes rasgos
y superficialmente, podriamos decir que todo lo que tiene que ver con sumar,
restar, multiplicar y dividir es &lgebra, mientras que lo relacionado con milti-
plos, divisores, primos, etc. es aritmética. En el capitulo anterior repasamos el
algebra més basica y ahora vamos a repasar la aritmética bésica. Por ejemplo,
un resultado que sin duda el lector aprenderia en la escuela es que todo niimero
natural (mayor que 1) se descompone de forma tnica el producto de nameros
primos. Esto es lo que se conoce como el teorema fundamental de la aritmética
y serd uno de los resultados que demostraremos aqui. Méas atin, veremos que
tiene un analogo en anillos de polinomios. Igual que podemos descomponer en
factores primos 60 = 22 - 3 - 5, resulta que

2t —1=(-1(z+1)(2®+1)

es la descomposicion en factores primos del polinomio ## — 1 en el anillo Q[z].
La aritmética en un anillo como Q|xz] tiene algunas caracteristicas distintas de
la aritmética en N, pero veremos que, si adoptamos la perspectiva algebraica
adecuada, ambas tienen esencialmente las mismas caracteristicas.

2.1 La aritmética de N

Recordemos que un ntmero natural m divide a otro n (en signos m | n) si
existe un tercero r tal que n = mr.

Hay dos casos triviales de divisibilidad, y es que O es divisible entre todos
los niimeros naturales (pues 0 =n - 0) y 1 divide a todos los nimeros naturales
(pues n.=1"-n).

Maximo comiun divisor Excluyendo el caso n = 0, es claro que si m | n
entonces m < n, por lo que cada nimero natural no nulo n tiene un nimero
finito de divisores, el mayor de los cuales es el propio n.

65
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Por lo tanto, dados dos nimeros naturales no nulos m y n, podemos consi-
derar lo que se llama el mdxzimo comin divisor de m y n, que representaremos
por (m,n), y que no es sino lo que su propio nombre indica: el mayor de los
nameros que dividen tanto a m como a n.

Notemos que (m,n) = (n,m). Cuando (m,n) = 1, es decir, cuando m y n
no tienen més divisores comunes que el 1, se dice que son primos entre si.

Existe un algoritmo muy eficiente para calcular el méximo comiin divisor de
dos numeros naturales que aparece ya en los Elementos, de Euclides, y que se
basa en el hecho siguiente:

(a,b) = (a,b =+ ac).

(En principio podemos suponer que ac < b si tomamos el signo negativo, para
que b — ac sea un nimero natural, pero en realidad la definiciéon de divisibilidad
vale trivialmente para nimeros enteros y en ningiin momento vamos a usar esta
hipotesis.)

En efecto, basta ver que los divisores comunes de a y b son los mismos que
los divisores comunes de a y b+ ac.

Sid|ayd|b, entonces a =da'd, b =b'd, luego
brac=Vd+adde=( +dc)d,
luego d | b £ ac (y, por supuesto, d | a). Reciprocamente, sid | ay d | b+ ac,

podemos concluir que d | a y d | b, bien por un razonamiento anilogo o bien
porque es lo mismo que ya hemos demostrado, ya que b = (b £ ac) F ac.

En particular, si a < by dividimos b = ac + r, con 0 < r < a, tenemos que

(a,b) = (a,r).

Esto significa que, para calcular el maximo comun divisor de dos numeros,
podemos cambiar el mayor de ambos por el resto de su divisién entre el menor.

Ejemplo Vamos a calcular (4070, 3 626) mediante al algoritmo de Euclides.

4070
113626
8| 444
6 74

0

Para ello situamos los dos ntimeros uno debajo del otro, con el mayor arriba.
Realizamos la division euclidea,

4070 = 3626 -1+ 444

y escribimos el resto debajo de los dos ntmeros. El razonamiento precedente
muestra que
(4070,3626) = (3626,444).
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Ahora repetimos el proceso: dividimos 3626 = 444 - 8 4+ 74, con lo que
(4070,3626) = (3626,444) = (444,74),
y una ultima divisién nos lleva a que
(4070,3626) = (3626,444) = (444,74) = (74,0) = 74.

Notemos que, en general, los restos que vamos escribiendo forman una sucesion

estrictamente decreciente, luego tras un nimero finito de pasos tenemos que lle-

gar necesariamente a 0 y entonces tenemos calculado el maximo comiun divisor.
n

En realidad el algoritmo de Euclides es interesante porque, refinandolo lige-
ramente, nos da una informacién muy importante:

Relacion de Bezout Sia y b son niumeros naturales no nulos, existen ni-
meros enteros u y v tales que (a,b) = ua + vb.

En efecto, pongamos que tenemos dos niimeros naturales * = wja + v1b,
y = uga + v2b y que dividimos z = yc +r, con 0 < r < y. Entonces

r=x—yc=uja+ v1b— (uga + veb)c = (u1 — uac)a + (v1 — vac)bd.

Asi, dados dos numeros naturales, como a = 4070, b = 3626, podemos
expresarlos trivialmente como

4070 =1-a+0"b, 3626 =0-a+1-b,

y en la tabla con la que aplicamos el algoritmo de Euclides podemos anotar
estos valores triviales de u y v:

c T u v

4070 1 0

113626 | 0 1

8| 444 1 -1

6 41-8 9
0

Ahora, el calculo precedente muestra que si, una vez determinado el co-
ciente ¢ = 1 que hemos anotado en la segunda fila a la izquierda, escribimos en
la tercera fila los nimeros que resultan de restarle a los de la primera los co-
rrespondientes en la segunda multiplicados por ¢ = 1, los valores u = 1, v = —1
cumplen que

444 =1-a+ (-1)-0.
Igualmente, una vez calculado el nuevo cociente ¢ = 8, escribimos en la cuarta
fila los nimeros que resultan de restar a los de la segunda fila los de la tercera
multiplicados por ¢ = 8, y asi obtenemos los ntimeros u y v que cumplen

74=—-8a+9b=—-8-4070+9-3626.

Es obvio que el procedimiento es general, es decir, que este algoritmo siempre
nos proporciona enteros u y v que cumplen la relaciéon de Bezout. L]
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Como primera aplicacion de la relacion de Bezout observamos que si a y b
son numeros naturales y d es un divisor comun, la definiciéon de maximo comun
divisor sélo nos asegura que d < (a,b), pero la relacion de Bezout nos asegura
que, de hecho, d | (a,b).

Asi, pues, ahora sabemos que (a,b) no sélo es mayor o igual que todos los
divisores comunes de a y b, sino que de hecho es multiplo de todos los divisores
comunes de a y b.

Pero la consecuencia fundamental de la relacion de Bezout tiene que ver con
los ntimeros primos.

Nuameros primos Observemos que todo ntimero natural n > 2 tiene al menos
dos divisores, a saber, 1 y n.

Se dice que un ntmero natural p > 2 es primo si sus unicos divi-
sores son 1 y p. Los ntmeros n > 2 que no son primos se llaman
compuestos.

Es claro que el menor ntimero primo es p = 2. Como 3 no es divisible entre 2,
resulta que también es primo. En general, una forma sencilla de encontrar
nimeros primos es aplicar la llamada criba de Eratostenes. Consiste en escribir
todos los ntimeros hasta uno dado, por ejemplo, hasta 100, tachar el 0 y el 1, que
por definiciéon no son primos, luego tachamos todos los multiplos de 2 (menos el
propio 2) y asi el menor nimero que quede sin tachar (el 3) sera primo. Luego
tachamos todos los multiplos de 3 (menos el 3) y el primer nimero que quede
sin tachar (el 5) serd primo, y asi sucesivamente. Los nimeros que sobreviven al
proceso de criba son todos los primos en el intervalo considerado. El resultado
es que hay exactamente 25 primos menores que 100:

21 3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
83 89

97

En realidad, una vez eliminados todos los miltiplos de 7, ya podiamos ase-
gurar que no quedaba ningin nimero compuesto menor que 100. Enseguida
entenderemos por qué:

1. Sin > 2, entonces el menor divisor p de n tal que p > 2 es primo.

En efecto, si d | p, entonces d | ny d < p < n, luego, o bien d = 1, o bien,
si d > 2, por la minimalidad de p, tiene que ser d = p, y esto significa que
P €s primo.
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2. Sin > 2 no es primo, entonces tiene un diwisor primo p tal que p < \/n.

Basta considerar el menor divisor primo p de n. Sin no es primo, entonces
p # n, luego n/p > 2, luego n/p tiene un divisor primo ¢, luego pq | n,
luego p < ¢ por la minimalidad de p, luego p? < pq < n.

Asi, todo nimero compuesto n < 100 es divisible entre un primo p tal
que p? < n < 100 = 102, luego p < 10, luego p = 2,3,5,7. Por lo
tanto, al aplicar la criba de Eratostenes hasta 100, todos los niimeros
compuestos quedan eliminados una vez tachamos los multiplos de 7, como
afirmabamos.

. Existen infinitos primos.

Dado cualquier namero natural n > 2, el nimero n! + 1 debe tener un
divisor primo p, pero no puede ser p < n, pues entonces p | n!y p | n! +1,
de donde se sigue inmediatamente que p | 1, lo cual es absurdo. Asi pues,
p > n, y hemos probado que existen primos mayores que cualquier niimero
natural n prefijado.

. Un nimero natural p > 2 es primo si y solo si cuando p | ab, entonces

plaop|b.

En efecto, si p es primo y p | ab, entonces (p,a) = p o bien (p,a) = 1, pues
p no tiene méas divisores que 1 y p. En el primer caso tenemos que p | a,
mientras que en el segundo podemos aplicar la relaciéon de Bezout, que
nos da nimeros enteros u y v tales que 1 = up + va, luego b = upb + vab,
y como p | ab, de aqui se sigue que p | b.

Reciprocamente, si p cumple esta propiedad y a | p, entonces existe un b
tal que p = ab, luego p | a o p | b. Pero, como a | py b | p, esto implica
que p = a o bien p = b, y en el segundo caso a = 1, luego p no tiene méas
divisores que 1 y p.

Observemos que esta tultima propiedad admite una generalizacion obvia:

Sip es primo yp|ay---ay, entonces existe un i tal que p | a;.

En efecto, tomemos, por simplicidad n = 4. Si p | abed, entonces, por la

propiedad anterior, p | a o bien p | bed, pero en el segundo caso p | b o bien
p | ed, y en el ultimo caso p | ¢ o p | d. Asi pues, tiene que darse uno de los
cuatro casos p |aop|bop|cop|d Esclaro que el argumento vale para
cualquier namero de factores.

En la demostraciéon de esta propiedad ha sido fundamental la relaciéon de

Bezout, y esta propiedad es a su vez esencial para demostrar la unicidad de la
descomposicién en primos:

Teorema fundamental de la aritmética 7Todo nimero natural n > 2 se
descompone de forma tnica (salvo el orden de los factores) en producto de ni-
MEros primos.



70 Capitulo 2. La aritmética de la escuela

La unicidad salvo el orden quiere decir que podemos tener descomposiciones
como
20=2-2-5=2-5-2,

que no son literalmente la misma. Ahora bien, si agrupamos los factores primos
en potencias, asi:
20 =225

y ordenamos los primos de menor a mayor, entonces la descomposicién es Gnica.

DEMOSTRACION: La prueba de que todo niimero n > 2 se puede descompo-
ner en factores primos es inmediata. Sabemos que n tiene un factor primo pq,
de modo que n = pyny. Siny > 2, entonces tiene un factor primo ps, de modo
que n = pipaNe, Si Ny > 2, entonces tiene un factor primo p3, de modo que
n = p1paP3ns, y asi vamos obteniendo una sucesién estrictamente decreciente

n>mng>nNg >ng>---

que se podré prolongar mientras n; > 2, luego tras un nimero finito de pasos
tiene que ser n,. = 1, y entonces llegamos a que n = p; - - - p, queda descompuesto
en producto de factores primos.

La parte delicada es justificar que la descomposicion es unica, es decir, que
no puede suceder que
3.-77.23=2-3°.7

En este caso 3402 # 3 381, pero, ;no podria darse una coincidencia de este tipo
con otras descomposiciones en factores primos? La respuesta es que no. En
primer lugar, no puede ser que un mismo primo aparezca en una descomposicion
y no en otra. En efecto, si tenemos dos descomposiciones

P1-Pr =41 "(Qs

en factores primos, entonces cada p; divide a ¢; - - - g5, luego, segtin hemos visto
(v en este paso es crucial la relacion de Bezout) tiene que habar un j tal que
pi | ¢j, pero como g; es primo y p; # 1, tiene que ser p; = ¢;. En otras palabras,
todos los primos que aparecen a la izquierda tienen que aparecer a la derecha,
y viceversa.

Pero atn tenemos que descartar la posibilidad de que hubiera dos descom-
posiciones en factores primos de un mismo namero de la forma

3°.112.19 =3%.11% - 19,

con los mismos primos, pero repetidos un numero diferente de veces. Ahora
bien, esto tampoco es posible, porque en tal caso, tomamos un primo p que
aparezca m veces en una descomposicion y n > m veces en otra, y dividimos
ambas descomposiciones entre p”*. En nuestro ejemplo, si se diera la igualdad
que hemos planteado, dividiendo entre 3% obtendriamos

32.112-19 =112 - 19,
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y asi tendriamos dos descomposiciones en factores primos de un mismo ndmero
con un primo p que aparece en una y no en la otra, cuando ya hemos visto que
eso es imposible.

Esto obliga a que en dos descomposiciones en factores primos de un mismo
ntmero, tengan que aparecer los mismos primos repetidos el mismo ntimero de
veces, y esto es lo que afirma el teorema fundamental. [

La aritmética de los ntimeros naturales estd determinada por las descom-
posiciones en factores primos. Por ejemplo, si conocemos las descomposiciones
de dos ntmeros, podemos saber inmediatamente si uno divide o no al otro.
Consideremos, por ejemplo,

m=2-3%.112, n=2%.3.52.7.11%, r=22.32.11%

Es inmediato que m | n, pero m { r. Para ello basta observar que todos cada
primo aparece en la descomposicion de m con exponente menor o igual que en
n, por lo que podemos obtener n a partir de m multiplicaAndolo por los primos
que faltan:

n=m-2%-3.5%.7-11%

Por el contrario, el exponente de 3 en m es mayor que el de r, y esto implica
que m { r. Aqui es esencial la unicidad de las descomposiciones en primos, pues
el argumento es que, si m dividiera a r, tendriamos que r = mc, para cierto c,
y entonces la descomposicion en factores primos de r seria (por la unicidad) el
producto de la descomposicion en factores primos de m por la de ¢ y, como en
la de m aparecen tres treses, en la de r tendria que haber al menos tres treses,
y no los hay. En general:

Sim, n > 2 son nimeros naturales, se cumple que m | n si y sélo si
el exponente de cada primo en la descomposicion en factores primos
de m es menor o tgual que su exponente en la descomposicion en
factores primos de n.

Esto nos permite a su vez calcular el méximo comin divisor y el minimo
comiin multiplo de unos nimeros naturales dados. Hemos definido el méximo
comun divisor para el caso de dos ntimeros, pero la definicién se generaliza de
forma obvia:

Simy, ..., m, son numeros naturales no nulos, su mdzimo comun di-
visor es el mayor de los divisores comunes a todos ellos, y su minimo
coman multiplo es el minimo de los miltiplos comunes.

Notemos que siempre existe un divisor comtn (1) y un maltiplo comun
my My, ¥y que los divisores comunes estan acotados por cualquiera de los
nimeros dados, por lo que siempre existe el maximo comin divisor y el minimo
comun miltiplo. La forma de calcularlos a partir de las descomposiciones en
factores primos es la siguiente:
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El mdzimo comin divisor de unos niumeros naturales my, ..., my,
no nulos es el producto de los divisores primos comunes elevados
al menor exponente con que aparecen en ellos. El minimo comin
maltiplo es el producto de todos sus divisores primos (comunes y no
comunes) elevados al mayor exponente con que aparecen en ellos.

Por ejemplo, dados los ntimeros
my=2-37 my=23%2.7-13%, my=2%2.3%.72.23,
su maximo comin divisor d y su minimo comtn multiplo m son
d=13%.7, m=22.3%.73.13%.23.

En efecto, se cumple que d | my, d | ma y d | ms, porque todos los primos
dividen a d con exponente menor o igual que a cada uno de los m; y, si ¢ es otro
divisor comiin de los m;, los exponentes de 3 y 7 en c tienen que ser menores
o iguales que sus exponentes en cada m;, luego en particular tienen que ser
menores o iguales que 3 y 1, respectivamente, que son los minimos valores de
dichos exponentes, luego, no s6lo podemos afirmar que ¢ < d, sino que, de hecho,
se cumple que ¢ | d.

Igualmente es claro que my | m, ma | m y ms | m, porque todos los primos
dividen a los m; con exponente menor o igual que a m, y si ¢ es otro multiplo
comin a todos los m;, entonces el exponente de cada uno de los cinco primos
que dividen a m tiene que ser mayor o igual en ¢ que en cada m;, luego tiene
que ser mayor o igual que su exponente en m, que es el méximo de estos, luego
no solo m < ¢, sino que de hecho m | c.

Es claro que estos razonamientos se aplican a cualesquiera que sean los nu-
meros dados, no necesariamente los de este ejemplo, con la tnica salvedad de
que si m; = 1 para algin 4, entonces directamente podemos concluir que el
méximo comun divisor es 1, ya que m; = 1 no tiene més divisores, y el minimo
comun miltiplo es el mismo que el que resulta de eliminar dicho m;. Y si todos
los m; fueran iguales a 1 entonces el minimo coman multiplo seria 1.

Con esto hemos probado que el maximo comin divisor y el minimo comun
multiplo cumplen algo més fuerte de lo que requiere la definicion:

FEl mdxzimo comiun divisor de unos nimeros dados mqy,...,m, es
maltiplo de todos sus divisores comunes. El minimo comin maltiplo
divide a todos los maultiplos comunes.

Ejercicio: Probar que si d y m son el méximo comun divisor y el minimo comin
miltiplo de dos ntimeros naturales a y b, entonces ab = dm.

Veamos otro ejemplo de relacién entre un concepto aritmético y la descom-
posicion en factores primos:

Los ntimeros naturales de la forma n? (donde n es un ntiimero na-
tural) se llaman cuadrados perfectos, los de la forma n? se llaman
cubos perfectos y, en general, los de la forma n™ se llaman potencias
m-simas perfectas.



2.2. Aplicaciones de la factorizacion tnica en 7, 73

Es obvio que un ntmero natural r es una potencia m-sima perfecta si y sélo
si todos los exponentes de los primos que lo dividen son multiplos de m, y en
tal caso, el namero n que cumple r = n" es el que resulta de dividir dichos
exponentes entre m.

Por ejemplo, 324 = 22 - 3% es un cuadrado perfecto, ya que es de la forma
324 = (2-3%)2 = 182, En cambio, 108 = 22 - 3% no es un cuadrado perfecto, ya
que el exponente de 3 en su descomposicion en factores es impar.

Esto tiene una consecuencia algebraica. Aunque no hemos hablado de nu-
meros reales, el lector sabra sin duda que R es un cuerpo que contiene a QQ en el
que existen nimeros como v/2 o ¥/7, y es conocido que son nimeros irracionales.
He aqui la prueba:

Sin es un nimero natural que no es una potencia m-sima perfecta,
entonces no existe ningun numero racional v tal que v = n.

En efecto, si existiera tal r, cambiandole el signo si fuera preciso podriamos
tomarlo positivo, luego podriamos expresarlo como r = a/b, donde a y b son
nameros naturales no nulos. Tendriamos entonces que (a/b)™ = n o, equivalen-
temente, que a™ = nb™.

Como n no es una potencia m-sima perfecta, tiene un divisor primo, diga-
mos p, cuyo exponente en n no es multiplo de m. Pongamos que n = p“x,
a=p’y, b=p"z, donde ptx, pty, ptzym¢tu Entonces tenemos que

mov,,m

pmly™ = pxp™¥z™, luego por la unicidad de la factorizacion tiene que ser
mv = u + mw, de donde m | u, en contra de lo supuesto. [

2.2 Aplicaciones de la factorizacion tnica en 7Z

Ecuaciones diofanticas lineales Las ecuaciones diofanticas mas sencillas
(con al menos dos variables, pues en caso contrario son triviales) son las de la
forma

ar + by = c,

donde a, b, ¢ son nimeros enteros tales que ab # 0. Es obvio que una condicién
necesaria para que una ecuacién de este tipo tenga solucién es necesario que
d = (a,b) | ¢, en cuyo caso las soluciones son las mismas que las de

(a/d)z + (b/d)y = c/d,

por lo que no perdemos generalidad si suponemos que (a,b) = 1. En tal caso,
el teorema de Bezout nos da enteros u y v tales que au + bv = 1, por lo que
(20,90) = (uc,ve) es una solucion de la ecuacion.

Si (x,y) es una solucion arbitraria, entonces a(x — xg) + b(y — yo) = 0, luego
a(x — x9) = —b(y — yo). Como a y b son primos entre si, esto implica que
al(y—wyo)ybd| (x—xp). Pongamos que x — o = kb, y — yo = ra. Entonces
kab + rba = 0, luego k + r = 0. En suma:

(m) y) = (.’170 + kb7 Yo — ka’)a
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y es claro que todo par de enteros (z,y) de esta forma, para un k arbitrario, es
solucién de la ecuacion. Asi pues, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 2.1 Una ecuacion de la forma ax+by = ¢ (donde a, b, ¢ son nimeros
enteros y ab # 0) tiene soluciones enteras si y solo si d = (a,b) | ¢, y en tal
caso, las soluciones son todos los pares

(x,y) = (xo + kb/d,yo — ka/d),

donde (xo,y0) es una solucion particular arbitraria de la ecuacion.

Ejemplo Cinco marineros llegan a una isla desierta y durante el dia recogen
todos los cocos que pueden encontrar, para asequrarse de que no les faltard agua.
Luego acuerdan que al dia siguiente los repartirdn a partes iguales. Sin embargo,
durante la moche, uno de los marineros, temiendo que el reparto mo vaya a
ser equitativo, decide llevarse su parte en secreto: divide los cocos en cinco
montones iguales y se encuentra con que le sobra uno, arroja a los monos el
que le sobra y se lleva la quinta parte. Poco después, otro de los marineros
tiene la misma idea y de nuevo reparte los cocos en cinco partes iguales, se
encuentra con que le sobra uno, lo arroja a los monos y se lleva la quinta parte.
Lo mismo hacen, sucesivamente, los tres marineros restantes. Todos ellos se
encuentran con que sobra un coco al hacer el reparto y lo arrojan a los monos.
A la maniana siguiente, sin que ninguno confiese que ya se ha llevado una parte
de las provisiones, los cocos restantes se dividen en cinco partes iguales (esta
vez no sobra ninguno) y cada marinero se queda con una de ellas. 5Cudntos
cocos habian recogido los marineros?

SOLUCION: Llamemos x al ntmero de cocos inicial. El primer marinero se
lleva (z —1)/5 de ellos y deja 4(x — 1)/5. Igualmente el segundo marinero deja

4(437—4_1) _ 162 —36

) 5 25
el tercer marinero deja
4 <16m—36 B 1) _ 64x — 244
5 25 125
el cuarto marinero deja
4 (6433 —244 1) _ 2562 — 1476
5 125 625 ’
y el quinto marinero deja
4 (256x — 1476 1) _ 10242 — 8404
5 625 3125

El ntumero restante de cocos es de la forma 5y, luego tiene que cumplirse la
ecuacion

COCOS.

1024z — 8404

315 Y
o equivalentemente,
10242 — 15625y = 8404.
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Puesto que 1024 = 2'9 y 15625 = 55, tenemos que los coeficientes son
primos entre si, luego la ecuacién tiene soluciones enteras. Para encontrar una
de ellas, tenemos que resolver la ecuacion

10242 — 15625y =1,

para lo cual aplicamos el algoritmo de Euclides:

c r U v
15625 1 0

15| 1024 0 1
3 265 1 —15
1 229 | =3 46
6 36 4 —61
2 13 | =27 412
1 10 58  —885
3 31 —85 1297
1] 313 —4776

Asi concluimos que 1024(—4776) — 15625 (—313) = 1, luego, multiplicando por
8404, resulta que

(z0,y0) = (—40137504, —2630452)
es una solucion de la ecuacion. Las deméas seran de la forma
(z,y) = (—40137504 + 15625k, —2 630452 + 1 024k)

Para que las componentes sean positivas necesitamos que

40137504 2630452
—_— . > = .
Z 5635 2568.8, k> 1024 2568.8

Con k = 2569 obtenemos la solucion
(‘Tla l/l) = (3 121’ 204)7

que es la menor soluciéon natural. La siguiente ya seria (2, y2) = (18 746, 228),
que supondria que cada marinero tendria que haber recogido una media de 3 749
cocos, asi que nos quedamos con z = 3121 como el niimero mas razonable de
cocos que podian haber recogido y 5 - 204 = 1020 como el nimero de cocos
repartido finalmente. [

Ejercicio: Un hombre cobra un cheque, pero el cajero que se lo paga, se equivoca y
le da tantos euros como céntimos tendria que haberle dado y tantos céntimos como
euros (por ejemplo, si el importe del cheque hubiera sido de de 60.45 euros, el cajero
le habria pagado 45.60 euros). Después de haberse gastado 5 céntimos, el hombre
advierte el error, pues comprueba que tiene justo el doble de dinero que deberia haber
cobrado. ;Cuadl era el importe del cheque?
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Ternas pitagoricas Diofanto traté en su Aritmética el problema de encontrar
ternas de ntimeros naturales no nulos z, ¥y, z tales que z2 + y?> = 22. Estas
ternas se llaman ternas pitagoricas, pues segun el teorema de Pitdgoras permiten
construir tridngulos rectangulos con lados enteros. Los egipcios las usaban para

construir angulos rectos en arquitectura. Entre los ejemplos mas conocidos estéan
32 442 =52, 52 + 122 = 132, 72 242 = 252,

paro, jcémo encontrarlas todas?

En primer lugar notamos que si (z,y, z) es una terna pitagorica, también lo
es (mx, my, mz) para cualquier nimero m y, reciprocamente, dada una terna
pitagorica (z,y,z), podemos dividir sus componentes por su maximo comun
divisor para obtener otra que cumpla ademas (x,y,z) = 1. Una terna cuyos
elementos no tengan divisores comunes se llama primitiva. Si encontramos un
método para hallar todas las ternas primitivas, las restantes se obtienen multi-
plicdndolas por ntimeros arbitrarios, luego el problema esta resuelto. Las tres
ternas pitagoricas que hemos dado de ejemplo son todas primitivas.

Ante todo notemos que un divisor primo de dos de las componentes de una
terna pitagorica, divide a la tercera. Por ejemplo, si p |  y p | z, entonces
p| 2?2 — 22, con lo que p | ¥? y por lo tanto p | y. Esto significa que, en realidad,
las componentes de una terna pitagorica primitiva son primas entre si dos a dos.

En segundo lugar, observamos que esto obliga a que al menos dos componen-
tes de una terna pitagorica sean impares, y la ecuacién que satisfacen implica
a su vez que la tercera sea par. Mas precisamente, tiene que cumplirse que z
sea impar, pues si fuera z = 2z’ y, por consiguiente, x = 2z’ + 1, y = 2y + 1,
tendriamos que

422 = (22 +1)% + (20 + 1)? = 42’ + 42’ + 4y/* + 4y + 2,
de donde concluimos que 4 | 2, lo cual es absurdo.

Asi pues, en una terna pitagorica primitiva (z,y,z) tiene que ser par z
o y. No perdemos generalidad si consideramos tinicamente ternas pitagoéricas
primitivas en las que y es par.

Teorema 2.2 Toda terna pitagorica primitiva (x,y,z) (en la que y es par) es
de la forma

({E,y,Z) = (p2 - q272p(J7p2 + q2)7

donde q < p son numeros naturales primos entre si de paridad opuesta. Recipro-
camente, toda terna que admita esta expresion es una terna pitagorica primitiva.

La tabla 2.2 contiene las ternas correspondientes a los valores de p < 7.
En una tablilla cuneiforme aproximadamente del afio 1500 a.C. se ha encon-
trado una enumeraciéon de ternas pitagoricas, entre las cuales se encontraba
(4961,6480,8161). Se obtiene con p =81 y ¢ = 40.
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Tabla 2.1: Ternas pitagoricas

plal = | y| 2
21 3] 4] 5
312 5[12]13
4(11]15] 81|17
4(3] 7]24]25
502(21]20]29
504 94041
61]35]12(37
6511160 |61
712145 (28|53
7014|3356 |65
716138485

DEMOSTRACION: Consideremos una terna pitagérica primitiva arbitraria
(2,9, 2) en la que y es par, luego = y z son impares. Entonces z 4+ z, z — x son
ambos pares. Digamos que y = 2u, z + x = 2v, z — x = 2w. Ahora

V=222 =(z+2)(z —x),

luego u? = vw, v > 0, w > 0. Por otro lado (v,w) = 1, ya que si un primo p
divide a ambos, entonces

1 1 1
Pl (w) =S ta)+s(—a) =52 =5

2 2
p | w-w)=3(4a) -2z -a) =,

y como (z,z) = 1, esto es contradictorio.
Ahora usamos un argumento al que le sacaremos mucho partido:

Si el producto de dos niumeros naturales primos entre si es una po-
tencia n-sima, entonces ambos factores son potencias n-simas.

Esto se debe a que cada primo que divida a uno de los factores debe divi-
dirlo con el mismo exponente que al producto, luego dicho exponente debe ser
miltiplo de n.

En nuestro caso concluimos que v y w son cuadrados perfectos. Pongamos
que v = p? y w = ¢. Obviamente (p,q) = 1. Asi tenemos que
z:v+w:p2+q2, x:U—w:pQ—qQ.
En particular ¢ < p. Como z y x son impares, p y ¢ deben tener paridad opuesta.
Sustituyendo en las formulas anteriores queda

2

=22 =2t =pt + 22 + ¢ — pt + 2027 — ¢F = 93¢ = (2pg)?,

luego y = 2pq y la terna dada resulta ser de la forma indicada en el enunciado.
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Reciprocamente, es facil comprobar que cualquier terna en estas condiciones
es una terna pitagoérica primitiva. n
0,1

Vamos a dar una prueba geométrica Qu
alternativa del teorema 2.2. Para ello
consideramos la proyeccion estereografica,
que a cada punto t de la recta numérica
le asigna el punto de la circunferencia de
ecuacion 22 + y2 = 1 por donde pasa la
recta que une t con el punto (0, 1).

Los puntos de la recta son los que
cumplen x = (1 — y)t (pues ciertamente (0,1) y (¢,0) cumplen la ecuacion),
luego el punto de corte con la circunferencia cumple

x2+y2:1

(1—y)Pt?+y* =1,

que equivale a
(1+t3)y? —2t*y +t* -1 =0,

o también:
5 2t t?—1

el tire
Este polinomio tiene dos raices, una de las cuales es y = 1 y la otra es la coor-
denada yo del punto de interseccién que buscamos. Por lo tanto, el polinomio
factoriza como

Y =0.

(v =1y — ) =y* — (yo + 1)y + %0
Por lo tanto,
t2—1
T2l
De la ecuacion de la recta sacamos el valor correspondiente de xg y concluimos

que el punto de corte es
2t 2 -1
2241782 4+1)°

Reciprocamente, si tenemos un punto (xg,yo) en la circunferencia distinto del
punto (0, 1), entonces la recta que pasa por ambos puntos tiene ecuacion

Yo

(1 —yo)x + zoy —xo =0,

luego corta al eje y = 0 en el punto ¢t = z¢/(1 —yp). Tenemos asi una correspon-
dencia biunivoca entre los nameros racionales ¢ y los puntos de la circunferencia
unitaria distintos de (0, 1) con coordenadas racionales.

Todo lo anterior son hechos generales sobre la proyeccion estereografica, que
no serfa justo considerar como parte de la demostraciéon de 2.2 que vamos a ver a
continuacion. Es méas razonable considerar que nuestra tercera prueba empieza
aqui:

1Lo tinico que no era evidente es que la proyeccién estereografica hace corresponder puntos
racionales con puntos racionales.
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DEMOSTRACION: Supongamos que (z,y, z) es una terna pitagorica primitiva
con y par. Entonces (z/2)% + (y/2)? = 1, luego (y/z,7/z) es un punto de la
circunferencia unitaria distinto de (0, 1), luego, llamando

po YE Y
l—2/z2 z-—2a’
hemos visto que se cumple
y 2t LE_tQ—l
z 241 z 241

Sit=p/q, con py q primos entre si, entonces

y 2p/q 2pq z  (p/e)*—-1 p*—¢

2 P+l prrer 2 (p/e)?+1 pPPAg?

No puede ocurrir que p y ¢ sean ambos impares, porque entonces p>+¢? seria
par y en la primera fracciéon podriamos simplificar el 2, con lo que y seria impar.
Entonces, la segunda fraccion es irreducible,? porque un primo (necesariamente
impar) que divida a su numerador y su denominador dividiria a p y a ¢, que
son primos entre si. Como y/z también es irreducible, tiene que ser y = 2pq,
z = p® + ¢, luego la segunda fraccion nos da que z = p? — ¢>.

Asi pues, llegamos a que toda terna pitagorica primitiva (con y par) es de
la forma

(l’,y,Z) = (p2 - q232p%p2 + q2)7

donde p y ¢ son primos entre si y tienen paridades opuestas. Ademas obviamente
debe cumplirse que ¢ < p para que x sea positivo.

En estos términos es evidente que toda terna de esta forma es pitagoérica,
pues cumple que (y/z,x/z) es el punto de la circunferencia unitaria que se
corresponde con t = p/q, luego cumple y?/2% + 2%/2% = 1, luego 22 + y? = 2°.

El Ultimo Teorema de Fermat A continuaciéon demostramos la parte del
Ultimo Teorema de Fermat que realmente prob6 Fermat, a saber, que la ecuaciéon
z* + y* = 2% no tiene soluciones enteras positivas. En realidad probé algo
ligeramente mas general:

Teorema 2.3 La ecuacion z* + y* = 22 no tiene soluciones enteras positivas.

En particular el Ultimo Teorema de Fermat es cierto para n = 4.

DEMOSTRACION: Si existen soluciones positivas de la ecuacion z* +y* = 22,

entonces (22,92, z) es una terna pitagorica. Notemos que si un primo p divide a
x,y, z entonces p* | 2y (z/p,y/p, 2/p?) sigue cumpliendo la ecuacion. Aplicando

2Recordemos que una fraccién de nimeros enteros se dice irreducible si su numerador y su
denominador son primos entre si. Es facil ver que todo ntiimero racional puede expresarse de
forma tnica como una fraccion irreducible.
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esto un numero finito de veces podemos suponer que (z,y, z) = 1, y claramente
esto implica que en realidad son primos entre sf dos a dos y que la terna (22, 32, 2)
es primitiva.

Segitin la clasificacién de las ternas pitagéricas, z2 = p? — ¢2, y2 = 2pq,
z = p? + ¢%, donde p y ¢ son ntmeros enteros primos entre si, de distinta
paridad y p > ¢ > 0 (intercambiamos = con y si es necesario para que y sea el
namero par).

Ahora, p? = 22 + ¢2, luego (g, ,p) es otra terna pitagorica, lo que obliga a
que p sea impar, luego q ha de ser par, y asi ¢ = 2ab, r = a®>—b?, p = a®+b?, para
ciertos enteros a y b primos entre si, de paridad opuesta, a > b > 0 (notemos
que se trata de una terna primitiva porque (p,q) = 1).

Por lo tanto y? = 4ab(a® + b?) y en consecuencia ab(a? + b?) = (y/2)%. Por
otra parte (a,b) = 1 implica facilmente que (ab, a® + b?) = 1.

Ahora volvemos a usar un argumento que ya hemos empleado al estudias las
ternas pitagoricas:

Si el producto de dos nimeros naturales primos entre si es un cuadrado,
entonces ambos son cuadrados, pues cada uno de ellos debe tener cada factor
primo con exponente par.

Concluimos que ab y a? + b? son cuadrados y, por el mismo argumento,
también lo son a y b. Digamos a = u?, b = v2, a® + b = w?. Entonces

Wrvt=a2+l=wl=p<p’+¢¢ =2<

En resumen, si existe una terna de ntumeros positivos (z,y, z) que satisfaga
la ecuacion x* + y* = 22, existe otra (u,v,w) que cumple lo mismo pero con
w? < 22. Si existieran tales ternas deberfa haber una con z minimo, lo cual es
falso segun lo visto, por lo que la ecuaciéon no tiene solucion. L]

Es importante notar que el teorema anterior no solo prueba el Ultimo Teo-
rema de Fermat para n = 4, sino en general para n = 4k. En efecto, si existieran
ntimeros positivos (x,y, z) tales que z** 4 y** = 24* entonces (2%, y*, 2¥) seria
una solucién a la ecuacion z* + y* = 2%, lo cual es imposible. En particular el
Ultimo Teorema de Fermat es cierto para las potencias de dos.

De aqui se sigue ahora que si el Ultimo teorema de Fermat es cierto para
exponentes primos impares, entonces es cierto para todo exponente. En efecto,
si existen soluciones positivas a una ecuacion ™ +y™ = 2™, entonces n no puede
ser potencia de 2, luego existe un primo impar p tal que p | n, o sea, n = pk,
para cierto entero k, luego (2, y*, 2¥) es una solucién positiva a la ecuacion
P + yP = 2P,

Observemos también que si p es impar el Ultimo Teorema de Fermat equivale
a la no existencia de soluciones enteras no triviales (o sea, con zyz # 0) de la
ecuacion

P +yP + 2P =0,

lo que muestra que en realidad el papel de las tres variables es simétrico. Esto
simplifica algunos argumentos.
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Nuameros de taxi En el capitulo IV estudiaremos los niimeros que pueden
expresarse como suma de dos cuadrados, pero aqui podemos decir algo (mucho
maés elemental) sobre los nimeros que son suma de dos cubos. Es evidente que,
para un n fijo, la ecuacién z? + y? = n soélo puede tener un numero finito de
soluciones enteras, pues necesariamente |z|, |y| < y/n. En cambio, aunque no
es dificil probarlo, no es inmediato que lo mismo vale para sumas de dos cubos:

Teorema 2.4 Para cada enteron # 0, la ecuacion x> +1y> = n tiene a lo sumo
un ndmero finito de soluciones enteras.

DEMOSTRACION: No s6lo vamos a probar que sélo hay un nimero finito de
soluciones, sino que vamos a ver como podemos obtenerlas todas. Nos basamos
en la factorizacion:

2y’ = (e +y) (@ -2y +y°),
De ella deducimos que x +y | n, lo cual hace que s6lo haya un namero finito de
posibilidades para = + y. Por otro lado,

n

2 2 2
=z —2y+y = (r+ — 3y,
oy y+y = (r+y) y

luego

1 n

y por lo tanto, también hay un ntmero finito de posibilidades para xy. Final-
mente, x e y estan univocamente determinados por b = z +y y ¢ = xy, pues
son las raices del polinomio

(t—a)t—y)=t>—(x+y)t+ay=1t>—bt+c,

es decir,3

b+ Vb* —4c
—

Observemos que si n > 0, entonces b > 0, porque en caso contrario seria
r+y <0, zy > 0, lo que obligaria a que z < 0, y < 0, y entonces n < 0. m

L,y =

Ejemplo Vamos a encontrar las soluciones enteras de la ecuacion a2 +y3 = 91.
La tabla siguiente contiene los célculos necesarios:

b ‘ c ‘ D ‘ T Y

1] —30 12116 -5

71 12 114 3
13| 54 —47

91 12760 | —2759

3Usamos aqui la conocida férmula para resolver ecuaciones de segundo grado, que discuti-
remos en el capitulo siguiente para poder precisar los cuerpos sobre los que puede aplicarse.
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Aqui b recorre los divisores positivos de 91 y ¢ = $(b? — n/b). Si ¢ es entero
calculamos D = b? — 4c y, si éste es cuadrado perfecto, calculamos z, y. Con-
cluimos de este modo que 91 se expresa exactamente de dos formas distintas
como suma de dos cubos:*

91 = 6% + (—5)% = 4% + 32,

Los ntimeros menores que 100 expresables como suma de dos cubos son los
siguientes:
12 7 8 9 16 19
26 27 28 35 37 54 56
61 63 64 65 72 91 98

y, de entre todos ellos, el 91 es el tnico que puede expresarse como suma de dos
cubos de dos formas distintas. Los siguientes son:

91 152 189 217 513 721 728
999 1027 1216 1512 1729 1736 2457

De entre todos ellos, 1729 es el tnico que puede expresarse de dos formas
distintas como suma de dos cubos positivos. La tabla siguiente muestra los
célculos correspondientes:

b c D Ty
1| —576 2305
7| —66 313
13 12 121 12 1
19 90 1110 9
91| 2754 —2735
133 | 5892 —5879
247 | 20334 | —20327
1729 | 996480 | —996 479

La conclusién es que

1729 = 12% + 1% = 10° + 9°.
El siguiente niimero con esta propiedad es

4104 = 16° + 22 = 15° + 9%,

que ademés admite la representacion 4 104 = 183+(—12)3. Los niimeros menores
que 100000 con esta propiedad son diez:

1729 4104 13832 20683 32832
39312 40033 46683 64232 65728

4Esta igualdad se expresa de forma mas elegante como

33 4+ 4% + 5% =63,
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El menor ntmero natural que puede expresarse como suma de dos cubos
(positivos) de n formas distintas se conoce como el nimero de tazi (o de Hardy-
Ramanujan) n-simo. El nombre se debe a una anécdota que conté Hardy sobre
Ramanujan:

Recuerdo que una vez fui a verlo, cuando estaba enfermo en Putney.
Habia tomado el taxi nimero 1729, y le dije que ese niumero me
parecia bastante soso, y que esperaba que no fuera un mal presagio.
No, —me respondid— es un niumero muy interesante. Es el menor
nimero expresable como suma de dos cubos de dos formas distintas.’

En palabras de Hardy: “daba la impresion de que cada nimero natural era
uno de sus amigos personales”. En realidad la observacion de Ramaujan la
habia publicado ya el matematico francés Bernard Frénicle de Bessy en 1657.
El primer niimero de taxi es trivialmente 2 = 1% + 13, mientras que el tercero
fue calculado en 1957 con la ayuda de un ordenador. Resulta ser:

87539319 = 1675 + 4363 = 2283 + 4233 = 2553 + 4143,

Si el lector quiere encontrar este ntimero por sus propios célculos, le ayudara
tener en cuenta que, para x,y > 0, necesariamente ¢/n < b < v/4n.

En efecto, n/b = b% — 3¢ < b%, luego n < b3 y, por otra parte, de la desigual-
dad (z — y)? > 0 se sigue que zy < 22 — 2y + 32, luego ¢ < n/b, luego be < n,
de donde b3 = n + 3be < 4n.

Ejercicio: Probar que 728 puede expresarse de tres formas distintas como suma de
dos cubos (no necesariamente positivos). Es el menor nimero con esta propiedad.

Ahora vamos a probar lo siguiente:
Teorema 2.5 La ecuacion
23 1 = 2% b
tiene infinitas soluciones enteras no triviales, es decir, en las que T # z, x # w.

DEMOSTRACION: Vamos a encontrar polinomios de segundo grado que nos
proporcionen infinitas soluciones no triviales de esta ecuacion. Nos basamos en
que

(at> + bt +¢)® = a3t® + 3a%bt° + (3a’c + 3ab®)t* + (6abe + b3)t3
+  (3ac® 4 3b%c)t? + 3bc*t + ¢*

5Hardy le pregunté entonces a Ramanujan cual era el menor niimero natural expresable
como suma de dos potencias cuartas de dos formas distintas, y Ramanujan le contest6 que no
lo sabia. Euler obtuvo la respuesta en 1772 mediante calculos muy laboriosos. Hoy en dia un
ordenador obtiene la solucién en segundos:

635318657 = 133* 4 134 = 59* + 158%.
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Vamos a buscar dos polinomios distintos p(t) = at? + bt + ¢, p/(t) = a/t? +
b't + ¢ tales que los coeficientes de las potencias impares de ¢ en la expresion
anterior sean opuestos. De este modo, el polinomio f(t) = p(t)3 + p/(¢)? tendra
solo potencias pares de t, por lo que cumplird f(t) = f(—t) y tendremos la
igualdad

(at? + bt +¢)® + (d't> + V't + ) = (at? — bt +¢)® + (a't* = V't + )3,

que serd no trivial si garantizamos ademas que b’ # +b. Esto supone elegir los
coeficientes de modo que cumplan las ecuaciones:

a’b = —a'?v, be? = —b'c?, 6abc + b* = —6a’b'c’ — b3,

No necesitamos encontrar todas las soluciones de este sistema, nos basta encon-
trar una, que sea lo mas simple posible. Si probamos a hacer a = 1 queda

b=—aV, be? = —b'¢?, 6bc + b3 = —6a'b' ¢ — b3,

Ahora observamos que no podemos tomar a’ = =1, pues llegariamos a b = —b/,

y es justo lo que no queremos. Probamos entonces con a’ = 2, y nos queda
b= —4b, be? = —b' 2, 6be + b3 = —12b'¢ — b3,
Sustituyendo la primera ecuacién en las otras queda
b= —4b, 4¢* = 2, —24c — 6402 = —12¢ — b'2.
Por lo tanto tiene que ser ¢’ = +2¢, luego
b=4V, d =42, —24¢ — 64b"? = F24¢ — b2,

La tercera ecuacion no tiene solucién con el signo negativo, asi que tiene que ser

b =4V, d =2, —24¢ — 64" = 24¢ — b2,
La tltima ecuaciéon equivale a 630> = —48¢c, o también a —21"2 = 2%c, con
lo que la solucion mas simple es ¢ = —21, ¥’ = 4. En total hemos obtenido

(a,b,c) = (1,-16,-21), (a’,V', ') = (2,4,42), de donde resulta la identidad:
(12 — 16t — 21)3 + (262 + 4t + 42)% = (1? + 16t — 21)% + (2% — 4t + 42)3.
Ambos miembros son el polinomio
7t% — 105¢* 4 27405¢* + 83 349.

Es inmediato que la igualdad ¢?> — 16t —21 = t2+16t — 21 solo se da cuando ¢ = 0,
mientras que la ecuacion t? — 16t — 21 = 2t? — 4t + 42 equivale a t? + 12t + 63 =
(t +6)2 + 27 = 0, que obviamente no tiene soluciones enteras. Por lo tanto,
dando a t valores enteros positivos obtenemos infinitas soluciones no triviales
de la ecuacion inicial (son todas distintas entre si porque el polinomio de sexto
grado que hemos obtenido, al tener todos sus coeficientes positivos, proporciona
obviamente nimeros mayores a medida que aumenta t). L]
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Observemos que el primer ejemplo explicito de solucién que proporciona el
argumento del teorema anterior, es decir, el que resulta de hacer t =1, es

(—36)3 + 483 = (—4)% 4 403

Ahora bien, todos los nimeros son multiplos de 4, luego si dividimos la igualdad
entre 4% obtenemos

—9% +12% = —13 + 103,

que es la soluciéon correspondiente al “niimero de taxi”, pero desordenada. Un
poco més en general, si cambiamos ¢ por 2t + 1, obtenemos:

(412 — 28t — 36)° + (8t + 16t + 48)3 = (4> 4 36t — 4)® + (8t + 40)3.

Vemos que todos los coeficientes son miltiplos de 4, luego podemos dividir
la igualdad entre 4% y obtenemos otra expresion que nos da soluciones “mas
pequenias". Si ademés la reordenamos conseguimos que la correspondiente a
t = 0 sea precisamente el nimero de taxi:

(22 + 4t +12)3 + (=t — 9t + 1) = (262 + 10)3 + (—t*> + 7t + 9).

El nimero de divisores En 1644 Mersenne plante6 el problema de encontrar
el menor ntimero con exactamente 60 divisores (positivos). Vamos a presentar
algunos resultados que nos permitiran resolver este problema y otros similares.

Es costumbre llamar d(n) al ntumero de divisores (positivos) de un ntumero
natural n. Sin = p .- p¢r, es muy facil concluir que

din)=(e1+1) - (e, +1).
Por ejemplo, d(1000000) = d(2°-55) = (6 +1)(6 + 1) = 49.
Resolveremos el problema de Mersenne a partir de un hecho elemental:
Teorema 2.6 Sid, d > 1y p? > q, entonces pdd/_1 > pd—lgd-1,

DEMOSTRACION: Como d' > 1, tenemos que d’ — 1 > 0, luego se cumple

d—1,d —1

pd(d’*l) > qd'*l y, multiplicando por p?~!, obtenemos pdd/’1 > p*Tiq m

A su vez:

Teorema 2.7 Si M(n) es el menor nidmero natural con exactamente n divisores
Y P1, P2, D3, - .- €S la sucesion de los numeros primos, entonces

M(n) =pit = 'ps2 =t pp

donde los exponentes cumplen e; > eg > -+ > e > 2, e1--ep=ny, sid| e
es un divisor propio (distinto de 1 y e;), entonces p;f < Pk41-
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DEMOSTRACION: Los divisores primos de M (n) tienen que ser los primeros
primos p1,...,pr hasta un cierto k, pues si hubiera un “hueco”, es decir, si
pi t M(n), p; | M(n), con i < j, el nimero que resulta de sustituir p;fl por
Py’ ~! en la factorizacion de M (n) seria estrictamente menor y tendria el mismo
nimero de divisores primos. Ademaés, si i < j entonces e; > e;, pues en caso
contrario, si e; < ej, se cumple que pf“lp;j s Py’ 71p§"71 (pues estamos
sustituyendo e; — e; primos p; por primos menores p;), luego cambiando estas
potencias en la factorizacion de M (n) obtenemos un niimero menor con el mismo
nimero de divisores. Ademéas n = d(M(n)) =ejy ---e.

Finalmente, si e; = dd’, con d, d’ > 1, pero p¢ > pr+1, como las bases son
primos distintos, tiene que ser p¢ > ppy1, vy el teorema anterior nos da que

. — /I _ . s — /_ . ..
p; t> pf 1PZ +11, luego cambiando p;’ ! por p;i 1pz +11 en la factorizacion de
M (n) obtenemos un namero menor con el mismo ntumero de divisores. "

Si g es primo, el teorema anterior implica que e; = g, por lo que M (q) = 2971,
Ahora, si n = q1q2, para dos primos g, > o, entonces M (n) = 201 ~1392~1,

En efecto, el teorema anterior deja en principio dos alternativas. Una es la
que e; = q1, e2 = @2, que lleva a la conclusién que queremos probar, y la otra
es que e; = q1ga2, en cuyo caso M(n) = 201921 > 2017130271 "pero entonces,
tomando d = ¢, tendriamos que 27t < po = 3, lo cual es imposible.

Supongamos finalmente que n = q1¢2q3 0 7 = ¢1¢2q3q4, donde los primos g;
forman una sucesiéon decreciente. Entonces, si e; = dd’, con d > 3y d > 2,
entonces k < 3, luego

24> 2% > 7 =py > pria,

en contradiccién con el teorema anterior. Esto implica que ey es primo o e; = 4.
Por otro lado, sii > 2 y e; = dd’, con d, d’ > 2, entonces

pl>p7 >3 >7=pi>prp,
y de nuevo tenemos una contradiccion, luego e; es primo.

Asi pues, si n = g1¢2q3, 0 bien e; = 4, es = ¢q, en cuyo caso n = 4q; y
M(n) = 241.3071 cone; =4 > ey = q; > 2 o, més precisamente, dado
que q; es primo, 2 < ¢; < 3, o bien tenemos e; = ¢, es = qa2, €3 = q3, luego
M(n) = 20 —132-150-1

El primer caso sblo puede darse si n = 8 o n = 12, pero entonces:

‘ 94-1, 3¢:1-1 ‘ 901 —13g2—15q35—1 ‘
24 30
72 60

il

por lo que el primer caso solo se da con M (8) = 24.

Q

wW DN
S ool

Por otro lado, si n = q1¢2g3q4, 0 bien e; = 4, ex = q1, €3 = g2, €n cuyo caso
n=4qiqz, cone; =4 > ey =q; > e3 =qz > 2, luego de hecho 2 < ¢y < ¢; <3
y M(n) = 24"1.30-1.5%2-1 ¢ bien todos los e; son primos y se cumple que
M(n) =9on—1.3¢0-1 593—1 79—1
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El primer caso sbélo puede darse para los valores de la tabla siguiente:

a1 G2 ‘ n ‘ 24=1.3n—1. 5e2—1 ‘ 2¢1—1.392-1 . 5as—1 . 7qa—1
2 2116 120 210
3 2|24 360 420
3 3|36 1800 1260

vemos que hay que descartar el 36 y la conclusion es la siguiente:

Teorema 2.8 Sin = q;---qx con k < 4 y los primos q; forman una sucesion
decreciente, entonces el menor nimero conn divisores es M(n) = p‘lh*1 X ~pZ’“71
excepto en los casos n = 8,16,24, para los cuales se cumple que M(8) = 24,

M(16) = 120 y M (24) = 360.
En particular hemos resuelto el problema de Mersenne:
Ejemplo: El menor nimero con 60 divisores es M(60) = 2%-32.5.7 = 5040.
Basta aplicar el teorema anterior teniendo en cuenta que 60 =5-3-2- 2.
Ejercicio: Calcular el menor ntiimero con 100 divisores.
Notemos que M(2) = 2, pero
M@3)=4, M(4)=6, M(6)=12, M(12)=60, M(60)=5040.
Esto nos lleva a:

Ejemplo El menor ntumero con 5040 divisores es 293 318 625 600.

En efecto, como 5040 = 2% .32 . 5.7 tiene 8 factores primos, el teorema 2.7
nos da que M (5040) es divisible a lo sumo entre 8 primos distintos, por lo que
Pr+1 < 23. Por lo tanto, si d es un divisor propio de e;, con ¢ > 3, tiene que ser
52 < pf < 23, lo cual es imposible, luego e; es primo salvo a lo sumo si ¢ = 1, 2.

El mismo razonamiento prueba que un divisor propio de e; tiene que ser
menor o igual que 4, luego, si e; no es primo, siendo divisor de 5040, tiene que
ser uno de los valores 4,6, 8,9, 12, pero tenemos que descartar el 4 y el 6 porque
entonces 7 dividiria a otro e; y no se cumpliria e; > e;. Por otro lado, si e; es
primo tiene que ser e; = 7.

Similarmente, un divisor propio de ey tiene que ser menor o igual que 2,
luego si es no es primo, tiene que ser 4, pero esto es imposible, porque, como
5 no puede dividir a e, tendria que ser un e;, y no se cumpliria e; > €;. Asi
pues, todos los e; son primos salvo quiza e;.

La tabla siguiente recoge todas las posibilidades:

€1 M

12203554 72.11- 13 6538371 840000
9 |28.36.5%.7.11-13-17 1984 862 880 000
8 [27.36.5%.72.112.13 4495130640 000
7 126.3%.5%2.72.11-13-17-19 293318625 600

Por lo tanto, el valor de M (5040) es el correspondiente a la ultima fila. =
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Vamos a ver que los nameros M (¢™), donde ¢ es primo, son faciles de calcular.
Para ello, si p; es el primo i-ésimo, definimos

GG, =pl™ V7 >,

y llamamos g1, go, . . . a la sucesion que forman estos niimeros en orden creciente.
Por ejemplo, para ¢ = 2 tenemos que

2 4 8 16 32 64
3 9 27 81

5 25 -

7 49

11

donde dejamos de calcular cuando llegamos a ntimeros mayores que 100. La
primera columna se prolonga con la sucesiéon de los primos, por los términos
menores que 100 de la sucesién son

2 3 4 5 7 9 11 13 16 17 19 23 25 29 31 37
41 43 47 49 53 59 61 67 v1 73 79 81 83 89 97

Dejamos al lector la comprobacién de que, para ¢ = 3, los términos menores
que 1000 de la sucesion g; son

4 9 25 49 64 121 169 289 361 529 729 841 961
Teorema 2.9 En las condiciones anteriores, se cumple que M (¢™) = g1 gm.-
Por ejemplo, el menor nimero con 39 divisores es
M(3'0) =4.9-25-49-64-121-169 - 289 - 361 - 529 = 3 185307 433 269 561 600.
Ejercicio: Calcular el menor néimero con 2'° divisores.
DEMOSTRACION: Sea n un ntmero con d(n) = ¢ divisores. Pongamos que

su descomposicion en factores primos es n = ¢f* - - - ¢5. Entonces se cumple que
d(n) = (ey+1)--- (e, +1) = g™, luego e; + 1 = ¢" con hy + -+ h, = m. Asi

hy _ hy
pues, n = ¢} Lo q?"~1. Ahora observamos que
h; h;—1 h;—1
q"i=1 _ (q=1)(+q+-+¢"1"") _ q¢-1 _(q—1)g (g=1)q™
4; =4q; =4q; 4 gy .

Por lo tanto, qfht_l es producto de h; ntimeros g; distintos entre si, todos
con base ¢;, luego son distintos de los correspondientes a cualquier otro primo
g, y en total n es producto de hy + - - - 4 h, = m ntimeros g; distintos entre si.
Por lo tanto, n > g7 - - - g,n. Ahora basta probar que
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Razonamos por induccién sobre m. Si m = 1 tenemos que g; = G(1,1) = 2971,
luego d(g1) = q. Si es cierto para m y gm+1 = G(i,1), entonces todos los G(7,1")
con I' < | aparecen entre gi,...,¢m, luego el exponente de p; en g1 --- g, es
(=11 +qg+-+¢72) =¢" =1y el exponente en g -+ gpmy1 es ¢ — 1,
luego

d(g1 - gm+1) :d(gl"‘gm)ﬁ =q 9g=q

2.3 Dominios de factorizaciéon Gnica

Vamos a ver como se adaptan los conceptos aritméticos basicos cuando se
aplican a Z en lugar de a N. Vamos a ver que los conceptos aritméticos “en-
turbian” un poco al considerar nimeros enteros, pero que esto se compensa con
creces con la posibilidad de restar sin restricciones que ofrece el anillo de los
niumeros enteros. Ademés, las adaptaciones necesarias para trabajar en Z nos
permiten en realidad extender los resultados aritméticos bésicos a una clase re-
lativamente amplia de anillos, entre ellos los anillos de polinomios, como Z[x] o
Ql[z], de modo que el caso de Z resulta ser un mero caso particular.

Para empezar, el concepto de divisibilidad que hemos definido en N es valido
igualmente en cualquier dominio integro:

Definicion 2.10 Sia y b son dos elementos de un dominio integro A, diremos
que a divide a b, (o que b es un multiplo de a o que b es divisible entre a), y lo
representaremos por a | b, si existe un elemento ¢ de A tal que b = ac. En caso
contrario escribiremos a 1 b.

En el caso concreto de Z es facil ver que dos ntimeros enteros m y n cumplen
m | nsiysolosi|m|| |n|en el sentido de la seccion precedente. Asi, por ejemplo,
si los divisores de 6 en N son 1, 2, 3, 6, sus divisores en Z son los nimeros enteros
cuyo valor absoluto divide a 6, es decir, £1,+2,+3,£6. Vemos que al pasar
de N a Z, los divisores de un nimero “se duplican”.

Es inmediato que la divisibilidad cumple las propiedades:
Reflexiva a | a,
Transitiva Sia | by b]|c, entonces a | c.

Sin embargo, mientras que la divisibilidad en N es antisimétrica, es decir,
si dos niimeros naturales camplen m | n y n | m, necesariamente m = n, en Z
tenemos, por ejemplo, que 6 | —6 y —6 | 6, pero obviamente 6 # —6.

Elementos asociados Nos acabamos de encontrar con que en Z se da un
fenébmeno que no aparece cuando trabajamos exclusivamente con ntimeros na-
turales: la existencia de nimeros asociados.
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Definicion 2.11 Diremos que dos elementos a y b de un dominio integro A son
asociados en A, y lo representaremos por a ~ b, sia |by b | a.

Es claro que la relaciéon de asociaciéon cumple las propiedades siguientes:
Reflexiva a ~ a.
Simétrica Sia ~ b, entonces b ~ a.
Transitiva Sia~b y b~ ¢, entonces a ~ c.

Maés atn, es inmediato que dos elementos son asociados si y solo si tienen
los mismos maltiplos y los mismos divisores.

En general, veremos que, en la practica, que dos elementos sean asociados
se traduce en que son “la misma cosa” a efectos de divisibilidad.

Por ejemplo, en el caso de Z, la asociacién agrupa a los niimeros enteros en
parejas (excepto en el caso del cero):

0, &1, +2, %3,

En otros términos: dos ntimeros enteros cumplen m ~ n si y solo si |m| = |n|.

El caso del 0 es un caso aparte pues es facil ver que en un dominio integro
arbitrario el 0 es el dnico asociado de si mismo. En los demés casos, la distri-
bucién de los asociados “por parejas” no es casual. En genera, la presencia de
elementos asociados en un dominio integro es consecuencia de la existencia de
unidades distintas de 1. Recordemos que una unidad es un elemento tal que
exista 4! de modo que uu~! = 1.

Equivalentemente, las unidades son los divisores de 1 y, como 1 divide a cual-
quier otro elemento, podemos concluir que las unidades de un dominio integro
son los asociados a 1. Visto asi, el teorema siguiente afirma que los asociados
a 1 determinan los asociados de cualquier otro elemento:

Teorema 2.12 Dos elementos a y b de un dominio integro A son asociados si
y sdlo si existe una unidad u de A tal que b = ua.

DEMOSTRACION: Si u es una unidad, entonces claramente a | ua y también
ua | a, pues a = u~1(ua), luego a ~ ua.

Reciprocamente, si a ~ b, entonces existen u y v tales que b = ua y a = vb,
luego b = uwb. Si b = 0 tenemos que a = v0 = 0, luego obviamente a =b-1y
se cumple lo requerido con u = 1. Si b # 0 podemos simplificarlo y concluir que
uv = 1, luego v es una unidad. ]

Asi, como las unidades de Z son =41, resulta que cada nimero entero m no
nulo tiene exactamente dos asociados, que son m -1y m - (—1), es decir, +m.
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Elementos irreducibles y primos Hemos definido un niimero natural primo
como un numero p > 2 cuyos tnicos divisores son 1y p, pero si queremos adaptar
la definicion para adecuarla a los ntimeros enteros debemos tener en cuenta que,
por ejemplo, 5 ya no tiene unicamente divisores 1 y 5, sino que sus divisores
son £1 y £5. Si pensamos en un dominio integro arbitrario, debemos tener
en cuenta que todo elemento a es divisible como minimo entre sus asociados y
entre las unidades. De hecho, en una descomposicién a = be, se cumple que b
es una unidad si y sélo si ¢ es un asociado de a y viceversa.

Esto nos lleva a las definiciones siguientes:

Definicion 2.13 Un elemento p de un dominio integro A es irreducible si no
es 0 ni una unidad y sus tnicos divisores son las unidades de A y sus asociados
en A.

Se dice que A es un dominio de factorizacion inica si todo elemento de A que
no sea nulo ni una unidad se descompone en producto de factores irreducibles
de forma tunica salvo orden o asociacion.

Por ejemplo, es facil ver que
110=2-5-11 = (=5)-2- (—11)
son dos descomposiciones en factores irreducibles de 110 en Z, y no son la misma,
pero se cumple que 2 ~ 2, 5 ~ =5y 11 ~ —11.
Asi, la unicidad salvo orden y asociaciéon quiere decir en general que si tene-
mos dos descomposiciones
aG=P1-"Pr=4q1"" (s

en factores irreducibles, necesariamente r = s y, reordenando si es preciso los
factores, se cumple que cada p; ~ g;.

Notemos que N no es un dominio de factorizaciéon tinica simplemente porque
no es un dominio. Sin embargo, el teorema fundamental de la aritmética se
traduce facilmente en que:

Z es un dominio de factorizacion unica.

En efecto, en primer lugar observemos que un nimero entero p es irreducible
en Z siy solo si el nimero natural |p| es primo en el sentido de la seccion anterior.
En efecto, ambas condiciones implican que p # 0y p # £1 y la segunda equivale
a que los divisores de |p| sean 1 y p, lo cual equivale a que los divisores de p
en Z sean +1 y +p, es decir, las dos unidades y los dos asociados de p, y esto
es tanto como decir que p es irreducible.

En suma, los enteros irreducibles son +2, +3, +5, +7, ...

Por otro lado, dado un entero n no nulo ni unitario, una descomposicién
en factores primos de |n| = p; - - - p, da lugar a una descomposicion en factores



92 Capitulo 2. La aritmética de la escuela

irreducibles de n sin mas que cambiar p; por —p; en el caso de que n sea
negativo. Y si tenemos dos descomposiciones en factores irreducibles

P1-Pr =41 (s,

entonces |p1|---|pr] = lq1|---|¢s| son dos descomposiciones en factores primos
de un mismo nimero natural, luego por el teorema fundamental de la aritmética
r = sy, reordenado los factores si es preciso, se cumple que |p;| = |¢;], es decir,
que p; ~ ¢;. Por lo tanto, las dos descomposiciones son la misma salvo orden y
asociacion.

La razon por la que hemos llamado “elementos irreducibles” a lo que hubiera
sido natural llamar “elementos primos” es que es costumbre reservar este nombre
para elementos con una propiedad maés fuerte:

Definicion 2.14 Un elemento p de un dominio integro A es primo si no es 0
ni una unidad y, para todo par de elementos a, b de A, se cumple que si p | ab,
entonces p |a o p | b.

La relacion entre los elementos irreducibles y los primos es la siguiente:

Teorema 2.15 En un dominio integro, todo elemento primo es irreducible. En
un dominio de factorizacion unica, todo elemento irreducible es primo.

DEMOSTRACION: Si p es primo, entonces no es nulo ni unitario. Veamos
que los tnicos divisores de p son unidades o asociados. En efecto, si a | p, existe
un b tal que p = ab. Como p | ab, o bien p | a o bien p | b. Pero a y b dividen
a p, luego a ~ p o b ~ p. En el segundo caso a es una unidad.

Supongamos ahora que p es irreducible en un dominio de factorizacion tnica.
Por definicién no es nulo ni una unidad. Supongamos ahora que p | ab, pero que
ptayptb. Siaesuna unidad, entonces p | b. Igualmente si b es una unidad
se cumple que p | a. Supongamos, pues, que a y b no son unidades. Entonces,
en una descomposicion en factores irreducibles de a y de b, no puede aparecer
ningun factor asociado a p. Al multiplicar ambas descomposiciones obtenemos
una descomposicion en factores irreducibles de ab en las que ningun factor es
asociado a p.

Por otra parte, si ab = pc, al multiplicar por p una descomposicién en factores
irreducibles de ¢ obtenemos una descomposicion en factores irreducibles de ab
en la que si que aparece un factor igual a p. Esto contradice la unicidad de la
factorizacion. -

Asi pues, al trabajar en dominios de factorizacion tnica podemos hablar de
“elementos primos” en lugar de “elementos irreducibles”, pues ambos conceptos
son equivalentes.

Hemos visto que la tnica diferencia a la hora de descomponer un ntmero
natural en factores primos en N o en Z es que en N los factores son necesaria-
mente positivos, mientras que en Z pueden ser positivos o negativos, y no hay
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ninguna diferencia estrictamente aritmética entre cada primo positivo y su aso-
ciado negativo. Sin embargo, hay una precauciéon que debemos tener presente
cuando trabajamos con descomposiciones en factores primos en Z o en dominios
de factorizacion tnica arbitrarios:

En el caso de N es evidente que podemos agrupar en potencias los facto-
res primos repetidos, de modo que todo nimero natural n > 2 admite una
descomposiciéon en factores primos de la forma

— 1 €.
n_pl ...prT,

donde los primos p1, ..., p, son distintos dos a dos. Sin embargo, esto ya no es
cierto en Z. Por ejemplo, es imposible expresar de esta forma el niimero —100.
Una descomposicion en factores primos es —100 = —2-2-5-5, pero 2 y —2 son
primos asociados que no podemos agrupar, a no ser que dejemos fuera el —1,
asi:

—-100 = —2% - 52,

La situaciéon general es la siguiente:

Todo elemento a de un dominio de factorizacion unica que no sea
nulo ni unitario puede descomponerse en la forma

— €1 €
a=upi - py,

donde los elementos p1,...,p, son primos no asociados dos a dos,
los exponentes e; son numeros naturales no nulos y u es una unidad.

En efecto, lo que nos garantiza la definicion de dominio de factorizacién
Gnica es que a puede descomponerse en la forma

a=dqi---gs,

donde los ¢; son primos. Ahora, si los reordenamos de modo que ¢, . ..., sean
asociados entre si, para agruparlos en forma de potencia tenemos que expresarlos
en la forma ¢; = v;p1, donde v; es una unidad, de modo que

e e
(J1"'Qe1:U1"'Uelpl:U1P17

donde u; = v; -+ - ve, €S Una unidad.b
Si vamos agrupando de este modo los grupos de factores primos asociados
entre si, la descomposiciéon de a quedara de la forma

— €1 €er __ e1 €,
a*ul"'qul ...pT' 7up1 ...pr"

pero el ejemplo precedente muestra que en general la unidad u no puede elimi-
narse. La unicidad de la factorizacion se traduce en que los exponentes e; estan
univocamente determinados.

6Notemos que, en general, el producto de unidades es una unidad.
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Definicion 2.16 Si a es un elemento no nulo ni unitario de un dominio de
factorizaciéon tnica A y p es un primo, llamaremos valor p-ddico vy(a) de a al
namero de factores primos asociados a p que aparecen en una descomposicion
es factores primos de a. Si a es una unidad, definimos v,(a) = 0.

Asi, si a = up$* -+ - pi es la descomposicion en factores primos de a (donde
los p; son no asociados dos a dos), entonces vy, (a) = e;, mientras que v,(a) =0
para todo primo p que no sea asociado a ninguno de los p;.

Por ejemplo, el hecho de que 500 = 22 - 52 es casi equivalente a que se
cumple que v2(500) = 2, v5(500) = 3 y v,(500) = 0 para todo entero primo p no
asociado a 2 ni a 5. El “casi” se debe a que —500 cumple lo mismo. Los valores
p-adicos, como todos los conceptos relacionados con la divisibilidad que vamos
a introducir, no distinguen entre un elemento y sus asociados.

Veamos algunas propiedades elementales de los valores p-adicos. En ellas p
representa un elemento irredudible de un dominio de factorizacion tnica A y los
elementos a, b considerados son no nulos.”

1. a es una unidad si y sdlo si vy(a) =0 para todo p.

Si a es una unidad, se cumple que v,(a) = 0 por definiciéon del valor p-
adico. Si a no es una unidad, entonces admite una descomposicién en
factores primos, y si p es cualquiera de los factores que aparecen en ella,
se cumple que v,(a) > 1.

2. vp(ab) = vp(a) + vp(d).
Si a y b son ambos unidades, se sigue de la propiedad precedente. Si a
no es una unidad pero b si que lo es, tomamos una descomposicién en
factores primos a = upi' --- pS y tenemos que ab = bupi' ---p¢ es una
descomposicién en factores primos de ab, luego se cumple que vy,(ab) =
vp(a) = vp(a) + vy(b). Igualmente se razona si a es una unidad y b no.

Si a y b no son unidades, una descomposicion en factores primos de ab se
obtiene multiplicando una de a por otra de by, si en éstas hay v, (a) y v,(b)
factores asociados a p, respectivamente, en la obtenida al multiplicarlas
habra vp,(a) + v, (b) factores.

3. p" | a siy solo si vy(a) > n. (Esto se expresa a menudo diciendo que
vp(a) es el namero de veces que p divide a a.)

En efecto, si p™ | a, entonces existe un b tal que a = p™by, descomponiendo
b en factores primos, obtenemos una descomposicién en factores primos
de a que contiene al menos n factores iguales a p, luego v,(a) > n.

Reciprocamente, si v,(a) > n, entonces a = up* - - - pir, donde existe un ¢
tal que p; ~ p y e; > n. Entonces p; = vp, para cierta unidad v, luego
p" I pi | a.

7Conviene observar que no es necesario exceptuar el 0 en ningin caso si convenimos en
que vp(O) = +o00, asi como que 400 es mayor que todo namero natural y que +oco +n =
+00 + 00 = +00.
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4. a|b siy solo sivy(a) < vy(b) para todo p.
Sia | b, existe un ¢ tal que b = ac, luego vy(a) < vy(a) + vp(c) = vy(b).
Si se da esta condicién, podemos suponer que a no es una unidad, pues

en caso contrario a | b trivialmente. Sea a = up{' ---pSr. Por hipotesis
e; = vp,(a) < vp,(b), luego b admite una descomposicion de la forma
re] re’ .
b=p, ' --prc, donde p; ~ p;, €; > e; y ¢ es una unidad o un producto
de de primos no asociados a pj,...,p.. Ahora bien, expresando p, = u;p;
do cada unidad " d L=
y agrupando cada unidad w;* con ¢, podemos suponer que p, = p;, y

!’ ’
— €, —€ e . —€
entonces b = au~tp; " - pm e, luego a | b.

5. a~b siy sdlo sivy(a) =vy(b) para todo p.
Es consecuencia inmediata de la propiedad precedente.

6. Sia,b,a+b#0, entonces vy(a + b) > min{v,(a),v,(b)}.
Si ademds vp(a) # vp(b), entonces vy(a + b) = min{v,(a), vy(b)}.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que v,(a) = e < €' = v,(b).

Entonces a = p°d’, b = p¢ b/, donde pta,ptt,ya+b=p(d +p€"eb’),
luego vp(a + b) > e = min{v,(a), vp(b)}.

Si ademas e < €, entonces p t a’ + p¢ ~¢l/, pues en caso contrario tendria-
mos que p | @, luego vy(a + b) = e = min{v,(a), v,(b)}.

Es facil generalizar los conceptos de maximo comun divisor y minimo comun
multiplo:

Definicion 2.17 Si A es dominio integro, se dice que un elemento d de A es un

mdximo comin divisor de unos elementos ay,...,a, de Asid|ay,...,d|a,y,
para todo ¢ de A que cumpla ¢ | aq,...,c| ay, se cumple que ¢ | d.

Igualmente se dice que m es un minimo comun multiplo de ay,...,a, si
ay | m,...,a, | my, para todo ¢ de A que cumpla a4 | ¢,...,a, | ¢, se cumple
que m | c.

Notemos que en un dominio integro arbitrario no podemos definir el méa-
ximo comun divisor como el mayor de los divisores comunes porque no tenemos
ninguna relaciéon de orden definida en el anillo, pero podemos usar como he-
mos hecho la definicién de divisibilidad, y lo mismo sucede con el concepto de
minimo comin miltiplo. Sin embargo, con esta definicién no es evidente que
existan el maximo comiin divisor y el minimo comun multiplo de unos elementos
de cualquier dominio integro dado. Enseguida veremos que siempre existen en
todo dominio de factorizacion tinica, pero antes observemos que, como todos los
conceptos relacionados con la divisibilidad, estos conceptos estan definidos de
modo que no distinguen entre elementos asociados. En N, dos ntimeros natura-
les (o cualquier ntmero finito, de hecho) tienen un tnico méximo comun divisor
y un Gnico minimo comun multiplo, pero en un dominio integro todo asociado
de un maximo comun divisor (o minimo coman multiplo) es otro méaximo comitin
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divisor (o minimo comun multiplo). Esto es inmediato, debido a que elementos
asociados tienen los mismos multiplos y divisores, por lo que uno cumple la
definicion si y solo si la cumple el otro. Més ain, si d; y do cumplen ambos la
definicién de méaximo comun divisor, entonces d; ~ do. Esto se debe a que al
aplicar la definicion para d; con ¢ = dy se sigue que da | di, e igualmente d; | da,
luego dy ~ ds. Lo mismo sucede con la definicién de minimo comin miltiplo.

La prueba de que en un dominio de factorizacién tnica siempre existe el
maximo comun divisor y el minimo comin multiplo de unos elementos dados es
esencialmente la misma que hemos visto para el caso de N:

Si ai,...,a, son elementos mo nulos de un dominio de factoriza-
cion unica, entonces tienen mdximo comun divisor y minimo comain
maultiplo. Concretamente:

Un mdximo comin divisor se obtiene multiplicando los divisores pri-
mos comunes elevados al menor exponente con que los dividen.

Un minimo comin miltiplo se obtiene multiplicando todos los divi-
sores primos (comunes y no comunes) elevados al mayor exponente
con que los dividen.

En efecto, observemos que si ay,...,a, no son unidades, podemos fijar des-
composiciones en factores primos

— €41
a; = U;pp" -

€ir

..pr

de modo que los p; sean los mismos en todas ellas (no meramente asociados)
con los exponentes e;; > 0 (pero admitimos exponentes nulos porque un mismo
primo p; no tiene por qué aparecer en todos los a;). Basta tomar

_omy m, _ M M.
d=pi*-p, m=p;toopT,
donde m; = ml’n{elj, .- .,enj}, Mj = méX{€1j7 .. .,enj}.

Es claro entonces que v,(d) < v,(a;) para todo i, luego d | a;, asi como que,
si ¢ | a; para todo i, entonces vy, (c) < vy, (a;) para todo i, luego se cumple
que vy, (c) < mj = vy, (d). Esto implica que v,(c) < v,(d) para todo p, pues lo
tenemos probado si p es asociado a un p;, y en caso contrario vp(c) < vp(ai;) =0
implica que v,(c) = 0 y la desigualdad se cumple trivialmente. Por consiguiente
¢ | dy des un méximo comun divisor de aq, ..., a,. Igualmente se prueba que m
es un minimo comun miultiplo.

Si algin a; es una unidad, es claro que un méaximo comun divisor es 1,
mientras que para calcular un minimo comin miltiplo podemos eliminar todos
los a; que sean unidades (y si todas lo son, entonces 1 es un minimo comin
multiplo).
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2.4 Dominios euclideos

Veamos ahora que la demostracion del teorema fundamental de la aritmé-
tica puede generalizarse para probar que una familia relativamente amplia de
dominios integros son dominios de factorizacién tnica.

Definicion 2.18 Un dominio integro A es un dominio euclideo si existe una
aplicacion® ¢ : A\ {0} — N (llamada norma euclidea) que cumple las dos
propiedades siguientes:

1. Si ay b son elementos no nulos de A, entonces ¢(a) < ¢(ab).

2. Para cada Dy den A, con d # 0, existen cy r en A tales que D = dc+r,
de modo que o bien r = 0 o bien ¢(r) < ¢(d).

Ya conocemos algunos ejemplos de dominios euclideos:

e 7 es un dominio euclideo tomando como norma ¢(n) = |n|.

En efecto, obviamente se cumple que |m| < |mn| (donde m y n son ni-
meros enteros no nulos) y, dados enteros D y d, con d # 0, podemos
dividir |D| = |d|ec + 7, donde 0 < r < |d|. En principio, ¢ es un namero
natural, pero cambiédndolo por —c si d < 0, tenemos un cociente entero
tal que |D| = de+r. Si D es positivo ya tenemos que D = dc+ r. En
caso contrario, cambiamos ¢ por —c y tenemos que D = dc — r, donde
| —r| < |d|.

Conviene observar que el cociente y el resto no son tnicos, pero la defini-
cién de dominio euclideo no exige que lo sean. Por ejemplo:

17=3-542, con |2| < |3|, 17=3-6—1,con | — 1] < 3.

No es dificil ver que cuando r # 0, hay exactamente dos cocientes posibles
con dos restos posibles, uno positivo y otro negativo, luego la divisiéon es
inica si exigimos que el resto no sea negativo.

e Si k es un cuerpo, el anillo de polinomios k[z] es un dominio euclideo
tomando como norma ¢(p) = grad p.

En efecto, es claro que si p y ¢ son polinomios no nulos, se cumple la rela-
cion grad p < grad p 4+ grad ¢ = grad(pq). Por otro lado, en la seccion 1.3
hemos probado que todo par de polinomios D y d con d # 0 tiene division
euclidea (teniendo en cuenta que el coeficiente director de d es una unidad
en k), porque en un cuerpo todo elemento no nulo es una unidad.

Vamos a probar que todo dominio euclideo es un dominio de factorizacion
tnica. En primer lugar observamos lo siguiente:

8Esto quiere decir que ¢ es un criterio que a cada elemento a de A le asigna un ntimero
natural ¢(a).
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Si en un dominio euclideo dos elementos no nulos cumplen que a | b
y no son asociados, entonces ¢(a) < ¢(b).

Pongamos que b = au. Por la definicion de norma euclidea ¢(a) < ¢(b).
Supongamos que se da la igualdad ¢(a) = ¢(b). Dividimos

a=bc+r, conr=00¢(r)<aobd)=d¢a).
Entonces r = a(l — uc). Si uc # 1, entonces r # 0, luego
¢(a) < dla(l —uc)) = o(r) < é(a),

y tenemos una contradicciéon, luego uc = 1, luego w es una unidad, luego a ~ b.
u

Teorema 2.19 FEn un dominio euclideo, todo elemento no nulo ni unitario se
descompone en producto de elementos irreducibles.

DEMOSTRACION: Observemos que todo elemento no nulo ni unitario a tiene
un factor irreducible. En efecto, basta tomar un divisor p que no sea unitario de
norma minima. Si no fuera irreducible, podriamos descomponerlo como p = be,
donde b y ¢ no son unidades, pero por el resultado precedente ¢(b) < ¢(p) y b
también es un divisor de a que contradice la minimalidad de p.

Asi pues, dado un elemento a no nulo ni unitario, podemos tomar un divisor
irreducible p;, de modo que a = pya;. Por el resultado precedente, ¢(a) > ¢(ay).
Si a1 no es una unidad, tiene un factor irreducible po, de modo que a = pipoas
y ¢(a1) > ¢(az). Como no puede haber una sucesion decreciente de nimeros
naturales, tras un numero finito de pasos tenemos que llegar a un a, que sea
una unidad, y cambiando p, por p.a,, que también es irreducible, llegamos a
que a = p; -+ - P, es una descomposicion de a en factores irreducibles. L]

Ahora falta probar que las descomposiciones en factores irreducibles son
anicas salvo orden o asociacion, lo cual se obtiene probando que los elementos
irreducibles son primos, lo cual a su vez se basa en la relaciéon de Bezout:

Teorema 2.20 (Relaciéon de Bezout) Si a y b son dos elementos (que no
sean los dos nulos) de un dominio euclideo, tienen un mdximo comin divisor
d = (a,b) y existen u, v tales que d = ua + vb.

La prueba consiste en observar que el algoritmo de Euclides es valido en
cualquier dominio euclideo. En primer lugar observamos que (a,b) = (a, b+ ca),
en el sentido de que uno de los dos miembros existe si y s6lo si existe el otro, y
en tal caso son iguales. El argumento es el mismo empleado en el caso de N para
demostrar el teorema fundamental de la aritmética: ambos pares de elementos
tienen los mismos divisores comunes. En particular, si tenemos dos elementos
a, b y dividimos b = ac + r, entonces (a,b) = (a, ).

Teniendo esto en cuenta, es claro que el algoritmo de Euclides nos lleva
siempre a un maximo comun divisor de a y b. La tabla siguiente muestra un
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ejemplo en Q[z], pero es evidente que todos los pasos pueden llevarse a cabo
en cualquier dominio euclideo. Ponemos en primer lugar el polinomio de mayor
grado (de mayor norma euclidea) y vamos calculando cocientes y restos. En
cada paso el grado (la norma) del polinomio obtenido es estrictamente menor
que la del polinomio precedente, luego tras un namero finito de pasos se tiene
que llegar al polinomio nulo.

c T

<

u
213 — 3212 {2217 6210 1 229 — 328 £ o7 4+ 25 — 322 + 2 — 3 1 0
z7 26 — 325 4 224 — 623 4+ 222 — 3z 4+ 1 0 1
23+ 23 — 322 42 -3 1 —x
x — 3 12+1 7;237:5 m10+18+1
0

Concluimos que un méaximo comin divisor de

pr = 2B =322 4221 — 62104 22° — 328 + 27 4 2% - 32 + 2 -3,
py = 2% —32° + 221 — 623 + 222 -3+ 1

es d = z2 + 1, asi como que
d=—(2®+p; + (2 4+ 2% + 1)po.

Ahora, exactamente los mismos argumentos empleados en la prueba del teo-
rema fundamental de la aritmética nos dan los teoremas siguientes:

Teorema 2.21 FEn un dominio euclideo, los elementos irreducibles son primos.

Teorema 2.22 Todo dominio euclideo es un dominio de factorizacion unica.

2.5 Divisibilidad en anillos de polinomios

Veamos ahora cémo los resultados de la secciéon precedente nos permiten
concebir la aritmética de los anillos de polinomios en los mismos términos que
concebimos la de los ntimeros enteros, siempre y cuando tengamos presentes las
definiciones generales. Por ejemplo, el concepto de “elementos asociados” (que
en N es trivial) se reduce en Z al hecho de que dos nimeros son asociados si
y s6lo si se diferencian a lo sumo en su signo, lo cual es a su vez consecuencia
de que las unidades en Z son £1. En un anillo de polinomios la situacién es
distinta, en virtud del teorema siguiente:

Teorema 2.23 Si A es un dominio integro, las unidades de un anillo de poli-
nomios Alxi,...,xy,] son las unidades de A.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que Alzy,...,x,] = Alz1][x2] - [24],
basta probar el teorema paran = 1. Sea, pues, p(z) un polinomio de A[z] que sea
una unidad. Esto significa que existe otro polinomio ¢(z) tal que p(z)g(x) =1,
pero, tomando grados, tenemos que

grad p(x) + grad ¢(z) = grad 1 = 0.
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Como los grados son ntimeros naturales, necesariamente
grad p(z) = grad q(z) = 0,

luego p(z) y q(x) son, en realidad, dos elementos a, b de A tales que ab = 1,
luego p(x) = a es una unidad de A.

Reciprocamente, si a es una unidad de A, entonces aa™! = 1, y esto vale
igualmente considerando a a y a a~! como polinomios de grado 0, luego a es
una unidad de A[z]. .

Asi, por ejemplo, las unidades del anillo Q[z] son todos los polinomios no
nulos? de grado 0, ya que Q es un cuerpo y todos sus elementos no nulos son
unidades.

Asi, a efectos de divisibilidad, al trabajar en Q[x] debemos considerar que
los polinomios

3x—5 y x—5/3

son “esencialmente la misma cosa”, pues se diferencian en el factor unitario e = 3.
Al igual que en Z, ante la posibilidad de elegir un asociado cualquiera de un
nimero dado, es util considerar siempre que es posible el asociado positivo,
hay un criterio muy sencillo para seleccionar un asociado de un polinomio para
evitar duplicidades:

Definiciéon 2.24 Si A es un dominio, un polinomio de A[z] se dice mdnico si
su coeficiente director es 1.

Asi, es evidente que, si k es un cuerpo, todo polinomio no nulo de k[x] es
asociado a un unico polinomio monico, pues basta dividirlo entre su coeficiente
director para obtener un asociado monico y, si p(z) y ¢(z) son dos polinomios
monicos asociados, existe un € en k no nulo tal que p(x) = eq(z), pero entonces
el coeficiente director de p(z) es e = 1, luego p(x) = ¢(x).

Asi pues, en lo tocante a la divisibilidad, la traduccién correcta de “ser
positivo” en Z a un anillo k[x] es “ser monico”. Por ejemplo, del mismo modo
que dos enteros positivos son asociados si y sblo si son iguales, dos polinomios
monicos en un anillo k[z] son asociados si y s6lo si son iguales.

Por ejemplo, ahora podemos afirmar que en k[z] todo polinomio no nulo se
descompone de forma tnica salvo el orden como

p(x) = ap1(x)* - pr(z)°r,

donde a es un elemento no nulo de & (es una unidad) y cada p;(z) es un polinomio
mobnico irreducible.

9 Aqui también resiulta ttil el convenio de considerar que grad 0 = —oo, pues asi podemos
decir que las unidades de Q[z] son los polinomios de grado 0.
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No hay ningun criterio general sencillo para reconocer polinomios irreduci-
bles,'® pero hay algunos casos sencillos que resultan muy ttiles. El mas elemen-
tal es el siguiente:

Teorema 2.25 Si k es un cuerpo, los polinomios de grado 1 en k[x] son irre-
ducibles.

DEMOSTRACION: Si p(z) es un polinomio de grado 1, ciertamente no es nulo
ni es una unidad. Si tenemos que p(x) = g(z)r(z), entonces se cumple que
grad ¢(z) + grad r(xz) = 1, luego necesariamente uno de los dos factores tiene
grado 0 y el otro grado 1, luego uno es una unidad y el otro un asociado de
p(xz). Asi pues, los tnicos divisores de p(x) son las unidades y los asociados, y
esto significa que p(z) es irreducible. n

Ejemplo Aqui tenemos dos descomposiciones de un mismo polinomio en fac-
tores irreducibles:

222 — 18 = (2z + 6)(x — 3) = (2z — 6)(x + 3).
Superficialmente son distintas, pero esencialmente son la misma, ya que
204+6=2(x+3) ~x+3, x—3n~2(x—3)=2x—6.

Asi, alguien que entienda la unicidad de las descomposiciones en primos en
el sentido estricto que se da en N, considerard que el polinomio 222 — 18 no
tiene una tnica descomposicion en factores irreducibles en el anillo Q[z], pero el
concepto de asociaciéon que hemos introducido permite ver esta falta de unicidad
como una mera apariencia. Para evitar esta aparente falta de unicidad lo més
sencillo es considerar inicamente factores monicos, dejando aparte el coeficiente
director:

222 — 18 = 2(z + 3)(z — 3)

Es facil determinar si un polinomio p(x) es divisible entre un factor irredu-
cible de la forma x — a. En cualquier caso podemos realizar la division euclidea

p(z) = c(z)(x —a) +r,

donde el resto r tiene que tener grado menor que 1, es decir, tiene que ser un
polinomio constante. Especificamente, al evaluar en a obtenemos que r = p(a).
Por lo tanto, z — a | p(x) si y solo si p(a) = 0.

Definiciéon 2.26 Si A es un anillo y p(x) es un polinomio con coeficientes en
A, se dice que un elemento a de A es una raiz de p(x) si y solo si p(a) = 0.

10Los anillos de polinomios son dominios de factorizacién tinica, y en ellos los conceptos
aritméticos de “irreducible” y “primo” son equivalentes. Sin embargo, en el contexto de los
polinomios es més habitual usar la palabra “irreducible”’, mientras que en otros dominios de
factorizacion Unica se usa preferentemente la palabra “primo”.
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Acabamos de probar que si k es un cuerpo, un polinomio z — a divide a otro
p(zx) siy solo si a es raiz de p(x). Mas en general, p(z) tiene raices distintas
ai,...as en k siy solo si la descomposicion en factores irreducibles de p(x) es
de la forma

p(x) = a(z —ar) - (& = as)pspa (@) - pr (),

donde los polinomios p;(x) son monicos e irreducibles distintos entre si y dis-
tintos de los  — a;. El exponente e; > 0 se llama multiplicidad de la raiz a;
en p(z). Una raiz de un polinomio se dice simple, doble, triple, etc. segin si su
multiplicidad es 1,2, 3,...

Un poco mas en general, si A es un dominio integro y k es su cuerpo de
cocientes, podemos definir igualmente la multiplicidad de una raiz en A de un
polinomio p(x) de A[z] considerando a p(z) como polinomio en k[x].

De aqui deducimos una propiedad fundamental de los polinomios:

Teorema 2.27 Si A es un dominio integro, cada polinomio p(x) de Alz] tiene
a lo sumo tantas raices en A como indica su grado. Mds precisamente, la suma
de las multiplicidades de las raices de p(x) no puede exceder su grado.

DEMOSTRACION: Considerando el cuerpo de cocientes k de A y trabajando
en k[z], si la suma de las multiplicidades de las raices superara el grado de p(x),
la factorizacion

€r

p(@) = a(x —a1)® - (x — as)“psy1(x)=+ - pr(2),
nos daria una contradiccion. u

Asi pues, los polinomios més sencillos son aquellos que se descomponen en
factores lineales (factores de grado 1), como

223 — 1722 + 40z — 16 = 2(x — 1/2)(z — 4)2.

A la hora de buscar posibles raices de un polinomio, a menudo es tutil el
resultado siguiente:

Teorema 2.28 Si A es un dominio de factorizacion iunica, k es su cuerpo de
cocientes y p(x) es un polinomio mdnico con coeficientes en A, entonces todas
las raices de p(x) en k estdn, de hecho, en A.

DEMOSTRACION: Pongamos que
p(z) =2 +ap 12"+ -+ a1z 4 ao

y sea ¢ = r/s una raiz de p(x) en k, donde r, s son elementos de A. Esto
significa que

(1/8)" 4 ap_1(r/s)" "t + -4 a1(r/s) + ag = 0.
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Multiplicando por s™ queda:

n 1 —1

"= —an_15t" " — - —a18" " r —ags”.

Que ¢ no esté en A equivale a que s 1 r, lo cual a su vez equivale a que exista un
primo p en A tal que vp(s) > vp(r). Méas explicitamente, llamando e = v,(r),
tenemos que p° es la mayor potencia de p que divide a r, mientras que p¢*! | s.
Ahora bien

vp(—ais"_iri) =wvp(a;) + (n—i)vp(s) + ivy(r) > ne

lo que significa que p™¢*t! divide a todos los sumandos del miembro derecho de
la igualdad precedente, pero entonces p™¢*! divide a la suma de todos ellos,
luego también p™“t! | 7 pero esto es imposible, porque v, (r") = ne. n

Notemos que este teorema generaliza al resultado que obtuvimos al final de
la seccion 2.1, segin el cual si un ntmero natural tiene una raiz n-sima en Q,
de hecho la tiene en N. Esto resulta también de aplicar el teorema anterior al
polinomio z™ — m, donde m es un entero. Pero el teorema anterior se aplica
también a polinomios como

p(z) = 2® — 32% 4 5z — 15.

Si un numero racional ¢ es raiz de este polinomio, ahora sabemos tiene que
ser un namero entero, y en el capitulo precedente vimos que p(z) se puede
dividir entre  — ¢ en Z[x] (porque x — ¢ es monico) luego podemos expresar
p(z) = (z — ¢)q(z), donde ¢(x) esta en Z[z]. Es claro entonces que, el término
independiente de p(z) es el producto de los términos independientes de los dos
factores, es decir, que ¢ | 15. Esto es claramente cierto en general:

Teorema 2.29 Si A es un dominio de factorizacion tinica, k es su cuerpo de
cocientes y p(x) es un polinomio mdnico con coeficientes en A y ¢ es una raiz
de p(x) en k, entonces c estd en A y divide al término independiente de p(x).

Por lo tanto, las tinicas raices racionales que puede tener el polinomio
p(z) = 2® — 322 + 5z — 15
son +1, +£3 o +£5, luego, con un numero finito de comprobaciones, podemos

determinar si realmente hay alguna.

La regla de Ruffini Hay una forma mas practica de realizar divisiones eu-
clideas entre polinomios de la forma x — a, que se conoce como regla de Ruffini.
Consideremos por ejemplo la division:

23 =322 4+5x—15 | x —2 1 -3 5 —15
—z3 4222 2 2 =2 6

r°—x+3
—x2 452 ‘ 1 -1 3| -9
x? -2z
3x —15
-3z 46

-9
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A la izquierda esté el algoritmo usual, con la pequefia variante consistente
en que hemos cambiado de signo los polinomios que resultan de multiplicar el
divisor por cada monomio del cociente, de modo que transformamos en sumas
las restas que proporcionan el resto en cada paso.

A la derecha hemos aplicado la regla de Ruffini: en la primera fila ponemos
los coeficientes del dividendo (cuidando de no omitir los ceros si los hubiera),
en la segunda fila a la izquierda ponemos a, bajamos el primer coeficiente del
divisor a la tercera fila y, a partir de ahi, el calculo consiste en multiplicar por
a el namero de la tercera fila, poner el resultado en la segunda fila a la derecha
y sumar. Asi, en la tercera fila quedan los coeficientes del cociente y en tultimo
lugar el resto.

Dejamos que el lector se convenza por si mismo de que son dos formas
equivalentes de disponer las mismas cuentas. Por ejemplo, la division:

1 -3 5 15
3 30 15
T 0 5] 0

muestra que ‘
23— 32% + 50 — 15 = (z — 3)(2® +5),

con lo que, en particular, vemos que 3 es una raiz del polinomio dado. L]

Ejemplo Observemos la importancia practica del teorema 2.27. Por ejemplo,
si buscamos las soluciones en Q de una ecuacién como

z® — 32* +52% — 152% = 0
de antemano sabemos que a lo sumo habra cinco. Ahora bien, la factorizacion
25 — 3z + 523 — 1522 = 2%(2® — 322 + 5z — 15)

muestra que a; = 0 es una raiz doble del polinomio, luego s6lo puede haber tres
rafces mas. Si obtenemos, como hemos visto, que

2° — 32* + 52% — 1527 = 2% (2 — 3)(2® + 5)

vemos que a; = 3 es otra raiz y, como obviamente, el polinomio 2% + 5 no
tiene raices en Q, porque una raiz a deberia cumplir > = —5 < 0, y esto
es imposible, podemos concluir que la ecuaciéon dada tiene sb6lo dos soluciones
racionales, a; = 0 (doble) y as = 3 (simple) y sabemos que seria intutil buscar
mas. "

Si un polinomio de grado mayor que 1 tiene una raiz a, entonces no es
irreducible, pues tiene el factor irreducible x — a. El reciproco no es cierto en
general, pero si que es valido para polinomios de grado 2 o 3:

Teorema 2.30 Un polinomio de grado 2 o 3 es irreducible en un anillo k[z],
donde k es un cuerpo, si y solo si no tiene raices en k.
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DEMOSTRACION: Si un polinomio de grado 2 no es irreducible, tiene que
descomponerse en producto de dos factores de grado 1, y los dos tendran una
raiz cada uno (tal vez iguales), luego el polinomio de partida también tiene
raices.

Si un polinomio de grado 3 no es irreducible, se descompondra como producto
de dos polinomios de grado estrictamente menor, luego uno de ellos tendra
grado 1 y esto nos da una raiz. m

Por ejemplo, el polinomio de grado 4
ple) = (a? +1)(2? +2)

es obviamente reducible, pero no tiene raices en Q, pues una raiz de p(x) deberia
serlo de uno de los dos factores, pero claramente, ninguno de los dos tiene raices
en Q (una vez mas porque un cuadrado no puede ser negativo).

Hemos probado que si k es un cuerpo k[z] es un dominio euclideo, pero esto
no es cierto si el anillo de coeficientes no es un cuerpo:

Teorema 2.31 Si A es un dominio integro, el anillo Alz] es un dominio eucli-
deo si y sdlo si A es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Supongamos que A[z] es un dominio euclideo. Sea a un
elemento no nulo de A y vamos a ver que tiene inverso. Consideremos el méximo
comun divisor d = (a,x). Como d | a, tiene que ser un polinomio de grado 0 y si
dp(x) = x, necesariamente p(z) tiene que ser de la forma p(x) = bz, con db = 1.
Esto significa que d es una unidad de A y, por consiguiente, otro maximo comun
divisor de a y x es simplemente d = 1.

Por la relacion de Bezout, existen polinomios tales que 1 = u(x)a + v(z)z,
y evaluando en 0 queda u(0)a = 1, luego a es una unidad de A. L]

En particular, Z[z] o Q[z,y] no son dominios euclideos. Sin embargo, son
igualmente dominios de factorizacion tnica.!!

HEn general, se cumple [Al 3.28] que si A es un dominio de factorizaciéon tinica, entonces
Alz1,...,zn] también lo es.






Capitulo III

Congruencias

Un tipo de problemas de los que se ocupa la teoria de niimeros consiste en
determinar si determinadas ecuaciones tienen soluciones enteras o racionales.
Consideremos, por ejemplo, las ecuaciones siguientes:

22 —32 =5 22-9n2 =1, 323 — Tyt = 1.

Por ejemplo, en el caso de la segunda ecuacion es obvio que admite las solu-
ciones (x,y) = (£1,0), pero ain cabe preguntarse si hay alguna méas aparte de
las obvias, por ejemplo, podemos plantearnos si existen soluciones estrictamente
positivas.

Una primera toma de contacto con un problema de este tipo puede consistir
en pedirle a un ordenador que dé valores a x e y para ver qué resultados obte-
nemos. Por ejemplo, si calculamos x2 — 3y? para valores de x e y comprendidos
entre 0 y 9, obtenemos los valores recogidos en la tabla siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 -3 —-12 =27 —48 -—-75 —-108 —147 -192 —-243
1 -2 -11 -26 —-47 —-74 —-107 —146 —191 —242
4 1 -8 -23 —-44 -71 -104 -143 -—-188 —239
9 6 -3 —-18 -39 —-66 —99 -—-138 —183 —234
16 13 4 —-11 -32 -59 —-92 -—-131 -—-176 -—227
22 13 -2 -23 -50 —-83 —-122 —-167 —218
36 33 24 9 -12 -39 -72 -—-111 -156 -—207
49 46 37 22 1 -26 —-59 98 —143 -—194
64 61 92 37 16 -11 —-44 —-83 —-128 —-179
81 78 69 54 33 6 —-27 —66 -—-111 -—-162

© 00O Uk W~ O
DN
[

Vemos asi que si, en el miembro derecho, en lugar de un 5 tuviéramos por
ejemplo un 1, o un 4 o un 6, la ecuacién tendria soluciones enteras, pero con
un 5 no hemos encontrado ninguna. Naturalmente, que no hayamos encontrado
ninguna con valores para las variables entre 0 y 9 no significa que no pueda
haber soluciones de mayor magnitud.

107
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Seria interesante que el lector programara un ordenador para buscar solu-
ciones de cualquiera de las tres ecuaciones para valores de las variables en un
determinado rango (uno que su ordenador pueda explorar en un tiempo ra-
zonable). Obviamente, no es necesario que el ordenador muestre una tabla
gigantesca, sino que basta con que imprima las soluciones que encuentra, si es
que encuentra alguna.

Si el lector recorre, por ejemplo, un rango entre 0 y 10000000 para cada
variable, no encontrara ninguna solucion salvo la trivial (x,y) = (1,0) en el
caso de la segunda ecuacién.! Lo més aproximado que encontrara seré la “casi
solucion”

5604 — 97 - 5697 = —1.

para la segunda ecuacion.

De nuevo debemos insistir en que el hecho de que no encontremos soluciones
en cualquier rango prefijado de valores para las variables no nos asegura que
no las haya fuera de dicho rango. De hecho, una prueba de que no debemos
sacar conjeturas precipitadas en casos como éste nos la proporciona la segunda
ecuacién, que si que tiene soluciones no triviales, pero la menor de ellas es

628096332 — 97 - 63773522 = 1.

No es necesario un ordenador para encontrar dicha solucién. De hecho, se
trata de una ecuacion de Pell (véase la introduccion), y en el siglo XVII, Pierre
de Fermat sabia resolver ecuaciones como ésa. Sin embargo, el propoésito de
este capitulo es introducir un concepto y unas técnicas que, entre otras muchas
aplicaciones, permiten probar que las otras dos ecuaciones no tienen soluciones
enteras, o siquiera racionales.

Vamos a dar en primer lugar un argumento elemental para el caso de la
primera ecuacion. Supongamos que existieran ntimeros enteros (x,y) tales que
22 — 3y? = 5. Dividamos = = 3¢ + r, donde r = 0, 1,2. Entonces

(3¢ +7)% = 3y* = 9c® + 6er + 1% — 3y* =5,

luego
5— 1% =9¢? 4 6er — 3y* = 3(3¢? + 2cr — y?),

y asi concluimos que 3 | 5 — 2. Ahora bien, si damos a r los tres valores
que puede tomar, nos encontramos con que tendria que suceder que uno de los
nimeros 5 — 0% = 5,5 — 12 = 4, 5 — 22 = 1 fuera multiplo de 3, y ninguno lo es,
asi que no puede existir la solucién supuesta.

Ejercicio: Probar que la tercera ecuaciéon tampoco tiene soluciones enteras imitando

el razonamiento anterior, pero realizando ahora la division euclidea x = 7c 4+ r, con
0<r<e6.

1Es claro que en el caso de las dos primeras ecuaciones no necesitamos dar a las variables
valores negativos. En cuanto a la tercera, vemos que cualquier solucién (z,y) debe cumplir
que z e y tengan el mismo signo, y si fueran ambas negativas, entonces (—xz, —y) seria una
solucién de la ecuacién 3xz3 — 7y3 = —1, luego basta dar valores positivos a las variables y
buscar soluciones con 3z% — 7y3 = +1.
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3.1 Anillos de restos

Si reflexionamos sobre el procedimiento que hemos seguido para probar que
la ecuacién 2 —3y? = 5 no tiene soluciones enteras, vemos que ha consistido en
dividir los infinitos valores posibles que en principio podria tomar la variable x
(todos los nuumeros enteros) en tres clases distintas: la correspondiente a los
nimeros de la forma 3¢ (los multiplos de 3), la correspondiente a los niimeros de
la forma 3c+1 y la de los nimeros de la forma 3c+2. El cociente ¢ podria tomar
en principio infinitos valores, pero los hemos eliminado al concluir que tendria
que cumplirse la relacion 3 | 5 — 72, es decir, a una propiedad que tendria que
cumplir el resto r de x, y esto nos ha permitido resolver el problema porque,
mientras que las posibilidades para z o ¢ son infinitas, sélo hay un ndamero
finito de posibilidades para el resto r, lo que nos ha permitido analizarlas y
descartarlas una por una.

En este capitulo vamos a ver que esta técnica de reducir un problema a los
restos de las cantidades implicadas (dejando asi un namero finito de posibilida-
des para analizar) puede realizarse de forma sistemética y evitando buena parte
de los calculos explicitos que hemos tenido que hacer en los ejemplos que hemos
considerado, especialmente en el caso de la tercera ecuacion.

La idea basica consiste en definir que dos numeros enteros a y b son con-
gruentes modulo m, donde m es un tercer nimero entero, y se representa por
a =b (méd m), si ambos tienen dan un mismo resto r al dividirlos? entre m, es
decir, sia=mc; +ryb=mcy+7r,con 0 <7 < m.

Observemos que a = b (mdéd m) si y sélosi m | a —b.

En efecto, si a y b son congruentes tenemos que
a—b=mc; —mecy =m(c; — ca),

luego m | a — b y, reciprocamente, si m | (a — b), tenemos que a — b = mk o,
equivalentemente a = mk+b. Si dividimos b = mc+r, con 0 < r < m, entonces

a=mk+mc+r=m(k+c)+r,

luego, por la unicidad de la division euclidea, r es también el resto de la division
de a entre m, luego a = b (méd m).

Asi hemos llegado a una caracterizacion del concepto de congruencia de
nimeros enteros que tiene la ventaja de que tiene sentido en anillos arbitrarios,
aunque no sean dominios euclideos, y por ello vamos a tomarla como definicion
general:

Definicion 3.1 Si a, b, m son elementos de un anillo arbitrario, diremos que
a es congruente con b mddulo m, y lo representaremos por a = b (méd m), si
cumplen m | a — b.

2Recordemos que el resto de la divisién euclidea en Z es unico si exigimos que 0 < r < m.
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Resumen 3.1: Propiedades basicas de las congruencias
Reflexiva a = a (méd m).
Simétrica Si a =b (méd m), entonces b = a (mdd m).
Transitiva Si a =b (méd m) y b = ¢ (méd m), entonces a = ¢ (méd m).
Compatibilidad Sia=a’ (méd m) y b =0 (méd m), entonces

a+b=a+b (méd m), ab = a'bt/ (méd m).

Ya hemos visto la interpretacién que tiene esta relacién en el caso de los
ntmeros enteros. La congruencia modulo 2 (que es la misma que la congruencia
modulo —2) divide a los ntimeros enteros en dos clases de restos:

74; 727 Oa 23 47
-3, -1, 1, 3, 5

)

la formada por los nimeros pares y la formada por los nimeros impares. Simi-
larmente, la congruencia modulo 3 (o médulo —3) divide a los nameros enteros
en tres clases de restos:

6, -3, 0, 3, 6,
_5a _27 17 47 77
) 57 Sa

la de los numeros de la forma 3¢, la de los de la forma 3¢+ 1 y la de los de la
forma 3c + 2.

En general, la congruencia modulo m divide a los nimeros enteros en |m)|
clases de restos,® cada una de las cuales estd formada por los ntmeros de la
forma mc + r, para un mismo resto r tal que 0 < r < m.

El resumen 3.1 recoge las propiedades més elementales de las congruencias en
un anillo arbitrario. Todas ellas se demuestran facilmente. Veamos por ejemplo
la demostracion de las propiedades de compatibilidad con la suma y el producto:
Tenemos que a = mc+a’, b= mc + ', luego

at+b=m(c+d)+d +7, ab =m?*cc’ + meb' +mc'a’ +d'l,

luego (a +b) — (/! +¥') = m(c+ ), ab— d'b = m(bec’ + b + c'd’), y esto
significa que a +a’ = b+ b (méd m) y ab = a’t’ (méd m).

Las tres primeras propiedades nos permiten hablar de clases de restos en
anillos arbitrarios:

30bservemos que, en cualquier anillo unitario, todos los elementos son congruentes médulo
+1, asi como que cada ntmero s6lo es congruente consigo mismo modulo 0, por lo que estas
congruencias carecen de interés.
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Definicion 3.2 Si a y m son elementos de un anillo arbitrario A, la clase de
restos de a médulo m es el conjunto de todos los elementos = del anillo que
cumplen la relacion ¢ = a (méd m). En principio la representaremos por [al,,
pero, cuando podamos suponer m conocido, escribiremos simplemente a. Re-
presentaremos por A,, o también A/(m) al conjunto de todas las clases de restos
de A mo6dulo m.

Asi por ejemplo, si consideramos la congruencia médulo 2 en Z, tenemos que

, e}
y el hecho de que éstas son las dos tinicas clases de restos médulo 2 se expresa en

la forma Zy = {0,1}. Similarmente, si consideramos la congruencia modulo 7,
tenemos que

{... -4,
{... =3, -1,

—i ol
I

, 4
)

0= {... —14, -7, 0, 7, 14, ...}
I= {... -13, -6, 1, 8 15, ...}
2= {... —12, =5, 2, 9, 16, ...}
3= {... —11, —4, 3, 10, 17, ...}
1= {... —10, -3, 4, 11, 18, ...}
5= {... -9, -2 5 12, 19, ...}
6= {... -8 -1, 6 13, 20, ...}

y Z7 = {0,1,2,3,4,5,6}. Ahora bien, debemos tener en cuenta que ésta es
s6lo una de entre infinitas formas de representar las clases de restos modulo 7,
pues también podriamos escribir: Z; = {14, —6, 9, —4, —9, 19, 6}, ya que, por
ejemplo, 3 = —4 son dos formas equivalentes de nombrar la clase formada por

los nmeros enteros cuyo resto al ser divididos entre 7 da 3.

En general, cuando consideramos congruencias médulo m en un anillo arbi-
trario, tenemos que

a=>b siysélosi a=0b(médm).

En efecto, la igualdad de clases de restos @ = b indica que los elementos con-
gruentes con a son los mismos que los congruentes con b médulo m y, como a = a
(méd m), también a = b (mdéd m). Reciprocamente, si a = b (mdéd m), enton-
ces la simetria y la transitividad de la congruencia implican que los elementos
congruentes con a son los mismos que los congruentes con b, luego a = b.

Asi, si n > 0, las n clases de restos que forman 7, pueden expresarse en la
forma,

Zn=A10,...,n—1},

pero, un poco méas en general, cualquier intervalo de n nimeros consecutivos
representa también dichas clases:

Zp={k,k+1,....;k+n—1}.
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Por ejemplo, a menudo, en lugar de representar los elementos de Z, con
los primeros ntimeros naturales, resulta 1til de tomar representantes positivos
y negativos, asi:

Y ahora llegamos a un hecho crucial:

Teorema 3.3 Si A es un anillo y m es un elemento de A, entonces el conjunto
A,, de las clases de restos de A mddulo m es también un anillo con la suma y
el producto dadas por

a+b=a+b, a-b=ab.
St A es un dominio y m no es una unidad de A, lo mismo le sucede a A,,.

DEMOSTRACION: El hecho fundamental es que las operaciones estan bien
definidas. Por ejemplo si consideramos en Z la congruencia moédulo 5, tenemos
que 2 =7y 11 = 21. Si al calcular la suma de ambas clases como 2 + 11 = 13
y 7+ 21 = 28 pudiéramos llegar a resultados distintos, no podriamos decir
cual de ellos es realmente la suma que pretendemos calcular, pero sucede que
13 = 28 = 3 y, en general, partamos de la representacién de las clases que
partamos, llegamos siempre a la misma suma, y lo mismo vale para el producto:

2-11 =122, 721 =147,

pero 22 = 147 = 2. Esto es precisamente lo que afirman las propiedades de
compatibilidad recogidas en el resumen 3.1: si tenemos dos pares de elementos
congruentes entre si, al sumar o multiplicar un elemento de cada par obtenemos
elementos congruentes entre si, de modo que determinan una misma clase de
restos.

Una vez justificado que es posible sumar y multiplicar clases de restos, la
comprobacién de que estas operaciones cumplen las propiedades de la definicién
de anillo (o de dominio) es trivial. Veamos por ejemplo la propiedad distributiva:

a(b+¢)=ab+c)=a(b+c)=ab+ac=ab+ac = ab+ ac.

Igualmente se comprueban todas las demés. En particular, el elemento neutro
para la suma es la clase 0 = 0 y el opuesto de un elemento es —a = —a. Si A
es unitario, el elemento neutro para el producto es 1 = 1 y si un elemento a es
una unidad, entonces a~* = a~1.

Observemos también que para que A,, sea un dominio debe cumplirse que

1 # 0, lo cual sucede siempre que m no es una unidad de A. L]

En particular, ahora nos encontramos con una familia de infinitos dominios*

finitos Z,,, los anillos de restos médulo n, para n > 1. Vamos a explorarlos un
poco:

4Notemos que Z; = {0} no es un dominio porque no cumple 1 # 0 y Zg es esencialmente
el mismo anillo que Z. Por otra parte, Zy, = Z_n,.
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Ejemplos de algebra modular Segin ya hemos visto, el anillo de clases de
restos Zy = {0, 1} tiene dos elementos, que se suman y se multiplican de acuerdo
con las tablas siguientes:

Esta “aritmética médulo 2” tiene una interpretacion muy natural. Las ecua-
ciones

ol 4+
= ol Ol
Ol =
e E=l

O O
=1 Ol =

0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1
expresan unas propiedades bien conocidas de la suma de niimeros enteros que
—con menos tecnicismos— se expresan asi:

par + par = impar + impar = par, par + impar = impar + par = impar.
Similarmente, el producto en Zs expresa las relaciones:
par X par = par X impar = impar X par = par, impar X impar = impar.

Consideremos un caso maés “tipico”’, como pueda ser la aritmética de Zis.

Una ecuaciéon como
9+5=14=2

no hace sino expresar algo tan cotidiano como que si un reloj marca las 9,
cuando pasen 5 horas marcaréd las 2. Asi, la aritmética modulo 12 no es sino
la aritmética usual modificada de forma obvia para que se cumpla la relacion
12 = 0, es decir, que cada vez que en un calculo acumulamos 12 unidades éstas
“desaparecen” igual que un reloj vuelve a 0 cada vez que acumula 12 horas.

Si queremos distinguir entre las horas anteriores y posteriores al mediodia
tendremos que considerar la aritmética de Zsys. Una ecuacién como 1948 = 3
indica que 8 horas después de las 7 de la tarde son las 3 de la manana.

Similarmente, la aritmética de Z7 es la aritmética de los dias de la semana,
pero no hay razon para que nos restrinjamos a las aritméticas modulares “de
uso cotidiano”, sino que cualquier ntmero natural n determina su aritmética
modular caracterizada por la ecuacion 7 = 0 (o, més precisamente, por el hecho
de que n es el menor nimero natural no nulo que se identifica con 0).

Conviene no perder de vista que una operacién como

3:-5=6 (modulo 9)

es una operacion entre clases de restos, es decir, que lo que afirma es que si
tomamos cualquier nimero cuyo resto médulo 9 sea 3 y lo multiplicamos por
cualquier otro nimero cuyo resto médulo 9 sea 5 obtendremos un nimero cuyo
resto modulo 9 serd 6. El nimero obtenido dependerd de qué niimeros en con-
creto hemos multiplicado, pero serd necesariamente un nimero de la clase de
restos 6. "
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3.2 Aplicaciones de las congruencias

Ejemplo Consideremos de nuevo la ecuacién z? — 3y? = 5. Si tuviera una
solucién entera, entonces, tomando clases moédulo 3 se cumpliria que 72 = 2,
pero si calculamos los cuadrados de los elementos de Z3, vemos que ninguno de

ellos es 2:
x

X

| i
= =
=Nl

por lo tanto, la ecuacion no puede tener soluciones enteras. Asi se ve méas
claramente céomo la aritmética modular nos ha reducido una ecuacién con dos
variables que pueden tomar infinitos valores a otra de una variable que s6lo puede
tomar tres valores y que, por consiguiente, puede resolverse por comprobacion
directa. Ademés, todos los calculos que teniamos que hacer al presentar el
argumento sin congruencias han desaparecido.

Maés atn vamos a comprobar que la ecuacién no tiene soluciones racionales.
Una solucion racional seria de la forma x/z, y/z, para ciertos nimeros enteros
T, Yy, 2, con z # 0, los cuales cumplirian:

z? — 3y% = 522,

Tomando clases moédulo 3 la ecuacion se convierte en

esto significa que x = 3u y z = 3v, luego la ecuacion es

9u? — 3y% = 4507,

que se simplifica hasta 3u? — 2 = 1502, de donde se sigue que 3 | y?, luego
3|y, y asi resulta que 3 | z, 3 | y, 3 | z, pero esto nos da una contradiccion, ya
que al tomar la solucién racional de partida (z/z,y/z) podemos exigir que z,
y, z no sean todos multiplos de 3, ya que siempre podemos dividirlos entre la
maxima potencia de 3 que los divida a todos para pasar a otra representacion
de la misma solucion (con el mismo denominador) y que cumpla esta propiedad.
Sin embargo, hemos probado que necesariamente 3 dividira a todos ellos. =

Ejemplo Consideremos de nuevo la ecuaciéon 323 — 7y = 1.

Supuesto que admite una solucién entera, tomamos clases modulo 7 y se
convierte en 323 = 1, pero la tabla siguiente muestra que esto es imposible:
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Observemos que al expresar las clases con representantes entre —3 y 3 so6lo
tenemos que comprobar cuatro casos en lugar de 7, ya que el efecto del cambio
de signo es el obvio.? n

Ejercicio: Comprobar usando la aritmética modular que la ecuacién del ejemplo
precedente no tiene soluciones racionales.

Ejercicio: Comprobar que toda terna pitagérica contiene un multiplo de 3, un mul-
tiplo de 4 y un miltiplo de 5.
Ejemplo La ecuacion x® = y* + 4 no tiene soluciones enteras.

En efecto, basta probar que no tiene soluciones médulo 11, para lo cual basta
considerar la tabla siguiente:

zvy|-5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5§
v »| 3 5 -2 4 101 4 -2 5 3
v*/-2 3 4 5 101 5 4 3 -2
(-1 -1 -1 1 -1 01 -1 1 1 1

y*+4| 2 -4 -3 -2 5 45 -2 -3 -4 2

Vemos que z° = +1 (méd 11), mientras que y* +4 # £1 (méd 11), luego nunca
puede darse la igualdad. n

El teorema de Gersénides Ahora podemos probar facilmente el teorema de
Gersonides sobre las potencias de 2 y 3 consecutivas:

Teorema 3.4 (Gersonides) Las tnicas potencias de 2 y de 3 consecutivas son
1,2,3,4 9y 8,9.

DEMOSTRACION: Tenemos que estudiar las soluciones naturales de las ecua-
ciones 2° = 3¥ £ 1. Consideremos en primer lugar el caso 2 = 3¥ + 1. Las
potencias de 3 médulo 8 son:

=1, 3 =3 3=1, 3=3,

luego 3¥ +1 = 2,4 (méd 8). Sin embargo, tenemos también que 2% = 0 (méd 8)
siempre que x > 3, luego para que se dé la igualdad tiene que ser z = 0,1, 2,
pero £ = 0 es claramente imposible, y nos quedan las soluciones 2! = 3% + 1,
22 =3"+1.

Consideremos ahora la ecuacion 2% = 3¥ — 1. Ahora 3¥ — 1 = 0,2 (méd 8).
Mas concretamente, cuando y es impar se da el caso 3¥ — 1 = 2 (méd 8), luego
si y es impar la igualdad exige como antes que x = 0,1,2 pero en realidad
vemos que so6lo puede darse el caso x = 1, para el cual obtenemos la solucién
2t =31 — 1.

5Notemos que, a la hora de hacer calculos, conviene ir reduciendo los resultados parciales

a medida que los vamos obteniendo. Por ejemplo, para calcular 3 - 33, en lugar de calcular 81
y luego tener que calcular el resto modulo 7, es mas practico calcular

3-3-3-3=3:3-9=3-3-2=3-6=3-(-1)=-3.
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Supongamos ahora que y = 2k, de modo que la ecuacion se convierte en
22 =3%_1=03"-1)(3"+1).

Para que esto suceda es necesario que 3¥ + 1 sea potencia de 2, es decir, que se
cumpla 2" = 3% + 1, pero ya conocemos todas las soluciones de este caso, que
corresponden a 7 = 1,2, k = 0,1, luego tiene que ser y = 0,2, si bien y = 0 es
claramente imposible y sélo queda la solucién 23 = 32 — 1. L]

Sumas de cuatro cuadrados Es facil ver que no todo niimero natural se
puede expresar como suma de dos o de tres cuadrados, pero resulta que siempre
se puede expresar como suma de cuatro:

Teorema 3.5 (Lagrange) Todo nimero natural es suma de cuatro cuadrados.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que el producto de dos niime-
ros naturales expresables como suma de cuatro cuadrados es también suma de
cuatro cuadrados. Esto es consecuencia de la identidad siguiente:

($2 +y2 +22 +w2)(x’2 +y/2 _|_Z/2 _|_w/2) (3.1)
= (za' —yy' — 22" —ww)? + (zvy + ya’ + 2w’ — wz')?

(2" + 2z’ +wy' — yw')? + (2w’ + wa' + y2 — 2y’)?

Como consecuencia basta demostrar que todo nimero primo es expresable
como suma de cuatro cuadrados.

Por razones técnicas vamos a necesitar la variante que resulta de sustituir z’
por —z’ en la féormula anterior:

(:,U2 +y2 +22 _’_w2)(x/2 _"_y/2 +Z/2 +w/2)
= (—za’ —yy — 22 —ww')? + (vy — y2' + 20 — wz')
+(xz — 22’ +wy —yw')? + (2w’ — wa’ +y2 — 2y')>2. (3.2)

2

Como 2 = 12 4 12 4 0% + 02, basta probar que todo primo impar p es suma
de cuatro cuadrados.

Los ntimeros 2% con 0 < z < %(p — 1) son incongruentes modulo p, e igual-
mente ocurre con —1 — y? con 0 < y < %(p —1). Como en total son p + 1,

existen x, y en estas condiciones tales que

r? = —1 —y? (méd p).

Equivalentemente, existe un natural m tal que

2 2 1 \2 2
mp=x"+vy +1<1+2<§p> <p7,

luego 0 < m < p.
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Sea 7 el menor natural no nulo tal que existen nimeros enteros z, y, z, w
que cumplan rp = 22 + y? + 22 + w?. Como m cumple esto, serd r < m < p.
Necesariamente r es impar, pues si fuera par, 0, 2 o 4 de los x, y, z, w serian
pares y, reordenandolos, podriamos exigir que t+y, T —y, z+w y z — w fueran
pares. Entonces

1 1 2 1 2 1 2 1 2
5= (5 +1) + (G -v) + GE+w) + (GE-w),

en contradiccion con la minimalidad de r.

Nuestro objetivo es probar que r = 1. Supongamos que r > 1y sean 2/, 3/,
z', w' los restos modulo r de z, y, z, w entre —r/2 y /2 (es posible ya que r es
impar). Claramente

n=a?+y?+2%+w? =2+ + 22 +w? =rp=0 (méd r),

pero n > 0, pues en otro caso ' =y’ = 2’ = w' =0, r dividirfa z, y, 2z, w, luego
r? | 22 +y%® + 22 + w? = rp, de donde r | p y en consecuencia r = 1, contra lo
supuesto. También es claro que n < 4(37)? = r?.

Sea 0 < k < r tal que n = kr. Por la identidad (3.2),
krpr = 23 + 22 + 22 4 22

para ciertos naturales z1, 29, 23, 24 y, teniendo en cuenta céomo se obtienen a
partir de x, y, z, w, 2, ¥, 2’, w’, es claro que los cuatro son multiplos de r (por

ejemplo 21 = —xz’ —yy' — 22/ —ww' = —2? —y? — 22 —w? = —rp =0 (méd 7)).
Asi pues z; = rt; y por tanto r2kp = r2t% + 7'215% + 7“275% + r2ti, con lo que
kp =2 +t3 +t2 + t3, en contra de la minimalidad de 7. L]

Ejercicio: Encontrar un ntimero natural que no sea suma de tres cuadrados.

Ecuaciones de Mordell Reciben este nombre las ecuaciones de la forma
y* =2 +F,

donde k es un numero entero. Mordell demostr6é que, para cada valor de k, hay
a lo sumo un ndmero finito de soluciones enteras, tal vez ninguna. Veamos un
ejemplo sencillo de analisis de una ecuacién de Mordell:

Ejemplo Las tinicas soluciones enteras de y?> = x> + 16 son (z,y) = (0, £4).

=y —16=(y+4)(y —4).

Supongamos en primer lugar que y es impar. No perdemos generalidad si
suponemos que es y > 0, y entonces tiene que ser y > 4. Se cumple que
(y + 4,y —4) = 1, pues un factor primo comun deberia dividir a la resta de
ambos nimeros, es decir, a 8, luego serfa 2, pero entonces 2 | y, en contra de lo
supuesto.
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Ahora usamos que si el producto de dos nimeros naturales primos entre si
es un cubo, entonces cada factor tiene que ser un cubo. Asi pues,

y+4:U37 y_4:1)3,

luego u® — v3 = 8. Pero la distancia entre dos cubos es mayor o igual que la
distancia entre dos cubos consecutivos: (k + 1)3 — k* = 3k% + 3k + 1 > 8 salvo
si k = 1, es decir, salvo en el caso de los cubos 1 < 8, pero no podemos estar
en este caso porque nuestros cubos son impares. Asi pues, y es par, luego z
también es par. Mas aiin, 23 + 16 es divisible entre 8, luego 4 | y. Haciendo
y = 4y’ queda x® = 16(y"?> — 1), luego 4 | x. Hacemos también z = 42’ y la
ecuacion se reduce a
4.%'/3 — y/2 —1.

Esto muestra que y’ es impar. Digamos que y’ = 2m + 1, con lo que
2" =m?+m=m(m+1).

Puesto que, obviamente, (m,m + 1) = 1, ambos factores deben ser cubos.’
Ahora bien, los tnicos cubos consecutivos son —1,0, 1, luego uno de los dos
factores es 0, luego ' = 0, luego = 0 y por lo tanto y = +4. L]

Mucho mas complicado es el caso k = 1:

Ejemplo Las tinicas soluciones enteras de y* = x® + 1 son
(z,y) = (-1,0), (0,£1), (2,£3).

Equivalentemente, el inico cubo positivo que precede a un cuadrado es 8 < 9.

En efecto, escribimos la ecuaciéon en la forma
=y —1=(y+1)(y-1)

Supongamos en primer lugar que y es par. Entonces (y+ 1,y — 1) = 1, pues
un primo que dividiera a ambos ntimeros dividiria a su diferencia, luego seria 2,
y entonces y serfa impar. Concluimos entonces que ambos factores son cubos,
digamos
y+1:u37 yilzvsa

pero entonces u? — v3 = 2, y es facil ver que los tnicos cubos que difieren en

dos unidades son —1 < 1, luego tiene que ser v = —1, u =1, luego y = 0 y a su
vez x = —1.

6 Aqui es fundamental que —1 es un cubo en Z. Hemos usado en varias ocasiones que si un
producto de niimeros naturales primos entre si es una potencia n-sima, entonces cada factor
es una potencia n-sima, pero ahi era fundamental que los factores fueran positivos, ya que
(—4)(—9) es un cuadrado y ninguno de los factores lo es. Al considerar nimeros enteros,
si tenemos que zy = 2", con (z,y) = 1, la factorizacién tnica nos da que todos los primos
dividen a los factores con exponente multiplo de n, y esto se traduce en que z = +u™, y = tv™.
Ahora, si n es impar, entonces —u™ = (—u)™ y podemos concluir igualmente que los factores
son potencias n-simas.
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Supongamos ahora que y es impar. Entonces (y + 1,y — 1) = 2. Por otra
parte, uno de los dos ntimeros y + 1 tiene que ser miltiplo de 4. Cambiando y
por —y si es preciso, podemos suponer que y = 1 (méd 4). Consecuentemente
y+1=2(méd 4), y — 1 =0 (mé6d 4) y asi:

(x)?’_erly—l

2 2 4

y los dos factores son primos entre si, luego ambos son cubos. Pongamos que

y+1l_ s y—1
2 ’ 2

luego 2a® —1 = y = 43 + 1. Asi pues, y tiene que ser de la forma 453 + 1, donde
b es (parte de) una solucion entera de la ecuacion

a® — 2% = 1.

Queremos probar que y s6lo puede tomar los valores +1, 43, pero recordemos
que hemos elegido el signo de y para que sea y = 1 (méd 4), por lo que en reali-
dad hay que probar que s6lo puede tomar los valores 1, —3. Para ello basta pro-
bar que las tinicas soluciones de esta ultima ecuacion son (a, b) = (1,0), (-1, —1).
Esto es un caso particular del ejemplo siguiente. m

Ejemplo La ecuacion x> + 3> = 223 no tiene soluciones enteras con x # +y.

Notemos que en particular, las tinicas soluciones de la ecuacion 23 — 1 = 223
(es decir, haciendo y = —1), son las dadas por x = +1, es decir, (z,2) = (1,0),
(=1,—-1), tal y como necesitamos para completar el ejemplo precedente.

Llamamos soluciones triviales de la ecuacion a las que cumplen x = +y. Si
un primo divide a z, y, también divide a z, y podemos simplificarlo para obtener
otra solucién que serd trivial si y s6lo si lo era la dada, luego si existiera una
solucién no trivial, habria una con (z,y) = 1, asi que no perdemos generalidad
si suponemos que es asi. Ademas tienen que ser impares, porque si uno fuera
par también lo seria el otro. Por la simetria de z e y en la ecuacién podemos
suponer también que y < x. Llamemos

T +y r—y

2 2
Son enteros primos entre si (un divisor primo comin dividirfa a su suma y a su
diferencia, es decir, a z e y) y, como partimos de una solucién no trivial, v > 0.
En términos de u y v, la ecuacién equivale a

u(u® 4 30v?%) = 23

(Sustituyendo u y v por sus definiciones se comprueba que el miembro izquierdo
es (z3+y3)/2.) Basta probar que no existen soluciones enteras de esta ecuacion
con v > 0.
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Supongamos en primer lugar que 3 { u. Entonces (u,u? + 3v?) = 1, luego los
dos factores del miembro izquierdo de la ecuacion deben ser cubos. Pongamos
que u =m? y u? + 3v% = n3, con (m,n) = 1. Entonces, llamando t = n — m?,
3v2 =n® —m® = (t+m?)? —m® =3 + 3t?m? + 3tm*,

luego

t(t* 4 3tm? + 3m*) = 302
Esto implica que 3 divide a uno de los dos factores, pero es claro que de hecho
los divide a ambos, luego 3 | t, 9 | 302, luego 3 | v, pero 31 m, o de lo contrario
3| (myn) = 1, luego 9 1 t* + 3tm? + 3m?, luego 9 | t. Pongamos que t = 9e,
v=3f >0, con lo que

9e(81e? + 273m? + 3m?) = 282,
luego
e(27€? 4+ 9em? + m?) = f2.

Los dos factores del miembro izquierdo son primos entre si, pues un divisor
primo comin dividiria a m y a ¢, luego a (m,n) = 1. Notemos que e > 0, pues
t > 0, porque m8 = u? < u? + 3v% = n3, luego m?> <nyt=n-m?>0. Por

lo tanto

e =17 27¢? + 9em? + m* = 22

(donde estos nuevos y, z no son necesariamente los nimeros de los que hemos
partido). Llamando = m obtenemos una ecuacion

zt 922?427yt = 22

donde y > 0. Basta probar que su unica solucion entera es (x,y, z) = (0,0,0).
Nos ocuparemos de ello en el ejemplo siguiente. Ahora vamos a ver que en el
caso en que 3 | u llegamos a la misma ecuacion.

Recordemos que tenemos la ecuacion u(u?+3v?) = 22 con (u,v) =1y v > 0,

y ahora suponemos que 3 | u. Entonces 3 | z, pero 9 1 u? + 3v?, luego 9 | u.
Pongamos que u = 9u’ y z = 32/, con lo que

o (2702 4 v?) = 23, (', 27u? + %) = 1.
Una vez méas concluimos que los dos factores son cubos, digamos
u =m?, 27u? +v? = n?,
con (m,n) = 1. Ahora llamamos e = n — 3m? > 0, pues
27mb = 27u'? < 27u/? +v? = n?,
luego 3m? < n. Operando:

v? =n3 —2Tmb = (e + 3m?)® — 2Tm® = €3 + 9¢?*m? + 27em?
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y asi tenemos la ecuacién
e(e? + 9em? 4+ 2Tm*) = v2.

Como en el caso anterior, tiene que ser e = 2, e? 4+ 9em? + 2Tm* = 22 y,
llamando y = m, queda

2t + 9x2y2 + 27y4 = z2,

con x > 0, que es la misma ecuaciéon a la que habiamos llegado, y de nuevo
vemos que la existencia de una solucién no trivial de la ecuacién de partida
implica la existencia de una solucién no idénticamente nula de esta ecuacion.
El ejemplo siguiente prueba que no existen tales soluciones. [

2

Ejemplo La ecuacion x* + 922y% + 27y* = 22 no tiene soluciones enteras

distintas de (z,y,z) = (0,0,0).

Basta probar que cualquier solucién entera cumple z = 0, pues esto ya im-
plica que z = y = 0. En caso contrario, no perdemos generalidad si suponemos
que z > 0. Razonaremos por descenso infinito (el mismo argumento empleado
en la prueba del teorema 2.3), es decir probaremos que si existe una solucion
con z > 0, existe otra con 0 < 2’ < 2, lo cual implica que no puede existir una
solucién con z > 0 minimo, y esto equivale a que no existe ninguna.

Si existe una solucién no trivial y un primo divide a z y a y, entonces también
divide a z, y podemos simplificarlo hasta obtener otra solucién no trivial con
0 < 2’ < z. Aplicando este proceso un ntmero finito de veces llegamos a una
solucion con (z,y) = 1.

Si 2 | x, entonces y es impar, luego y? = 1 (méd 4), luego la ecuacion nos da
que 22 = —1 (méd 4) y esta congruencia es imposible. Asi pues, x es impar.

Si y es impar, la ecuacién implica que z es impar, pero, teniendo en cuenta
que todos los cuadrados impares son 1 moédulo 8, la ecuacién nos da la con-
gruencia 5 = 1 (méd 8), lo cual es absurdo. Por lo tanto y es par, y esto hace
que z sea impar.

Si 3 | z, la ecuacién nos da que 27y* = 22 (méd 81), luego 27 | 22, luego
9 | 2z, luego 81 | 22, luego 3 | y, cuando hemos tomado (x,y) = 1. Por lo tanto
concluimos que 31 z.

Llamemos y = 2y, con lo que la ecuacién es
42 .27yd = 2% — ot — 4 9x%y2,

o también )

4
427yt = % — 9o,

La igualdad siguiente se prueba sin més que operar su miembro izquierdo y
aplicar la igualdad anterior:

z+x2 z — z2
( 5 +9y3>< 5 —9y§>—27y§~




122 Capitulo 3. Congruencias

El primer factor es positivo y el producto también, luego el segundo factor
también es positivo. Ademas ambos factores son primos entre si, pues si un
primo p los divide a ambos, también dividira a su suma y a su diferencia, es
decir, p | z y p | 2% +18y3. Si p | yo entonces p | z y tenemos una contradiccion.
En caso contrario, como p | 27y2, tiene que ser p = 3, pero entonces p | w,
cuando hemos visto que no es asi.

En esta situacion es claro que uno de los dos factores sera de la forma 27A4%
y el otro de la forma B*. Supongamos en primer lugar que

2 _ 2
zZ+4+T +9y3:27A4, zZ—T

- 9y§ = B*.

Entonces

2
P 9@ = B'=a® 4 B' =1+ B* (mod 3),

0=27A" — 18y2 =

donde hemos usado que 3 | x, luego #? = 1 (méd 3), y asi llegamos a que
B* = —1 (méd 3), lo cual es imposible. Por lo tanto, lo que sucede es que

2 2
AT g2 gt ETT g2 97pt

con AB = yy. Operando como antes, ahora llegamos a que
A* —18y2 = 2% 4+ 27B*.
Si 2 | A, entonces 2 1 B, y la ecuacién nos da —2y2 = 4 (méd 8), pero es facil

ver que esta congruencia es imposible. Por lo tanto, A es impar, y esto implica
que B es par.

La ecuacién siguiente se comprueba operando su miembro izquierdo:

2 2 _
<A +x 9B2) <A z 9B2) Py

2 2 2 2

El primer factor es positivo, luego el segundo también. En efecto, basta probar
que 9B2% < A2, que equivale a que 3B < Ay, como AB = yjg, esto equivale a
que 3yo < A% o0 a que 9y2 < A%, lo cual es inmediato a partir de la definicién
de A. Una vez mas, de aqui deducimos que

A2+z 9 A2 —2 9

2 2 2 2

donde € y § toman uno el valor 1 y otro 27, mientras que C'D = B. Despejando
x/2 en ambas ecuaciones e igualando queda: eC* +§D*+9B2 = A2, o0 también

eC* +6D* +90%D? = A?

B? = eC*, B* = 6D,

Llamando 2’ = C e ¢y = D o al revés segtin si ¢ = 1 0 € = 27 obtenemos una
ecuacion

11/4 + 9$/2y/2 4 27y/4 — Z/Q,
donde 2/ = A < yp < y < 2z (donde usamos de nuevo que yo = AB). Esto
completa la prueba del descenso infinito. L]
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El lema LTE Veamos un resultado’ que permite resolver facilmente proble-
mas como éstos:

1. ;Cual es la mayor potencia de 3 que divide a 5'% — 2187
2. {Cual es el menor exponente n que cumple que 125 | 2™ + 37

3. ;Cual es el exponente de 3 en el nimero formado por 405 cifras iguales
a 37

Teorema 3.6 Sean x, y numeros enteros y p un primo tal que ptzy, p | x —y.
Sea n > 1 un numero natural.

1. Sip esimpar o bienp=2 y4 |z —vy, entonces

vp(z" —y") = vp(x — y) + vp(n).

2. Sip=2yn es par, va(z" —y") = vo(x — y) + vo(x + y) + v2(n) — 1.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que p { n. Usamos la facto-
rizacion:
2" -yt = (z—y) (@ 2" Ry 4y ).

Teniendo en cuenta que x = y (mdd p), el segundo factor es congruente con

naz™ ! médulo p, luego no es divisible entre p, y por lo tanto concluimos que

up(a™ —y") = vp(z —y).
Supongamos ahora que p es impar y n = p. Sea y = = + kp. Entonces

Pyt = P e k)t = 2P N (2t  p )

= 2P (2t thpat ™) = 2P+ thpaP™? (méd p?).

Por lo tanto, el segundo factor de la descomposiciéon considerada al principio
de la prueba es congruente médulo p? con

aP 4 (2P kpaP ) 4 (P 4 2kpa? ) 4 =

p(p—1)
2

luego es divisible entre p, pero no entre p?. Esto prueba que

prP P (1424 +p—1)kpa? 2 = paP~ ' + kpzP~—2 = paP~! (méd p?),

vp(a? —yP) = vp(x —y) + 1.

Ahora pongamos que n = p®m, donde p { m. Entonces

a

vp(a" —y") = vp((@”)™ = (y7")") = vy(a?" — "),

"En inglés se conoce como el Lifting The Ezponent Lemma (LTE)
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por el caso p { n ya probado. Aqui usamos que si p | z — y, entonces p | 2% — ¥,
precisamente por la factorizacion considerada al principio. A su vez:

a—1 a—1

o = y") = vy =y ) = 0@ = ) =T =y ) 1
por el caso n = p ya probado. Aplicandolo a veces llegamos a que
up(z" —y") = vp(z —y) +a.

Supongamos ahora que p = 2. Eliminando como antes la parte impar del
exponente, podemos suponer que n = 2% Ahora factorizamos:

a a a—1 a—1 a—1 a—1
o~y =@y )@ -y )=

2a71

+y )ET ) @ )@ ) - ).

Como x e y son impares, 2 = y? = 1 (méd 4), luego, para todo k > 1, se

= (z

cumple que z2° = y2* = 1 (méd 4), luego 22° + y2* = 2 (méd 4). Asi, estos
factores son divisibles entre 2 con exponente 1, luego, si a > 1,

va (2% — ") = a— 1+ va(x +y) + va(z — ).

Sid |z —y, entonces x =y = +1 (mdd 4), luego = +y = £2 = 2 (mdd 4),
luego va(z +y) = 1 y llegamos también a la féormula del enunciado para este
caso. "

Nota Si el exponente n es impar, aplicando el teorema a —y en lugar de y se
obtiene la féormula
vp(a™ +y") = vp(z +y) + vp(n)

para primos impares (supuesto que p | x +y y p{zy). "

Ahora es facil responder a las tres preguntas que hemos formulado antes del
teorema:

1. vg(518 — 218) = v3(3) + v3(18) = 3.
2. Sin es par, tenemos que
2" 43" = 2" 4 (=2)" = 2" 4 2" = 2" (méd 5),
luego 5 1 2" +3™. Por lo tanto, el n buscado tiene que ser impar. Entonces
v5(2" 4 3") = vs(5) +vs5(n) = vs(n) + 1,

luego este exponente serda mayor o igual que 3 si y solo si vs(n) > 2, luego
la respuesta es n = 25.

3. El namero es

404 10405_1
N=3Y3-10"=3. :
k=0 9

luego v3(N) = —1 + v3(10%0% — 1405) = —1 + v3(9) + v3(405) = 5.
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Veamos otra aplicacion:

Ejemplo Siz" +y™ = p*, donde p es un primo impar, n > 3 es también impar
yx, y >0, entonces n es potencia de p.

En efecto, si p | z, la ecuacion implica que p | y, y entonces z/p, y/p cumplen
también la ecuacion con el mismo exponente n. Repitiendo este paso podemos
suponer que p t zy. La factorizacion de 2™ — (—y)™ que hemos usado en la
prueba del teorema anterior muestra que x + y es potencia de p y claramente
no puede ser z +y = 1, luego p | x + y. Por el teorema anterior

k=uv,(a" +y") = vp(x +y) + vp(n).
Por otra parte, si n = p"m, con (m,n) = 1, también se cumple que
Up(@"pr + ypr) =vp(z +y) +vp(n) = k.

Asi,
PP a? + oy |2yt =",
lo que implica que n = p". [

En particular vemos que ningin primo puede ser suma de dos cubos (posi-
tivos), salvo 2 = 13 + 13 y tal vez 3.

Ejercicio: Probar que 3 no es suma de dos cubos. AYUDA:

2y’ = (z+y)(=® -y +y°).
Ejemplo La tnica solucion de la ecuacion ™ +y" = 3%, con (z,y) =1, n > 2,
z,y >0 es 23 4+ 1% = 32,

Obviamente no puede ser k = 0. Si 3 | z, también 3 | y, en contradiccion
con (z,y) = 1, luego 3 t xy. Si n es par, entonces ™ = y™ = 1 (mdd 3), luego
™ +y" =2 (méd 3) y tenemos una contradiccion. Por lo tanto n es impar. Por
el ejemplo anterior, n = 3" y obviamente x + y = 3°. Ademas,

k=wvs3(z" +y") =s+r,
luego, aplicando 30, obtenemos que
"4y =38 =3 = (z + y)n.
Por simetria podemos suponer que x > y. Factorizamos:
2"yt = (e —y) (" 2" Py + a0y — ) = (2 y)n,

luego

ey a3y - = (- y) (@ 2 ) = .
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Asi podemos concluir que z"~2 < n. Si fuera z > 4, tendriamos que
n>2"2=1+@-1)"?=1+n-2(z—1)+--->1+3(n-2),

luego 2n < 5, pero n > 3, luego tiene que ser x < 3, pero sabemos que 3 { z,
luego 1 <y < x < 2, lo que sblo deja la posibilidad x = 2, y = 1. Ademas

n>2"2=1+1)"2>14+n-2+(n—-2)2=n>-3n+3,

luego n? —4n+3 = (n—2)2 -1 <0, luego n —2 < 1, luego n < 3. Como n > 2
es impar, necesariamente n = 3 y tenemos la soluciéon del enunciado. L]

Criterios de divisibilidad Una aplicacién sencilla de la aritmética modu-
lar es la obtenciéon de criterios sencillos que determinan si un ntimero dado es
divisible o no entre otro a partir de su expresion decimal.

Por ejemplo, si la altima cifra de un namero n es ¢, esto equivale a que
n = 10k + ¢, entendiendo que 0 < ¢ < 9, naturalmente. Teniendo en cuenta que
10 =0 (mdd 2,3,5), al tomar congruencias resulta que

n = ¢ (méd 2,5, 10),

es decir, que para calcular el resto de n modulo 2,5, 10 podemos cambiar n por
su ultima cifra. En particular:

Un nimero es maltiplo de 2 si y solo si termina en una cifra par, es
maultiplo de 5 si y sdlo si termina en 0 0 en 5 y es maltiplo de 10 si
y solo st termina en 0.

Por otro lado, 10 = 1 (méd 3,9). Por lo tanto, si
n=c -10"+¢,_1-10"" + - 4 ¢ - 10+ ¢,
al tomar congruencias médulo 3, 9 resulta que
n=c + -+ co (méd 3,9).

Asi pues, para calcular el resto de un niumero médulo 3 o 9 podemos sustituirlo
por la suma de sus cifras, y esto puede repetirse sucesivamente hasta llegar a
un ntmero de una udnica cifra. En particular:

Un nimero es multiplo de 3 09 si y sdlo lo es la suma de sus cifras.

Por otro lado tenemos que 10 = 2 (méd 4), lo cual no ayuda en mucho, pero
100 = 0 (mdéd 4), asi, si expresamos n = 100k + m, donde 0 < m < 100, vemos
que

n =m (mdéd 4),

pero m no es sino el nimero formado por las dos ultimas cifras de n, por lo que
podemos afirmar que para calcular el resto de n modulo 4 basta considerar el
numero formado por sus dos tltimas cifras. En particular:
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Un nimero es maltiplo de 4 si y sélo si sus dos iltimas cifras forman
un maultiplo de 4.

Para comprobar si un nimero es miltiplo de 6 lo mas practico es aplicar los
criterios que determinan si es miltiplo de 2 y de 3.

Para el 7 tenemos que 10 = 3 (mdd 7), lo cual no da lugar a ningin criterio
sencillo, pero eso no impide que podamos usar congruencias para agilizar el
calculo del resto. Por ejemplo:

2753=2-324+0-324+(-2)-3+3=-1-24143=-24+14+3=2(mbd 7).

Notemos que hemos agrupado 2 - 3% = (2-3)(3 - 3).

Para el 8 lo mas que tenemos es que 1000 = 0 (mdéd 8), lo que reduce el
calculo del resto médulo 8 de un nimero al formado por sus tres tltimas cifras,
lo cual no es mucho.

Ejercicio: Teniendo en cuenta que 10 = —1 (mdd 11), dar un criterio sencillo de
divisibilidad entre 11.

Una aplicacién clasica de la congruencia 10 = 1 (méd 9) es la “prueba del 9”
usada para chequear si una operacion aritmética ha sido realizada sin error, que
consiste en repetirla con los restos médulo 9 de los nimeros implicados. Por
ejemplo, para comprobar la division

3426 = 32107 + 2,

podemos reducir los niimeros modulo 9 (sumando sus cifras —o, mejor atn, los
restos de sus cifras entre —4 y 5— repetidamente):

3426=3+4+2-3=6=-3 (méd 9), 32=5(méd9), 107 = -1 (mdd 9)

y comprobar que se cumple la congruencia —3 = 5 - (—1) + 2 (méd 9). Si no

se cumpliera, indicaria que ha habido un error. Si se cumple, no tenemos la

garantia de que no haya error, pero vuelve mas improbable esta posibilidad.
n

Ejercicio: Usar la prueba del 9 para comprobar que esta multiplicacién es incorrecta:
325 - 283 = 91 965, procurando que los calculos sean tan simples como sea posible.

3.3 El teorema chino del resto

Biorritmos En muchas ocasiones, el esoterismo y la pseudociencia han plan-
teado problemas sobre ntimeros que tienen interés desde un punto de vista pu-
ramente matematico, independiente de sus pretendidas interpretaciones adivi-
natorias, etc. Un ejemplo lo proporciona la teoria sobre los biorritmos, una
solida disciplina cientifica basada en profundos y rigurosos estudios que nadie
vio jamas, y que estuvo de moda en la década de 1970.
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Segun esta teoria, cada ser humano tiene tres indicadores bioldgicos llamados
“biorritmos”, uno fisico, otro emocional y otro intelectual, que toman el valor 0
en el momento del nacimiento y, a partir de ahi empiezan a oscilar como muestra
la figura:

‘ 5 10 &_} 20 25 30 35

El biorritmo fisico realiza un ciclo completo de ascenso, disminucion y as-
censo de nuevo hasta 0 en un periodo de 23 dias —curiosamente, el mismo
para cualquier persona—, el emocional requiere 28 dias para realizar un ciclo
completo y el intelectual 31 dias.

A partir de aqui, la teoria de los biorritmos extrae una serie de consecuen-
cias de rigor y caracteristicas similares a las que se obtienen consultando un
horéscopo, pero con aspecto “més matemético”. Por ejemplo, si uno tiene que
realizar una tarea que requiere un esfuerzo intelectual, serd mejor situarla, si es
posible, en un momento en el que el biorritmo intelectual tome su valor maximo,
es decir, sobre el octavo dia de su ciclo, pero si en ese dia los otros biorritmos
toman valores negativos, eso puede influir negativamente, etc.

Tonterias aparte, la sucesion de los biorritmos plantea problemas numéricos
interesantes, unos maés féciles y otros menos. Consideremos en primer lugar el
célculo de los biorritmos de una persona en un dia concreto de su vida. Para
ello necesitamos conocer su edad expresada en dias, entendiendo que en el dia
de su nacimiento su edad era O.

Por ejemplo, consideremos el caso de una persona que el 1 de enero de 2020
hubiera cumplido 18 787 dias. Entonces, sus biorritmos ese dia serian los restos
modulo 23, 28 y 31, respectivamente, es decir, (19,27,1). Esto significa que el
biorritmo fisico se encontraria en el dia 19 de su periodo de 23 dias, el emocional
en el dia 27 de su ciclo de 28 dias y el intelectual en el dia 1 de su periodo de
31 dfas (entendiendo que el primero dia de cada periodo es el 0).%

Lo primero que podemos preguntarnos es si habra mas dfas en los que los
biorritmos sean (0,0,0), cono en el dia del nacimiento. Y la respuesta es ob-
viamente positiva. Si el biorritmo fisico toma el valor 0 en los multiplos de 23
dias, el emocional en los multiplos de 28 dias y el intelectual en los multiplos de
31 dias, los tres tomaran a la vez el valor 0 en los multiplos del minimo comun
multiplo de 23, 28 y 31, es decir, cada 19964 dias (aproximadamente cada 54
afios y medio).

Una pregunta mas sutil es si, cualquier combinacién de restos se daré al-
guna vez. Por ejemplo, la combinacion (5,7,7) hace que los tres biorritmos se
encuentren simultaneamente en su valor maximo. jSe da dicha combinaciéon en
algiin momento?

8Los valores de los biorritmos entre —1 y 1 que muestra la grafica anterior se calcularian
como (sen(27wn/23),sen(27n/28),sen(27n/31)). En nuestro ejemplo, (—0.89, —0.22,0.2), pero
esto es irrelevante para lo que nos interesa.
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La respuesta es positiva en el caso de los biorritmos, pero no necesariamente
en otros casos similares. Por ejemplo, imaginemos unos “minibiorritmos” que
consten tnicamente de un ciclo de 6 dias y otro de 4 dias. Entonces se repetirian
cada 12 dias, y el ciclo completo seria:

(0,0) = (1,1) = (2,2) = (3,3) = (4,0) = (5,1) —

0,2) = (1,3) = (2,0) = (3,1) = (4,2) — (5,3) — (0,0)

No hace falta calcular explicitamente este ciclo para entender que si sblo
pueden darse 12 posibilidades, no pueden darse los 24 casos que en principio
serian posibles. Pero viendo la sucesién observamos, por ejemplo, que el caso
(1,2) no se da nunca.

El planteamiento general del problema seria el siguiente: dados moédulos
mi,..., M, y nameros enteros ci,...,c., jexiste un entero x que cumpla las
congruencias siguientes?:

x = c¢1 (méd my)

x = ¢ (méd m,)

Lo primero que podemos observar a este respecto es que, si m es el minimo
comun miltiplo de los médulos m; y vamos calculando las r-tuplas de restos
modulo cada m; de 0, 1, 2, etc., obtendremos un ciclo de r-tuplas que empezara
en (0,...,0) y volvera a repetirse cuando x tome el valor m, tal y como hemos
visto en el caso de los “minibiorritmos”.

En efecto, basta observar que m = 0 (méd m;), luego km+x = x (méd m;),
es decir, que los restos de m son los mismos que los de 0, los de m + 1 son los
mismos que los de 1, los de m + 2 son los mismos que los de 2, etc.

Pero, mas ain, en ese ciclo de longitud m no habra nunca dos r-tuplas de
restos repetidas. Esto se debe a que si x y 2’ tienen los mismos restos modulo
los m;, esto significa que m; | ¢ — 2’ para todo i, luego, por definicién de minimo
comin multiplo, se cumple que m | z — 2, luego &’ = = + km, lo que significa
que z y 2’ no estan en el mismo ciclo (salvo que sea k =0y z = z’).

Ahora ya la cuenta es muy simple: si las r-tuplas de restos forman un ciclo
de longitud m, de forma que so6lo se dan m combinaciones (c1, ..., ¢, ) de restos,
y en principio hay m; ---m, combinaciones posibles, resulta que en el ciclo
apareceran todas las combinaciones posibles si y s6lo si m = my ---m,., pero es
facil ver que el minimo comun multiplo de unos niimeros es igual a su producto
si y s6lo si los nimeros son primos entre si dos a dos.

En realidad, para tener probado el teorema siguiente sélo necesitamos el
hecho obvio de que si mq,...,m, son primos entre si dos a dos, entonces su
minimo comun multiplo es su producto:
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Teorema 3.7 (Teorema chino del resto) Seanmy, ..., m, nimeros enteros
primos entre st dos a dos y sea m =myq ---m,. Sean ci,...,c, nimeros enteros
arbitrarios. Entonces el sistema de congruencias

x = ¢1 (méd my)

x = ¢ (méd m,)

tiene solucion y ésta es unica modulo m.

Ejemplo El nombre del teorema se debe a que ya era conocido por los chinos
en la antigiiedad. La referencia mas antigua se encuentra en un libro del mate-
matico chino Sun-Zi (maestro Sol), escrito entre los siglos IIT y V, donde figura
este problema:

Tenemos cosas en numero desconocido. Si las contamos de tres en
tres, sobran dos, si las contamos de cinco en cinco, sobran tres y si
las contamos de siete en siete, sobran dos. ;Cudntas cosas hay?

Esto equivale a resolver las congruencias

= 2 (mdd 3)
3 (méd 5)
2 (méd 7)

En realidad la respuesta no es tnica, a menos que aclaremos que tenemos
menos de 105 cosas. El teorema chino del resto nos asegura que el problema
tiene solucién, pero la prueba que hemos dado no nos proporciona un método
para calcularla (aunque siempre puede hacerse “por fuerza bruta”, calculando
sucesivamente los restos de los nimeros desde 0 hasta a lo sumo 104).

Veamos una técnica para encontrar la soluciéon méas directamente. En el
ejemplo siguiente mostraremos otra.

1. Calculamos m) = m/m;. En nuestro caso m} = 35, m} = 21, mj = 15.

2. Como (m;,m}) = 1, podemos calcular u; y v; tales que u;m; + v;m} = 1.
Para ello podemos usar el algoritmo de Euclides que vimos en el capitulo
anterior, si bien en este caso un simple tanteo es suficiente:

12.3-1-35 =1
—-4-54+1-21 =1
-2-7+1-15 =1

Asi, v;m = 1 (méd m;), pero v;m, = 0 (mdéd m;), para j # i. Por lo

tanto:
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3. Una solucién es x = cyvym] + covamb + - - - + c,u.ml..

En nuestro caso,
x=2-(—-1-35)+3-1-21+2-1-15=23.

Como 23 < 105, se trata de la menor solucion posible. La siguiente es 128.
|

Como los periodos de los biorritmos son primos entre si dos a dos, el teorema
chino del resto nos asegura que cualquier combinacién de biorritmos se da en
algin momento de la vida de un individuo (al menos si vive un minimo de 55
afos).

Ejercicio: Determinar mediante el algoritmo que acabamos de describir (usando el

algoritmo de Euclides) la menor edad en la que los biorritmos de una persona toman
los valores (5,7,7).

Representaciones de anillos modulares como productos Dado un ni-
mero natural m = mq ---m,, donde los m; son primos entre si dos a dos, el
teorema chino del resto nos dice que podemos representar cada clase de Z,,
como una r-tupla de clases de Z,,, X -+ X Zp,,.

Por ejemplo, si queremos operar en Zgg, en lugar de representar sus elementos
como clases [n]gg, donde n varia entre 0 y 59, o entre —29 y 30, podemos
representar cada clase [n]gp como la terna ([n]4, [n]3, [n]5).

Por ejemplo,
[47]60 <> ([3]4, [2]5, [2]5), (5560 <> ([3]4, [1]3, [0]5),

de modo que si tenemos que hacer varios calculos y no nos importa saber a qué
clase corresponden concretamente las coordenadas de los calculos intermedios,
podemos trabajar tinicamente con las coordenadas. Por ejemplo:

(8, 2] [215) + ([3l4; [1]3, [0]5) = ([2l4, [0]s, [2]5),

(3], [2ls, [2]5) - ([3]4, [1]s, [0]5) = ([1]4, [2]3, [0]5).

Aqui estamos usando que si tenemos dos ntumeros a y b, los restos médulo 4
0 49 de a + b o ab son, respectivamente las sumas o los productos de los restos
correspondientes.

Ejemplo Vamos a calcular ([55]60)* usando la expresion anterior. Para calcular
una potencia cuarta lo més fécil es elevar dos veces al cuadrado:

([38]a; (U3, [0]5)% = ([Las U5, [05), ([, [L5, [0]5)* = ([, [1]s, [0]5).

Para determinar a qué clase médulo 60 corresponde esta terna, vamos a
emplear un procedimiento distinto del que hemos explicado anteriormente. Se
trata de un método de criba:



132 Capitulo 3. Congruencias

1. Partimos de la congruencia con moédulo mayor: = = 0 (mdéd 5), que
nos dice que el niimero que buscamos tiene que ser estar en la sucesiéon
0,5,10,15,...

2. Ahora pasamos al modulo siguiente en magnitud z = 1 (mdéd 4), y vemos
que de la sucesion anterior el primer nimero que cumple esta congruencia
es x = 5. Por lo tanto, el nimero que buscamos tiene que ser de la forma
x = 5+ 20k (donde 20 = 5 - 4), luego tiene que estar en la sucesion
5,25,45, ...

3. Finalmente, comprobamos que el primer ntmero de la sucesién anterior
que cumple z = 1 (mdd 3) es = 45, luego [45|60 <> ([1]4,[1]3,[0]5). =

Ejercicio: Resolver z = —1 (méd 8), z = 1 (mé6d 31) por el método de criba que
acabamos de describir.

En términos algebraicos, lo que afirma el teorema chino del resto es que la
aplicacion
f:ZGO—>Z4><Zg><Z5

dada por f([z]e0) = ([2]4, [z]3,[z]5) es un isomorfismo de anillos, lo cual a su
vez significa que f hace corresponder biunivocamente las clases de Zgg con las
ternas modulo 4, 3 y 5, respectivamente, y de modo que

fla+b) = fla) + f(b),  flab) = f(a)f (D),

entendiendo que las ternas se suman y se multiplican coordenada a coordenada.
Naturalmente, esto vale en general para cualquier descomposicién de un médulo
m en producto de médulos primos entre si dos a dos.

Pero insistimos en que esto no es sino una forma alternativa de expresar la
idea que ya hemos discutido: que trabajar con elementos en un anillo como Zgg
es equivalente a trabajar con ternas operandolas componente a componente.

Ejemplo Si sblo nos interesa la edad de una persona para calcular sus biorrit-
mos, es decir, s6lo nos interesa el ntiimero de dias que ha vivido médulo 19 964,
en lugar de decir que una persona tiene 18787 dias, podemos decir que tiene
(19,27,1) dias (pues sus biorritmos determinan completamente la edad salvo
miltiplos de 19964). Por ejemplo, si ésa es la edad a 1 de enero de 2020 y
queremos saber su edad/biorritmos dos afios mas tarde, podemos expresar

366 + 365 «+ (18,3, 18)
y calcular
(19,27,1) + (18, 3,18) = (14,2,19).

Por la forma en que la hemos obtenido, sabemos que la terna (14,2,19) se
corresponde con una edad de 18787 + 366 + 365 = 19518 dias, pero vamos a
obtener este resultado por el proceso de criba que hemos descrito en el ejemplo
anterior:
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1. Partimos de = 19 (mé6d 31), que nos dice que buscamos un niamero de
la forma 19 + 31k.

2. Vamos a determinar k para que cumpla 19+ 31k = —9+ 3k = 2 (mé6d 28).
Esto equivale a 3k = 11 (mdd 28). Para despejar k solo tenemos que
recordar la tabla de multiplicar, que nos dice que 3-9 = 27 = —1 (méd 28),
luego 3 - (—9) = 1 (mdéd 28). Esto significa que —9 es el inverso de 3 en
Zssg, luego la ecuacion equivale a

k=(-9)-11=-3-33=-3-5=—-15=13 (mdd 28).

Por lo tanto, z = 1943113 = 412 cumple las dos primeras congruencias,
y buscamos un numero de la forma z =19+ 31-13 4+ k- 28 - 31.

3. Ahora buscamos k para que cumpla 194 31-13+k-28-31 = 13 (méd 23)
o0, equivalentemente —6k = 6 (mdd 23). Asi k = —1 (mdéd 23), luego nos
sirve k = 22 y la solucion buscada es z = 19+31-13+422-28-31 = 19518.

3.4 El Algebra de los anillos de restos

En los céalculos que ha requerido el ejemplo precedente hemos tenido que
resolver la congruencia
3k =11 (méd 28),

que equivale a la ecuacion 3k = 28 en el anillo Zss. Lo hemos conseguido
observando que 3-(—9) = 1, es decir, localizando el inverso de 3 en dicho anillo.
En general, ante una congruencia de la forma

ax = b (mdéd m),

no tiene por qué ser cierto que a tenga inverso modulo m y en tal caso la
congruencia puede tener solucién o no tenerla. Pensemos, por ejemplo, en

42 = ¢ (mdd 6).

La tabla siguiente muestra que sélo tiene solucion si ¢ = 0, +2 (mdéd 6):

DO
NI NI
Ol QI

Esto implica que 4 no tiene inverso modulo 6 (es decir, que la clase 4 no
tiene inverso en Zg), pues, si lo tuviera, podriamos resolver siempre la ecuacion
multiplicando ambos miembros por el inverso. La propia tabla muestra por
qué 4 no es una unidad de Zg: porque es un divisor de 0.

En general, un divisor’ de 0 en un dominio es un elemento a # 0 tal que
existe otro b # 0 de modo que ab = 0.

9Hay que entender que esto significa “divisor de 0 no trivial”, pues, de acuerdo con la
definicion de divisor, todos los elementos de todo anillo dividen a 0.
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En estos términos un dominio es un dominio integro si y sélo si no tiene
divisores de 0. Es inmediato que una unidad no puede ser nunca un divisor
de 0, pues si se cumple ab = 0 y existe el inverso ¢!, multiplicando por a~!
obtenemos que, necesariamente, b = a~10 = 0.

Volviendo a nuestro ejemplo, deciamos que el hecho de que 4 - 3 = 0 impide
que 4 pueda tener un inverso.

Asi pues, vemos que los anillos Z,, no son, en general, dominios integros, y
asi, si queremos operar en ellos con soltura, deberiamos tener claras las respues-
tas a algunas preguntas bésicas:

Qué elementos de Z,, son divisores de 07 ;Cuéles son unidades?

Si el lector no conoce las respuestas de antemano, seria interesante que con-
siderara algunos ejemplos concretos y formulara algunas conjeturas a partir de
ellos:

Ejercicio: Construir las tablas del producto de algunos anillos de restos, como Zg,
Zs y Zio. Determinar a partir de ellas cuéles de sus elementos son unidades y cuéles
son divisores de 0. Conjeturar un resultado general.

Al lector perezoso le ponemos aqui la tabla de Zg:

O O D 1 O D
QU = WI NI = O =
=1 DI Ol vl N O NI
W Ol WI DI Wi D Wi
DI = O NI =l O i
DN QI = U1 Ol O

QU = W NI O .

Empecemos considerando el caso de las unidades. Que un niimero a sea una
unidad moédulo m significa que existe un b tal que ba = 1 (méd m), lo que a su
vez significa que existe un k tal que ba + km = 1.

Por la relacién de Bezout, una condicion suficiente para que esto ocurra
es que (a,m) = 1, y claramente también es una condiciéon necesaria, pues si
d = (a,m) la igualdad ba + km = 1 implica que d | 1, luego d = 1.

Por otra parte, la condicién (a,m) = 1 también es necesaria y suficiente para
que a no sea un divisor de 0 modulo m. En efecto, si se cumple sabemos que a es
una unidad, luego no puede ser divisor de 0. Reciprocamente, si d = (a,m) # 1,
podemos expresar a = du, m = dv, con 1 < v < m, luego ¥ # 0 en Z,,, pero
va = vdu = ma = 0, luego a es un divisor de 0.

En resumen:
Teorema 3.8 Si m > 1 es un nuimero natural, las unidades de Z,, son las

clases a tales que (a,m) = 1. Los divisores de 0 de Z,, son las clases que no
son unidades.
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Observemos que no solo hemos determinado qué elementos de Z,, son uni-
dades, sino que tenemos un procedimiento para calcular el inverso de cualquier
unidad a. Solo tenemos que encontrar enteros que cumplan ua + vm = 1 (por

ejemplo, por el algoritmo de Euclides) y entonces a~! = .

Una consecuencia elemental del teorema anterior:

Teorema 3.9 Un anillo de restos Z, es un cuerpo si y solo si es un dominio
integro si y solo si p es primo.

Asi pues, los anillos Zy, Zs3, Zs, ... son ejemplos de cuerpos finitos. En
ellos podemos sumar, restar, multiplicar y dividir (entre elementos no nulos)
con total libertad, como en Q, pero son finitos. Veamos una aplicacion:

Teorema 3.10 (Teorema de Wilson) Si p es primo, entonces
(p—1)!'=—-1 (méd p).

DEMOSTRACION: Si a es un elemento no nulo de Z,, sabemos que tiene un
inverso a~!'. La clave del argumento es que la igualdad a = a~! equivale a
a? = 1, o también a que a®> — 1 = (a + 1)(a — 1) = 0, luego solo puede darse
cuando a = +1. Asi, (p — 1)! es el producto de todos los elementos no nulos de
Zy, pero sucede que cada uno se cancela con su inverso excepto 1y —1, luego

el producto total es —1. "

Congruencias lineales Antes de obtener mas resultados sobre el algebra de
los anillos de restos, vamos a ver que ya sabemos lo suficiente sobre ellos para
determinar cudndo una congruencia de la forma

az = ¢ (méd m)

tiene solucion y cémo encontrarla en caso afirmativo.

Hemos visto que si (a,m) = 1, entonces a es una unidad modulo m, luego
podemos calcular @~ = @ encontrando los coeficientes que cumplen ua+vm = 1
y entonces la solucion de la congruencia es & = uc (méd m).

Supongamos ahora que (a,m) = d > 1. Una solucién de la congruencia
cumple ax = ¢+ km, de donde se sigue que d | c. En otras palabras, si d 1 ¢,
podemos concluir que la congruencia no tiene solucién. Si d | ¢, llamando
a=dd,c=cdym=m'd, vemos que la igualdad ax = ¢ + km es equivalente
aadz=c +km, es decir, a que

a'z=c (méd m'),

luego resolver la congruencia inicial equivale a resolver ésta, en la que ya se

cumple que (a’,m’) = 1, luego podemos resolverla calculando a’~?. n

Ejercicio: Resolver la congruencia 27z = 21 (méd 69).
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Un teorema de Legendre Vamos a probar ahora un teorema de Legendre
que requiere usar los resultados principales que hemos probado hasta ahora.
Para enunciarlo conviene definir un ntimero libre de cuadrados como un nimero
no divisible entre cuadrados (distintos de 1). Equivalentemente, un namero es
libre de cuadrados si es £1 o todos sus divisores primos lo dividen con expo-
nente 1.

Teorema 3.11 (Legendre) Sean a,b,c nimeros enteros no nulos libres de
cuadrados primos entre st dos a dos y no todos del mismo signo. La ecuacion

azx® +by* +cz? =0

tiene soluciones enteras distintas de v =y =z = 0 si y sélo si —ab es un cua-
drado mddulo ¢, —ac es un cuadrado mddulo b y —bc es un cuadrado mddulo a.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe una soluciéon no trivial z,y, z. Si
dividimos z, y, z entre el maximo comun divisor (x,y, z) obtenemos otra solu-
cion, asi que podemos suponer que z, y, z son primos entre si. Entonces

az? = —by? (méd c),

luego
(ax)? = —aby? (méd c).

Ahora bien, tiene que ser (¢,y) = 1, pues en caso contrario habria un primo
p tal que p | ¢, p | y, pero la ecuacién implica entonces que p | az?, y por
hipotesis (a,c) = 1, luego tiene que ser p | x, y entonces p? | ax? + by? = —cz?,
pero ¢ es libre de cuadrados, luego s6lo contiene a p una vez, luego p | z, y asf
p | (z,y,z) = 1, contradiccion.

Por lo tanto, y tiene inverso modulo ¢, digamos yy’ = 1 (méd p), con lo que

(azy')? = —ab (méd c),
y asi tenemos que —ab es un cuadrado moédulo c. Por simetria, se cumplen
igualmente las otras dos condiciones del enunciado.

Supongamos ahora que se cumplen estas condiciones y vamos a probar que
la ecuacién tiene una solucién no trivial. Para ello probaremos primero que
podemos factorizar

ax® + by® + cz® = (A1z + By + C12)(Asx + Bay + Coz) (méd abe),

es decir, que podemos encontrar enteros A;, B;, C; tales que la congruencia
anterior es valida para todos los enteros x, y, z. Observemos que el teorema
chino del resto implica que basta probarlo modulo a, b y ¢ separadamente. En
efecto, si encontramos enteros que cumplan

az® + by® + c2® = (Ax + By + C{2)(A%x + BSy + CSz) (méd a),
az® 4+ by? + c2? = (Abx + Bby + Cb2)(ASx + Bby + C%2) (méd b),
az® + by? + cz? = (ASx + By + Cf2)(ASx + BSy + C52) (méd c),

el teorema chino del resto nos asegura que existen A;, As, A3, By, Bo, B3 tales
que
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A; = AY (méd a), A; = A (méd b), A = AS (méd ¢),

e igualmente con los B;. Por consiguiente,
ax® + by® + cz® = (A1z + By + C12)(Asx + Bay + Coz) (méd a),

ax® + by® 4+ cz® = (A1x + By + C12)(Asz + Boy + Caz) (méd b)),
az® 4+ by? + cz® = (A1x + Byy + C12)(Agz + Boy + Caz) (méd c),

y esto implica la congruencia médulo abc. Vamos a considerar el caso médulo
a. Por la simetria en las hipotesis, los otros dos casos se cumpliran igualmente.

Por hipétesis existe un entero u tal que u? = —bc (méd a). Como (a,b) = 1,
existe un entero b’ tal que b’ =1 (mdéd a), luego

ax® + by? 4 c2? = by? + c2® =V (V%9 + bez?) = V' ((by)? — (uz)?)

=b'(by + uz)(by — uz) = (V'by + b'uz)(by — uz) (méd a),
que es la factorizacion requerida (con A; = 0).

Como a, b, ¢ no tienen el mismo signo, no perdemos generalidad si suponemos
que a,b > 0, ¢ < 0. Podemos suponer que |abc| > 1, pues en caso contrario la
ecuacion es 22 + y? — 22 = 0, que tiene soluciones no triviales, como (3,4, 5).
Llamemos \; = \/@, Ay = \/@7 A3 = \/w7 de modo que AjAaA3 = |abc|.
Como a, b, c son libres de cuadrados y primos entre si, no puede ocurrir que
todos los A; sean enteros (a lo sumo, uno de ellos podria valer 1), luego alguno
cumple E[A’L} < A

Ahora consideremos todas las ternas (z, y, z) de niimeros naturales que cum-
plen 0 <z < A, 0 <y < A2, 0 < 2z < A3, Si\; es entero, hay \; posibilidades
para la variable i-ésima, pero si no es entero hay E[)\;] + 1 > \; posibilidades,
luego el namero de ternas es estrictamente mayor que A A2\3 = |abcl.

Para cada terna, podemos considerar la terna de restos

(Ale + Bly + Clz, Az + Bly + Clz, Aix + Bly + Clz) S Z|a\ X Z|b\ X ZM’

pero solo hay |abc| ternas de restos posibles, luego concluimos que tiene que
haber dos ternas distintas (z1,y1,21) v (22, y2, 22) tales que

Az + Biy1 + Ci12z1 = A1xo + Brys + Cr 2o (méd abc),

luego * = x1 — 22, Yy = Y1 — Y2, 2 = 21 — 29 son enteros no todos nulos que
cumplen
A1z 4+ B1y + C1z =0 (méd abce)

y ademas 22 < |bc|, y? < |ac|, 22 < ab. Por la factorizaciéon de la ecuacion
modulo abc tenemos que

abe | ax? + by* + c2?,
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pero, teniendo en cuenta que ¢ <0y a,b> 0,
—labe| < cz* < ax® + by* + cz* < az® + by* < 2|abe|,

lo cual sélo deja dos posibilidades: o bien axz? + by? + cz? = 0, con lo que ya
tenemos la conclusion, o bien az? + by? + cz? = |abc| = —abe. En el segundo
caso,

az® + by 4 (2% + ab) = 0.

Multiplicando por 22 + ab queda:
(az? + by?)(2? + ab) + c(2* + ab)? = 0,
que equivale a
a(xz 4+ by)? +b(yz — ax)? + ¢(2* + ab)? = 0,
y la solucién es no trivial porque z2 + ab > 0. .

Ejercicio: Comprobar que la ecuacion 3z% + 5y = 722 no tiene soluciones enteras.

La caracteristica de un anillo Hemos dicho que los cuerpos como Zs satis-
facen las mismas propiedades algebraicas que Q, por lo que podemos operar en
ellos como en Q. Sin embargo, es posible que el lector tenga sus objeciones. En
75 pasan cosas como 3 + 2 = 0 que no pasan en Q o, mas atin, en Q podemos
dividir entre 5 y considerar fracciones como 3/5, pero en Zs no podemos, ya que
5=0.

La segunda objecion es méas aparente que real, pues, tanto en Q como en Zs,
tenemos la misma restriccion a la hora de realizar una divisiéon, y es que no
podemos dividir entre 0. En cambio, la primera si que marca una diferencia
sustancial entre Q y Zs, pero ello no debe provocarnos inseguridad al operar
en Zs, sino que basta comprender exactamente en qué consiste para saber a qué
atenernos.

Esencialmente, la peculiaridad de Zs es que cumple

I1+1+1+1+1=0.

Definicion 3.12 Se dice que un anillo unitario tiene caracteristica m > 0 si

cumple
m veces

—
m-1=14+---4+41=0
y m es el menor nimero natural para el que se cumple esto. Si esto no sucede

para ningtin ntmero natural m > 0 se dice que el anillo tiene caracteristica 0.

En estos términos, Z o Q son anillos de caracteristica 0, mientras que Z,, es
un anillo de caracteristica n.
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Observemos que un anillo de caracteristica 1 es un anillo que cumple 1 = 0, y
esto implica que el anillo consta tinicamente del elemento 0, por lo que podemos
dejar de lado este caso. La caracteristica de un dominio seré siempre 0 o un
nimero n > 2.

Ahora podemos probar que los anillos Z,, no son anillos cualesquiera, sino
que estan en la base de todos los deméas dominios:

Teorema 3.13 Un dominio A tiene caracteristica 0 si y sdlo si contiene a Z
como subdominio, y tiene caracteristica n > 2 si y solo si contiene a Z, como
subdominio.

DEMOSTRACION: A cada entero n le podemos asignar el elemento n-1 de A,
de modo que se cumple

(TLl . 1) + (n2 . 1) = (Tll + nz) -1 (711 . 1)(712 . 1) = (774712) -1,

Si A tiene caracteristica 0, entonces siempre tendremos n -1 # 0 y, méas en
general,
ny-l=mng-1 siysolosi (ny—ng)-1=0

siysolosi mny—ny=0 siysolosi n;=ns.

Esto significa que podemos identificar cada ntimero entero n con n - 1. Al
hacerlo la suma y el producto de ntimeros enteros se calculan igual usando la

aritmética de Z o la de A, pero asi podemos considerar que Z es un subdominio
de A.

Si Z tiene caracteristica m > 2 ya no es cierto que n -1 # 0. Concretamente,
se cumple que n -1 =0 si y sélo si m | n.

En efecto, podemos dividir n = em + r, con 0 < r < m, y entonces
n-l=c-(m-1)+r-1=c-0+r-1=r-1.
Como m es el menor niimero natural no nulo tal que m -1 = 0, se cumple que
n-1=0slysoélosir=0,es decir, siy solo si m | n.
Un poco més en general, en un anillo A de caracteristica m > 0 se cumple
que

ny-l=ny-1 siysolosi (ng—mn2)-1=0 siysolosi m|ny —neo

siysolosi ny =mng (méd m) siysolosi [ni]m = [n2)m-

Y esto se interpreta como que podemos identificar cada clase de restos [n],
de Z,, con el elemento n -1 de A, que serda el mismo cualquiera que sea el
entero n que elijamos en la clase de restos. Igualmente, la suma y el producto
de dos clases de Z,, se calcula igualmente con las operaciones de Z,, o con las
operaciones de A, por lo que en este caso podemos considerar que Z,, es un
subdominio de A. ]

Como consecuencia;:
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Teorema 3.14 Todo dominio integro (en particular, todo cuerpo) tiene carac-
teristica 0 o bien caracteristica prima.

DEMOSTRACION: Siun dominio tiene caracteristica m > 0y no es un niumero
primo, entonces contiene a Z,,, que tiene divisores de 0, luego el dominio dado
también los tiene, luego no es integro. ]

Otra consecuencia del teorema 3.13 es que todo cuerpo de caracteristica 0
contiene a Q como subcuerpo. En efecto, por el teorema 3.13 contiene a Z y
las fracciones en el cuerpo con numerador y denominador enteros forman un
subcuerpo que podemos identificar con Q.

En otras palabras, Q es el menor cuerpo de caracteristica 0, al igual que Z,
es el menor cuerpo de caracteristica p (para todo primo p).

Asi pues, la tunica “peculiaridad” de un cuerpo como Zs es que tiene ca-
racteristica 5, en vez de caracteristica 0, que es la caracteristica de los anillos
numéricos Z y Q. Pero esto no supone ninguna diferencia esencial a la hora de
aplicar las reglas usuales de manipulacion de expresiones algebraicas que repa-
samos en el capitulo I. Ninguna de ellas depende de la caracteristica del anillo
en que trabajamos.

Entre las peculiaridades que nos podemos encontrar al trabajar con anillos
de caracteristica distinta de 0 cabe destacar que en los anillos de caracteristica
2 se cumple la igualdad 2 = 0, que equivale a 1 = —1 y a su vez a que a = —a,
por lo que en estos anillos los signos son redundantes.

Por otra parte, en los anillos de caracteristica prima se cumple una notable
propiedad adicional que no es aplicable en los anillos de caracteristica 0. Es una
consecuencia del hecho siguiente:

Teorema 3.15 Sip es un numero primo y 0 < m < p, entonces

(p) =0 (méd p).

m

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre m. Si m = 1, entonces
(p) = p, luego efectivamente p | (71:1) Sip| (f;) y m+ 1 < p, entonces

m

P\ _ P! _p-—m P! _p—m (p
m+1 m+D!'p-—m-1)! m+1ml(p—m)! m+1\m/

Asi pues, p | (p — m) (51), y como (m + 1,p) = 1, la divisibilidad se conserva al
dividir entre m + 1, es decir, p | (mil). n

De aqui obtenemos lo que algunos llaman “el sueno del aprendiz”™
Teorema 3.16 En un anillo de caracteristica prima p, se cumple que

(a £b)P =aP £ P
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DEMOSTRACION: Basta aplicar la formula del binomio de Newton teniendo
en cuenta que, por el teorema anterior, todos los nimeros combinatorios son 0
en A excepto el primero y el altimo. n

Un poco més en general, de aqui se sigue inmediatamente que
(a £ b)P" =aP" £ 07",

Un resultado conocido en el que si que es relevante la caracteristica del anillo
es la formula para resolver ecuaciones de segundo grado:

—b+Vb?2 — dac

ar? +br+c=0 siysolosi x=
2a

Esta formula es vélida tnicamente en cuerpos de caracteristica distinta de 2,
entendida en los términos siguientes:

Teorema 3.17 Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Entonces una
ecuacion ax®> +bx +c = 0, con a # 0, tiene solucion en k si y solo si su
discriminante A = b —4ac tiene raiz cuadrada en k, y en tal caso las soluciones
de la ecuacion vienen dadas por

. —b+Vb%2 — dac
o 2a '

DEMOSTRACION: Basta multiplicar la ecuaciéon por 4a, con lo que resulta
ser equivalente a

4a’x* + dabx + dac = (2ax + b)* — b* + 4dac = 0,

o también a (2az +b)? = A. El polinomio ¢> — A = 0 no puede tener mas de dos
raices en k y, si una de ellas es VA, o bien A = 0 y es la tnica, o bien la otra
es —VA. En ambos casos podemos decir que sus raices (si existen) son +v/A.
Asi pues, vemos que la ecuacién tiene solucion si y solo si existe VA en k,
en cuyo caso 2ax — b = £v/A, de donde se llega a la formula del enunciado
(siempre suponiendo que la caracteristica del cuerpo no es 2). m
Ejemplo Vamos a resolver la ecuacién x2 — 4z + 13 = 0 en el cuerpo Zy;.

Su discriminante es A =16 — 4 - 13 = —36. Ahora observamos que
~1=-1+41-2=81=9% (mbd 41)
luego una raiz cuadrada de —36 es
V=36 =+v—=1v36 =9-6 = 13 (méd 41).
Por lo tanto, las raices de la ecuacién son
_ 4413

x =24
2

13
=,
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El inverso de 2 es facil de calcular:
1=1441=42=2-21 (mdd 41).
Asipues: x =2+13-21 = —12,16 (mdd 41). "

Ejercicio: Probar que n es un nimero triangular si y sé6lo si 8n + 1 es un cuadrado
perfecto.

3.5 Primos de Mersenne

Numeros perfectos Recordemos la definiciéon de nimero perfecto que ya
presentamos en la introduccién. Su origen hay que buscarlo en la numerologia,
es decir, de las creencias que atribuyen a los ntimeros propiedades magicas o
adivinatorias.

Un namero natural no nulo es perfecto si es la suma de sus divisores
(naturales) distintos de él mismo.

Por ejemplo, los divisores de 6 son 1, 2 y 3 y se cumple que 6 = 1+2+3. El
ntmero 6 es perfecto. Otro ejemplo de niimero perfecto es el 28 = 14+2+4+7+14.

Tal y como senaldbamos en la introduccion, Euclides recoge en sus Elementos
el hecho de que si el niimero

1424420 =211

es primo, entonces el niimero 2" (2" — 1) es perfecto.

Para probarlo recordemos la funcién o(n) que asocia a cada nimero natural
la suma de sus divisores. Como entre ellos incluimos al propio n, tenemos que
n es perfecto si y solo si o(n) = 2n. Por lo tanto, como o(p) = p+ 1, en nuestro
caso tenemos que (2"t — 1) = 21y como o es multiplicativa,

o221 = 1)) = o(2M)o (2" — 1) = (2" —1) . 2T =2 (272" — 1)).
Descartes afirmé (y la primera prueba conocida se debe a Euler) que un
nimero par es perfecto si y solo si es de la forma indicada por Euclides.

Para verlo tomemos un ntmero par, que lo podremos expresar en la forma
2"m, donde n > 0 y m es un nimero impar. Si es perfecto, o(2"m) = 2" tm.
Como o es multiplicativa

(2" — 1)o(m) = 2" m. (3.3)

Como 2" — 1 es impar, el exponente de 2 en o(m) ha de ser n + 1, es decir,
o(m) = 2" 1q para cierto nimero natural a. Sustituyendo en (3.3) obtenemos
(2ntl —1)2ntlg = 27t luego

2" — 1)a = m. (3.4)
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Por lo tanto o(m) = 2"*'a = m + a. Ahora bien, si a > 1 resulta que 1,
a y m son divisores distintos de m, luego o(m) debe ser al menos 1 + a + m,
contradiccion. Concluimos que a = 1y que o(m) = m+1, lo que sblo es posible
si m no tiene mas divisores que 1 y m, es decir, si m es primo.

Sustituyendo @ = 1 en (3.4) queda que m = 2""! — 1, luego el ntiimero
original era 27(2"*1 — 1) con 2"*! — 1 primo, o sea, de la forma establecida
por Euclides. Con un leve cambio de indice podemos enunciar asi lo que hemos
probado:

Un niimero par es perfecto si y sélo si es de la forma 2"~1(2" — 1)
y 2™ — 1 es primo.

Respecto a los ntimeros perfectos impares no se conoce ninguno (y se ha
comprobado que no hay ninguno menor que 10!°%?), pero nadie ha demostrado
que no existan. Es un problema abierto.

Ahora pasamos a ocuparnos del problema de determinar para qué valores
de n se cumple que el nimero 2" — 1 es primo. El lector empirico ya deberia
haber empezado a recopilar datos. He aqui lo que puede obtenerse sin esforzarse
uno mucho:

n [2[3[4]5 |6 7 |89 | 10| 4117 |
2"—1[3[7[15[3163[127 255|511 | 1023 | ;20477 |

La tabla muestra los primeros valores de 2" — 1. Es facil ver que para n = 2,
3, 5 y 7 obtenemos primos (el 127 es primo porque no es divisible por primos
menores que 12). Tampoco cuesta ver que los nimeros restantes no lo son.
Todos son miltiplos de 3 salvo el 511, que es divisible entre 7. El nimero
correspondiente a 11 esta entre interrogantes porque ya no es facil decidir si es
primo. Habria que tratar de dividirlo entre todos los primos menores que 45 y
hay un total de 14.

Obviamente, es facil dejar que un ordenador haga los célculos, pero vamos a
ver que, “aguzando el ingenio” todo este asunto puede tratarse en términos que
no exceden una capacidad de célculo moderada asumible sin contar siquiera con
una modesta calculadora. Centrémonos de momento en los casos claros.

Vemos que 2" — 1 no siempre es primo. ;Conjetura algo el lector sobre en
qué casos lo es? No hay que forzar mucho la imaginacién para sospechar que
2" — 1 es primo exactamente cuando n lo es.

Tratemos de probar que 2™ — 1 no es primo si n es compuesto. Para buscar
un posible divisor a 2™ — 1 observemos los divisores que hemos encontrado en
nuestros ejemplos:

13|22 |5 |2:3| 7 | 28 | 3 | 25 |
| 7[3-5]81[3%.7][127[3-5-17 | 7-73[3-11-31|

Si al lector no le basta esto para conjeturar qué divisores podemos encontrar
en el nimero 2" — 1 cuando n no es primo, he aqui una pista mas. La factori-
zacion siguiente no ha sido hallada por tanteo: 2'4 —1 = 16-383 = 3 - 43 - 127.
Es facil encontrar el factor 3, pero jcoémo se encuentran los factores 43 y 127 en
el cociente 5.4617

n_|
2" 1|

2
3
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La mayor pista esté en el 127. EI 127 es el primo correspondientean =7y 7
es uno de los factores de 14. El otro factor es 2 y su primo correspondiente el 3,
que también divide a 2'# — 1. También es claro el caso n = 10, cuyos factores
son 2y 5y en 2! —1 aparecen los primos correspondientes, 3 y 31. Vemos que
también aparecen otros primos, como el 11 en 2! —1o0el 5y el 17 en 28 — 1,
pero eso no importa. La conjetura es, pues:

Sid|n entonces 24 — 1] 2" — 1.

Aqui tenemos un ejemplo interesante de resultado en el que el uso de con-
gruencias simplifica drésticamente las comprobaciones. En efecto, tomando cla-
ses modulo 2% — 1 se cumple que 2¢ = 1, luego si n = dm

7 1=029)"-1=1"-1=0,

lo que prueba que en efecto 2¢ — 1 | 2 — 1. Con esto ya tenemos que para que
2™ — 1 sea primo el nimero n ha de ser primo.

Los ntimeros de la forma M, = 2 —1 con p primo se llaman nimeros
de Mersenne.

La cuestion es si todos los niimeros de Mersenne son primos. Antes hemos
probado que los primos de Mersenne estdn en correspondencia con los nimeros
pares perfectos. He aqui los ntimeros perfectos que hemos encontrado:

p |2]3] 5| 7
M, |3] 7|31 | 127
27-TM, | 6] 28] 496 | 8128

Seglin nuestras conjeturas el nimero M;; = 2'' — 1 deberia ser primo. El
lector animoso puede tratar de dividirlo entre los 14 primos menores que 45.
Aqui vamos a estudiar el problema pensando mas para trabajar menos. Es
evidente que M7; = 2047 no es multiplo de 2, 3 0 5. Vamos a ver si puede ser
miiltiplo de 7. No s6lo vamos a probar que no lo es, sino que vamos a encontrar
razones por las que no puede serlo, con lo que podremos descartar muchos més
primos aparte del 7. El ntimero 2!! — 1 sera miltiplo de 7 si y sélo si al tomar
clases modulo 7 se cumple que 2'' = 1. Las potencias de 2 modulo 7 pueden
calcularse recurrentemente 2"t = 22, lo que nos permite reducir las potencias
al tiempo que las calculamos: 22 =4,22=4.2=8=1,2*=1-2=2, etc. Asi
vamos obteniendo lo siguiente:

4
2

Vemos que el 1 se alcanza ciclicamente en los multiplos de 3, luego no es
necesario llegar hasta el 11: como 11 no es miltiplo de 3, 2!! — 1 no puede ser
miultiplo de 7.

Por lo tanto la razén por la que 2! — 1 no es miltiplo de 7 es que 11 no es
multiplo de 3. ;De donde ha salido ese 37 Es obvio que al calcular potencias de
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un elemento dado no nulo de Z,, como es 2, tarde o temprano obtendremos un
valor repetido, pues s6lo hay un numero finito de valores posibles, o sea, dado
a en Zj,, existen nimeros naturales 0 < m < n tales que ™ = a” = a™ - a" ™™,
luego ™™ = 1. En resumen, ha de haber un natural no nulo d tal que a® = 1.
Si tomamos el d menor posible es obvio que el 1 se alcanzara exactamente en
los multiplos de d, que es lo que nos hemos encontrado. En resumen:

Dado un primo p y un nimero a primo con p, existe un niumero d
tal que p | a™ — 1 si y sélo si d | n.

El lector puede calcular los valores de d para a = 2 y distintos primos p. No
es inmediato, pero tampoco excesivamente laborioso. Como siempre, el lector
perezoso tiene a continuacién una tabla:

p|3|5]7[11]13]17|19 |
d|2[4]3]10[12] 8 [18]

JEncuentra el lector alguna relacion entre p y d? Fermat encontroé una al
estudiar el problema: d | p — 1. Esto se conoce como teorema de Fermat.
Para no interrumpir el argumento, posponemos la demostraciéon de este hecho.
Aceptandolo, tenemos que para que 2'! — 1 sea divisible entre p es necesario
que el d correspondiente a p divida a 11, pero como d no puede ser 1 (esto es
evidente), ha de ser d = 11, y por el teorema de Fermat 11 | p— 1. En resumen,
para que un primo p pueda dividir a 2'' — 1 es necesario que sea de la forma
p=1lm—+1.

Buscamos ahora los numeros de la forma 11m + 1 menores que 45. Podemos
ahorrarnos los valores impares de m porque dan ntimeros pares, que no pueden
ser primos. Resulta que solo hay un valor posible: 11 -2+ 1 = 23. Acabamos
de probar que si 2'! — 1 no es primo, entonces es divisible entre 23.

Ahora calculamos moédulo 23:

2 = 32 = 9,
210 = 92 = 9.3.3=27-3=4-3=12,
211 = 24 = 1.

Luego resulta que, después de todo, M1; no es primo. Concretamente factoriza
como 23 - 89.

Notemos que, en general, hemos demostrado lo siguiente:

Si p es un nimero primo, todo divisor primo de M, = 2P — 1 es de
la forma q = 2pk + 1.

El argumento es que 2P = 1 (méd q), por lo que el teorema de Fermat (cuya
demostracion tenemos pendiente) implica que el menor d que cumple 2¢ = 1
(méd q) cumple d | py d| q— 1, luego es d = p, luego ¢ = pk + 1, pero k tiene
que ser par, luego de hecho ¢ = 2pk + 1.

Vamos a aplicar esto al siguiente niimero de Mersenne, M3 = 23 —1 = 8191.
Asi veremos la potencia de la técnica que hemos desarrollado.
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En primer lugar 213 — 1 < 21 = (27)2 = 1282, luego nos basta buscar
posibles divisores primos menores que 128. Acabamos de ver que si g | 212 — 1
es primo, necesariamente ¢ = 26n + 1.

Los valores de 26n + 1 menores que 128 son 27,53,79,105. Solo hay dos
primos, lo que significa que si 2! — 1 no es primo entonces es divisible entre 53
0 79. Es facil ver que no es el caso. Tomamos clases moédulo 53:

2 =64 =T11I, 212=T11" =121 = 15,

13 =30 #£ 1.

DI

Y ahora modulo 79:
26 = 64 = -15,
512 _ —T52 _
218 = 24 #£ 1.

Asi pues, M3 es primo.

Ejercicio: Probar que n — 1 | n* — 1, con lo que si k > 1 el nimero n® — 1 no puede
ser primo salvo si n = 2.

Tenemos pendiente demostrar el teorema de Fermat que hemos usado en
el analisis de la primalidad de los nimeros de Mersenne. La prueba es muy
simple, pero nos ocupamos de ella en la secciéon siguiente, donde probaremos un
resultado mucho mas general.

3.6 Las unidades de 7,

En la seccion anterior hemos usado que si p es primo y p { a, entonces existe
un minimo nimero natural d > 0 tal que a? = 1 (méd p), asi como que d | p—1.
Vamos a tratar de encontrar un resultado més general valido para un moédulo m
arbitrario, no necesariamente primo.

Veamos primero qué sucede, por ejemplo, si tomamos m = 21. La tabla
muestra, para cada valor de a, el minimo natural d > 1 tal que a? = 1 (méd 21)
cuando existe tal nimero (no hemos incluido @ = 0, pero es obvio que en tal
caso no existe d):

al 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d/ 1 6 - 3 6 — — 2 — 6
a|11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
d] 6 — 2 — — 3 6 — 6 2

Por ejemplo, la sucesién de potencias de 5 es:
57 Zla _]-a _‘-F)a _4a ]-7 57 47
que toma el valor 1 en los exponentes miltiplos de 6, mientras que la sucesion

de potencias de 6 es:

que nunca toma el valor 1.
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Resumen 3.2: Definicién de grupo

Un grupo es un conjunto en el que hay definido un producto que cumple las
propiedades siguientes:

Asociativa (ab)c = a(bc).
Elemento neutro Existe un elemento 1 tal que a-1=1-a = a.

Elemento simétrico Para cada a existe un ¢~ ! tal que aa™! =a"la = 1.

El grupo es abeliano si ademéas cumple la propiedad:

Conmutativa ab = ba.

. Puede el lector conjeturar o razonar para qué valores de a existe d? No es
cierto que d | 20 = 21 — 1, pero, vemos que siempre d | 12. ;Sabria el lector
interpretar ese 127

Ejercicio: Construir tablas similares, por ejemplo para m = 22 y tratar de obtener
una conjetura que generalice al teorema de Fermat.

Es facil ver que, para que pueda darse la congruencia a? = 1 (méd m), con

d > 0, es necesario que a sea una unidad de Z,,. Si d = 1 tenemos que a = 1
es trivialmente una unidad y, si d > 1, entonces @ - a?"! = 1, luego a es una
unidad y su inversa es a~ ! = g%~ L.

En la tabla anterior vemos que d esté definido precisamente para las unidades
de Zo1, es decir, para las j12! clases de restos primos con 21. Vamos a probar
que, en general, si a es una unidad de Z,,, entonces existe un ntmero k > 0 tal
que a* =1 (méd m).

En realidad este resultado (debido a Euler) es un caso particular de otro
mucho mas general, y en lo sucesivo sacaremos mucho partido a dicha genera-
lidad. Para enunciarlo tenemos que introducir el concepto de grupo, que es un
conjunto dotado de una operacién que cumple las propiedades indicadas en el
resumen 3.2.

Es inmediato que el conjunto de las unidades de un dominio constituye un
grupo abeliano. En efecto, si a y b son unidades, entonces ab es una unidad
porque admite como inverso a a~ b~ !, luego el producto del dominio se restringe
a un producto en el conjunto de sus unidades. Dicho producto es asociativo y
conmutativo, porque asi lo exige la definiciéon de dominio y, evidentemente, 1 es
el elemento neutro y toda unidad tiene un inverso por definicién de unidad.

Definicion 3.18 Si m > 2 es un numero natural, llamaremos U, al grupo
de las unidades de Z,,, que esta formado por las clases de restos a tales que
(a,m) =1. Asi U,, es un grupo abeliano finito.
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El nimero de elementos de un grupo finito G recibe el nombre de orden del
grupo, y se representa por |G|.

Si g es un elemento de un grupo y m un ntmero entero, podemos definir las
potencias de g de la forma obvia:

m veces
g---g sim>0
gm = 1 sim =0,
_1 1 .
g g sim < 0.
—_—
—1m veces

Es facil ver que g™t = g™g" y (g™)" = g™". Ademas, si dos elementos g y h
conmutan, es decir, si gh = hg, entonces (gh)™ = g™h".

Se dice que g tiene orden finito si existe un m > 0 tal que ¢"* = 1. En tal caso
se define el orden de g como el menor nimero natural m > 0 que cumple esto,
y se representa por o(g). En caso contrario se dice que g tiene orden infinito, y
se representa por o(g) = oo.

Teorema 3.19 Sea g un elemento de un grupo. Entonces:

1. Sio(g) = d, entonces g™ = g™ si y solo sim =n (méd d). En particular,
g™ =1 siysdlo sid|m.

2. Sio(g) = oo, entonces g™ = g™ si y solo si m = n.

DEMOSTRACION: 1) Sim =dc+r, con 0 < r < d, se cumple que

y, como d es el menor natural no nulo tal que g¢ = 1, se cumplird ¢ = 1siy
solo si r = 0, es decir, si y solo si d | m.

Mas en general, se cumple ¢ = g¢g" si y s6lo si ¢ " = 1, si y s6lo si
d|m—mn,siysolosim=n (mdd d).

2) Si g™ = g™, con n < m, entonces g™~ " = 1, y tiene que ser m —n =0 o,
de lo contrario, el orden de g seria finito. ]

Observemos que lo que expresa este teorema es que si un elemento tiene
orden finito d, entonces, al calcular las potencias sucesivas de d obtenemos un
ciclo en el que aparecen exactamente d elementos del grupo, empezando en
1 = g%, y que vuelve a repetirse al llegar a ¢¢ = 1. En cambio, si el orden es
infinito, no hay potencias repetidas.

Por ejemplo, hemos visto que en el grupo de unidades Us; la clase 5 tiene
orden 6, pues la sucesiéon de sus potencias es

(G2 I*N
[ K=2)
[SAUaN |
W=| CO

|
W= Ot
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Definiciéon 3.20 Si (a,m) = 1, definimos el orden de a modulo m como el
orden de la clase de restos a en el grupo U,,, es decir, como el menor nimero
natural o,,(a) = d > 0 tal que a? = 1 (méd m).

En estos términos, 0s1(5) = 6. Ahora probamos el resultado fundamental
sobre ordenes, que es una version abstracta, mucho mas general, del teorema
de Fermat. En realidad es valido también para grupos no abelianos, pero en el
caso abeliano el argumento es mucho més simple:

Teorema 3.21 Si G es un grupo abeliano finito y g es un elemento de G,
entonces g tiene orden finito y o(g) | |G|.

DEMOSTRACION: Sea n = |G| y sean g1, ..., g, todos los elementos de G.
Entonces gg1,..., 99, son también todos los elementos de g, aunque tal vez en
otro orden. En efecto, observemos que si gg; = gg;, multiplicando por g !
concluimos que g; = g;, luego los elementos gg; son n elementos de G distintos
dos a dos, pero como G tiene exactamente n elementos, son todos los elementos
de G. Por consiguiente:

(991) - (99n) = g1+ Gn,

yva que se trata de los mismos elementos multiplicados en un orden distinto
(v estamos suponiendo que G es abeliano). Reagrupando los términos de la
izquierda tenemos que

9"91 " Gn = g1 n.

Multiplicando por (g; - - - g,) ! concluimos que g" = 1. Esto prueba que g tiene

orden finito, asi como que o(g) | n. "

Para particularizar este resultado al caso de U,, conviene introducir la funcién

de Euler:

Definicion 3.22 La funcion de Fuler es la funcion que a cada numero natural
m > 2 le asigna el orden ¢(m) del grupo de unidades U, o, alternativamente,
el niimero de nameros 1 < a < m tales que (a,m) = 1. Convenimos ademas en

que ¢(1) = 1.
Teorema 3.23 (Euler) Sim > 2 y (a,m) = 1, entonces o, (a) | ¢(m).

Este resultado incluye como caso particular el teorema de Fermat que hemos
usado en la seccion anterior, pues si p es primo, es claro que ¢(p) = p — 1, luego
en este caso lo que tenemos es que si p 1 a, entonces o,(a) | p — 1.

Teorema 3.24 (Fermat) Sip es primo, y n es un entero tal que ptn, enton-
ces op(n) | p— 1. En particular nP~1 =1 (méd p).

Ahora entendemos por qué los é6rdenes de las clases de Us; son divisores
de 12. Ese 12 es precisamente ¢(21) = 12.
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Calcular ¢(n) a partir de la definicion de la funciéon de Euler es bastante
laborioso, pero hay una forma mucho mas sencilla de hacerlo. El lector podria
tratar de conjeturarla a partir de la tabla siguiente, que muestra los primeros
valores de ¢(m):

11 21| 32| 42| 54| 62| 76| 84| 96| 10 4
111012 4|1312 |14 6|15 8|16 8|1716 |18 6| 1918 | 20 8
2112 122101232224 82520 (2612 2718|2812 (2928 | 30 8
3130|3216 (3320|3416 | 3524|3612 | 3736|3818 |3924| 4016
4140 | 4212 | 4342 | 4420 | 4524 | 4622 | 47 46 | 48 16 | 49 42 | 50 20
5132|5224 | 5352|5418 | 5540 | 56 24 | 57 36 | 58 28 | 59 58 | 60 16
61 60 | 62 30 | 63 36 | 64 32 | 6548 | 66 20 | 67 66 | 68 32 | 69 44 | 70 24
7170 | 7224 | 7372|7436 | 7540 | 76 36 | 7760 | 7824 | 79 78 | 80 32
8154|8240 | 8382|8424 | 8564 | 8642 | 87 56 | 88 40 | 89 88 | 90 24
9172|9244 | 9360 | 9446 | 9572 | 96 32 | 97 96 | 98 42 | 99 60 | 100 40

Si el ojo del lector ya esta suficientemente entrenado, habra advertido que ¢
es multiplicativa. Esto es una consecuencia del teorema chino del resto. Consi-
deremos, por ejemplo, el caso de ¢(15) = ¢(3)d(5).

La tabla siguiente muestra las clases de Z5 (menos 0) y sus representaciones
como pares de Zs X Zs:

10 2
(2,3) (0,49 (1,0) (2,1) (0,2) (L,3) (2,4)

Vemos que las unidades se corresponden con pares de unidades, y esto no es
casual. Si @ es una unidad y se corresponde con el par (¢,d), entonces a~ ! se

correspondera con un par (u,?) de modo que
(¢,d)(u,v) = (¢u,dv) = (1,1),

luego ¢ y d seran unidades de sus anillos respectivos. Reciprocamente, si a se

corresponde con un par de unidades (¢, d), entonces el par (¢~%,d 1) se corres-
ponde con un b que cumplird ab = 1, luego a serda una unidad.

Este argumento general muestra que, si (m,n) = 1, el nimero de unidades
de Zy es el producto del niimero de unidades de Z,,, por el nimero de unidades
de Z,,. Esto es justo lo que expresa la igualdad ¢(mn) = ¢(m)p(n).

Por consiguiente, para calcular facilmente la funcién de Euler basta encontrar
una féormula para ¢(p™), cuando n es primo. La solucién es:

o(p™) = (p—1p" "

En efecto, nimeros menores que p™ hay p™ — 1, de los cuales no seran primos
con p" los miultiplos de p, es decir, los de la forma pk < p", de modo que
kE < p™ !, vy en total hay p"~! — 1, luego seran primos con p" los restantes:

pn —1— (pn—l _ 1) :pn _pn—l — (p _ 1)pn—1.
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Por ejemplo,

$(100) = $(22)p(52) = (2 — 1)2271(5 — 1)521 = 40.

Ejercicio: Gauss demostré que el poligono regular de n lados es constructible con
regla y compés si y s6lo si ¢(n) es potencia de 2. Caracterizar los ntimeros que cumplen
esta propiedad en términos de su descomposicion en factores primos. Encontrar (sin
calculadora) un n impar con esta propiedad que sea mayor que 50 000.

Nota En los capitulos precedentes hemos demostrado varios teoremas no tri-
viales de “algebra abstracta”, como la construccién de los cuerpos de cocientes,
el hecho de que todo dominio euclideo es un dominio de factorizacién tunica,
asi como todos los teoremas generales que hemos probado sobre dominios de
factorizacién tnica. Todos ellos son “abstractos” en el sentido de que se prue-
ban para dominios “genéricos”, de forma que podemos particularizarlos a casos
muy diversos. Por ejemplo, el mismo teorema general nos justifica que Z y Q[z]
tienen factorizaciéon dnica.

Sin embargo, todos ellos, sin ser triviales, pueden considerarse “abstraccio-
nes triviales” en el sentido de que los argumentos necesarios para probarlos en
toda su generalidad son préacticamente los mismos que habria que emplear para
probarlos en un caso particular. Son una mera constataciéon de que un argu-
mento es valido en un contexto més general que el primero en que uno puede
considerarlo. No hacen mas que evitar que tengamos que repetir varias veces
un mismo argumento en contextos distintos.

Por el contrario, el teorema 3.21 y, en general, los elementos de teoria de
grupos que hemos presentado en esta seccidén, son diferentes en este sentido.
Uno puede entender perfectamente la prueba de que Z o Q[z] tienen factoriza-
cion 1nica sin echar de menos para nada el concepto abstracto de dominio de
factorizacion tunica, pero, en cambio, los argumentos expuestos en esta secciéon
“se entienden mas claramente” cuando se plantean en términos abstractos que
cuando nos los encontramos en casos particulares mezclados con hechos acciden-
tales que resultan ser irrelevantes (como el hecho de estar considerando clases
de congruencias, etc.).

Por ejemplo, en el apartado siguiente vamos a demostrar un resultado que
Euler conjeturd, pero no supo probar (la primera demostracion es de Gauss) y
veremos que las ideas involucradas resultan muy simples precisamente gracias a
que pueden ser expresadas en los términos abstractos de la teoria de grupos y
cuerpos. =

Raices primitivas Consideremos los 6rdenes de las distintas clases de restos
respecto de un moédulo primo, por ejemplo, p = 11:

all 23 45 6 7 89 10
on(a)[1 10 5 5 5 10 10 10 5 2

El teorema de Fermat predice que todos los 6rdenes tienen que ser divisores
de 10, pero vemos que en este caso sucede algo mas fuerte: hay clases cuyo
orden es exactamente 10.



152 Capitulo 3. Congruencias

Definicién 3.25 Una raiz primitiva en U, (o una raiz primitiva médulo m) es
un entero a tal que (a,m) =1y op(a) = d(m).

Acabamos de ver que existen raices primitivas modulo 11, mientras que la
tabla que hemos dado al principio de esta secciébn muestra que no hay raices
primitivas médulo 21.

Las raices primitivas simplifican mucho los calculos con unidades, pues, sus-
tituyendo cada clase por su exponente, podemos calcular productos calculando,
en realidad, sumas. Mas precisamente, si a es una raiz primitiva moédulo m y
¢(m) = d, podemos definir un indice:

indg : Up, — Zg

de modo que ind,(n) =7 si y solo si a’ = n.

Notemos que la definiciéon es correcta, pues si @' = @’, entonces a* 7 = 1,
luego d | i — j, luego 7 = 7.

Por ejemplo, si m = 11 y a = 2, tenemos que las potencias de 2 son:

n|0 1 234 56 789
1 2 155 10 07 36
por lo que los indices de base 2 son:
n|1 23456780910
imdp(n) [0 1 8 2 4 9 7 3 6 5

Es inmediato que
ind, (mn) = ind,(m) + ind,(n),

por lo que si, por ejemplo, queremos calcular 42 - 73, es mas facil hacerlo a través
de los indices:

(notemos que las congruencias de indices son modulo 10), luego 42 - 73 = 10.

Ejercicio: Si g es un elemento de orden n en un grupo G. Encontrar una expresion
para el orden de g™ en funcién de m y n. Comprobarla / conjeturarla con los elementos
de U11 tomndo g = 2.

Vamos a probar que existen raices primitivas médulo cualquier primo p. La
prueba no es complicada, pero el hecho no es obvio en absoluto. Se basa en
unos resultados elementales de teoria de grupos.

Definicién 3.26 Un grupo G es ciclico si existe un elemento g en G tal que
todos los demas elementos de G son potencias de g. En tal caso se dice que g
es un generador de G.
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Observemos en primer lugar que el hecho de que un grupo U,, contenga
una rafz primitiva equivale a que U, es un grupo ciclico, y sus generadores son
precisamente las raices primitivas.

Notemos que un grupo finito G es ciclico si y sélo si tiene un elemento g de
orden |G|, pues esto implica que ¢ tiene |G| potencias distintas, luego dichas
potencias son todos los elementos de G y, reciprocamente, si G es ciclico, el
orden de un generador tiene que ser |G]|.

También es obvio que todo grupo ciclico es abeliano, pues todos sus elemen-
tos son de la forma g™ y

gngm — gn+m — gm+n — gmgn

Teorema 3.27 Sea G un grupo y sean g, h dos elementos tales que gh = hg
y que tengan drdenes finitos primos entre si. Entonces gh tiene orden finito y

o(gh) = o(g)o(h).
DEMOSTRACION: Sean m = o(g), n = o(h). Como gh = hg, es facil ver que

Esto prueba que gh tiene orden finito y ademéas o(gh) | mn. Claramente, pode-
mos expresar o(gh) = miny, donde my | m, ny | n. Tenemos entonces que

QIR = (gh)™™ =1,

Elevando a m/my queda

amnl meLl — 1

)
pero a™ = 1, luego b™"2 = 1, luego n | mny, pero (n,m) = 1, luego n | ny y asi
n = ni. Igualmente se razona que m = my. [

Teorema 3.28 En todo grupo abeliano finito existe un elemento cuyo orden es
maltiplo de los drdenes de todos los demds elementos del grupo.

DEMOSTRACION: Sea g un elemento del grupo cuyo orden sea méximo. Sea
h cualquier otro elemento y vamos a ver que o(h) | o(g). Sea o(g) = m, o(h) = n.
Pongamos que ) )

m=p{'--ptr, nzpil'”p?",
sea m’ el producto de las potencias p;’ tales que e; > € y sea n’ el producto de
las potencias pf; tales que e > e;. De este modo m’ | m, n’ | n, (m',n') =1y
m/n’ es el minimo comin multiplo de m y n.

Sean ¢’ = g™/™ y ' = h™/™ . Se cumple que o(g) =m'yo(h)=n/. En
efecto, por una parte g/m/ =g¢g™ =1y, si ¢’* =1, entonces gkm/m/ =1, luego
m | km/m', luego m'm | km, luego m’ | k.

Esto prueba que o(g’) = m/, e igualmente se razona con h'. Por el teorema
anterior o(g’h’) = m/n’, que es el minimo comtn multiplo de m y n. Teniendo
en cuenta que m es el maximo orden de un elemento del grupo, resulta que
m < m/n’ <m, luego m = m'n’, luego n | m. n
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Ahora ya podemos probar un resultado mucho més general que la existencia
de raices primitivas en los grupos Up:

Teorema 3.29 Si k es un cuerpo finito, su grupo de unidades es ciclico.

DEMOSTRACION: Sea U el grupo de unidades de k (que consta de hecho de
todos los elementos de kK menos 0). Por el teorema anterior existe una unidad
u en U cuyo orden m es multiplo de los érdenes de todas las unidades de k o,
equivalentemente, tal que @™ = 1 para toda unidad a de U. Esto se interpreta
como que todos los elementos de U son raices del polinomio " —1 de k[z], pero
un polinomio de grado m tiene a lo sumo m raices, luego |U| < m.

Por otra parte, las u tiene m potencias distintas, luego U tiene al menos m
elementos, asi que |U| = m y los elementos de U son precisamente las potencias
de u. Esto prueba que u es un generador de U. L]

En particular, si p es primo, el grupo U, es ciclico, es decir:

Teorema 3.30 Sip es primo, existen raices primitivas modulo p.
Ejercicio: Encontrar raices primitivas modulo los primeros primos.

Teorema 3.31 Si p es un primo impar y g es una raiz primitiva modulo p,
entonces o bien g o bien g+ p es una raiz primitiva mddulo p?.

DEMOSTRACION: Sabemos que ¢(p?) = (p— 1)p. Sea m = 0,2(g). Entonces
p? | g™ —1, luego en particular g = 1 (méd p), luego p—1 = 0,(g) | m | p(p—1).
Esto solo deja dos posibilidades: o bien m =p—1, o bien m = (p— 1)p, y en el
segundo caso g es una raiz primitiva médulo p2.

Lo mismo se aplica a g + p, que obviamente es una raiz primitiva moédulo
p (ya que determina la misma clase). Basta probar que no puede ocurrir que
op2(9) = 0p2(9+p) =p— L.

En tal caso g?~! = 1 (méd p?), luego ¢g* = g (mdd p?), luego

g=g"=g"+1" =(g+p)" = (g+p)" ' (g+p) =g +p (méd p°),
de donde p = 0 (méd p?), lo cual es absurdo. "

Ejercicio: Encontrar raices primitivas médulo p? para los primeros primos. ;Existen
raices primitivas médulo 47

Ejercicio: Comprobar que 14 es una raiz primitiva moédulo 29, pero no moédulo 292

Ejercicio: ;Cuantos elementos de orden n tiene un grupo ciclico de orden n? En
particular, jcuantas raices primitivas hay en Upn?

Teorema 3.32 Si p es un primo impar y g es una raiz primitiva mdédulo p?,
entonces es una raiz primitiva modulo p™, para todo n.
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DEMOSTRACION: Recordemos que ¢(p™) = (p — 1)p"~1. Tenemos que
g"~' =1 (méd p), g"71 # 1 (méd p?),

luego v,(gP~! — 1) = 1. Supuesto que g sea una raiz primitiva modulo p”,
llamemos m = 0,n+1(g), de modo que g™ =1 (méd p"**), luego en particular
g™ =1 (méd p"), luego (p— 1)p"~ 1 | m | (p— 1)p™. Ahora bien, el teorema 3.6
nos da que

n—1

vp(g(pfl)p"_l —1) = v, (PP - 1(?*1)1)"‘1) =, (g = 1P VY 4n—1=n,

luego p"+! § g®=DP"" _ 1 es decir, que g®= VP % 1 (méd pntl), luego
m = (p— 1)p", y esto prueba que g es una raiz primitiva médulo p" . =

Ejercicio: Estudiar si existen raices primitivas médulo n para 2 < n < 16.

Teorema 3.33 Sin > 3, entonces |Ugn| = 2771 y 090 (5) = 2772, Toda clase
de Uan se expresa de forma tinica como £57, con j =0,...,2""2 — 1.

DEMOSTRACION: Veamos que, para n > 3,
527" =14 277! (méd 27).

En efecto, se (;omprueba que es cierto para n = 3y, si vale para un n arbitrario,
entonces 52" =14 2"~ + k2", luego

52n+1—3 _ (527173)2 — 14 on + k_2n+1 + 22n—2 + k_222n + k22n’

peron+1 < 2n — 2 < 2n, luego 52717 =1 o (méd 27+1).

Por lo tanto, 52" # 1 en Usn. En cambio,

72n72

5 =5 )P =122 = L

Asi pues, 027 (5) | 2772, pero 09 (5) 1 2773, lo que implica que 0z (5) = 2772,

Veamos ahora que si (—=1)57 = (=1)¥'57", donde 4,7/ = 0,1, 0 < j < j' <
2"~2 necesariamente i = i’, j = j'. En efecto, tenemos que

(1) =577

Si fuera i # i, tendrfamos 57’7 + 1 = 0, es decir, que 2" | 57~ + 1. En
particular 4 | 577" 4+ 1, pero 577 +1 =1+ 1 = 2 (méd 4), y tenemos una
contradiccion, luego tiene que ser i = ¢/, luego 57’9 = 0, pero el orden de 5 es
mayor que j' — 7, luego j = j'.

Asi pues, las clases de la forma 457 son 2" ! clases distintas, luego son todas
las clases de Usn. n
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Ahora es facil ver que todos los elementos de Usn tienen orden divisor de
2"=2 por lo que no hay raices primitivas modulo 2" (en principio si n > 3, pero
es facil ver que tampoco las hay si n = 2, y el caso n = 1 es trivial).

Veamos un ejemplo en el que el uso de indices simplifica considerablemente
un célculo (o al menos lo simplificaba en los tiempos en los que no habia orde-
nadores, pero si tablas de indices precalculadas):

Ejemplo Probar que la ecuaciéon x2? + 1848y? = 18518809 tiene como tnica
solucion (en los nimeros naturales)

1972 + 1848 - 100% = 18518 809.

Conceptualmente, la comprobacién no tiene ninguna dificultad. Es facil ver
(sin necesidad siquiera de hacer el calculo) que 1848 - 1012 > 18518809, por
lo que otra posible solucion de la ecuacion deberia cumplir y < 100, luego sélo
se trata de comprobar que los nimeros 18518 809 — 1848y? no son cuadrados
perfectos para ningtn y < 100. Ahora bien, calcular 100 raices cuadradas de
nimeros de esta magnitud no es muy agradable.

Para ello observamos que 1848 = 22 -3 -7 - 11, asi que vamos a considerar
primos distintos de éstos. Empezamos con p = 5 y observamos que la ecuaciéon

se reduce a
22 4+ 3y* = 4 (méd 5).

Los valores posibles para z2 son 22 = 0, 1,4 (méd 5), luego 3y% = 0,3,5 (méd 5).
Como 2-3 = 1 (méd 5), multiplicando por 2 llegamos a que y? = 0,1,3 (méd 5),
pero 3 no es un cuadrado modulo 5 y, descartandolo, y = 0, 1,4 (mdd 5) o, mas
convenientemente, y # 2,3 (méd 5).

Con esto nos quedan s6lo 60 valores posibles para y. Podemos determinarlos
mediante una criba:

0 1 x x 4 5 6 x x 9
10 11 x x 14 15 16 x x 19
20 21 x x 24 25 26 x x 29
30 31 x x 34 35 36 x x 39
40 41 x x 44 45 46 x x 49
50 51 x x b4 55 H6 x x 59
60 61 x x 64 65 66 x x 69
70 71 x x T4 75 76 x x 79
80 81 x x 84 8 8 x x 89
90 91 x x 94 95 96 x x 99

Ahora repetimos el proceso con p = 13, con lo que la ecuacion se reduce a
2?2 + 2y* = 10 (méd 13).

En este punto se agradece disponer de una tabla de indices modulo 13 (por
ejemplo, respecto de la raiz primitiva a = 2):

n |12 3456 789 10 11 12
ind;(n) [0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6
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Por ejemplo, los cuadrados los los restos de indice par (méas el 0), luego

vemos que
22 =0,1,3,4,9,10,12 (méd 13).

Por lo tanto,
22 =0,1,6,7,9,10,11 (méd 13).

La tabla nos da también el inverso de 2 modulo 13. Basta ver que ind(2) =1,
luego su inverso es el resto de indice —1 = 11 (mdéd 12), es decir, 7. Multipli-
cando por 7 obtenemos

y*=0,3,5,7,10,11,12 (méd 13).

Las multiplicaciones también pueden hacerse mediante la tabla. Para ello ob-
servamos que los indices de 1,6,7,9,10,11 son 0, 5,11, 8, 10, 7, respectivamente,
y s0lo tenemos que sumarles ind(7) = —1, con lo que obtenemos 11,4,10,7,9, 6,
que son los indices de los valores posibles para y? (aparte del 0). En realidad
no necesitamos pasar a los restos, sino que podemos seguir trabajando con los
indices y descartar los impares, porque no corresponden a cuadrados. Asi,

ind(y?) = 4,6,10 (méd 12)

Cada valor para 32 se corresponde con dos valores para y, el que resulta de
dividir el indice entre 2 y en que resulta de sumarle 6, pues 2(a + 6) = 2a
(méd 12), luego los restos de indice a y a + 6 tienen el mismo cuadrado. El

resultado es que
ind(y) =2,3,5,8,9,11 (méd 12),

lo que se corresponde con que
y=0,4,5,6,7,8,9 (mé6d 13)

o, méas comodamente, y Z 1,2,3,10,11,12 (mé6d 13). Al realizar la criba corres-
pondiente sobreviven 33 valores para y:

0 x X X 4 5 6 x X 9
X X X X X X X x x 19
20 21 X X X X 26 x X X
30 31 x x 34 35 x x x 39
X X X x 44 45 46 x X X
X X X X X X 56 x x 59
60 61 x x X 65 X X X 69
70 71 x x 74 x X X X X
X X X x 8 8 8 x x X
x 91 x x x 95 96 x x 99

El lector puede probar a hacer los célculos con p = 17 con la tabla (para
a = 3):

n |1 23 45 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16
inds(n) [0 14 1 12 5 15 11 10 2 3 7 13 4 9 6 8
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La ecuacion es x2 + 1232 = 2 (méd 17). Encontrara que 17 valores de y
sobreviven a la criba. Con p = 19 sobreviven 9, mientras que con p = 23 las
posibilidades se reducen a y = 39,84, 86 (aparte de y = 100).

A partir de aqui no compensa hacer los calculos en general, y vale mas tratar
con cada posibilidad individualmente. Por ejemplo, con p = 29, si tomamos
y = 86 la ecuacion se reduce a 2 = 26 (méd 29), pero 26 tiene indice impar,
luego esto es imposible. Igualmente se descarta y = 84. Por dltimo, con p = 31
se descarta el 39.

Este resultado es interesante porque Euler demostro (teorema 14.16) que esto
implica que 18 518 809 es primo. Una comprobacién directa requeriria probar a
dividirlo entre los primeros 590 primos, hasta 4 297. L]

Ejercicio: Probar que la ecuacion z® + 357y = 142969 tiene como tnica soluciéon
(en los nimeros naturales) (z,y) = (13, 20).

Ejemplo Encontrar los niimeros naturales N tales que el nimero que resulta
de trasladar su primera cifra por la izquierda a la derecha (p.ej. 3458 — 4583)
es 1.5 veces'® mayor que N.

Pongamos que un numero N en las condiciones descritas tiene n cifras y
sea a la primera de ellas (por la izquierda). Entonces N = a - 10"~! + z, con
x < 10" ! y el ntimero que resulta de pasar a la derecha la primera cifra es
M = 10z + a. Queremos que se cumpla la relacién

10z +a = g(a 10" 4 ),
que equivale a
3 10n-t -2
B 17

Para que se cumpla la condicién z < 10"~! tiene que ser

(3—”) S10m < 2
a

y esto, si n > 3, s6lo se cumple si ¢ < 5. El numero N sera

S10mt =2 10" — 1
N:a-lon—1+30a:2a<0>

T a.

17 17

Para que N sea entero n tiene que ser multiplo de 017(10) = 16, luego las
soluciones son los nimeros de la forma

1016% — 1
17

10E] lector puede buscar los nimeros que al hacerles dicha transformacién duplican al na-
mero inicial, pero entonces la segunda cifra por la izquierda resulta ser 0, con lo que el proceso
no es reversible.

Ny = 2a k> 1.
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Observemos ademas que

1016k
17

Niy1 — Ny =2a 106 = Ny - 10'6,

para a = 1,2,3,4,5. Asi pues, N7 puede ser cualquiera de los cinco ntimeros de
16 cifras:

1176470588 235 294, 2352941176470 588, 3529411764705 882,

4705882352941 176, 5882352941176 470,

y los demas Vg son los que resultan de repetir k veces estos bloques de 16 cifras.
En particular, el menor ejemplo que cumple las condiciones es

% -1176470 588235294 = 1764705882352 941.

Multiplicaciones magicas Este problema fue propuesto en 1907 por Henry
Ernest Dudeney:

Este es un ejemplo de multiplicacion mdgica:
41096 x 83 = 3410968.

Vemos que el producto se obtiene anteponiendo al primer factor la segunda cifra
del segundo y posponiendo la primera.

Encontrar todas las multiplicaciones mégicas, es decir, todos los pares de
nameros naturales (z,y) tales que y tiene dos cifras y el producto zy es el
numero que resulta de anteponer a x a segunda cifra de y y de posponer la
primera.

Pongamos que x tiene n cifras, de modo que 10"~ < z < 10", mientras que
y =a-10+ b, con a # 0. Notemos que no puede ser b = 0, porque entonces el
producto xy terminaria en 0, pero tiene que terminar en a > 0. La condicién es

z(a-10+b) =b- 10" + 10z + a,
que equivale a que

b-10"t! +q
W l<pg=—— "~ <10™
ST T 0@ 1) +b

Por lo tanto, para que x sea entero se tiene que cumplir que
10(a—1)+b|b-10""! +a.

Es facil pedirle a un ordenador que compruebe para qué valores de a y b se
cumple esta condiciéon para algin n (solo hay que considerar valores de n hasta
m = 10(a — 1) + b), y sucede que so6lo hay tres valores posibles para a y b, es
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decir, para y. La tabla siguiente contiene ademas el menor valor de n posible

en cada caso:
r oy m n

71 61 52
41096 83 73 5
8§ 8 76 1

El valor de = que falta es un namero de 52 cifras, a saber:
1639 344 262295081 967 213 114 754 098 360 655 737 704 918 032 787.
En general, para y = 71, los valores posibles de n son los que cumplen
10" = —7 (méd 61),

pero 0g1(10) = 60, por lo que esto sucede para n = 52 4+ 60k. Por lo tanto, los
valores posibles para = son

_ 1053+60k + 7

Tk 61

de forma que

1053+60k(1060 _ 1) 10(1060 _ 1) . 1052+6Ok

Thtt = Tk = 61 - 61

donde el primer factor tiene 60 cifras, y es:
163934426 229 508 196 721 311 475409 836 065 573 770 491 803 278 688 524 590.

Esto significa que el factor xj, se obtiene de zy anadiendo a su izquierda k bloques
de estas 60 cifras, y asi tenemos determinadas todas las multiplicaciones mégicas
cuyo segundo factor es 71.

Un anélisis andlogo muestra que, para y = 83,

3. 106+8k + 8
xrr = ——m—
k 73 )
con lo que
108 -1
Tl — T = % -10°8% = 41095890 - 10°+8F

con lo que xj se obtiene de xg = 41096 anadiendo a su izquierda k bloques
iguales a 41 095 890.

El caso y = 86 requiere especial atencion porque m = 76 no es primo. Ahora
bien, la condicién para n es

6-10"T = —8 (méd 76),
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que, dividiendo entre 4, equivale a
15-10" = —2 (méd 19),

o también a 10" = 10 (mdd 19), y 19 ya es primo. Esta condicién se cumple
cuando n = 1 + 18k, con lo que llegamos a que

_6-102T18F 18 15.10' 18k 4 2

B 76 B 19 ’

Tk

con lo que
15(10* — 1)
19

y asi xj se obtiene de xyp = 8 anteponiendo k£ bloques 789 473 684 210 526 315.
Asi quedan determinadas todas las multiplicaciones méagicas. La tabla siguiente
resume lo que hemos obtenido:

Thp1 — T = - 101H18% = 789473684210 526 315 - 101 T18F

’ periodo \ zo | y]
789473 684210526 315 8 | 86
41095890 41096 | 83

163934 426 229 508 196 1639344 262295081 | 71
721311475409 836065573 | 967213 114 754 098 360
770491803 278 688 524 590 | 655 737 704918 032 787

Un teorema de irreducibilidad Veamos ahora una aplicaciéon més sofisti-
cada de las congruencias en la que usaremos buena parte de los resultados que
hemos probado hasta ahora:

Teorema 3.34 Sip es un primo impar, el polinomio
(@) =a? "+ aP P 41
es irreducible en Q|x].

DEMOSTRACION: Supongamos que ¢,(x) = f(x)g(x), para ciertos polino-
mios en Q[x] de grado estrictamente menor que el de ¢,(z). Sustituyendo f(z)
y g(z) por los polinomios que resultan de multiplicarlos por el producto de los
denominadores de sus coeficientes, obtenemos polinomios del mismo grado con
coeficientes enteros, que satisfacen una ecuacién de la forma

acy(x) = f(z)g(x),

donde a es un entero no nulo, que podemos suponer positivo. Supongamos en
primer lugar que a > 1 y tomemos un primo 7 | a. Asi r divide a todos los
coeficientes de f(x)g(x), y esto implica que r divide a todos los coeficientes de
f(z) o bien a todos los coeficientes de g(x).
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En efecto, para probarlo basta considerar los polinomios de Z.[z] que re-
sultan de sustituir cada coeficiente por su clase de restos modulo r. Estos
polinomios verifican la relaciéon

f(z)g(x) =0,

pero Z.[x] es un dominio integro, si un producto de polinomios da 0, es que uno
de los factores es 0, luego f(x) = 0 o bien g(z) = 0, lo que significa que 7 divide
a los coeficientes de uno de los factores. Por lo tanto, podemos simplificar r de
la ecuacion acy(x) = f(x)g(z), y tras un namero finito de pasos tenemos que
llegar a una ecuaciéon de la forma

donde los factores estan ahora en Z[z] y tienen grados 0 < u,v < p — 1. Como
el coeficiente director de c,(x) vale 1, los coeficientes directores de f(z) y g(z)
tienen que ser +1, y no perdemos generalidad si suponemos que ambos valen 1.

Ahora consideramos polinomios con coeficientes en Z,[z]. Notemos que
(2 = D) =a” — 1,
luego también
&) (e —T) =a” 1 = (- 1",

donde hemos usado el teorema 3.16, ya que que el anillo Z,[z] tiene caracteris-
tica p. Por consiguiente,

(@ =D = g(x) = fl2)g(x).

A su vez, esto implica que

donde los exponentes u y v son precisamente los grados de f(x) y g(z) porque los

coeficientes directores de estos polinomios valen 1, luego sus restos médulo p no

son nulos, por lo que f(z) y () tienen también grados u, v, respectivamente.

Ahora, como u,v > 0, tenemos que f(1) = 0 = g(1), pero esto equivale a que

pl f(1)yp]|g(l), luego p* | f(1)g(1) = c,(1) = p y tenemos una contradiccion.
| |

En particular, ahora sabemos que hay polinomios irreducibles en Q[z] de
grado arbitrariamente grande.
3.7 Restos potenciales

Vamos a investigar ahora cudndo un ntimero entero tiene raiz n-sima modulo
otro entero m:
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Definicién 3.35 Un entero a es un resto potencial n-simo médulo un entero
m si existe un entero b tal que a = b (mdéd m). Los restos potenciales segun-
dos, terceros y cuartos se llaman, respectivamente, restos cuadrdticos, cibicosy
bicuadrdticos.

La tabla siguiente muestra la situacion para m = 11 y varios exponentes n.
Vemos que cada potencia n-sima se repite un nimero d de veces, que es distinto
para cada n, y que hemos recogido en la tltima columna. Tal vez el lector pueda
conjeturar a partir de aqui (o a partir de otros ejemplos, preferentemente para
otros modulos primos) la relacion que existe entre n y d (y m). Por ejemplo,
un hecho obvio es que, si las 10 potencias tienen que coincidir en grupos de d,
necesariamente d | 10, de modo que exactamente 10/d de las 10 clases de restos
(no nulas) modulo 11 son potencias n-simas.
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En realidad el patréon que muestra la tabla anterior es consecuencia de un
resultado general valido para grupos ciclicos finitos cualesquiera, y en particular
es aplicable a los grupos de clases de restos U,, siempre que sean ciclicos, es
decir, siempre que exista una rafz primitiva médulo m.

En este contexto general, consideremos un grupo ciclico G generado por
un elemento g de orden m. Asi, los elementos de G son 1,g,4%,...,¢™ . Nos
planteamos cuéntas soluciones tiene en G la ecuaciéon z" = a. Podemos expresar
a=g"yx=gY con lo que el problema equivale a contar las soluciones y de la
ecuacion ¢"¥ = g°, con 0 < y < m.

Equivalentemente, la ecuacion es g"¥~° = 1, y esto equivale a que m | ny —b,
es decir, que buscamos el ntimero de soluciones y de la congruencia

ny = b (méd m), 0<y<m.

Si d = (n,m), para que esta congruencia tenga solucién, es decir, para que
exista un k tal que ny = b+ km, es necesario que d | b, y en tal caso las
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soluciones cumplen (n/d)y = (b/d) + k(m/d), luego buscamos las soluciones de

la congruencia
n b

m
—y = - (méd — 0<y<m.

Como (n/d,m/d) = 1, esta congruencia tiene una solucioén unica modulo m/d,
luego ahora podemos afirmar, por una parte, que la ecuacion tiene solucion si
y solo si d | by, por otra parte, que tiene exactamente d soluciones, pues si
0 < yo < m/d es la tnica solucion menor que m/d, también son soluciones los
nameros

m

d )

m

y0+(d_1)d7

m
Y= Yo, yo+g, Yo + 2

pues todos ellos cumplen 0 < y < m.

Al aplicar esto al grupo G = U;1, que tiene m = 10 elementos, concluimos
que el valor d mostrado en la tabla anterior para cada exponente n es precisa-
mente d = (n, 10). Sin embargo, el anélisis anterior nos permite expresar de una
forma mas simple (independiente del generador g) la condicién d | b que hemos
visto que es necesaria y suficiente para que un elemento de G tenga raiz n-sima:

Teorema 3.36 Sea G un grupo ciclico finito de orden m, sea a € G, sea n un
nimero entero y sea d = (m,n). Entonces, la ecuacion " = a tiene solucion
en G siy solo sia™/% =1, y en tal caso tiene exactamente d soluciones distintas.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta la discusiéon precedente, en la que
hemos expresado a = ¢, sélo queda demostrar que d | b si y solo si a™/d=1.

En efecto, si d | b entonces a™/? = (g*)™/? = (g™)*/¢ = 17/ = 1. Recipro-
camente, si a”/% = 1, esto equivale a que ¢""/¢ = 1, lo que a su vez equivale a
que m | bm/d, es decir, a que exista un k tal que km = bm/d, o también dk = b,
luego d | b. "

Si particularizamos el teorema anterior al caso de los grupos de unidades U,
tenemos el enunciado siguiente:

Teorema 3.37 Sea m un niumero natural tal que exista una raiz primitiva mo-
dulo m, sea n un nimero entero y sea d = (n,$(m)). Si (a,m) =1, entonces a
es un resto potencial n-simo médulo m si y sélo si a®™/® =1 (méd m), y en tal
caso a tiene exactamente d raices n-simas distintas moédulo m. En particular,
hay exactamente ¢(m)/d restos potenciales n-simos en Uy,.

De aqui obtenemos un criterio sencillo debido a Euler que determina para
qué primos impares p se cumple que —1 es un resto cuadratico médulo p. En
este caso d = (2,p — 1) = 2, luego el teorema anterior nos da que esto sucede
cuando (—1)P~1/2 = 1 (méd p), pero es obvio que esto sucede exactamente
cuando el exponente es par, es decir, cuando 4 | p — 1. Por consiguiente:

Teorema 3.38 (Euler) Sip es un primo impar, entonces —1 es un resto cua-
drdtico mdédulo p si y sélo si p=1 (mébd 4).
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Ejercicio: Formular una conjetura a partir de ejemplos concretos sobre cuando 2 es
un resto cuadratico modulo un primo impar p.

Veamos otro ejemplo:

Teorema 3.39 Sip > 3 es primo, entonces —3 es un resto cuadrdtico modulo p
sty solo sip=1 (méd 3).

DEMOSTRACION: Observamos que 22 — 1(z — 1)(2? + z + 1), y el segundo
polinomio tiene discriminante A = —3, luego el teorema 3.17 nos da que —3 es
un resto cuadratico médulo p si y sélo si dicho polinomio tiene dos raices en
Zyp, sty solo si % — 1 tiene tres raices en Z, y, por el teorema 3.37 (aplicado a
a = 1) esto equivale a que (3,p — 1) = 3, es decir, a que 3 | p — 1. ]

Ejercicio: Formular una conjetura a partir de ejemplos concretos sobre cuando 3 es
un resto cuadratico médulo un primo p > 3.






Capitulo IV

Los enteros de Gauss

4.1 Sumas de dos cuadrados I

Consideremos el problema siguiente ;qué nimeros naturales pueden expre-

sarse en la forma z? + y?? Aqui tenemos las sumas

100:
0o 1 2 4 5 &8 9 10 13

18 20 25 26 29 32 34 36 37
45 49 50 52 53 58 61 64 65
73 74 8 81 82 8 89 90 97

Obviamente, en la tabla encontramos todos los cu
observacion elemental es que si n = 22 +y? es suma de

de dos cuadrados hasta

16 17
40 41
68 72
98 100

adrados. Mas atn, una
dos cuadrados, entonces

k*n = (kx)? + (ky)? también lo es, luego podemos separar de la tabla aquellos
niimeros cuya presencia se explica por ser de la forma k%n con n ya presente en

la tabla. Eliminamos asi:

4=22.1 8=2%2.2 9=32.1 16=42%2-1
25=52.1 32=42.2 36=62-1 40=22-10
50=5%2-2 52=22.13 64=82-1 68=22-17
81=92-1 90=3%2-10 98=7%2-2 100=10%-1

y nos quedan:

0 1 2 5 2.5 13 17 2-13
41 53 2-29 61 5-13 73 2-37 2-41

18=32.2 20=22.5
45=32.5 49="72.1
72=62.2 80=142.5

29 2.17 37
5-17 89 97

Hemos descompuesto los nameros restantes en factores primos porque asi se

ponen de manifiesto dos hechos:

1. Hemos probado que si n es suma de dos cuadrados, también lo es k%n,
pero en principio podria ocurrir que k%n fuera suma de dos cuadrados sin
que n lo sea. Sin embargo, en la tabla no ha aparecido ningin ntamero
en estas circunstancias, pues ninguno de los ntimeros que han quedado al

eliminar los de la forma k2n con n en la tabla es

167

de la forma k2n.
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Esto induce a conjeturar que un ntmero k°n es suma de dos cuadrados si
y s6lo si n es suma de dos cuadrados.

2. Los factores primos de los niimeros que han quedado en la tabla estan
también en la tabla.

Si estos hechos no son casuales, podemos formular una conjetura muy com-
pleta sobre la situacién. Observemos que todo ntimero entero no nulo m puede
expresarse de forma tinica como m = k?n, donde n es libre de cuadrados. Se
dice que n es la parte libre de cuadrados de m, y esta formada por los primos
que dividen a m con exponente impar.

En estos términos, es razonable conjeturar:

1. Un ntimero natural no nulo es suma de dos cuadrados si y sélo si lo es su
parte libre de cuadrados.

2. Un nimero natural no nulo libre de cuadrados es suma de dos cuadrados
si y s6lo si sus divisores primos son suma de dos cuadrados.

Notemos que 2. no puede ser cierto para niimeros cualesquiera porque todo
ntmero de la forma k2 -5 es suma de dos cuadrados, y k puede ser divisible por
primos cualesquiera.

Por dltimo nos fijamos en los primos que son suma de dos cuadrados:
2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, ...

(Identifica el lector esta sucesion? Una conjetura que (de ser cierta) resuelve
completamente el problema es:

Un nuimero natural no nulo es suma de dos cuadrados si y sdlo si los
primos que lo dividen con exponente impar son el 2 o bien primos
congruentes con 1 maodulo 4.

Vamos a ver que la conjetura es exacta. Consideremos en primer lugar la
formula
(a® + %) (? + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)?.

Esta igualdad nos garantiza que un producto de ntimeros expresables como
suma de dos cuadrados es también expresable como suma de dos cuadrados. El
reciproco no es cierto, pero algo podemos probar:

Veamos que si a = pb donde p es primo y tanto a como p son suma de dos
cuadrados, entonces b también lo es.

Para ello observemos que si p = u? +v? y a = r2 4 52, entonces
(us —rv)(us +rv) = u?s? —r2v? = u?s® + ur? —u?r? — r%0?
u? (52 +7?) — r?(u? +v?) = u?a — r?p,

luego p | (us — rv)(us + rv) y por tanto p | (us — rv) o bien p | (us + rv).
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Si p | (us + rv), entonces, como p? | ap y

ap = (1* + 5*)(u® +v%) = (ru— sv)* + (rv + us)?,

resulta que p? | (ru — sv)?, luego

a _ (ru— sv)2 (rv + us)?
p P’ P’

es suma de cuadrados.
Sip | (us — rv) razonamos igual con la férmula

ap = (52 + %) (u® + v*) = (su — rv)? + (sv + ur)?.

Esto implica que si un niimero a, expresable como suma de dos cuadrados, es
divisible por un niimero b que no lo es, entonces el cociente tiene un factor primo
no expresable como suma de dos cuadrados, pues tendriamos a = bc y, si todos
los factores primos de ¢ fueran expresables como suma de dos cuadrados, una
aplicacion repetida del resultado anterior nos darfa que b es también expresable
como suma de dos cuadrados.

Ahora viene el resultado fundamental: si p es un primo tal que (a,b) =1y
p | (a® + b?), entonces p es suma de dos cuadrados. Notemos que si r es libre
de cuadrados y r = a? + b?, entonces (a,b) = 1, pues sid | a y d | b, entonces
d? | r. Por lo tanto un niimero libre de cuadrados es suma de dos cuadrados si
y so6lo si sus factores primos lo son.

En efecto, sea a = pm + ¢, b = pn +d, donde |c|, |d| < p/2 (si el resto
de la divisiéon resulta mayor que p/2 sumamos 1 al cociente y tomamos resto
negativo).

Entonces a?+b? = m?p? £2mpc+c? +n?p? £2npd+d? = Ap+ (2 +d?). En
consecuencia p | (¢ + d?), o sea, ¢? + d? = py, para cierto y. Como (c,d) < p,
p no lo divide, luego (c,d)? | y.

Ahora dividimos la ecuacién c? + d? = py hasta obtener e? + f? = pz, donde
(e,f) =1ypz<c+d® < (p/2)* + (p/2)* = p*/2, luego z < p/2.

Si p no fuera suma de dos cuadrados, por el resultado anterior z tiene un
factor primo ¢ que tampoco es expresable como suma de dos cuadrados. En
particular ¢ < z < p.

Hemos probado que si existen nameros p, a, b, tales que p es primo, (a,b) = 1
y p divide a a® +b?, entonces existen ntimeros ¢, e, f, en las mismas condiciones
y con ¢ < p. Pero si existieran tales ternas de numeros deberia haber una con
p minimo, y segtun lo visto es imposible.

Esto prueba la mayor parte de nuestra conjetura: Sea n = u?v donde v es
libre de cuadrados y supongamos que n es suma de dos cuadrados,

n=a%+0b? = (a,b)*(* + d?)

con (c,d) = 1. Entonces (a,b) | u, luego v | (c¢® + d?). Por el resultado que
acabamos de probar todo primo que divide a v (luego a ¢ + d?) es suma de dos
cuadrados, luego v es suma de dos cuadrados.
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En resumen, tenemos probado que un nimero es suma de dos cuadrados si
y so6lo si lo es su parte libre de cuadrados, si y solo si los primos que dividen
a su parte libre de cuadrados son suma de dos cuadrados. Sélo falta probar
que los tinicos primos impares expresables como suma de dos cuadrados son
exactamente los congruentes con 1 moédulo 4.

La condicién es obviamente necesaria: si p = 22 + y2, entonces z e y deben
tener paridades opuestas, luego uno de los cuadrados z? o y? tiene que ser
congruente con 0 modulo 2 y el otro con 1, luego la suma es p = 1 (méd 4).

Reciprocamente, supongamos que p = 4n + 1. Por el teorema de Fermat
sabemos que todo ntimero a entre 1 y p — 1 cumple a?~! = 1 (mdéd p), es decir,
a*™ =1 (méd p), luego (a+1)*" —a*™ = 0 (méd p), es decir, p | (a+ 1)*" —a"
para 1 < a < 4n — 1. Por otra parte

(a+ 1)4n _ a4n _ ((a+ I)Qn =+ a2n)((a+ 1)2n _ aQn)7

luego o bien p | (a + 1)*" + a*®" o bien p | (a + 1)?" — a®".

Sip| (a+1)* + a®" para algtin ntimero a, entonces, como (a,a + 1) = 1,
sabemos que p es suma de dos cuadrados. Veamos que no es posible que p no
divida a ninguno de estos ntmeros, es decir, que no es posible que se cumpla
p| (a+1)?" — a?" para todo ntiimero a entre 1 y 4n — 1. En tal caso p divide a
las 4n — 2 diferencias de las potencias 2n—simas de los 4n — 2 primeros niimeros
enteros, luego también a las 4n — 3 diferencias de sus diferencias, etc. y asi
deberia dividir a las 2n diferencias de orden 2n, que, segin hemos visto en el
ejemplo de la pagina 30, valen (2n)!, pero como p es primo, resulta que p divide
a un m < 2n, lo cual es imposible ya que p = 4n + 1.

Lo que acabamos de ver es un ejemplo de demostracion tipica de finales del
siglo XVIII. Platon diria que es una demostracion que maneja las “sombras de
las ideas” en lugar de las ideas en si. En la seccion siguiente vamos a introducir
las “ideas” necesarias para dar una demostracion mucho mas conceptual, que
descansa sobre argumentos claros y no sobre meros célculos que “funcionan”.

4.2 Enteros de Gauss

En el capitulo anterior hemos visto que el concepto de congruencia esta
definido sobre anillos arbitrarios. En particular, el teorema 3.3 nos da que las
clases de restos modulo cualquier elemento de cualquier anillo forman a su vez
un anillo (que serd un dominio si partimos de un dominio y el médulo no es una
unidad).

Vamos a aprovechar esta generalidad para considerar el anillo de clases de
restos en el anillo de polinomios A = Q[z] médulo el polinomio p(r) = 2% + 1.

Como p(z) no tiene raices en Q (ya que —1 no es el cuadrado de ningun
namero racional) resulta que p(x) es irreducible (que es lo mismo que primo).
El mismo argumento que hemos empleado en Z nos da lo siguiente:
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Teorema 4.1 Si A es un dominio euclideo y p es un primo en A, entonces el
anillo de clases de restos A, es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Sabemos que A, es un dominio. Basta probar que todo
elemento no nulo tiene inverso. Tomemos una clase @ # 0 en A,. Esto significa
que p 1 a, luego (a,p) = 1. Por la relacion de Bezout 2.20, existen elementos u,
v en A tales que ua + vb = 1, y tomando clases moédulo p resulta que @a = 1,
luego a tiene como inverso a la clase u. [

Asi pues, tenemos que el anillo de clases de restos k = Q[z],241 es un cuerpo.
Vamos a analizarlo con detalle.

En principio, un elemento arbitrario de k es de la forma ¢(z), donde g(x) es
un polinomio arbitrario en Q[z]. Ahora bien, podemos dividir

q(z) = (2® + De(x) + a + ba,

para ciertos ntmeros racionales a, b (ya que el resto tiene que ser un polinomio
de grado menor que 2). Al tomar clases médulo 22 + 1 queda que

q(z) = a+ bz.
Con esto casi hemos probado lo siguiente:

Todo elemento de k se expresa de forma unica en la forma a + bz,
donde a y b son numeros racionales.

Solo falta probar la unicidad, pero si @ + b% = ¢ + dZ, entonces
a—c+ (b—d)z =0,

lo cual equivale a que 22 + 1 | @ — ¢ + (b — d)x, pero un polinomio de grado 2
s6lo puede dividir a un polinomio de grado menor que 2 si éste es nulo, luego
a—c+ (b—d)x =0, lo cual significa que a =cy b=d.

En particular, la aplicacion Q — k dada por a — a hace corresponder
numeros racionales distintos con elementos de k distintos. Ademas, tenemos
que

a+b=a+b, ab = ab,

y esto significa que podemos identificar cada ntimero racional a con la clase
a de k y asi considerar que Q esta contenido en k (en otros términos, hemos
probado que k es un cuerpo de caracteristica 0).

Con esta identificacién podemos decir que los elementos de k son de la forma
a + bz, donde a, b son nimeros racionales. Por dltimo observamos que, trivial-
mente, 22 + 1 = 0, luego 22 = —1. Si convenimos en llamar i = Z, resulta que
los elementos de k son de la forma a + bi, donde a y b son ntumeros racionales y
ademas 2 = —1.
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Definicién 4.2 Llamaremos Q(¢) al cuerpo de clases de restos de Q[z] modulo
el polinomio z2 + 1. Llamando i = Z e identificando cada ntimero racional a con
la clase a, tenemos que los elementos de Q(¢) se expresan de forma tnica como
a + bi con a y b nimeros racionales, y ademas se cumple que i = —1.

Teniendo en cuenta ademéas que la suma y el producto de Q(i) se restringe
a las operaciones usuales sobre los nimeros racionales, estos hechos determinan
completamente las operaciones en Q(7). En efecto:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
mientras que para multiplicar dos de estos niimeros sélo tenemos que operar:

(a + bi)(c + di) = ac + bdi® + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i.

Nota Podriamos haber introducido Q(¢) mas directamente, definiendo la suma
y el producto con las férmulas explicitas que acabamos de dar, pero entonces
tendriamos que demostrar que tales operaciones cumplen todas las propiedades
de la definiciéon de cuerpo, lo cual es un tanto laborioso. La construcciéon como
anillo de clases de restos nos asegura directamente que Q(i) es un cuerpo.!
Vamos a apoyarnos en esta construcciéon para obtener un ultimo hecho sobre
Q(i), pero, una vez lo tengamos, podremos olvidarnos de que los elementos de
Q(%) son clases de restos de polinomios y considerar tinicamente que son nameros
de la forma a + bi. n

El dltimo hecho bésico que tenemos que comprobar es que si definimos el
conjugado de un ntmero a + bi como a + bi = a — bi (no confundir la barra con
la notacion que usamos para representar las clases de restos), se cumple que

21+ 29 :21+,§2, Z129 = Z1292.

Esto puede probarse mediante un calculo explicito (que el lector puede llevar
a cabo como ejercicio) o también a partir de la construccion que hemos hecho
de Q(i). Para ello, consideramos la aplicacion

¢: Qz] — Q(37)

dada por ¢(p(z)) = p(—i). En general, la evaluacion de polinomios en un ele-
mento dado cumple las propiedades siguientes:

c(p(z) + q(x)) = p(—i) + q(—i) = c(p(x)) + c(q(x)),

c(p(z)q(z)) = p(—i)g(—i) = c(p(x))z(q(z)).

1El lector familiarizado con los ntimeros complejos habra advertido que podriamos haber
definido Q(%) como el subcuerpo de C formado por los ntimeros complejos a + bi en los que
a y b son nimeros racionales. Si en la construccién que hemos hecho cambiamos Q por R,
obtenemos una construccion del cuerpo C de los nimeros complejos sin ninguna otra variacién.
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Ademas, c(z? + 1) = (—i)? + 1 = 0, luego si p(z) = q(z) (méd 22 + 1), esto
significa que p(r) —q(x) = (2® +1)h(x) y, evaluando en —i, queda que c(p(x)) —
c(q(z)) =0, luego ¢(p(x)) = c¢(¢q(x)). Por consiguiente, ¢ induce una aplicacion

¢: Q) — Qi)

dada por ¢([p(x)]) = e¢(p(x)), que esta bien definida porque hemos visto que no
importa qué polinomio p(x) tomamos como representante de la clase de restos.
Es inmediato que ¢ cumple también

E(Zl + ZQ) = 5(21) + E(Zg), 5(2122) = 5(21)5(22).
Ahora bien, ¢ no es sino la conjugacion que hemos definido antes, pues
cla+bi) = &([a + bzx]) = a — bi.

Llegados a este punto, el lector puede, si lo desea, olvidar toda la construc-
cion que hemos hecho y quedarse tinicamente con las propiedades recogidas en
en resumen 4.1. Hemos demostrado ya las cuatro primeras, y las restantes se
deducen facilmente de ellas.

En primer lugar tenemos la definicion de la norma de un ntumero z = a + bi
como

N(z) = 22 = (a + bi)(a — bi) = a® + b*.

Observemos que si z # 0, entonces N(z) # 0. Obviamente
N(z122) = 21222122 = N(21) N(22).

Ademaés, ahora podemos obtener una expresion explicita para el inverso de un
elemento (no nulo) de Q(4). Es obvio que

NG) NG b
luego B
TN

Por ejemplo, para calcular el inverso de z = 3 + 2¢ calculamos su norma
N(z) = 32 + 22 = 13 y entonces

—2i 2
27173 { 3 ,

13 13 13

Maés en general, para dividir dos elementos de Q(4) basta multiplicar por el
conjugado del denominador:
244 (2+4)(3+4i) 24110 £+L1
3-4i  (3-40)(3+4) 25 25 25"

Nota La notacion Q(7) sugiere que este cuerpo se obtiene “adjuntandole” a Q
una raiz cuadrada de —1. Se trata del menor cuerpo que podemos construir que
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Resumen 4.1: El cuerpo Q(¢)

Q(4) es un cuerpo cuyos elementos se expresan de forma tnica como a+ bz,
donde a y b son ntmeros racionales e i = —1.

e La suma y el producto en Q(4) vienen dadas por
(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i, (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+bc)i.
e El conjugado de un elemento de Q(i) es a + bi = a — bi.
e La conjugacion cumple las propiedades
21 + 20 = 21 + Zo, Z129 = Z122.
e La norma N : Q(i) — Q se define como
N(z) = 2z, o equivalentemente. N(a + bi) = a® + b,

e Se cumple que N(z121) = N(21) N(22).

e Si z # 0 es un elemento de Q(4), entonces

contenga a Q de modo que —1 tenga raiz cuadrada. Mas concretamente, es facil
convencerse de que cualquier cuerpo que contenga a Q y en el que —1 tenga una
raiz cuadrada tendra un subcuerpo que podemos identificar con Q(7). L]

En realidad no estamos tan interesados en Q(7) como en un anillo contenido
en él:

Definicién 4.3 El anillo de los enteros de Gauss es el anillo Z[i] formado por
los elementos de Q(7) de la forma a + bi, donde a y b son ntmeros enteros.

Es inmediato que al sumar, restar o multiplicar enteros de Gauss obtenemos
un entero de Gauss, lo cual se traduce en que, ciertamente Z[i] es un anillo.
De hecho es un dominio integro, ya que esta contenido en un cuerpo, luego no
puede tener divisores de 0.

Lo que ya no es cierto es que al dividir enteros de Gauss obtengamos un
entero de Gauss. Por el contrario, es facil ver que el cuerpo de cocientes de Z[i]
es Q(4). Por una parte, es inmediato que al formar fracciones con elementos de
Z[i] obtenemos elementos de Q(i) y, por otra parte, todo elemento de Q(i) es
cociente de enteros de Gauss. Mas atn, es un cociente de un entero de Gauss
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entre un entero ordinario. Por ejemplo:

3,221 10, 21410
5 77735 735 " 35

y lo mismo puede hacerse con cualquier otro elemento de Q(%).

Para distinguir a los enteros de Gauss de los enteros usuales, a éstos se les
suele llamar en este contexto enteros racionales, de modo que los enteros de
Gauss son los “enteros” del cuerpo Q(¢), mientras que los enteros racionales son
los enteros del cuerpo QQ de los numeros racionales.

Un hecho elemental que va a ser muy relevante es que, mientras la norma
de un elemento de Q(¢) es un ndmero racional, al considerar enteros de Gauss
tenemos que N : Z[i] — N.

El hecho fundamental sobre enteros de Gauss es el teorema siguiente:
Teorema 4.4 Z[i] es un dominio euclideo con la norma N : Z[i] — N.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que las normas de los enteros de Gauss
son numeros naturales, es evidente que si a y 8 son enteros de Gauss no nulos,
entonces N(a) < N(a) N(8) = N(ap).

Tomemos ahora dos enteros de Gauss A y § con § # 0. Consideramos el
cociente A/§ = r+si, donde r y s son numeros racionales. Llamamos z e y a los
enteros racionales mas cercanos a r y s, respectivamente, de modo que |r — x|,
|s —y| <1/2, con lo que, lamando v = x + yi, e = A — §v, tenemos que

N(e/6) =N(A/S —y)=(r—x)* + (s —y)? <1/4+1/4=1/2 <1,

luego N(e) < N(9). "

Observemos que la demostraciéon nos dice cémo obtener explicitamente el
cociente y el resto de una divisién: para obtener el cociente realizamos la division
en Q(i) y redondeamos las coordenadas del resultado hacia los enteros més
proximos, y una vez conocido el cociente ya podemos calcular el resto.

Ya sabemos la trascendencia que tiene el teorema anterior: ahora sabemos
que los enteros de Gauss son un dominio de factorizaciéon tnica en el que po-
demos manejar los conceptos aritméticos igual que en Z. Por ejemplo, la tabla
siguiente muestra una aplicaciéon del algoritmo de Euclides para calcular el ma-
ximo comun divisor de los enteros de Gauss 36 4+ 37¢ y —16 + 37¢. Indicamos
también las normas de los restos que vamos calculando:

c r u v N

36 + 371 1 0| 2665

—i | —16 + 37i 0 11]1625

241 | —1+21i 1 7| 442

—1+2 T—4i| —2—1 2—2i 65

—2—1 243t | -3+3t —2-5¢ 13
0
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Por ejemplo, la segunda divisiéon que hemos hecho ha sido

—16 4+ 37i 793 + 299i
—1+4+21i 442

=179+ 0.68i ~ 2 + i,

lo que nos da un resto de —16 + 37; — (—1 +214)(2+¢) = 7 — 4.

La conclusioén es que
(36 + 37i,—16 + 37i) = —2 + 34,
con la relacién de Bezout:

—2 + 3i = (—3 + 30)(36 + 37i) + (—2 — 5i)(—16 + 37i).

Unidades Para “orientarnos” en Z[i] lo primero que necesitamos tener claro
es cudles son las unidades de este anillo. Observemos que las unidades son
necesariamente los enteros de norma 1. En efecto, si a es un entero de Gauss
y N(a) = a@ = 1, entonces el conjugado & también es un entero de Gauss y
vemos asi que es el inverso de «, luego « es una unidad. Reciprocamente, si «
es una unidad, tenemos que N(a) N(a™!) = N(aa™!) = N(1) = 1 y, como las
normas son ndmeros naturales, tiene que ser N(«) = 1.

Por consiguiente, & = z + yi es una unidad si y sélo si 22 +3% = 1y,
puesto que x, y son ntmeros enteros, es obvio que esto sélo puede suceder si
(x,y) = (£1,0), (0,£1). En conclusion:

Las unidades de Z[i] son 1, —1, i, —i.

Asi pues, mientras que en Z los enteros no nulos se distribuyen en parejas
de asociados, en Z[i] cada entero no nulo tiene cuatro asociados (incluyéndolo a
él). Por ejemplo:

34+5i, —54+3i, —3-5i, 5—3i

son cuatro enteros de Gauss asociados entre si. Los tres ultimos resultan de
multiplicar el primero por i, —1 y —i, respectivamente.

Nota No es cierto que todo elemento de Q(¢) de norma 1 sea una unidad. Por
ejemplo,

3 n 4.

-+ =i

5 5

tiene norma 1, pero no es una unidad porque no es un entero de Gauss.

Primos Vamos ahora a identificar a los primos de Gauss. Hay una condicién
suficiente muy simple para que un entero de Gauss sea primo:

Todo entero de Gauss de norma prima es primo.
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En efecto, si o es un entero de Gauss y N(«) = p es un ndamero primo,
ciertamente « no es nulo ni una unidad, y si factoriza como o = 3+, entonces,
tomando normas, p = N(8) N(7), por lo que N(8) = 1 o bien N(v) = 1, es decir,
que 8 o 7y es una unidad. Esto prueba que « es irreducible, que en un dominio
de factorizacion tnica es lo mismo que ser primo.

Por ejemplo, el nimero o = —2 4 3i que hemos obtenido en la aplicacion del
algoritmo de Euclides tiene norma 13, luego es un primo de Gauss.

Sin embargo, no es necesariamente cierto que un primo de Gauss deba tener
norma prima. Para entender la situacién general, consideremos un primo de
Gauss arbitrario w. En general, todo entero de Gauss a divide a su norma, pues
N(«) = a@, y & también es un entero de Gauss. En nuestro caso, 7 | N(). Si
descomponemos N(7) en factores primos (en Z), el hecho de que 7 sea primo
implica que debe dividir a uno de ellos. Asi pues:

Todo primo de Gauss divide a un unico primo racional.

Nos falta probar la unicidad, pero es trivial, pues si 7 | p, entonces tenemos
que N(7) | N(p) = p?, y es imposible que N(r) divida a la vez a p? y a ¢?, para
dos primos racionales distintos p y q.

En otras palabras, para encontrar los primos de Gauss sélo tenemos que
descomponer en factores primos (de Gauss) los primos racionales.

Por ejemplo, tenemos que
5=(241)(2—1)

y, como los dos factores tienen norma 5, son primos de Gauss. Conviene intro-
ducir algo de vocabulario:

Definicion 4.5 Si p es un primo racional, se dice que:

1. pse ramifica en Z[i] si se descompone como p = en?, donde € es una unidad
y m es primo de norma p.

2. p se escinde en Z[i] si se descompone en dos factores primos no asociados
p = m72 (de norma p).

3. p se conserva (primo) en Z[i] si es primo en Z[i] (y tiene norma p?).

Observemos que no hay més posibilidades: Si la descomposicion de un
primo p en factores primos de Gauss es p = my ---m,., tomando normas ve-
mos que p? = N(my)---N(m,) y, como las normas de los primos son niimeros
naturales mayores que 1, o bien hay un tnico factor de norma p?, o bien hay
dos factores de norma p. En el primer caso p se conserva y en el segundo p se
ramifica o se escinde segun si los dos factores son asociados o no.
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Més precisamente, si m = a+bi es un factor primo de p de norma p, entonces
p = N(a+bi) = a®+b? es suma de dos cuadrados y, reciprocamente, si p = a?+b?
es suma de dos cuadrados, entonces

p=(a+bi)(a—b)
es una descomposicion de p en factores primos de norma p. Por lo tanto:

Un primo racional p se ramifica o se escinde en Z[i| si y sdlo si
es suma de dos cuadrados, y en tal caso p = w7 se descompone en
producto de dos factores primos conjugados (asociados o no).

Por lo tanto, para cada primo p en particular es facil determinar cuél es su
situaciéon. Por ejemplo, como 2 = 12 + 12, tenemos que

2= (1+4)(1—1i) = —i(1+1i)?

es decir, 2 se descompone en producto de dos primos de norma 2, pero resultan
ser asociados, por lo que 2 se ramifica.

En cambio 3 no es suma de dos cuadrados, luego se conserva primo en Z[i],
mientras que 5 = 22 4 12, luego

5=(2414)(2—1)

y es facil ver que 2 — ¢ no es ninguno de los cuatro asociados de 2 + 7, luego 5
se escinde.

Nota En la seccién anterior hemos demostrado que un primo p es suma de
dos cuadrados si y solo si p =2 o bien p = 1 (méd 4). Luego podemos afirmar
que p se ramifica o se escinde si y s6lo si p =2 0 p =1 (mdd 4). Sin embargo,
hemos llegado a esta conclusion simplemente porque ciertos calculos muestran
que es asi. A continuacién vamos a probar un teorema que nos dara condiciones
claras y naturales que determinan cudndo un primo se ramifica, se escinde o se
conserva en Z[i|, las cuales nos permitiran llegar a la misma conclusion que en
la seccién anterior hemos obtenido mediante meros calculos. L]

Sea p un primo racional y sea 7 un primo de Gauss que lo divida. Pode-
mos considerar entonces el cuerpo de clases de restos de Z[i] modulo 7, al que
representaremos por k,. El teorema 4.1 nos asegura que realmente es un cuerpo.

Los elementos de k; son clases de restos de la forma a + bi = @ + bz, donde
a v b son enteros racionales. En principio podria haber infinitas clases asi, pero
en realidad s6lo hay un niimero finito de clases, ya que si a y a’ son dos niimeros
racionales, se cumple que

a=a' (méd ) siy solosia=a (méd p).

En efecto, si 7 | a —a’, entonces p | N(7) | N(a —a’) = (a—a’)?, luego p | a —a’.
El reciproco es trivial. Esto nos da dos consecuencias:
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1. Podemos identificar cada clase de restos @ de Z, con la clase correspon-
diente en kr, y asi podemos ver a Z, como un subcuerpo de k.

2. Segtn esta identificacién, cada elemento de k, se expresa en la forma a-+bi,
con a, b € Z,, luego k, tiene a lo sumo p? elementos.

Consideremos por ejemplo p = m = 3, que es un primo de Gauss. Lo que
acabamos de probar es que k3 esta formado por las clases de los nueve enteros
siguientes:

20 | 1+20 |24 2¢
v 14+e| 2414
0 1 2

de modo que las clases de la ultima fila forman un subcuerpo que podemos
identificar con Zs.

Ejercicio: Calcular las tablas de la suma y el producto del cuerpo ks.

Ejercicio: Encontrar una raiz primitiva en ks.

Ahora bien, no es necesariamente cierto que k, tenga p? elementos, sino que
vamos a probar que en general tiene N(7) elementos (es decir, p o p?).

Si N(m) = p?, es decir, si el primo racional p se conserva primo en Z[i], se
cumple que p | a+bi si y sblo si existe otro entero de Gauss u + vi de modo que

a+ bi = p(u + vi) = pu + pui,

y esto equivale a que a = pu 'y b = pv, o también a que p | a 'y p | b. Mas en
general:

a+bi=c+di(méd p) siysélosi a=c(mdd p), b=d (méd p).

Esto se traduce en que k, tiene en este caso p? elementos, porque los enteros
a+bi, con 0 <a <p, 0<b< pson no congruentes dos a dos modulo p.

Asi pues, cuando p = 7 se conserva primo, se cumple que k, tiene N(7) = p?

elementos, como habiamos afirmado.

Consideremos ahora el caso en que N(7w) = p, es decir, el caso en que p se
ramifica o se escinde. Entonces 7 = x + yi, con 22 + y? = p.

Por ejemplo, si p =5y m = 2 + i, sabemos que todo elemento de k, es la
clase de uno de los 25 enteros siguientes:

4i | 1+40 | 24+40 | 3+4e |4+ 44
3 | 1+30 | 2+31 | 3+31 |4+ 31
201420 | 2+29 | 3+2¢ | 4+21
vl 14+ |24 ¢ |34+ |4+ 0
0 1 2 3 4
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y sabemos que las de la ultima fila forman un cuerpo que podemos identificar
con Zs, pero ahora no es cierto que las 25 clases de restos sean distintas entre
si. De hecho, k, = Zs5.

El argumento que lo prueba vale en general: como z2 + 2 = p y el primo p
no puede ser un cuadrado, vemos que 0 < y < p, lo que implica que la clase
de restos 3 en Z, no es nula, luego tiene una clase inversa, es decir, existe un
entero racional z tal que zy = 1.

Por otra parte, T + 72 = © = 0, luego podemos despejar 42 = —Z y a su
vez 1 = —ZzZZ. En otras palabras, existe un entero racional e tal que 7 = € o,
equivalentemente, i = e (mdd 7). Esto hace que toda clase de k, sea de la forma

a+bi=a+be=a+ be,

es decir, que todas las clases de restos de k; es la clase de un entero, es decir,
un elemento de Z,. Tenemos, pues, que kr = Z, y también se cumple en este
caso que k, tiene N(7) = p elementos.

En el ejemplo de m = 2 + ¢ tenemos trivialmente que i = —2 (mdéd ), por lo

que, por ejemplo,

1+4i=1+4-(-2)=3.
En general, las clases de los enteros de las cuatro primeras filas de la tabla
anterior coinciden con la clase de alguno de los de la tltima fila.

Observemos que si m = e (m6d ), el ntimero e no puede ser cualquiera, sino
que esta congruencia implica que —1 = 72 = e? (méd ), luego, segtin hemos
probado, —1 = e? (méd p), luego € tiene que ser una de las raices del polinomio
2?2 + 1 en Z, (en particular, si p se ramifica o se escinde, este polinomio tiene
que tener raices en Z,).

Ademaés, 7 esta determinado por p y e (salvo asociados), pues m = (p,i —e).

En efecto, tenemos que 7 | py 7 | i — e, luego 7 | (p,i — €), pero p = 7T,
luego los tnicos divisores de p miltiplos de 7 son 7 y p, pero p 1 i — e (pues
p|i—eimplica que p | ey p| 1), luego necesariamente (p,i —e) = .

Reciprocamente, si € es una raiz de 2 + 1 en Zp, entonces m = (p,i —e) es
un divisor primo de p. En efecto, tenemos que z? + 1 = (z — &)(x — &) en Z,,
lo que equivale a que

(x—e)(z—e) — (2% +1) =pq(x),

para cierto polinomio ¢(x) en Z[z]. Por lo tanto, (i — e)(i — €') = pq(i), luego
p| (i —e)(i —€'), pero p no puede dividir a ninguno de los dos factores, luego
p no es primo, luego se descompone en dos factores primos (asociados o no)
que no pueden dividir ambos al mismo factor (o éste seria multiplo de p), luego
cada uno de ellos divide a un factor distinto, luego existe un primo = | p tal que
| (i —e), luego 7 | (p,i — e) y, como el maximo comin divisor no puede ser p,
de hecho m = (p,i — e).

El teorema siguiente recoge lo que hemos obtenido:
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Teorema 4.6 Sea p un primo racional. Entonces:

1. Siz*+1= (z—¢)? en Zy[z], entonces p = en?, donde m = (p,i — c) es
un primo de Gauss que cumple i = ¢ (méd ).

2. Siz*+1=(x—ac)(xr—¢c) en Zyz], donde ¢y # co (mdd p), entonces
p = mme, donde m; = (p,i — ¢;) son primos de Gauss no asociados tales
que i = ¢; (méd ;).

3. Si x? + 1 es irreducible en Zy[z], entonces p se conserva primo e i no es
congruente mddulo p con ningin entero racional.

DEMOSTRACION: Si 2% 41 es irreducible en Z,[z], entonces 7 no esté en Z,,
pues es una raiz de dicho polinomio, y hemos visto que eso implica que p se
conserva primo en Z[i]. Esto prueba 3).

Si 22 +1 = (z —¢)? en Z,, hemos visto que ™ = (p,i — c) es un divisor primo
de p, asi como que todo divisor primo de p tiene que ser de esta forma, luego m
es el tnico divisor primo de p (salvo asociacion). Esto significa que p se ramifica
en Z[i].

Siz?+1= (x—¢)(z — &), hemos visto que 7; = (p,i — ¢;) son divisores
primos de p, y no son asociados, pues si lo fueran seria ¢; = i = ¢o (méd my),
luego ¢1 = ¢z (méd p). Por lo tanto, p se escinde en Z][i]. "

Asi pues, para determinar si un primo racional p se ramifica, se escinde o
se conserva en Z[i], sélo tenemos que estudiar el comportamiento del polinomio
22+ 1en Zy[z]. Sitiene una tnica raiz es que p se ramifica, si tiene dos es que
se escinde y si no tiene ninguna es que se conserva.

Ahora bien, para que el polinomio tenga una tnica raiz en Z,, con p impar,
la condicién necesaria y suficiente es que su discriminante A = —4 sea 0 en Z,,
lo cual no sucede nunca, luego:

El 1inico primo racional que se ramifica en Z[i] es 2 = —i(1 +1i)2.

En el caso de un primo impar p, tenemos que p se escinde o se conserva segin
si A = —4 es un cuadrado o no en Z,, lo cual equivale obviamente a que —1 sea
o no un cuadrado en Z,. En este punto basta recordar el criterio de Euler 3.38
para concluir:

Teorema 4.7 Sip es un primo racional entonces:
e p se ramifica en Z[i] si y solo sip = 2.
e p se escinde en Z[i] si y solo sip=1 (mébd 4).
e p se conserva en Z[i] siy sélo si p=—1 (méd 4).

Y de aqui obtenemos a su vez la caracterizacion de los primos que son suma
de dos cuadrados que obtuvimos en la seccién anterior con un argumento dis-
tinto.
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Nota  Observemos que Uy = {£1} y que, de los dos elementos de Uy, solo 1
es un cuadrado, luego, para un primo impar, decir que p = 1 (mdd 4) equivale
a decir que p es un resto cuadratico médulo 4.

Por otra parte, aunque es mas simple expresar la condicion sobre los primos
que se escinden en términos del —1, es interesante recordar que procede de
exigir que el discriminante A = —4 sea un resto cuadratico modulo p. Teniendo
en cuenta estas consideraciones, podemos reformular en estos términos lo que
hemos probado:

Si p es un primo impar, —4 es un resto cuadrdtico mddulo p si y
sélo si p es un resto cuadrdtico mdodulo —4.

Obviamente, un resto moédulo —4 es lo mismo que modulo 4, pero enun-
ciado asi podemos contemplar el caso mas simple de lo que se conoce como
“reciprocidad cuadrética”’. Volveremos sobre esto mas adelante. L]

En la prueba del teorema 4.6 hemos demostrado una parte del teorema
siguiente:

Teorema 4.8 Si « es un entero de Gauss no nulo, el anillo de clases de restos
mddulo a tiene N(«) elementos.

DEMOSTRACION: Hemos probado el teorema para el caso en que « es primo,
y es trivial si a es una unidad (pues entonces N(«) = 1y, en efecto, todos
los enteros de Gauss son congruentes modulo «, luego sélo hay una clase de
congruencia).

Supongamos ahora que o = 7¢ es potencia de primo y razonamos por in-
ducciéon sobre e. Lo tenemos probado para e = 0,1. Supuesto cierto para e,
sea m = N(7¢) y sea n = N(), de modo que N(7¢T!) = mn. Por hipétesis de
induccion existen enteros de Gauss f31, . . ., B, tales que todo entero de Gauss es
congruente moédulo 7€ con un unico B;, y también existen v1,...,7, tales que
todo entero de Gauss es congruente médulo 7 con un tnico 7;.

Basta probar que todo entero de Gauss 71 es congruente médulo ¢! con un
unico entero de la forma B; + 7°y;. En efecto, existe un ¢ tal que

n=pi+n%y
¥y, a su vez, existe un j tal que v = y; + md. Asi
n =B + (v +70) = Bi + 7y + 7S = B + 7%y; (méd 7).
Estos enteros no son congruentes entre si, pues si
Bi + my; = By + wyj (méd 7ot

entonces
Bi + ey = By + w0 + 6m

luego 7¢ | B; — Bir, luego ¢ = ¢/, por la unicidad de los 53;, luego
mey; = ey + ot

luego 7; = 7+ + 07, luego j = j' por la unicidad de los ;.
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Puesto que todo entero de Gauss se expresa en la forma o = enf' - 7w,
donde los 7; son primos no asociados dos a dos y € es una unidad, y las potencias

77" son primas entre si dos a dos, el caso general se sigue del teorema siguiente.
|

Teorema 4.9 (Teorema chino del resto) Siaq,...,a, son elementos de un
dominio euclideo A primos entre si dos a dos y o = «q---«,, entonces la
aplicacion

Ay — Ap, X - X Ag,
dada por [Bla = ([Blays---»[Bla.) hace corresponder biunivocmente las clases
de restos modulo « y las r-tuplas de clases de restos modulo los ;.

Podriamos haber enunciado este teorema exactamente en los mismos térmi-
nos que 3.7, en términos de congruencias, pero hemos optado por esta formula-
cion equivalente.

DEMOSTRACION: Es claro que
B=p (méd a) siysolosi B=p (mdéd ;) para todo i,

lo que prueba que la aplicaciéon esta bien definida (no depende de la eleccion
del entero g en cada clase de congruencia), asi como que clases distintas tienen
imagenes distintas. Que toda r-tupla es imagen de alguna clase [(], puede
probarse adaptando literalmente el procedimiento explicado en la péagina 130,
que en realidad es vélido en dominios euclideos cualesquiera. [

Terminamos con una observacion elemental:
En la practica, si sabemos que i = e (méd 7), es facil determinar si 7 divide
o no a un entero de Gauss, pues

m|la+bi siysolosi a+bi=0(méd ) siysolosi a+be=0 (méd )

siy solo sia +be =0 (méd p) siysolosi pla+ be. -

Ejemplo Consideremos o = 8 + 4. Como N(«) = 65 = 5 - 13, al descomponer
« en primos tiene que aparecer un primo de norma 5, es decir, uno de los dos
primos m; = 244 0o me = 2 — ¢ que dividen a 5. Para saber cuél de los dos,
podemos realizar las divisiones:

8+i (84+4)(2—-4) 17 6. 841 (841)(2+1)

— = —_— - = = :3 2
214 5 5 50 92— 5 + 2,

y asi vemos que es 2 — i el primo que divide a «. Pero una forma alternativa
de comprobarlo es observar que i = —2 (méd 71 ), mientras que i = 2 (méd 7a).
Por lo tanto,

a=8+i=8-2=6=1 (mdd m), a=8+i=8+2=0(mbd m),

luego también concluimos asi que es 7. m
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4.3 Sumas de dos cuadrados II

Vamos a resolver de nuevo el problema sobre los nimeros naturales que
pueden expresarse como sumas de dos cuadrados, pero usando ahora la herra-
mienta que hemos desarrollado en la seccién precedente. En primer lugar, ahora
podemos reformular el problema en estos términos:

& Qué numeros naturales son normas de enteros de Gauss?
El teorema 4.7 nos da la respuesta para los primos:

Un primo p es suma de dos cuadrados si y sdlo si p = 2 o cumple
p=1(mdéd 4).

Supongamos ahora que nos dan un ntimero natural n y queremos saber si es
o no suma de dos cuadrados. Sabemos que esto equivale a que exista un entero
de Gauss « tal que N(a) = n. Veamos qué condiciones tienen que cumplirse
para que podamos encontrar tal entero a.

Dado, en principio, un « arbitrario, admitird una descomposicién en primos

de Gauss, digamos
€k41 er

6)\60])?1 .. pz:kﬂ-kJrl e ﬂ-T ,
donde € es una unidad y hemos distinguido el primo A = 1 4 ¢ de norma 2, los
primos p; de norma p? y los primos 7; de norma prima p;. Al calcular la norma
queda

n=N(a) =2°p{ - pipi - P

donde p1, ..., pg son primos que se conservan (es decir, primos p; = —1 (mdéd 4))
Y Pk+1,-- -, Pr SOn primos que se ramifican.
Vemos que la tinica restricciéon para que un niimero natural n sea de esta
forma, es decir, que sea la norma de un entero de Gauss, es que los primos
= —1 (méd 4) que dividan a n tienen que aparecer con exponente par. Equi-
valentemente, que todos los primos p que dividan a n con exponente impar
tienen que ser p = 2 o bien p = 1 (mé6d 4). Asi pues:

Un nimero natural n es suma de dos cuadrados si y solo si los primos
p que lo dividen con exponente impar son p =2 o p =1 (méd 4).

En particular, esto implica que un nimero es suma de dos cuadrados si y
solo si lo es su parte libre de cuadrados, y en general todo lo que habiamos
obtenido en la seccién 4.1 por medios méas laboriosos y rudimentarios.

Maés atn, con el analisis que hemos hecho, podemos responder facilmente a
una pregunta mas fina:

sDe cudntas formas distintas puede expresarse un nimero natural
como suma de dos cuadrados?
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Por ejemplo:

21125 =5%-132 = 102+ 1452 = 26% + 432 = 312 4 1422
652 + 1307 = 79% + 1222 = 95% + 1102,

y no hay mas posibilidades, salvo reordenaciéon de los sumandos.

En principio, contar formas de expresar un nimero n como suma de dos
cuadrados equivale a contar cuantos enteros de Gauss hay con norma n, pero
esto no es exacto. Por ejemplo, si a = 10 + 1454, tanto sus asociados como sus
conjugados dan “la misma expresion’

10 +145¢ —145+10¢ —10— 1457 145 —10:
10 — 145¢ —145—-10¢ —104 1457 1454 10:

y claramente no hay mas posibilidades que den “la misma expresién”. Veamos
en primer lugar que es facil contar cuantas clases de enteros de Gauss asociados
tienen una norma n dada. Para ello descomponemos n en factores primos:
n —= 260pil . .pzkpzlj:’ll .. .piT7

donde separamos py = 2, los primos p; = —1 (mdd 4) (para 1 < j < k) y los
primos p; = 1 (méd 4) (para k+ 1 < j < r). Segtun hemos visto, la condicion
necesaria y suficiente para que existan enteros de Gauss o de norma n es que
los exponentes e; (para 1 < j < k) sean pares. Admitiendo que esto es asi, o es
necesariamente de la forma

o = EAeopil/Z .. .ka/Q ’ﬂ'zl_c‘jll ’ﬁ'zlrrll_sk*l we.qSr ZCr—Sr
donde € es una unidad y hemos elegido arbitrariamente A = 1+¢ como primo de
norma 2, cada p; como primo de norma p? (para 1 < j < k) y uno cualquiera
de los divisores primos 7; de p; (para 1 < j < k).

Si fijamos, por ejemplo, € = 1, los a construidos de este modo serdn no
asociados dos a dos (pues no dividiran exactamente a los mismos enteros de
Gauss) y nuestro tnico margen de libertad consiste en obtener las potencias p;j
(para 1 < j < k) empleando combinaciones distintas de m; y 7}, lo que nos
permite elegir cada s; entre 0 y e;, luego nos da e; + 1 posibilidades por cada j.
En total, el nimero de enteros de Gauss de norma

n = 260pil e pzkpzlf:ll . .pi’"
sin contar cuatro veces cada clase de asociados (y supuesto que e; es par para
1<j<k)es

Ny = (€k+1 + 1) R (er + 1),

pero este naumero hay que dividirlo entre 2 para no contar las representaciones
asociadas a cada o y su conjugado & como dos representaciones distintas, salvo
que o cumpla @ = «, en cuyo caso la representaciéon asociada no la estamos
contando dos veces y no hay nada que corregir.
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Veamos cuando se da este caso peculiar. Ante todo, la condicion @ = «
equivale a que « sea un entero racional, digamos o = = y sus cuatro asociados
+o, +ia, dan lugar a la representacion n = 22 + 02.

Asi pues, para que se dé este caso, es necesario (y claramente suficiente) que n
sea un cuadrado perfecto. Pero si n = 22, entonces la tnica representacion
posible asociada a un « entero racional es precisamente la correspondiente a
a =z (o a un asociado a x), por lo que el caso excepcional sélo puede darse
para un tnico a.

Concluimos entonces que el nimero de formas distintas de representar n
como suma de dos cuadrados es Ny/2 si n no es un cuadrado perfecto, o bien
(No + 1)/2 si es que lo es. (Tenemos Ny — 1 representaciones contadas por
duplicado y otra que no, luego en total hay 1+ (Ny — 1)/2 representaciones.)

Enunciamos a continuacioén el resultado que hemos obtenido:

Un numero natural n es expresable como suma de dos cuadrados
st y solo si sus divisores primos p = —1 (méd 4) lo dividen con
exponente par y, en tal caso, sieq,...,e. son los exponentes de sus
divisores primosp =1 (méd 4) y Ng = (e1+1) -+ (e, +1), el niimero
de formas distintas en que puede ser expresado como suma de dos
cuadrados es No/2 sin no es un cuadrado perfecto y (Ng+1)/2 en
caso contrario.

Por ejemplo, en el caso de 21 125 = 53132, tenemos Ny = (3+1)(2+1) = 12
luego hay 6 formas de expresarlo como suma de dos cuadrados. En el caso de
4225 =52-13%es Ng = (2+1)(2+ 1) = 9 y hay 5 formas de expresarlo como
suma de dos cuadrados.

Ejercicio: Construir las 5 representaciones de 4225 como suma de dos cuadrados
como normas de los enteros de Gauss adecuados.

4.4 Otras aplicaciones de los enteros de Gauss

Ternas pitagoricas Vamos a ver que, usando enteros de Gauss, la parame-
trizaciéon de las ternas pitagoricas primitivas se simplifica ligeramente.

Partimos de una terna pitagérica primitiva 22 + y> = 22. En particular

cumple que (z,y) = 1. Consideremos el entero de Gauss o = x + yi. El hecho
de que (z,y) = 1 implica que « no es divisible entre enteros racionales no
unitarios, pues si k | a, entonces x + yi = k(u + vi), luego k | z, k | y.

En particular, o no puede ser divisible por primos de norma p? y, si un
primo 7 de norma p divide a «, no puede suceder que 7 también lo divida, pues
entonces p = 77 dividiria a a. Esto significa que

€r

— €1
a=emyt--mr,
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donde € es una unidad, los primos 7; tienen todos norma prima y ademés no hay
dos con la misma norma. Asf pues, 22 = 2% + y?> = N(a) = p{* --- p¢", donde
los primos p; son distintos dos a dos. La factorizacion tnica de Z implica que
todos los exponentes son pares. Por lo tanto, llamando p + ¢i = ﬂ'fl/2 omer/?,
tenemos que
a=x+yi=ep+qi)? = e — ¢+ 2pgi).

Sie=—10 €= —i, podemos introducir el —1 = i2 en el cuadrado, con lo que
podemos suponer que € = 1,4, pero si € = i, intercambiando x e y podemos
suponer que € = 1. En definitiva, z = p? — ¢%, y = 2pq y

2 = (p+ig)*(p—iq)* = (0* + ¢°)°,
luego si suponemos que z, y, z > 0, tiene que ser
(z,y,2) = (0° — ¢* 2pq, p* + ¢*)

con g < py (pgq) =1 (para que se cumpla (z,y) = 1) y de paridad opuesta
(para que z sea impar). n

Ecuaciones de Mordell Vamos a usar los enteros de Gauss para resolver
algunas ecuaciones de Mordell. La primera que vamos a estudiar la resolvid
Fermat (sin usar enteros de Gauss, naturalmente):

Las tnicas soluciones enteras de la ecuacion 3% +4 = x> son

(z,y) = (5, £11), (2,£2).

DEMOSTRACION: Supongamos primero que y es impar. Tenemos que
(2 +1iy)(2 —iy) = 2°.

Un divisor comun « de 2 + iy, 2 — iy lo es también de su suma, 4, luego
N(a) | 16 y N(a) | 2®, impar, lo que implica que o = 1 y los dos factores
2+ iy, 2 — 4y son primos entre si. De aqui podemos deducir que los dos factores
son cubos, pero es importante destacar que aqui es fundamental que todas las
unidades de Z[i] son cubos.? Asi pues, existen enteros racionales a y b tales
que 2 + iy = (a + ib)®. Conjugando, 2 — iy = (a — ib)3, y sumando las dos
ecuaciones y simplificando se llega a que 4 = 2a(a® — 3b%), luego tenemos que
a(a® — 3b%) = 2.

Claramente entonces a = +1, +2, pero las tnicas posibilidades que permiten
la existencia de b son a = —1, b=+1y a =2, b = +1. Entonces

2 = ((a+ib)(a— b))’ = (a® +b%)?

y los valores de = que se obtienen son z = 2, 5. De y? + 4 = 8, 125, obtenemos
que y = £2, +11.

2En principio, lo que sabemos es que todos los divisores primos de cada factor tienen
L. .. 3eq 3er

exponente miiltiplo de 3, lo cual significa que los factores son de la forma er;"" - - m.°", pero

para concluir que son cubos es necesario observar ademas que € = 1, —1,7 — 1 puede ponerse

de la forma 13, (=1)3, (—i)3 o 3, respectivamente.
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Ahora queda el caso en que y es par. Digamos y = 2Y. Entonces x ha de
ser par también, x = 2X y se cumple Y2 +1 = 2X3. De aqui se sigue que Y es
impar. Factorizamos

(1+4Y)(1 —iY) = 2X3. (4.1)

El méximo comtn divisor de 1 +14Y y 1 —iY divide a la suma 2 = —i(1 +7)2.
Como 1+ 4 es primo (tiene norma 2), dicho med ha de ser 1, 1 + 4, o bien 2.

Claramente 2 no divide a 1 +¢Y’, sin embargo, 1+ ¢ si divide tanto a 1 +1iY
como a 1 —4Y (se sigue de que Y es impar).

Al dividir los dos miembros de (4.1) entre (1 + )2, en el primer miembro
queda un producto de dos factores primos entre si, y en el segundo miembro
queda —iX? = (iX)3. Por lo tanto, cada factor del primer miembro ha de ser un
cubo. En particular (1+4Y)/(1+14) es un cubo, es decir, 1+iY = (1+i)(a+ib)3.
Conjugando y sumando como antes se llega a 1 = (a + b)(a? — 4ab + b?) y de
aqui salen las soluciones ¢ = +1, b = 0 o bien a = 0, b = £1, que implican
y = £2, y entonces x = 2. L]

En el capitulo anterior resolvimos con gran esfuerzo la ecuacién 3% = 2% + 1.
Veamos ahora que el problema de qué cuadrados preceden a cubos es bastante
més facil de resolver:

Ejemplo La tinica solucion entera de la ecuacion y*> = 2% —1 es (z,y) = (1,0).

DEMOSTRACION: Si 2 es par resulta que y?> = —1 (méd 8), lo cual es im-
posible, luego x tiene que ser impar y, por consiguiente, y es par. Podemos
factorizar:

3 _ . .
” = (y+i)(y —i).
Los dos factores son primos entre si, pues un divisor primo comin tiene que
dividir a su diferencia, 2i, luego tiene que ser A = 1414, pero entonces \ dividiria

a x, que es impar. Por consiguiente, y teniendo en cuenta que las unidades de
Z[i] son cubos, ambos factores son cubos. Pongamos que

y+i=(m-+mni)?
Desarrollando el cubo e igualando los coeficientes, obtenemos que
y=m>—3mn* =m(m? —3n?), 1=3m’n—n®=n3Bm?—n?).

La ecuacion de la derecha implica que n = +1. Sin = 1 se reduce a 3m?—1 =1,

que no tiene solucién entera. Por lo tanto tiene que ser n = —1, y asi la ecuacion
es 3m? — 1 = —1 nos da que m = 0, luego la ecuaciéon de la izquierda nos da
que y = 0, luego la ecuacién de partida nos da que = = 1. L]

El argumento se puede generalizar:
La tinica solucion entera de y?> +1 = aP con p > 2 es (1,0).

DEMOSTRACION: Si existiera una soluciéon con y # 0y p = p'm, con p’

. ’ .-, . . ., !
primo, entonces (z™,y) serfa una solucién no trivial de la ecuacion y? +1 = a?',
luego podemos suponer que p es primo. Es obvio que dos cuadrados no pueden
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ser consecutivos, asi que podemos suponer que p > 3. Si z es par concluimos
como antes que y?> = —1 (mdéd 8), lo cual es imposible, luego = es impar y esto
hace que y sea par. Factorizamos

P = (y+i)(y —1).

Los factores son primos entre si por el mismo argumento empleado en el ejemplo
anterior. Las unidades de Z[i] son potencias p-ésimas, pues i? = +i segtn si
p = £1 (méd 4), con lo que (—i)? = Fi. Por lo tanto, ambos factores son
potencias p-ésimas. Pongamos que

P
y+i=(m+mni)? = Z (p) m? (bi)P~I .
— \J
7=0
Igualando las partes imaginarias queda

(p—1)/2 (p—1)/2

1= Z (é) m2ipp—2i;p=2i—-1 _ Z (2?]) m2ipP=2i=1(_1)(P-1)/2=i
7=0 7=0
De aqui se sigue que n = +1. Multiplicando por (—1)(1’_1)/271 queda
(p—1)/2 » 4
Z ) (=m?) = (_1)(1)—1)/2”
=0 \%

Por otra parte, y — i = (m — ni)P, luego
2P = (m+ni)P(m —ni)? = (m +49)P(m — )P = (m? + 1)P.

En particular m es par y no nulo (pues si fuera m = 0 entonces © =1 e y = 0).

Por lo tanto
(p=1)/2 ‘
Z <p> (—=m?)? =1 (méd 4),
- 2j
7=0
luego necesariamente
(pl)/2( P ) )
D (g my =1,
=0\
Si p = 3, esta ecuacion implica que m = 0, luego p > 5, luego (p — 1)/2 > 2.

Por lo tanto,
(p—1)/2 » v
L2V — g2
> (3)r =)

=2
Terminaremos la prueba mostrando que el exponente de 2 en el miembro
izquierdo de la ecuaciéon anterior es estrictamente mayor que en el derecho.
Para ello nos apoyamos en la igualdad siguiente:

(31) = s=n(ar-2) )

valida para j =2,...,(p—1)/2.
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La prueba es inmediata:
1 (p2><p>_ 1 P-=2)!  ppp-1)
325 —=1)\21-2/\2/ (21 —1) (2 - 2)p—2j)! 2
-
(25)1(p — 27)! 2j

o (2)) 2 -1
> (25 — v2(§))va(m) + vo <(’2’)> > 2ua(m) + va <©> .

Hemos usado que 25 — v2(j) > 2, pues esto equivale a que v2(j) < 2(j — 1),
y es clerto, pues claramente v2(j) < j, luego va(j) < j—1 < 2(j —1). En
conclusion, 2 divide a cada sumando del miembro izquierdo con exponente mayor
que al miembro derecho, luego lo mismo vale para toda la suma y tenemos una
contradiccién. L]

El ejemplo siguiente no es realmente una aplicacién de los enteros de Gauss,
sino de teorema 3.38:

Ejemplo La ecuacion y?> = 3 — 5 no tiene soluciones enteras.

DEMOSTRACION: Consideremos los dos miembros de la ecuacién modulo 4:

yl|y?2 | xlz®—1
0|00 3
1111 0
2101 2 3
311 |3 2

Vemos que para que se dé la igualdad es necesario que z = 1 (méd 4) y que
y = 0,2 (méd 4), lo cual significa que y tiene que ser par. Escribimos la ecuacion
en la forma

Vv+d=2>—1=(@—-D*+z+1).
Observemos que 22+ + 1 = (z — 1/2)2 +3/2 > 0, y ademés

P 4tr+1=1+1+1=-1(mdbd 4).

Si descomponemos x? + z + 1 en factores primos (positivos), alguno de ellos p
tiene que cumplir p = —1 (mdd 4), ya que si todos fueran congruentes con 1
modulo 4 lo mismo le sucederia al producto de todos ellos, es decir, a z2 +x + 1.
Entonces p | y? + 4, luego y?> = —4 (méd p). Expresando y = 2k y simpli-
ficando el 4 queda —1 = k% (méd p), es decir, que —1 es un resto cuadrético
modulo p, en contra de lo que afirma el teorema 3.38. Por lo tanto, la ecuacion
no tiene soluciones enteras. n

Ejercicio: Probar que la ecuacion y* = 2% + 11 no tiene soluciones enteras. AYUDA:
Razonar como en el ejemplo anterior, usando ahora la factorizacion

Y’ 416 =2 + 27 = (x + 3)(a® — 3z +9).



Capitulo V

El simbolo de Legendre

En el capitulo anterior hemos visto que el teorema de Euler 3.38 sobre el
caracter cuadratico de —1 moédulo un primo arbitrario es la “razén ultima”
que explica qué nimeros pueden expresarse como suma de dos cuadrados, asi
como que puede usarse para determinar si determinadas ecuaciones tienen o
no soluciones enteras. En este capitulo vamos a plantear problemas similares
relacionados con el caracter cuadratico de —2.

El lector que haya asimilado las caracteristicas del problema sobre los nu-
meros expresables como suma de dos cuadrados deberia ser capaz de conjeturar
facilmente la situacion correspondiente a los niimeros que pueden expresarse en
la forma n = z? + 2y2. La tabla siguiente recoge los primeros de ellos:

o 1 2 3 4 6 8 9 11 12 16 17 18
19 22 24 25 27 32 33 34 36 38 41 43 44
48 49 50 51 54 57 B9 64 66 67 68 T2 73
75 76 81 82 83 8 88 89 96 97 98 99 100

5.1 El anillo Z[v/—2]

Para estudiar el problema que acabamos de plantear necesitamos “disenar”
un anillo a medida, del mismo modo que el anillo Z[i] de los enteros de Gauss
le venia “como anillo al dedo” al problema de las sumas de dos cuadrados.
Queremos un anillo que nos permita factorizar:

2 +2y% = (v +V-2)(z — V-2).

La diferencia es que en el capitulo anterior queriamos una raiz cuadrada de —1
y ahora queremos una raiz cuadrada de —2. Para obtenerla sélo tenemos que
imitar la construccion del cuerpo Q(7) cambiando el polinomio 22 +1 por 22 +2.

En efecto, el polinomio 22 + 2 es irreducible en Q[z], porque tiene grado 2
y no tiene raices en Q. Por lo tanto, el teorema 4.1 nos asegura que el anillo
de clases de restos de Q[z] modulo 2% + 2 es un cuerpo, al que de momento
llamaremos k.

191
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En principio, sus elementos son clases de restos ¢(z), donde g(x) es un poli-
nomio arbitrario, de Q(z), pero realizando la division euclidea

¢(x) = (2® + De(z) +a + ba,

concluimos que los elementos de k son de la forma @ + bz, donde a y b son
numeros racionales. Ademas, la expresion es tnica. El lector deberia completar
los detalles de este argumento —y de los siguientes— sin més que comparar
en caso de duda con los dados en el capitulo anterior en la construcciéon del
cuerpo Q(z).

La unicidad de la expresiéon hace que podamos identificar cada ntmero ra-
cional a con la clase a de k, de modo que podemos considerar que el cuerpo k
contiene a Q, y sus elementos se expresan (de forma tnica) en la forma a + bZ,
donde a y b son ntimeros racionales. Finalmente observamos que z2 + 2 = 0, lo
que equivale a que Z2 = —2. Ello nos lleva a definir v/—2 = Z.

Definicién 5.1 Llamaremos Q(\/ -2 ) al cuerpo de clases de restos del anillo de
polinomios Q[z] médulo el polinomio 22 +2. Llamando v/—2 = Z e identificando
cada ntimero racional a con la clase a, tenemos que cada elemento de @(s/ —2)

se expresa de forma tnica como a 4+ by/—2 con a y b nimeros racionales, y
ademas se cumple que (v/—2)% = —2.

Estos hechos determinan completamente el &lgebra de Q(\/fQ). Sus ele-
mentos se suman y se multiplican asf:
(a+b0vV-2)+ (c+dv-2) = (a+c)+ (b+d)vV-2,
(a+bvV=2)(c+dvV-2) = ac+bd(v/—2)*+ adv—2+ bey/—2
= ac—2bd + (ad + bc)v/—2

Por dltimo definimos el conjugado de un namero a + by/—2 como

a+bv—2=a—bv/-2,

y se cumple que
21+ 22 =21+ 22, 2172 = Z1Z2.

Nuevamente, estas relaciones pueden probarse calculando explicitamente los
dos miembros de cada una, y los célculos serian analogos a los correspondientes
al cuerpo Q(7), pero el razonamiento abstracto alternativo que vimos en el ca-
pitulo anterior vale sin cambio alguno en este caso sin calculo alguno: definimos
la aplicacion

c:Qz] — Q(V-2)
dada por ¢(p(x)) = p(—+v/—2), de modo que se cumple trivialmente que
c(p(z) +q(2)) = c(p(x)) + cq(x)),

c(p(r)q(x)) = c(p(x))x(q(z))-
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Resumen 5.1: El cuerpo Q(\/—Q)

Q(v/=2) es un cuerpo cuyos elementos se expresan de forma tnica como
a+ by/—2, donde a y b son nimeros racionales y (v/—2)% = —2.

La suma y el producto en Q(\/—Z) vienen dadas por

(a+bvV=2)+ (c+dvV=2) = (a+c)+ (b+d)V-2,
(a4 bvV=2)(c+ dvV-2) ac — 2bd + (ad + be)v/—2

El conjugado de un elemento de Q(\/—Z) esa+by—2=a—by-2.

La conjugacion cumple las propiedades

21+ 29 :,514-22, Z122 = Z1292.

La norma N : Q(v/—2) — Q(v/=2) se define como

N(z) = zz, o equivalentemente. N(a + bi) = a® + 2b%.

Se cumple que N(z121) = N(z1) N(22).

Si z # 0 es un elemento de (@(\/—2)7 entonces

Ademas, c(2? +2) = (—v/—=2)? +2 = 0, luego si p(x) = q(z) (mdéd x2 + 2),
esto significa que p(r) — q(x) = (22 4+ 2)h(x) y, evaluando en —/—2, queda que
c(p(x)) — e(g(x)) = 0, luego ¢(p(x)) = ¢(¢(x)). Por consiguiente, ¢ induce una

aplicacion
c:Q(vV-2) — Q(vV-2)
dada por ¢([p(x)]) = e¢(p(z)), que esta bien definida porque hemos visto que no

importa qué polinomio p(z) tomamos como representante de la clase de restos.
Es inmediato que ¢ cumple también

5(21 + 2’2) = E(Zl) + E(Zg), 5(212’2) = 6(21)5(22)
y claramente ¢ no es sino la conjugacion que hemos definido antes, pues
éla+bv/=2) =¢([a+ bx]) = a — bV —-2.

A partir de aqui el lector puede olvidar que los elementos de Q(\/f2) son
clases de equivalencia de polinomios y recordar tinicamente que cumple las pro-
piedades basicas recogidas en el resumen 5.1, analogo al resumen 4.1. En él



194 Capitulo 5. El simbolo de Legendre

viene la definicion de una norma analoga a la que consideramos sobre los en-
teros de Gauss, junto con la formula que expresa el inverso de un elemento en
términos de su conjugado y de su norma.

Ejercicio: Probar todas las propiedades contenidas en el resumen 5.1.

He aqui un ejemplo de operacién en el cuerpo que acabamos de construir:

2+v-2  (2+V-2)(3+4V-2) 7—2+11\@: 2 11

34V 2 (3-4v/2)(3+4/2) 1 FTRT]

Definiciéon 5.2 Definimos el anillo Z [\/ —2} como el formado por los elementos
de Q(\/—2) de la forma a + bv/—2, donde a y b son numeros enteros.

Es habitual referirse a los elementos de Z[\/—Q} como enteros cuadrdticos,
y por oposicién llamar entonces enteros racionales a los enteros ordinarios.

Ejercicio: Probar que Q(1/—2) es el cuerpo de cocientes de Z[v/—2].

Teorema 5.3 El anillo Z[\/—Q] es un dominio euclideo con la norma euclidea

N:Z[v-2] —N.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que las normas de los enteros cuadra-
ticos son numeros naturales, es evidente que si a y 8 son enteros cuadraticos no

nulos, entonces N(a) < N(«) N(8) = N(af).

Tomemos ahora dos enteros cuadraticos A y é con § # 0. Consideramos el
cociente A/§ = r + sy/—2, donde r y s son niimeros racionales. Llamamos z e
y a los enteros racionales mas cercanos a r y s, respectivamente, de modo que
|r — x|, |s —y| < 1/2, con lo que, llamando v = x + yv/—2, e = A — §v, tenemos
que

N(e/0) =N(A/G—7) = (r—z)* +2(s —y)? <1/4+2/4=3/4 < 1,

luego N(e) < N(9). n

Con esto tenemos justificado que Z[\/TQ ] tiene una aritmética con las mis-
mas propiedades basicas que la de Z o Z[i]. En particular es un dominio de
factorizacién dnica. Por ejemplo, he aqui una aplicaciéon del algoritmo de Eu-
clides que muestra que (35 + 80y/—2,13 — 3y/=2) = 1:

r v N
35 4 80v/—2 014025
6v/—2| 13— 3/-2 1 187
—3-3V=2| -1+ 22 1 —6v/—-2 9
—V=2 2| 343/-2 37-18/-2 4
1| -54+3v/=2 36+31/-2 1

Ademas nos da la relacion de Bezout:

(5 —3v—=2)(35 + 80v/~2) — (36 + 31v/—2)(13 — 3v/=2) = 1.

c

o
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Unidades El mismo razonamiento empleado con los enteros de Gauss prueba
que las unidades de Z[\/TZ ] son los enteros que cumplen N(«) = 1. Pero en
este caso, si @ = x + yv/—2, la ecuacion N(a) = 22 + 2y? = 1 solo tiene las
soluciones (x,y) = (£1,0). Por lo tanto:

Las unidades de Z[\/—Q} son +1.

Esta es una primera muestra de que, aunque Z[\/T2 ] cumpla las mismas
propiedades aritméticas generales que Z o que Z[i], esto no impide que la arit-
mética de cada anillo tenga su “personalidad propia”’. Asi, Z[\/TQ } se parece
més a Z que a Z[i] en cuanto a que los asociados se agrupan por parejas y no
por cuadruplas. De este modo, los asociados de 3 — 2v/—2 son tinicamente él
mismo y —3 + 2y/—2.

Primos Si 7 es primo en Z[v/—=2], entonces 7 | 77 = N(7), por lo que,
descomponiendo N(7) en primos racionales, concluimos que 7 divide a uno de
ellos. Asi pues, todo primo cuadratico aparece en la descomposiciéon en factores
primos de un primo racional.

Ademas, si 7 | p, tenemos que N(7) | N(p) = p?, lo que prueba que cada
primo cuadréatico divide a un tnico primo racional p (el que divide a su norma)
y que N(7) tiene que ser p o p?. Ademas, cada primo racional p se descompone
a lo sumo en dos factores primos, que pueden ser asociados o no, lo que nos
lleva a la adaptacién obvia de la definicién 4.5:

Definicién 5.4 Si p es un primo racional, se dice que:

1. p se ramifica en Z[\/—Q] si se descompone como p = +72, donde 7 es
primo de norma p.

2. p se escinde en Z[\/—Q} si se descompone en dos factores primos no aso-
ciados p = w1y (de norma p).

3. p se conserva (primo) en Z[\/—2] si es primo en Z[\/—Z} (v entonces
tiene norma p?).

De nuevo no hay més posibilidades, pero lo que ya no es cierto es que los
primos racionales que se escinden son los congruentes con 1 médulo 4. Esto nos
lleva ya a estudiar la “personalidad propia” del anillo Z[\/—Q ] Por ejemplo:

e 2=—(y/=2)2, luego 2 se ramifica en Z[/—2].

e En cambio, 3 =12+2-12 = (1 + v/=2)(1 — v/=2) se escinde en Z[/—2]
(mientras que se conserva primo en Z[i]).

e Por otra parte, 5 no puede descomponerse en la forma x? + 2y2, luego se
conserva primo en Z[v/—2] (pero se escinde en Z[i]).
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Ejercicio: Encontrar un primo que se escinda tanto en Z[i] como en Z[\/—Q] y otro

que se conserve en ambos anillos.

Si el lector se ha tomado en serio el problema de estudiar qué ntmeros
son de la forma z2 + 2y?, ya deberia tener formada una conjetura sobre qué
primos se escinden en Z [\/j2 ] . Ahora observemos que, si bien superficialmente
la escision de primos en los anillos Z[i] y Z[v/—2] parece obedecer a criterios
completamente distintos, cuando se contempla la situaciéon desde el nivel de
abstraccion adecuado se aprecia que la situacion “es la misma”. El teorema 4.6
es valido para Z[\/TZ } con las minimas adaptaciones obvias y con la misma
demostracion:

Teorema 5.5 Sea p un primo racional. Entonces:

1. Sia? 42 = (x—2¢)? en Zy[z], entonces p = en?, donde 7 = (p,/—2 — ¢)
es un primo cuadrdtico que cumple \/—2 = ¢ (méd ).

2. Six*>+2=(x—ac)(z—¢c) en Zylz], donde ¢; # co (mbd p), entonces
p = mma, donde m; = (p,v/—2 — ¢;) son primos cuadrdticos no asociados
tales que v/—2 = ¢; (méd ;).

3. Six?+2 es irreducible en Z,[x], entonces p se conserva primo y /—2 no
es congruente mddulo p con ningun entero racional.

No vamos a repetir la prueba, pues no consiste sino en repetir palabra por
palabra la dada para los enteros de Gauss sin mas que cambiar i por /=2 y
22 4+ 1 por 2 + 2, pero vamos a mostrar dos ejemplos que ilustren la situacion
en este caso:

Como 5 se conserva primo, tenemos que ks es un cuerpo de 25 elementos,

formado por las clases @ + by/—2, con @ y b en Zs. En realidad es razonable

escribir v/—2 en lugar de v/—2, ya que esta clase es una raiz cuadrada de —2
en k5. Los elementos de este cuerpo se operan asi:

B+2V-2)+2+4V-2)=V-2,
B+2vV-2)(24+4v=2)=3-2-2-2-44+(3-44+2-2)y/—2=2—/—2.

La prueba del teorema se basa en que el hecho de que 5 sea primo en Z [\/ —2]
implica que v/—2 no puede pertenecer a Zs y, por lo tanto, el polinomio z2 4 2
no puede tener raices en Zs.

Por el contrario, si consideramos p = 17 = (3+2v/—2)(3—2y/—2) y tomamos
T = 3 4 2v/=2, sucede que el cuerpo k. es Zi7, es decir, que todo entero de
Z[\/TQ } es congruente con un entero racional modulo 7. Ello se debe a que
v/—2 es congruente con un entero racional médulo 7. Esto se deduce de la

ecuacion
+2v-2=0,

wl
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de la que podemos despejar v/—2. Para ello necesitamos el inverso de 2 mé-
dulo 17. Como 8 -2 = —1, es claro que —8 es el inverso que buscamos, luego

3 +2y/—2 = 0 implica que 2¢/—2 = =3, luego v/—2 = —8(—3) = 6, y asf:
V—2 =6 (méd ).

Alternativamente, podiamos haber (casi) predicho el valor 6 observando que
22 +2= (24 6)(z — 6) (méd 7).

Lo que muestra la prueba del teorema 5.5 es que, como v/—2 es raiz de 22 +2
en k., si éste polinomio tiene ya sus raices en Zs, entonces v/—2 tiene que ser
una de ellas. En este caso hemos visto que 7 hace que /—2 sea congruente con
6. Si hubiéramos tomado el primo ©# = 3 — 24/—2, habriamos llegado al —6.

|

Ahora sabemos que el comportamiento de un primo racional p en Z[\/TQ ]
se corresponde con el nimero de raices distintas que tiene el polinomio 22 + 2
mobdulo p, lo cual a su vez, si p es impar, depende tnicamente de si su discrimi-
nante A = —8 es 0 (en cuyo caso hay una tnica raiz y p se ramifica), es no nulo
y es un resto cuadratico modulo p (en cuyo caso hay dos raices y p se escinde)
0 bien es no nulo y no es un resto cuadratico modulo p (en cuyo caso no hay
raices y p se conserva primo).

Puesto que A = —8 s6lo es nulo modulo 2, concluimos que:
2 = —(v/=2)? es el tinico primo racional que se ramifica en Z [\/—2] .

Falta determinar qué primos impares se escinden y cuéales se conservan. Sa-
bemos que esto depende tnicamente de si A = —8 es un resto cuadratico o no
cuadratico modulo p, lo que claramente equivale a que lo sea —2. Sin embargo,
el —8 es relevante, porque es el valor adecuado para preguntarnos si se dara en
este caso el mismo tipo de “reciprocidad” que nos hemos encontrado al analizar
la aritmética de los enteros de Gauss: alli vimos que el caracter de un primo
impar p (si se escinde o ramifica) depende en principio del caracter cuadratico
de —4 (0 —1) moédulo p, y demostramos que también depende del resto de p
modulo —4 (o 4).

Ahora podemos plantearnos si el caracter de un primo impar p en Z [\/jﬂ,
que en principio depende del resto de —8 moédulo p, también resulta depender
del resto de p modulo —8 (u 8), y la respuesta jtambién es afirmatival jSe da la
misma clase de “reciprocidad” en este caso!

Si sacamos de la tabla dada al principio del capitulo la lista de los primos

impares que son de la forma 2 + 2y?, es decir, los primos que se escinden en
Z[\/—Z], resultan ser:

3, 11, 17, 19, 41, 43, 59, 67, 73, 83, 97,

y vemos que son precisamente los que cumplen p = 1,3 (mdéd 8). Por lo tanto,
nuestra conjetura es:
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Teorema 5.6 Sip es un primo racional entonces:
e p se ramifica en Z[\/TZ] sty sdlo si p=2.
e p se escinde en Z[\/jﬂ sty solo sip=1,3 (méd 8).
® p se conserva en Z[\/Tﬂ siy sdlo si p="5,7 (méd 8).

El nicleo de este capitulo estara dedicado a demostrar esta conjetura, pero
ahora vamos a ver como resuelve el problema de los nimeros expresables en la
forma n = 22 + 2y2.

Recordemos tnicamente que hemos visto que para probar el teorema anterior
basta probar que —2 es un resto cuadratico moédulo p siy sélosip = 1,3 (méd 8).

Ejercicio: Adaptar la prueba del teorema 4.8 para demostrar que el nimero de clases
de congruencia médulo a en Z[v/—2] es N(«).

Ejercicio: Mostrar representantes de todas las clases de congruencia modulo 3 en
Z[/-2]. Determinar cuéles corresponden a unidades.

Niumeros de la forma z2+2y? El lector que haya asimilado bien la solucién
al problema de los niimeros que pueden expresarse como suma de dos cuadrados
deberia ser capaz de enunciar una conjetura para el caso de los ntmeros de
la forma 22 + 2y? y demostrarla siguiendo exactamente los mismos pasos que
seguimos en el capitulo anterior.

Un nimero natural n es de la forma n = x? 4+ 2y? si y sélo si los
primos que lo dividen con exponente impar son de la forma p=2 o
bien p=1,3 (méd 8).

Para probarlo observamos que n es de la forma x? 42y si y s6lo si n = N(a),
para cierto entero cuadratico o de Z[\/—2 ] Un tal o puede descomponerse en
primos cuadraticos en la forma

X
donde hemos distinguido el primo A = /-2 de norma 2, los primos p; de norma
p? y los primos 7; de norma prima p;. Al calcular la norma queda

n = N(O[) = 260])%61 .. .piek’pzlrll .. .pir,
donde p1, . .., pg son primos que se conservan (es decir, primos p; = 5,7 (méd 8))
Y Pk+1,-- -, Pr sOn primos que se ramifican.

Vemos que la tinica restriccién para que un nimero natural n sea de esta
forma, es decir, que sea la norma de un entero de Gauss, es que los primos
p=5,7 (méd 8) que dividan a n tienen que aparecer con exponente par. Equi-
valentemente, que todos los primos p que dividan a n con exponente impar
tienen que ser p = 2 o bien p = 1,3 (méd 8). "
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Ejemplo Las tinicas soluciones enteras de y?> = x> — 2 son (x,y) = (3, £5).

DEMOSTRACION: Si z es par, entonces y> = —2 (méd 8), pero —2 no es
un cuadrado moédulo 8, por lo que x es impar, al igual que y. Expresamos la

ecuacion en la forma
2= (g + VI~ VD).

Los dos factores son primos entre si en Z[\/fﬂ, pues un divisor primo comun
dividiria a su diferencia 2v/—2, luego tiene que ser v/—2, que dividiria también a
x, y entonces x seria par. Como las unidades de Z[\/ —2] son cubos, concluimos
que cada factor es un cubo. Asi:

y+v-—-=2= (ernv 72)37
para ciertos enteros racionales m y n. Desarrollando:
y =m> — 6mn? = m(m? — 6n?), 1 =3m?n — 2n® = n(3m? — 2n?).

La segunda ecuacién nos da que n = £1. Si n = —1, entonces 1 = —(3m? — 2),
luego 3m? = 1, que no tiene soluciéon entera. Por lo tanto, n = 1 = 3m? — 2,
con lo que m = +1. La primera ecuaciéon nos da que y = £5, luegoz =3. =

5.2 El simbolo de Legendre

Tenemos pendiente demostrar que —2 es un resto cuadritico moédulo un
primo p si y sélo si p = 1,3 (méd 8) y, ya de paso encontraremos un criterio
similar para el 2, que el lector no deberia tener dificultad en conjeturar. El
lector perezoso tiene aqui la lista de los primeros primos para los que 2 es un
resto cuadréatico:

7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, OT.

Sin embargo, antes de entrar en ello, vamos a introducir un formalismo ttil
para tratar con restos cuadraticos, que entre otras cosas nos mostrara que el
problema para 2 es esencialmente el mismo que para —2, aunque las respuestas
sean distintas.

Definicién 5.7 Si p>0 es un primo impar y a es un numero entero arbitrario,
definimos el simbolo de Legendre

a 1 siptayaesun resto cuadratico modulo p,
() = 0 sip]la,
p —1 siptay aesun resto no cuadratico modulo p.

Por ejemplo, el teorema de Euler 3.38 se enuncia asi en términos del simbolo
de Legendre:
<1> _ (—1)e-V2,
p

(Notemos que (p—1)2 es par si y solo si p =1 (mé6d 4).) En realidad se cumple
algo mas general:
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Teorema 5.8 (Criterio de Euler) Si p > 0 es un primo impar y a es un
numero entero, entonces

(a) = aP~V/2 (méd p).

p

DEMOSTRACION: Si p | a, la conclusion es inmediata. Supongamos, pues
que pfa. Sea b= a=1/2 Entonces, por el teorema de Fermat 3.24, tenemos
que b? = a?~! =1 (méd p), luego b es raiz del polinomio 2% — 1, cuyas tnicas
raices son £1, luego hemos probado que a»~1/2 = £1 (mdéd p).

Ahora basta aplicar 3.37 param =py n=2,conloqued=(2,p—1) =2.
La conclusion es que (a/p) = 1 si y solo si a®~1/2 = 1 (méd p), luego también
(a/p) = —1siy solo si a®"1/2 = —1 (méd p), y asi tenemos la congruencia del
enunciado. L]

Por ejemplo, si queremos saber si 3 es un resto cuadratico moédulo 11, en
lugar de ir calculando cuadrados a ver si alguno es 3, es més corto calcular

3=D/2 _ 35 =9.9.3=(-2)(-2)-3=12=1 (méd 11),

y asi concluimos que 3 es un resto cuadréatico médulo 11.

Una consecuencia notable del criterio de Euler es la siguiente:

Teorema 5.9 Si p > 0 es un primo impar y a y b son enteros arbitrarios,

#)-()()

DEMOSTRACION: Por el criterio de Euler, ambos miembros son congruentes
modulo p y, como ambos valen +1 y no es cierto que 1 = —1 (mdd p), tiene que
darse la igualdad. L]

Esto implica que el célculo de (a/p) puede reducirse al calculo de simbolos
de Legendre de la forma (—1/p) (que ya sabemos calcular) y simbolos (¢/p),
donde ¢ > 0 es primo.

Por ejemplo, de los teoremas 3.38 y 3.39 ahora podemos deducir:

Teorema 5.10 Sip > 3 es primo, entonces:

(j) =1 siysdlosi p=1(mdd 3).

3
() =1 siysdlosi p==+1(méd 12).
p

DEMOSTRACION: La primera afirmacion es una mera reformulacion de 3.39,
mientras que la segunda es consecuencia de que

(-G)E)
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Basta considerar los cuatro restos posibles de p médulo 12 para comprobar que
el producto vale 1 exactamente en los dos casos indicados:

p(méd12) [1 5 —5 -1

(—1/p) |1 1 -1 -1

(=3/p) |1 -1 1 —1

(3/p) I -1 -1 1 .

A estas alturas el lector ya debia haber conjeturado que 2 es un resto cuadra-
tico modulo p si y s6lo si p = +1 (méd 8). En términos del simbolo de Legendre,
esto se puede expresar asi:

Teorema 5.11 Sip es un primo impar, entonces

<;> _(—1)#*-Drs,

de modo que 2 es un resto cuadrdtico médulo p si y sélo si p=+1 (méd 8).
En efecto, la equivalencia se debe a que (p? — 1)/8 es par si y solo si
28 [P —1=(p+1)(p-1)

lo cual equivale a que 8 divida a uno de los dos factores, pues es imposible que 4
divida a ambos (si un ntmero es multiplo de 4, al sumarle 2 deja de serlo).

Admitiendo el teorema anterior, el caricter cuadratico de —2 se sigue de la

0

pues ambos factores dependen del resto de p modulo 8, por lo que basta calcular
la tabla siguiente:

P ‘ 1 3 5 7
(-1/p) |1 -1 1 -1
( 2/p|1 -1 -1 1
(-2/p) |1 1 -1 -1

Concluimos que —2 es un resto cuadratico moédulo un primo impar p si y solo
si p = 1,3 (mdd 8), que es justo lo que necesitamos para completar la prueba
del teorema 5.6. Asi pues, este teorema quedara probado en cuanto hayamos
probado 5.11. Nos ocupamos de ello en la seccién siguiente.

5.3 El caracter cuadratico de 2

Euler conjetur6 que 2 es un resto cuadratico médulo un primo impar p > 0
si y solo si p = +1 (méd 8), pero soélo supo demostrar que si p = 1 (mdd 8),
entonces 2 es un resto cuadratico modulo p, y ello dando por hecha la existencia
de raices primitivas, cosa que tampoco supo demostrar.
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Existen muchas demostraciones sustancialmente distintas del teorema 5.11 y
aqui vamos a dar una consistente en refinar el argumento de Euler mediante un
poco de “ingenieria algebraica”. Para entender a qué nos referimos empezaremos
exponiendo el razonamiento de Euler.

Su motivaciéon ultima podemos encontrarla en el dlgebra de los ntmeros
complejos. No vamos a necesitar este hecho aqui, pero si el lector esta familia-
rizado con los niimeros complejos sabra que el nimero complejo de médulo 1 y
argumento /4, es decir,

2 2
¢ = cos45° +isendb® = g +i£

2 )

es una raiz octava de la unidad (cumple (8 = 1) con la propiedad adicional de
que 8 es el menor exponente no nulo que cumple esta relacion. En particular,
¢* = —1 (en principio, de ¢8 = 1 se deduce que ¢* = %1, pero de hecho se
cumple que ¢* = —1).

Esta formula muestra que a partir de una raiz cuadrada de 2 y de una raiz
cuadrada de —1 podemos construir un ¢ que cumple ¢* = —1 y, reciprocamente,
a partir de ¢ es posible construir una raiz cuadrada de 2 y una raiz cuadrada
de —1.

En efecto, la raiz cuadrada de —1 es ¢2, mientras que /2 puede obtenerse
como ¢ + ¢ = /2. Aqui la barra indica la conjugacién compleja, pero podemos
sustituirla por algo “méas universal” si observamos que, para niimeros complejos
de modulo 1, se cumple que ¢ = (™1, por lo que la igualdad anterior equivale a

C+¢t=V2

En estos términos, sucede que estas relaciones son validas en cualquier
cuerpo, no necesariamente el cuerpo de los nimeros complejos. Sien un cuerpo k
(de caracteristica distinta de 2) tenemos una raiz cuadrada de —1, digamos i, y
una raiz cuadrada de 2, digamos /2, entonces

_ V2 V2

¢ 2 2

cumple (2 =i, luego ¢* = —1.

Reciprocamente —y esto es lo tinico que vamos a necesitar—, si en un
cuerpo k (de caracteristica distinta de 2) tenemos un elemento ¢ que cumple
¢* = —1, entonces (2 = —( 2, luego

€+ =C+(?+2=2

Pero Euler no razoné “en un cuerpo cualquiera”, sino precisamente en Z,,.
El argument6 que si p = 1 (méd 8), entonces 8 | p — 1, luego si g es una raiz
primitiva modulo p, entonces ¢®»~1/2 = —1 (pues no es 1, pero su cuadrado
es 1), luego ¢ = g®=D/8 cumple que ¢* = —1, luego, segin acabamos de
comprobar, ((+¢~1)? = 2, lo que prueba que 2 es un resto cuadrético médulo p.

Observemos que para que Z, contenga un ¢ tal que ¢* = —1 es necesario
que p = 1 (mdd 8), pues, por el teorema de Fermat, 0,({) = 8 | p — 1. Por lo
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tanto, el argumento de Euler no da més de si... jmientras nos mantengamos
en Z,! La prueba que vamos a dar del teorema 5.11 consiste en observar que
el razonamiento de Euler jno requiere que ¢ esté en Z,!, sino que podemos
anadir una raiz octava de la unidad a Z, con la misma técnica de “ingenieria
algebraica” con la que hemos anadido a Q una raiz cuadrada de —1 o de —2, es
decir, mediante el teorema 4.1.

El teorema 4.1 requiere partir de un polinomio irreducible, pero z* + 1 no
es necesariamente irreducible en Z,[z]. Por ejemplo, si p = 7 tenemos que

2 +1= (2 +3z+1)(2* -3z +1)
y para p = 17 tenemos que
2t +1=(z+2)(x—2)(x+8)(z - 8).

En cualquier caso, podemos tomar un factor irreducible g(z) | 2*+1 y considerar
el anillo de restos k de Z,[z] moédulo ¢(z), que es un cuerpo por 4.1. Como
tiene obviamente caracteristica p (porque Z,[z| tiene caracteristica p), podemos
considerar que contiene a Z, (identificando sus elementos con sus clases de restos
modulo ¢(z)), pero ademas, contiene a ¢ = [z], que cumple ¢(¢) = 0.

Por ejemplo, si p = 7y q(x) = 22 + 3x + 1, se cumple que

[0 + 32 + 1] = 2] + B[] + [1] = 0,
que es lo mismo que ¢(¢) = 0.

Ademas, como ¢(z) divide z* +1, también se cumple que (*+1 = 0. En defi-
nitiva, acabamos de ver que existe un cuerpo k que contiene a Zj, asi como a una
raiz octava de la unidad ¢, que cumple ¢* = —1. Que ¢ no esté necesariamente
en Zj, es irrelevante.

Ahora llamamos v2 = ¢ + ¢~!, y hemos visto que es realmente una raiz
cuadrada de 2, es decir, una raiz del polinomio 2 — 2 que en principio esta en k.
Asi, 2 es un resto cuadratico modulo p si y sdlo si este polinomio tiene sus (dos)
raices en Z,, pero como no puede tener mas de dos raices en k y éstas son +/2,
concluimos que 2 es un resto cuadratico modulo p si y solo si V2 € Lyy.

Por otra parte, hay un criterio muy simple para determinar si un elemento
de k estd o no en Z,. Por el teorema de Fermat, los elementos no nulos de
Z, camplen a?~! = 1, luego a? = a, pero esto también lo cumple el 0, luego
los elementos de Z, son raices del polinomio #” — x. Ahora bien, como este
polinomio s6lo puede tener p raices, concluimos que un elemento a de k esta
en Zy siy solo si cumple a” = a. Aplicandolo a V2, tenemos que esté en Ly, si
y s6lo si

€+ =+ =C+¢

Las potencias de ¢ s6lo dependen del resto de p médulo 8, y hay cuatro posibi-
lidades:
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1. Sip=1 (méd 8), entonces (P + (P =(+ (L
2. Sip=—1(méd 8), entonces (P + (P = ("1 +(.

3. Si p = 3 (méd 8), entonces (P + (P = 3+ (2 =~ - (pues la
relacion ¢* = —1 implica que (3 = —¢71).

4. Sip=—3 (méd 8), entonces (P + (P =¢34+ =-C-¢ L

En resumen: Y
2 sip=+1(mdd 8)
2P = )
(v2) {—\/i si p= £3 (mdd 8).

y la conclusion es que (2/p) = 1 siy solo si p = £1 (méd 8), como queriamos
probar. L]

Ejercicio: Probar que si p es un primo impar, el polinomio z* + 1 no es irreducible
en Zp[z]. AYUDA: Si ¢ es una raiz en un cuerpo que contenga a Zp, y p Z 1 (méd 8),
entonces un factor irreducible es (z — ¢)(z — (?) € Zp[z]. Méas explicitamente:

(2® + =2z —1)(2® —v/—2x —1) sip=3(mbd 8),
2t +1=4{ (2® 4+ vV=1)(z* — vV=1) si p =5 (mdd 8),
(z? + 2z + 1) (2® — 2z + 1) sip =7 (méd 8).

Encontrar los factores irreducibles para p = 3,5, 7.
Ejercicio: Demostrar que (—1/p) = (—=1)®»~Y/2 con un razonamiento analogo al
anterior, usando el polinomio 22 + 1 en lugar de z* + 1.
Veamos algunas aplicaciones:
Ejemplo La ecuacion y?> = x> — 6 no tiene soluciones enteras.

DEMOSTRACION: Si z es par, entonces y?> = 2 (méd 8), pero 2 no es un
cuadrado moédulo 8. Por lo tanto x es impar, luego y también es impar, luego
y? =1 (méd 8), y a suvez x = 2> = —1 (mdd 8) (la primera congruencia la

cumple todo z impar). Escribimos la ecuacién como
v —2=2%-8=(z —2)(z + 22 +4).

Tenemos que 22 +2z +4 = (z +1)2+3 > 0y 22 + 22 + 4 = 3 (mdéd 8),
luego es divisible entre un primo p = +3 (méd 8), ya que si todos los divisores
primos fueran congruentes con +1 (méd 8), lo mismo le sucederia a su producto.
Como p | y? — 2, resulta que 2 = y? (méd p), pero (2/p) = —1, y tenemos una
contradiccion. ]

Ejemplo La ecuacion y?> = 23 + 6 no tiene soluciones enteras.

Como en el ejemplo anterior concluimos que z e y son impares, y que ademés
x =3 (méd 8). Expresamos la ecuacion como

v +2=12+8=(z+2)(z* - 22 +4),
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donde 22 — 2z + 4 = —1 (méd 8). Si p > 0 divide a este ntimero, entonces
—2 = y? (méd p), es decir, (—2/p) = 1, luego p = 1, 3 (méd 8), pero el producto
de niimeros congruentes con 1,3 méduo 8 cumple esta misma propiedad y, como
22 —2x+4 = (x — 1)2 4+ 3 > 0, tiene que ser congruente con 1,3 moddulo 8,
cuando también hemos visto que tiene que ser = —1 (mdd 8). L]

Ejemplo La ecuacion y?> = z3 — 24 no tiene soluciones enteras.

DEMOSTRACION: Escribamos la ecuaciéon en la forma
2 _ .3 _ 2
Yy +16=2"-8=(z —2)(z* + 2z +4),

donde 22 + 2z +4 = (v + 1)2 4+ 3 > 3. Si x es impar, esta expresion muestra
que 22 + 2x +4 = —1 (mdd 4), luego este niimero es divisible entre un primo
de la forma p = —1 (méd 4). Pero entonces —16 = y? (méd p) implica que
(=1/4) =1, y tenemos una contradiccion. Por lo tanto x es par, al igual que y.
La forma original de la ecuacion muestra que, de hecho, 8 | y, luego podemos
expresar x = 2z, y = 43/, y la ecuacion se convierte en
2y'? = 2’3 — 3.

Esto implica que 2’ > 3 es impar. Como 32> = 0,1,4 (méd 8), tenemos que
2’ = 2’ = £3 (mdd 8). Expresamos la ecuacién como

202 +2) =2 +1= (2" +1)(z? -2’ + 1),

donde 22 — 2’ +1 = —1,-3 (méd 8). Si p > 0 es un divisor primo de este
ntimero, entonces y'> = —2 (méd p), luego se cumple que p = 1,3 (méd 8).
Como 22 —2' +1 = (2/ —1/2)? +3/4 > 0, también 2/ — 2’ + 1 = 1,3 (méd 8),
y tenemos una contradiccion. m

Ejemplo: Nimeros de Fermat En la seccién 3.5 estudiamos los primos de
Mersenne, que son los primos de la forma 2™ — 1 (y vimos que una condici6n
necesaria para que un namero de esta forma sea primo es que el exponente n lo
sea también). Ahora vamos a estudiar los llamados primos de Fermat, que son
los primos de la forma 2™ 4+ 1. La tabla siguiente muestra que en este caso el
exponente no necesita ser primo:

3/4|5]6[ 7 [8] 9] 10|
9‘17‘33‘65‘129‘257‘513‘1025‘

Por el contrario, resultan primos los nimeros correspondientes a los valores
n = 1,2,4,8,... Fermat conjeturé basandose en esto que los primos que hoy
llevan su nombre son exactamente los nimeros de la forma 22" + 1.

Ciertamente todo primo de Fermat es de esta forma: sea p = 2" + 1 un
primo de Fermat, entonces 2" = —1 (mdéd p), luego 22" = 1 (méd p). Asi,
por el teorema de Fermat, 0,(2) | p — 1 = 2", luego 0,(2) = 2¢, para cierto



206 Capitulo 5. El simbolo de Legendre

1 < e < n. Pero, por definicion de orden,0,(2) = 2¢ | 2n, luego 27! | n.

Tenemos que 22°7* # 1, pero el cuadrado de esta clase es 1, luego tiene que ser
22T = _1. Asipues,p=2"+1|22"+1<2"+1=p, luego p =22 +1,
es decir, n = 2°71.

Queda por ver si todo ntmero de la forma F, = 22" 4+ 1 es primo. Los
ntmeros de esta forma se llaman ndmeros de Fermat. Volvamos a la tabla y
ampliémosla:

[1]2]3] 4 | 5 |
|5 | 17 [ 257 | 65537 | 4204967297 |

n ‘ 0
F,|3

No es dificil comprobar que 257 es primo, pero, sin la ayuda de un ordenador,
comprobar si lo es 65537 es ya bastante laborioso. Vamos a ver que podemos

determinarlo facilmente sin necesidad siquiera de una calculadora, mediante
técnicas similares a las que empleamos en el estudio de los primos de Mersenne.

Para ello observamos que si p | F,, es primo, entonces 22" = —1 (méd p),
luego 22" = 1 (mé6d p), luego 0,(2) | 2"+, pero 0,(2) 27, o serfa 22" =1
(méd p), luego o0, (2) = 2"+

Por otra parte, 0,(2) | p — 1, luego p = 2"*r + 1. En particular, si n > 2
se cumple que p = 1 (méd 8), luego (2/p) = 1, luego existe un entero z tal que
2 = 22 (méd p). Es facil ver entonces que o,(x) = 2"+2, luego p = 2" "2k + 1.

Asi pues:

Sin > 2, todo divisor primo de F,, = 22" + 1 tiene que ser de la
forma p = 2"tk + 1.

Por ejemplo, si F3 = 257 no fuera primo, como 256 < 172, tendria un divisor
primo menor que 17, pero a la vez tendria que ser de la forma p = 32k + 1, luego
concluimos que 256 es primo (sin necesidad de calculo alguno). Similarmente,
si Fy no fuera primo, tendria un divisor primo de la forma p = 64k + 1 < 257.
Los primeros valores de la sucesiéon 64k + 1 son:

65, 129, 193, 257, ...

y el dnico primo en ella menor que 257 es 193. Por lo tanto, F, serd primo
si y solo si no es divisible entre 193. Comprobar que esto es cierto no supone
ninguna dificultad, luego, en efecto, Fy = 65537 es primo.

El siguiente posible primo de Fermat es muchisimo mayor. Si aplicamos el
mismo razonamiento concluimos que si F5 no es primo, entonces tiene un divisor
primo de la forma p = 128k + 1 y p < 65536. Esto nos deja todavia un gran
nimero de candidatos. Los diez primeros son

129, 257, 385, 513, 641, 769, 897, 1025, 1153, 1281, ...

(los primos estan en negrita).
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El primer primo es facil de5 descartar por su forma, ya que se trata de 28 +1
y modulo 28 + 1 se cumple 22" +1=(28)*+1=-1*+1=2#0.

Respecto al siguiente, las potencias de 2 moédulo 641 son las siguientes:

n|l 2 4 8 16 32
272 4 16 256 154 -1

Asi pues, 22 + 1 = 0, es decir, 641 | 22° + 1 que no es, por tanto, primo.
Euler anuncié este hecho en 1732. Ademas, un calculo rutinario nos da que’

Fs =641-6700417

No se sabe si Euler se paré a comprobar que p = 6 700471 es un niimero primo,
pero es probable que lo hiciera, porque tenia casi todo el trabajo hecho. Sélo
hay 4 primos de la forma 128k + 1 menores que su raiz cuadrada (que es 2588.52)
sin contar 257, que ya lo hemos descartado. A saber:

641, 769, 1153, 1409.

Basta comprobar que p no es divisible por ninguno de ellos para concluir que es
primo.? Hoy en dia no se conoce ningtn otro primo de Fermat distinto de los
cinco que ya hemos encontrado:

3, 5, 17, 257, 6553T.

Ejercicio: Demostrar que todos los numeros de Fermat F;, = 22" 41 (sean primos o
no) para n > 2 terminan en 7.

Primos de Sophie Germain y primos de Mersenne Se dice que un primo
p es un primo de Sophie Germain si 2p + 1 también es primo.

Los primeros primos de Sophie Germain son:
2, 3,5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, ...
Se conjetura que hay infinitos. El resultado siguiente es de Euler:

Sip es un primo de Sophie Germain y p = —1 (méd 4), entonces el
numero de Mersenne M, = 2P — 1 cumple que 2p + 1 | M,, por lo
que no es primo, salvo en el caso p =3, en el que 2p+1 =T = Ms.

1Un calculo alternativo se basa en observar que 641 = 27 -5+ 1 = 24 + 5%, Esto hace que
27 .5 = —1 (méd 641), luego 228 - 5% = 1 (méd 641) y 54 = —2* (méd 641). Por lo tanto,
232 = 1 (méd 641).

2En realidad Euler habria tenido que trabajar un poco mas, pues él consideré primos de
la forma 64k + 1. La reducciéon a 128k + 1 se debe a Lucas.
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Los primeros valores de p a los que es aplicable este criterio son
p=3,11,23,83,...

En particular tenemos una prueba de que 23 | My; = 2047 mucho mas sim-
ple que la que obtuvimos en la secciéon 3.5, y también podemos asegurar, por
ejemplo, que 47 | My3 = 8 388 609.

DEMOSTRACION: Sea q = 2p + 1. Por el teorema de Fermat, tenemos que
2?7 =1 (méd q), luego 2P = £1 (mdd ¢q) (pues en el cuerpo Z, solo puede haber
dos raices cuadradas de 1, que son £1). Basta probar que no puede darse el
caso 2P = —1 (méd q). Si asi fuera, tendriamos que

ortl — (2P +/2)2 = _9 (méd ),
luego (—2/q) = 1. Sin embargo, como p = 4k — 1, tenemos que
g=24k—1)+1=8k—1,

luego (—2/q) = —1 y tenemos una contradiccion. "

Euler y M3; Euler encontré un criterio para descartar primos a la hora de
factorizar nimeros de Mersenne:

Sip y q son primos impares y q | M, = 2P — 1, entonces se cumple
que ¢ = +1 (méd 8).

En efecto, tenemos que 27 = 1 (méd q), luego, por el teorema de Fermat,
04(2) = p | ¢ —1. Pero, como p es impar, de hecho p | (¢ — 1)/2, luego de
hecho tenemos que 24=1/2 = 1 (méd q), y el criterio de Euler 5.8 nos da que
(2/q) =1, luego ¢ = +1 (mdéd 8). n

Euler us6 este hecho en 1772 para probar que el nimero de Mersenne
M3 = 2147483647

es primo, con lo que éste pasé a ser el mayor primo conocido, superando al
primo 6 700417, que él mismo habia encontrado 40 anos antes. Concretamente,
observamos que si g | M31, entonces

g =1 (mdéd 31), g = £1 (méd 8).
El teorema chino del resto nos da que
g = 1,63 (méd 248).

Esto reduce los divisores primos de M3; menores que y/M3; a un total de 42
primos congruentes con 1 (el mayor es ¢ = 45137) y 43 primos congruentes
con 63 (hasta ¢ = 46 377), es decir, a un total de 85 divisiones que Euler tuvo
que realizar para comprobar que Ms3; es primo. L]

En la seccién 3.5 hemos probado que Mj3 es primo comprobando que no es
divisible entre 53 y 79. Teniendo en cuenta el criterio de Euler, no era necesario
comprobar el 53.
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Fermat y M3y En la introduccion senalamos que Fermat habia comunicado
a Mersenne en una carta que M37 no es primo. En la seccién 3.5 hemos visto
que un divisor primo de M3; tiene que ser de la forma ¢ = 74k+1. Los primeros
primos de esta forma son g = 149,223,..., y el primero lo podemos descartar
por el criterio de Euler, ya que 149 = 5 (méd 8). Por lo tanto, al primer intento
encontramos la descomposicién que encontrd Fermat:

137438953471 = 237 — 1 =223 - 616318 177.

Queda pendiente determinar si el segundo factor es primo. Si no lo es, sus
factores primos dividen también a Msz7, luego sabemos que son de la forma
q="T4k+1y g = +1 (mdéd 8). Hay 73 primos que cumplen la primera condicion
¥y que son menores que

V616318177 = 28825.8. ..

No obstante, si incorporamos la condicién de Euler el nimero se reduce. Si
g = 1 (méd 8) entonces es de la forma g = 296k + 1, mientras que si se cumple
g = —1 (méd 8) entonces g = 296k + 223. Esto reduce los primos posibles a 32.

993 1481 1777 3257 4441 6217 7993 9473 9769

10657 12433 13913 17761 18353 20129 21017 21313 23977

1999 2591 2887 4663 6143 7919 8807 9103 11471
14431 15319 19463 19759 23311

Probablemente, Fermat comprobé los 73 primos uno por uno para concluir que
los dos factores de la descomposicion de M37 son primos, hecho que necesitaba
para resolver el reto de Mersenne que hemos discutido en la introducciéon. =

5.4 La congruencia 3> = ax’® + bz + ¢ (méd p)

Teorema 5.12 Sea p un primo impar y sean a,b,c numeros enteros tales que
(a,p) = 1. Sea D = b? —4ac. Entonces el nimero de soluciones de la congruen-
cia

y? = az® + bz + ¢ (méd p),

es decir, el nimero de soluciones en Z,, x Z,, de la ecuacion

es

DEMOSTRACION: Para cada = € Zjp, la ecuacién tendra solucion para dos
valores de y, para uno o para ninguno segin que ax? + bx + ¢ sea un resto
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cuadrético (no nulo) médulo p, sea 0 o sea un resto no cuadratico modulo p.

Equivalentemente, tendra
L+ (axz—i—bx—FC)
p

soluciones. Por lo tanto, el nimero total de soluciones de la congruencia es

N:pil <1+ (ax2 +pbx+c)) =p+§ (ax2 +pbx+c).
x=0

z=0

La relacion explicita entre un polinomio de grado 2 y su discriminante es que

4a(az® + bx + ¢) = (2az +b)* — D,

<Z) <ax2 +pbx+c> _ ((Zaz +£)2 - D) ,
(axQ +pbx+c> _ (;) ((an +;)2 —D).

Como 2a es una unidad en Z,, la aplicacién = — 2ax + b biyecta las clases
de Z, consigo mismas, luego

vor (VS (=52) = (E(57)

=0 Y

luego

o también

Llamemos

de modo que N =p + (%) S(D).
Sip | D tenemos que

S(D) :pi (i)z =p—1,

lo que nos da la formula del enunciado para este caso.

Supongamos que p t D. Entonces, cuando y varia entre 0 y p — 1, tenemos
que y? recorre dos veces cada resto cuadrético no nulo y toma una vez el valor 0.

Por lo tanto, -
so1-3-((5) 1) (557):

En efecto, en esta suma, cuando z = 0 contamos (z — D/p) una vez, cuando z
es un resto cuadratico no nulo lo contamos dos veces y cuando es un resto no
cuadratico no lo contamos.
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Consideremos ahora la aplicacion z — z* definida sobre {0,1,...,p—1} que

cumple 0* = 0 y que a cada z no nulo le asigna el representante de la clase z71.

Asi (z/p) = (" /p), luego
o= (7)) (57 -5 (557)-£(59)
S () B () B (D)

z=1 z=0 z=0 z= p

Ahora bien, cuando z varia entre 0 y p — 1, las clases 1 — Dz* y z — D recorren
todo Z,, luego

S(D):—1+2§<Z),

pero la ultima suma es nula, porque la mitad de los elementos de U, son restos

cuadréaticos y la otra mitad restos no cuadraticos, luego en la suma hay (p—1)/2

sumandos iguales a 1 y otros tantos iguales a —1. Concluimos que S(D) = —1.
|

Ejercicio: Calcular las soluciones de la congruencia y? = 22% + 3z 4+ 3 (méd 5) y
comprobar explicitamente que su nimero es el dado por el teorema anterior.

Ejercicio: Calcular el niimero de veces que z? + y2 toma un valor ¢ en Z,.






Capitulo VI

Enteros de Eisenstein

En la seccion 4.2 construimos los enteros de Gauss anadiéndole a Q una raiz
cuadrada de —1 o, lo que es lo mismo, una raiz cuarta de 1, pero no una raiz
cuarta cualquiera (pues 1y —1 ya son raices cuartas de 1), sino una raiz cuarta
de orden precisamente 4, una que hay que elevar a 4 para conseguir el 1. En
general, un elemento a de un anillo es una raiz n-sima primitiva primitiva de
la unidad si n es el menor exponente no nulo que cumple a™ = 1.

En este capitulo vamos a anadir a Q una raiz ctuibica primitiva de la unidad, y
veremos que mediante el anillo de enteros resultante podremos demostrar cosas
como que la ecuacion x® + 3® = 2 no tiene soluciones enteras no triviales (es
decir, soluciones en las que xyz # 0), que es el caso mas simple del Ultimo
Teorema de Fermat.

6.1 La aritmética de los enteros de Eisenstein
Una raiz cibica de la unidad es una raiz ¢ del polinomio
P —1=(-1)(2*+2+1)

que no sea ¢ = 1, por lo que seré, de hecho, raiz del polinomio 2 + = + 1. Este
polinomio es irreducible en Q(z), por lo que podemos aplicarle el teorema 4.1.
No obstante, para no repetir una vez més unos argumentos que ya hemos em-
pleado dos veces, vamos a probar un resultado general sobre la aplicacion de
dicho teorema a un anillo de polinomios:

Teorema 6.1 Sea k un cuerpo y p(x) un polinomio irreducible en klx]. Sea K
el anillo de clases de restos en kx| mddulo p(x). Entonces:

1. K es un cuerpo.

2. k se identifica con un subcuerpo de K identificando cada a € k con la clase
de restos a.

213
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3. Si llamamos a = T, entonces p(a) = 0.

4. Sip(x) tiene grado n, todo elemento de K se expresa de forma unica como

ao +Fara+ -+ ap_1a" con ag,...,0,_1 en k.

5. Si K' es un cuerpo que contiene a k y o es un elemento de K' tal que
p(a’) =0, entonces existe una dnica aplicacion f: K — K’ que cumple:

(a) f permite identificar a K con un subcuerpo de K', es decir, hace
corresponder elementos distintos de K con elementos distintos de K'
y ademds:

fluto)=flw)+flv),  fluw) = f(u)f(v).

(b) f(u) =wu para todo u de k.
(¢c) fla)=d

DEMOSTRACION: Sabemos que K es un cuerpo por el teorema 4.1.

Un elemento arbitrario de K es de la forma ¢(z), para cierto polinomio ¢(x)
en k[z]. Podemos dividir ¢(z) = p(x)c(x) + r(z), donde r(x) tiene grado menor
que n, pero entonces q(x) = r(z). Sir(z) = ag+ a1z + -+ a,_12" "1, con los
a; en k, tenemos que

q(z) =g+ Gra+ - -+ Gp_ja™ L.

La expresion es tnica, pues si

Qo+ a1+ -+ apn_10" P =byg+ b+ +by_1a™L,

llamando 7/(x) = by + b1z + - - - + bp_12™ ', tenemos que r(x) = r'(z), luego
r(x) — r'(z) = p(z)h(x), pero el polinomio de la izquierda tiene grado < n y
el de la derecha > n salvo si h(z) = 0, luego tiene que ser r(x) = 7/(x), luego
a; = b; para todo 1.

En particular, si a y b son elementos de k y se cumple que @ = b, entonces
a = b, lo cual demuestra 2). Escribiendo ahora a; en lugar de @;, hemos de-
mostrado 4) y 3) es inmediato, pues si p(x) = c,z™ + -+ c12 + o, la igualdad
c(x) = 0 equivale a

Cn@™ + e+ ¢ =cpa” + -t aa+c =0,

es decir, a que p(a) = 0.

Para probar 4) consideramos c¢ : k[z] — K’ dada por ¢(q(z)) = ¢(a’), que
claramente cumple

c(qr(2) +a2(2)) = c(qu(2) + elg2(2)),  elqr(@)ga(2)) = c(qr(z))e(ga(2)).
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Si ¢1(z) = g2(x), entonces ¢1(x) — g2(2) = p(w)h(z), luego
c(q1(x)) = c(q2(w)) = e(p(x)h(x)) = p(a’)h(a’) = 0,

luego c(q1(z)) = c(g2(x)).

Esto significa que ¢ da el mismo resultado sobre todos los elementos de una
clase de restos modulo p(z), por lo que podemos definir f : K — K’ mediante

f(q(x)) = c(g(x)), y claramente
flutv)=fu) +fv),  fluw)=f(u)f(v),

fla) = f(Z) = c(x) = o y siaestaen k, entonces f(a) = c(a) = a. Ademas, si
f(u) = f(v), entonces f(u —v) =0, y esto implica que v — v = 0, pues en caso
contrario tendrfamos que

F1) = fl(w=v)(u—v)"") = flu—v)f((u-v)"") =0,
pero en realidad f(1) = 1. "

Los resultados bésicos sobre los cuerpos Q(4) y Q(\/T2 ) recogidos en los
resimenes 4.1 y 5.1 son casos particulares del teorema anterior. Ahora estamos
interesados en aplicarlo al polinomio p(z) = 2% + x + 1, y el resultado es el
siguiente:

Definicién 6.2 Llamaremos Q(¢) al cuerpo dado por el teorema anterior para
k=Qyp(x)=2%+x+1. Llamamos ¢ = z, de modo que Q(¢) es un cuerpo
cuyos elementos se expresan de forma tnica en la forma a + b(, donde a y b son
nimeros racionales y (2 = —¢ — 1. En particular ¢3 = 1.

Esto determina las operaciones en Q(():
(@a+b0) + (c+d¢)=(a+c)+ (b+d),

(a+b¢)(c+ d¢) = ac + (ad + be)¢ + bd(? = (ac — bd) + (ad + be — bd)(.

El teorema anterior prueba también que en Q(¢) podemos definir una con-
jugacion, pero a la vez nos da una visiéon més profunda de lo que debemos
entender por “conjugar”. En los ejemplos que habiamos manejado hasta ahora
el conjugado de i era —i y el conjugado de v/—2 era —/—2, lo cual puede llevar-
nos a generalizar ingenuamente que “conjugar” es cambiarle el signo a la “parte
imaginaria” de un nimero, y en general no es asi. La razoén de fondo por la que
—i es el conjugado de i es porque i es raiz del polinomio 22 4+ 1y —i es la otra
raiz de dicho polinomio, y lo mismo sucede con —/—2, que es la otra raiz del
polinomio z2 + 2.

En cambio, la otra raizde 22 +x+1 no es —(, sino ¢2. En efecto, si dividimos
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vemos que 2 +x+1 = (x — ¢)(z — ¢?). Por lo tanto, el teorema anterior afirma
que podemos definir el conjugado de un elemento z = a + b¢ de Q(¢) como

Z=a+b*=a—b—bC,
de modo que se cumplen las mismas propiedades basicas que tiene la conjugacion
en Q(i) o en Q(v/-2).
Ejercicio: Comprobar que si definiéramos a + b( = a—>b( no se cumpliria z1z2 = Z1 Z2.

Hay un par de propiedades que son triviales cuando “conjugar es cambiar el
signo a la parte imaginaria”’, que en este contexto requieren una ligera compro-
bacion. Por ejemplo:

Z=a+b2=a+b’=a+b*=0a+0C.

Y, por otra parte, es facil ver también que Z = z si y sblo si z es un ntmero
racional.

A su vez, podemos definir la norma N : Q({) — Q mediante N(z) = 2Z o,
explicitamente

N(a +b¢) = (a+bl)(a + bC?) = a® + b% + abC + abC* = a® — ab + b°.

La expresion N(z) = 2z implica trivialmente que N(z122) = N(z1) N(z2), asi
como que la norma sélo se anula en 0. Notemos ademas que

N(a+b¢) = (a —b/2)? +3b%/4 > 0.
La norma nos permite calcular cocientes facilmente:

3+2¢_(3+2§)(2+§2)_8+4<+3<2_5+4_§+1C
24+¢  22-241 3 3 3 3”

Definimos el anillo Z[(] de los enteros de Eisenstein como el formado por los
ntmeros de la forma a + b con a y b en Z. Las expresiones explicitas para la
suma y el producto muestran que la suma y el producto de enteros de Eisenstein
es un entero de Eisenstein, por lo que realmente tenemos un anillo, un dominio
integro, de hecho, cuyo cuerpo de cocientes es Q(().

Nota Hemos visto que todo elemento de Q(({) se expresa de forma tnica como
a—+b(, donde a y b son niimeros racionales. Sin embargo, a la hora de operar con
estos nimeros, es mas practico expresarlos en la forma c(? + b¢ + a. Asi la ex-
presion no es tnica, pero es facil reconocer cudndo dos expresiones corresponden
al mismo namero:

Se cumple cC2+bC+a = ' C2+b/ ¢+a’ siy sélo sic—c = b—b =a—a'.

En efecto, si llamamos ¢(z) = cx? +bx +cy ¢'(z) = c/x? + b’z + ¢/, tenemos
que g(x) = ¢'(x), lo que equivale a que exista un polinomio h(z) tal que

q(x) — ¢'(2) = (2 + = + Dh(),
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pero el miembro izquierdo tiene grado < 2, luego h(x) tiene que ser una cons-
tante h, luego la igualdad equivale a que exista un niimero racional h tal que

(c—=)? + (b= +c—c =h(@®+2+1),
que a su vez equivale aquec—c =b—V =a —d'. n
Por ejemplo:
3C2+2(-5=922+8(+1=—(-8.

Notemos que para expresar un numero c(? +b( + a en la forma reducida b'¢ + a’
sblo tenemos que restar ¢ a todos sus coeficientes.

La ventaja de permitir la presencia de potencias de ( es que las sumas se
calculan con la misma facilidad, mientras que para multiplicar basta tener en
cuenta la relacién ¢2 = 1, que es mucho mas cémoda de manejar que (2 = —(—1.

He aqui un ejemplo de suma y de multiplicacion calculadas mediante estas
expresiones no reducidas:

202 -3¢ +4 2(% -3¢ +4
+ 5¢24+7¢ -7 x 5¢? 4+7¢C -7
7¢% +4¢ -3 —14¢7 —21¢ —28
—21¢% +28¢ +14

20¢2 +10¢ —15
—15¢% +17¢ —29

Una vez hechas todas las operaciones, es facil expresar el resultado en forma
reducida: —3( — 10 para la suma y 32¢ — 14 para el producto.

Un ligero inconveniente es que puede costar un poco maés identificar a los
enteros de Eisenstein, pues, por ejemplo

1@‘2 4 §C _ §

2 2 2
es entero. No obstante, cuando operamos con enteros de Eisenstein no tenemos
necesidad de considerar nunca expresiones con coeficientes fraccionarios. m

Teorema 6.3 El anillo Z[(] es un dominio euclideo tomando com norma eu-
clidea la norma algebraica N : Z[{] — N.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que las normas de los enteros de Ei-
senstein son niimeros naturales, es evidente que si « y 3 son enteros de Eisenstein
no nulos, entonces N(a) < N(a) N(8) = N(af).

Tomemos ahora dos enteros de Eisenstein A y § con § # 0. Consideramos
el cociente A/§ = r + s, donde r y s son nameros racionales. Llamamos z e
y a los enteros racionales mas cercanos a r y s, respectivamente, de modo que
|r—z|, |s —y| < 1/2, con lo que, llamando v = z +y(, e = A — §, tenemos que

N(/&) =N(A/S —y)=(r—a)> —(r—z)(s—y)+ (s —y)* < % <1,

luego N(e) < N(9). "
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Asi pues, ahora sabemos que los enteros de Eisenstein poseen una aritmética
andloga a la de los enteros racionales, la de los enteros de Gauss o la de los
enteros 7Z [\/—2 ], pero tenemos que estudiar sus particularidades.

Unidades Como en los otros ejemplos de anillos de enteros que hemos estu-
diado, es inmediato que las unidades de Z[(] son los enteros de Eisenstein que
cumplen N(«) = 1. Haciendo oo = a + b(, esto equivale a

a® —ab+b* = (a—b/2)? +3b*/4 =1,

o también a
(2a — b)? + 3b* = 4.

Es claro entonces que tiene que ser b = —1,0,1 y, al calcular los valores posibles
de a para cada uno de estos valores de b obtenemos:

Las unidades de Z[(] son +1,+(, +¢2.

Asi pues, en el anillo de los enteros de Eisenstein, los asociados vienen en
grupos de seis. Méas concretamente, es claro que los asociados de a + b + c¢?
son los seis nameros que se obtienen permutando ciclicamente los coeficientes o
cambiando los signos de todos ellos.

Primos Si 7 es primo en Z[(], entonces 7 | 77 = N(7), por lo que, descompo-
niendo N(7) en primos racionales, concluimos que 7 divide a uno de ellos. Asi
pues, todo primo de Eisenstein aparece en la descomposicién en factores primos
de un primo racional.

Ademss, si 7 | p, tenemos que N(7) | N(p) = p?, lo que prueba que cada
primo cuadréatico divide a un tnico primo racional p (el que divide a su norma)
y que N(7) tiene que ser p o p?. Ademas, cada primo racional p se descompone
a lo sumo en dos factores primos, que pueden ser asociados o no, lo que nos
lleva a las definiciones usuales:

Definicién 6.4 Si p es un primo racional, se dice que:

1. p se ramifica en Z[(] si se descompone como p = +72, donde 7 es primo
de norma p.

2. p se escinde en Z[(] si se descompone en dos factores primos no asociados
p = m7e (de norma p).

3. pse conserva (primo) en Z[(] si es primo en Z[(] (y entonces tiene norma p?).

No hay més posibilidades. Por ejemplo, si llamamos A = 1 — (, tenemos que
N(A\) = 3, por lo que
3=(1-01-¢
es una descomposicion de 3 en factores primos, pero no es cierto que 3 se escinda,
pues

3=(1-00-¢)=01-00 -1 +¢)=-¢1-0?

luego en realidad 3 se ramifica.
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Exactamente el mismo argumento empleado para los enteros de Gauss nos
da el teorema siguiente:

Teorema 6.5 Sea p un primo racional. Entonces:

1. Siz? +x+1=(z—¢)? en Z,[z], entonces p = en?, donde ™ = (p,{ — ¢)
es un primo de Eisenstein que cumple ¢ = ¢ (méd ).

2. Siz’+x+1=(z—c)(x—¢c2) en Zy[x], donde c1 # ca (mbd p), entonces
p = mme, donde m; = (p,{ — ¢;) son primos de FEisenstein no asociados
tales que ¢ = ¢; (méd ;).

3. Siz?+x+1 es irreducible en Zy|x], entonces p se conserva primo y ¢ no
es congruente maodulo p con ningun entero racional.

Asi, como el polinomio 2 + x + 1 tiene discriminante A = —3, concluimos
que 3 es el nico primo racional que se ramifica en Z[¢]. Como z? + 2 + 1 no
tiene raices en Zs, concluimos que 2 se conserva primo. Para los primos p > 3,
tenemos que p se escinde o se conserva primo segiin si! —3 es un resto cuadrético
o un resto no cuadratico médulo p. Segun el teorema 3.39, podemos afirmar,
més precisamente, que los primos que se escinden son los que cumplen p = 1
(méd 3) y los que se conservan los que cumplen p = —1 (méd 3).

Por ejemplo, es facil ver que 22+ + 1 no tiene raices en Zs, luego 5 también
se conserva primo. En cambio, 22 + 2 + 1 = (z — 2)(x + 3) (méd 7), luego 7 se
escinde y sus factores primos son

7T1:(77<_2)7 772:(774-—’_3)

Como N(¢ — 2) = N(¢ + 3) = 7, ambos nameros son primos, luego son 7 y 7.
Explicitamente:

T=(C-2)(*-2)=(-2)(-¢-3)=~(C-2)(¢ +3).

Notemos que nuevamente nos encontramos con una “reciprocidad cuadra-
tica”, en el sentido de que el problema de si el discriminante A = —3 es un resto
cuadrético moédulo un primo impar p resulta ser equivalente a la congruencia
p =1 (mdd 3), pero si ademéas nos damos cuenta de que 1 es el tnico resto cua-
drético (no nulo) modulo 3, podriamos expresar el resultado en estos términos:

(2)-6)

Hemos probado esta igualdad a partir del teorema 3.37, pero sucede que esa
demostracion no es generalizable a otros casos similares. Por eso es interesante

INotemos que este criterio no es valido para p = 2 porque la férmula que da las raices de
un polinomio de segundo grado no es valida en cuerpo de caracteristica 2. De hecho, A = —3
es un resto cuadratico médulo 2, pero eso no significa que el polinomio 22 4 z + 1 tenga raices
en Zsa.
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ver otra demostracion alternativa basada en la misma técnica que usamos para
demostrar 5.11 en la seccion 5.3. Alli nos basamos en la expresion

V2=(+ ¢!

que relaciona una raiz cuadrada de 2 con una raiz octava primitiva de la unidad.
Nosotros tenemos una relacién entre una raiz cuadada de —3 y una raiz ctubica
primitiva de la unidad, a saber:

—3=¢(1-0)"
Podemos expresarla de forma més simple si operamos un poco:
—3=(C-¢)%

con lo que v—3 = ¢ — 2.

Lo que hicimos en la seccion 5.11 fue comprobar que la relacién valia en
realidad para cualquier raiz primitiva de la unidad en cualquier cuerpo, en
particular, en un cuerpo que contuviera a Z,. Aqui vamos a hacer lo mismo.

Aplicando el teorema 6.1 (o simplemente 4.1) a un factor irreducible del
polinomio 22 + x + 1 en Z,, (donde p > 3 es primo, y esta condiciéon hace que 1
no sea raiz del polinomio), obtenemos un cuerpo k que contiene a Z, en el cual
existe un ¢ que cumple ¢2 + ¢ + 1 = 0. En particular ¢ # 1, pero

C=¢=(-)=-C-(=1
Y ademas
C=¢)P=C+(-2=-3
Por lo tanto, podemos llamar v/—3 = ¢ — (2, que ahora es un elemento de k.

Tenemos que (3/p) = 1 si y solo si el polinomio z? + 3 tiene sus raices
en Z,, pero, como v/ —3 es una de dichas raices, esto equivale a que v/—3 esté
en Zy,. Pero, tal y como razonamos en la seccion 5.11, los elementos de Z,, son
precisamente las raices del polinomio z? — x, luego (—3/p) = 1 equivale a que

(v—3)? = /—=3. Ahora bien:

—(¢% sip= 5
VAP = mer = - = {0 3Z = () v

Por lo tanto (—3/p) = 1 si y sélo si (p/3) = 1. .

Ejercicio: Caracterizar los nimeros naturales que pueden expresarse en la forma
2

22 — 2y + y?. Dar una foérmula explicita que muestre que el producto de dos nimeros
de esta forma es también de esta forma.

3

Ejemplo La ecuacion y? + 3 = 23 — x no tiene soluciones enteras.

Observamos que x> — 2 es siempre par, por lo que y tiene que ser impar.

Entonces y? + 3 = 4 (mdd 8). Si z es impar, entonces 8 | % — 1 y tenemos una
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contradiccion, luego x es par y 22 — 1 es impar. Como 4 | 4% + 3 = z(2? — 1),
concluimos que 4 | z. Mas atn, 8 { . Escribimos la ecuacion en la forma

¥ +3=4(z—1)(z+1)(z/4),

donde los tres ultimos factores son impares. Como z = 2/4 (mdd 3), uno de
los tres tdltimos factores es = —1 (méd 3) (esto lo cumple necesariamente uno
de cada tres nimeros consecutivos  — 1, &,  + 1). Dicho factor debe tener
un factor primo p = —1 (mdéd 3), pero entonces p | y? + 3, lo que significa que
(—=3/p) =1, con lo que tenemos una contradiccion. "

El ejercicio siguiente permitira al lector concebir la demostraciéon precedente
desde una perspectiva més amplia:

Ejercicio: Sea p # 5 un primo impar. Construir un cuerpo que contenga a Z, que
contenga una raiz quinta primitiva de la unidad w, es decir, una raiz del polinomio
z* + 2% + 2% + 2+ 1. Comprobar que w® =1y w # 1. Sea

ORI ORI O RO R

Comprobar que, como sugiere el nombre, (\/5)2 = 5. Probar que

deducir que (5/p) = (p/5).

6.2 El anillo Z[y/—3]

Por definicién —o por construcciéon— ¢ es una raiz del polinomio z? +z +1,
pero podemos resolver la ecuacion 2 + z + 1 = 0 mediante la formula para
ecuaciones de segundo grado, que nos da que sus raices son

—1++v-3
—

Por otro lado tenemos que dichas raices son ¢ y ¢?, luego podemos convenir que

_—14V3 -1-73

2
¢ 2 ¢ 2

Esto no es algo que tenga que ser demostrado, sino que al establecer estas
igualdades estamos decidiendo a cual de las dos raices cuadradas de —3 en Z[(]
llamamos v/—3 y a cuél llamamos —+/—3. Reciprocamente:

V=3=1+2(, —V-3=-1-2(=1+2¢

Estas expresiones muestran que —v/—3 es el conjugado de v/—3.
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Ahora, todo elemento de Q(() es de la forma

~1+v=3 2a-b b

a+bl=a+b 5 5 —|—§ —3=c+dv-3,

donde a y b (luego también ¢ y d) son ntumeros racionales. La relacion es

2 —
a b:c, Q:d,
2

pero esto puede invertirse:
a=c+d b=2d,

de donde podemos concluir que todo elemento de Q({) se expresa de forma
Gnica como ¢+ dv/—3, donde ¢ y d son nimeros racionales arbitrarios. En estos
términos,

c+dv—-3=c—dv-3,

luego

N(c+ dv=3) = (¢ + dvV=3)(c + dv/—=3) = ¢ + 3d>.

A su vez, esto se interpreta como que, si construimos un cuerpo @(\/—3)
aplicando el teorema 6.1 al polinomio 22 + 3, el cuerpo que obtenemos no es

sino Q({).

Maés precisamente, tenemos que Q(¢) contiene una rafz v/—3 del polinomio
22 + 3, luego el teorema 6.1 nos da una aplicaciéon f : @(\/j3) — Q(¢) que
nos permite identificar ambos cuerpos. Por lo tanto, podemos hablar del cuerpo
Q(\/j?) ) = Q(¢) sin que importe si lo consideramos construido a partir de un
polinomio o de otro.

Ahora bien, si —anélogamente a como hemos hecho con Z[i] o Z[\/—Q]—
consideramos el anillo Z [\/ —3] de enteros cuadréaticos formado por los niimeros

de la forma a+b+/—3, con a y b enteros racionales, ya no es cierto que se cumpla
Z[\/f?)} = Z[¢]. Concretamente, tenemos las inclusiones

Z[V=3] ¢ Z[(] € Q(0) = Q(V=3).
Por ejemplo, tenemos que ¢ no esta en Z[\/ —3], pues su expresion
1 1
=—-+-v-3
¢ 2 * 2
no tiene coeficientes enteros. Mas precisamente, un elemento arbitrario de Z[(]

es

—14++v-3 b b
a—i—bC:a—i—b%:a—f—i—f\/—?)

2 2
y asi vemos que esta en Z[\/—3} siy solosi 2| b.
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Notemos que la norma de Q(¢) se restringe a N : Z[\/f?)] — N dada por
N(c+ dv—=3) = ¢* + 3d°.

Por ejemplo, considerando esta norma es inmediato comprobar que las uni-
dades de Z[\/—?)] son simplemente +1, igual que las de Z[\/—Q].

Sin embargo, si ahora el lector trata de adaptar el argumento que hemos
empleado para demostrar que Z[i], Z[v/—2] o Z[¢] son dominios euclideos, vera
que no lo consigue, porque sucede que Z[v/—3] no es un dominio euclideo. Mas
ain: jno es un dominio de factorizacion tnica! En efecto:

2-2=4=(1+vV=-3)(1-V=3).

Observemos que ninguno de los cuatro factores es una unidad de Z[\/j3 },
pues éstas son +1, y todos ellos son irreducibles, pues tienen norma 4 y, si
pudieran descomponerse en factores irreducibles, tendrian que ser dos factores
de norma 2, pero es inmediato que en Z[\/TS] no hay elementos de norma 2.
Asi pues, tenemos dos descomposiciones distintas de 4 en factores irreducibles,
lo que niega la factorizacion tnica.

Notemos en particular que los cuatro factores son irreducibles, pero no son
primos. Por ejemplo, 2 divide al producto de la derecha, pero no divide a
ninguno de sus factores, y viceversa.

Observemos que esto no contradice la factorizacion tinica de Z[(], pues en
este anillo tenemos que

1++v— :__1% V_3.2:—C2.2’ 1_\/_3:__1% V_3.2:—C.2,

luego las dos descomposiciones son “la misma”, ya que cada factor de una es
asociado a un factor de la otra.

Nota Conviene senalar que podiamos haber asegurado que Z[\/j3] no tiene
factorizaciéon tnica sin haber hecho célculo alguno. Esto es consecuencia del
teorema 2.28. El polinomio 22 4+ z + 1 tiene sus coeficientes en Z[\/TB] y tiene
una raiz ¢ en Q(ﬁ), luego si Z[\/j?) ] fuera un dominio de factorizacion

tinica podriamos concluir que ¢ € Z[v/=3], lo cual es falso. "

Por otra parte, la violacién que hemos encontrado de la factorizacion tnica
en Z[\/—3] es esencialmente la tnica que se da. Para probarlo observamos
algunos hechos:

1. Todo elemento de Z[(] tiene un asociado en Z[/=3].

En efecto, si @« = a+b( y b es par, entonces a ya esta en Z[\/—Z’)}. Siaes
par entonces (?ac = b+a(? = b—a — a( esta en Z[\/fiﬂ. Por dltimo, si a
y b son impares, entonces (a = a 4+ b(* = —b+ (a— b)( estd en Z[v/=3].
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St «, B son elementos no nulos de Z[\/f?)] y N(«a) es impar, entonces
a| B enZ[V=3] siy sdlo sia|pB en Z[(].

En efecto, sia =a+b( y 8 = c+d(, con by d, pares, entonces a es impar,
o de lo contrario 2 | a (en Z[(]) y N(«) seria par. Supongamos que

c+d¢ = (a+b)(u+ v¢) = (au — bv) + (av + bu — bv)(.
Entonces 2 | av, luego 2 | v, y asf u + v( esté en Z[/=3].

Un elemento m de Z[\/—S] de morma impar es primo en Z[\/—S] sty
sdlo si lo es en Z[(].

Si 7 divide a un producto de elementos de Z[\/f?) ] , entonces divide a uno
de los factores en Z[(], luego también en Z[v/—3].

Todo elemento de Z[\/f?)] de norma impar se descompone en producto
de factores primos en Z[\/—3} de forma unica salvo orden o asociacion.

Si v es un elemento de Z [\/ 73] de norma impar, podemos descomponerlo
en factores primos en Z[(] y, eligiendo asociados adecuados, podemos to-
marlos en Z[\/—3]. En principio esto nos da una descomposicién de la
forma

er

— €1
a=enyt--omn,

donde € es una unidad de Z[(], pero o/ = w{'---w¢" es un elemento de
Z [\/ 73] de norma impar que divide a « en Z[(], luego tiene que dividirlo
en Z[\/—3], luego € tiene que estar en Z[\/—?)], luego € = +1.

La prueba del teorema fundamental de la aritmética muestra que dos
descomposiciones en factores primos (no meramente irreducibles) de un
mismo elemento son siempre iguales salvo orden y asociacion.

Si « es un elemento de Z[\/TS} tal que N(a) = 2"m, con m impar,
entonces a = (7, donde N(8) = 2" y N(v) = m. Ademds ~y se descompone
de forma unica en factores primos, mientras que B se descompone como
producto de factores +2, £(1 +/=3) y £(1 — /-3).

Descomponemos « es factores primos en Z[(], eligiéndolos en Z[v/—3],
y llamamos 7 al producto de todos los factores primos de norma impar.
Es claro entonces que N(y) = m y v divide a a en Z[(], luego también
en Z[\/TS] Esto significa que o = (v, para un cierto 8 en Z[\/TZ%]
tal que N(B8) = 2". Ademas, descomponiendo 5 en Z[(] tenemos que
B = €272, donde € es una unidad (y r es necesariamente par, porque no
hay elementos de norma 2). Podemos suponer que r > 1. Entonces, si
€ = £, cambiamos €2 por 4=(—1+ v/=3) y si e = £¢? cambiamos €2 por
+(=1—+/=3).
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Vemos asi que, en principio, s6lo es necesario que aparezca un factor irre-
ducible de la forma +(1 £+ +/—3), pero la relaciéon

2:-2=4=(1+V/-3)(1—-v=-3).

permite sustituir cada par de doses por dos factores de este tipo y la
descomposicion no es tnica a causa (tnicamente) de esto.

El primer punto del razonamiento anterior tiene como consecuencia que un
nimero natural es la norma de un elemento de Z[\/—?)] si y so6lo si es la norma
de un elemento de Z[(]. Por lo tanto:

Ejercicio: Caracterizar los ntimeros naturales de la forma 2 + 3y°.

6.3 El Ultimo Teorema de Fermat para p = 3

En esta seccién usaremos los enteros de Eisenstein para demostrar el Ultimo
Teorema de Fermat para el exponente p = 3, es decir, vamos a probar que la
ecuacion z3 +y3 + 23 no tiene soluciones enteras no triviales (es decir, tales que

xyz # 0).
Recordemos que A = ¢ — 1 es primo y divide a 3, cuya factorizacion es
3=—C2\%

Mas en general, si restamos dos de las unidades 1, ¢, ¢? obtenemos un
asociado de \:

C—1=X C—-1=-C)\ ¢ -¢=¢CN
En cambio, si las sumamos, obtenemos una unidad:
1+¢=—-C 1+ =-( (+¢F=-1
Si sumamos una consigo misma obtenemos un asociado del primo 2:
1+1=2, ¢(+¢=2 +¢=23
De aqui concluimos la primera de las propiedades siguientes:

e Si dos unidades cumplen €1 = €5 (mdd 3), tiene que ser €; = €3, puesto
que la diferencia solo puede ser divisible entre 2 o entre A salvo que sean
la misma.

e Sia=a+0b(, se cumple que A\ | « si y sdlo si 3| a—+b.

En efecto, obviamente ( =1 (méd M), luego a + b¢ = a + b (méd A). Por
lo tanto, si A | a, tenemos que A | a + b, luego 3 = N()\) | (a + b)?, luego
3| a + b. Reciprocamente, si 3 | a + b, entonces A | a + b, luego A | a.

e Si Mt a, entonces existe una unidad € tal que o = € (méd 3).

Como 31 a+ b, tiene que darse uno de los casos siguientes, con e = +1:
(a,b) = (3h + €,3k), (3h,3k +e), (3h+e,3k+e),

luego a = e (méd 3), a = e (mdd 3), a = e(1 + ¢) (méd 3), respectiva-
mente, y en cualquier caso a = e (mdd 3), para una cierta unidad e.
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e Si MM a, entonces a® = £1 (méd 9).
Por la propiedad precedente sabemos que @ = 38 + ¢, luego

o =38+€¢=¢e =41 (méd 9).

Ahora mostramos la conexién entre la ecuacion de Fermat y los enteros de
Eisenstein. Observemos que —1, —( y —(? son raices distintas en el cuerpo Q(¢)
del polinomio 3 + 1, luego son todas sus raices, y podemos factorizar:

B 41=(t4+1)(t+ )+ ).

En particular, si 8, v € Z[(] y v # 0, sustituyendo ¢ = 8/~ y multiplicando por
~+3 queda
B2 +97 = (B+ 7B+ B +1¢?),

que vale igualmente si v = 0. Si multiplicamos el segundo factor por ( y el
tercero por ¢2 en total hemos multiplicado por ¢3 = 1, luego la igualdad sigue
siendo valida, pero pasa a tener la forma

B2+~ = (B+7)(B¢ + ¢ (B +7¢). (6.1)

Esta segunda factorizacion tiene la propiedad adicional de que

B4y +BC+¢+ B¢ +7¢ = 0.
Con esto ya podemos probar:

Teorema 6.6 La ecuacion x> +y3 + 23 = 0 no tiene soluciones no triviales (es
decir, con todas las variables no nulas) en Z[(], en particular en Z.

DEMOSTRACION: Supongamos que la ecuacién tiene una soluciéon no trivial
a3 + B3 4+~3 = 0. Entonces existe una solucién primitiva, es decir, una solucién
no trivial tal que «, 8 y v sean primos entre si dos a dos, pues si un primo p
divide a dos de ellos, la ecuacion hace que divida al tercero, luego a/p, B8/p, v/p
son también una solucién no trivial de la ecuacion, y repitiendo este proceso un
namero finito de veces tenemos que llegar a una solucién primitiva.

Observemos ahora que A tiene que dividir a uno de los nimeros «, 3, v (v
solo a uno, porque la solucion es primitiva). En efecto, si A no divide a ninguno
de ellos, hemos visto que

o®=e; (m6d 9), B2 =ey (méd9), ~°=ez(méd?9),
donde e; = 1. Pero entonces? e; +es +e3 =0 (méd 9), lo cual es imposible.

Llamaremos coordenada especial de una solucion primitiva («, 8,7) a la que
es divisible entre A. Si la ecuacién tiene solucion, deberia haber una solucién
primitiva en la que el exponente de A en la coordenada especial fuera el menor
namero natural posible (no nulo). Sin embargo, vamos a probar que a partir de
cualquier soluciéon primitiva se puede encontrar otra tal que el exponente de A
en la coordenada especial sea menor, con lo que tendremos una contradiccion.

2En principio, esta congruencia es en Z[(], pero sabemos que m, n, r € Z cumplen m = n
(mdéd 7) en Z[¢] siy sblo si lo cumplen en Z.
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Dada la simetria, no perdemos generalidad si suponemos que A | a. Entonces
A3 | @ y la ecuacion nos da que A* | 83 + +3. Como A no divide a 3 ni a 7,
sabemos que 3% = e (mdd 9), v* = f (mdd 9), donde e = &1, f = +1.

Como A% | 3, en particular A3 | 9, luego las congruencias anteriores valen
también médulo A3, y por consiguiente

e+ f=p+7+>=0(méd \®).

En particular, 3 | e + f y esto s6lo es posible si e + f = 0 (pues la suma so6lo
puede ser 0, 2 0 —2). Por lo tanto,

=+ =e+ f=0(mbd 9).
Asi pues, A\ | o, por lo que \? | a.

En definitiva, con esto hemos demostrado que la coordenada especial debe
ser divisible entre A, no una, sino al menos dos veces.

Ahora consideramos la factorizacion de —a?® = £33 + 43 dada por (6.1).
Llamemos

m=B8+7 m=p8+~v n3=pB+C,
de modo que —a® = mymans y m + n2 4+ 13 = 0.

Observamos que 71 = 12 = 13 (méd A), pues los tres son congruentes con
B+7. Como A\? | 17213, en principio A divide a uno de los tres, pero como son
congruentes, \ | 1; para los tres valores i = 1,2, 3.

Sea n} = n;/\ y vamos a probar que 1}, 75 y 15 son primos entre si dos a dos.
En efecto, si un primo p divide a dos de ellos, por ejemplo a 7] y 70}, entonces

Ap [my Ap | n2, luego
Moo= o= BC—C%)=—CBN, Ap|me—Cm =~(CE—C) = (N,

luego p | v v p | B, cuando S y 7 son primos entre si. Igualmente llegamos a
una contradiccion si suponemos que 77 y 75 0 95 y 14 no son primos entre si.

Tenemos, pues, que —a® = A3ninhns v 1} +n5 +n5 = 0. Sea n = /A, que
sigue cumpliendo A | 7, pues hemos visto que A divide al menos dos veces a «.
Entonces —n® = n}n4ns y ahora razonamos como sigue: cada primo aparece
con exponente multiplo de 3 en el miembro izquierdo de esta ecuacion, luego
también en el miembro derecho, pero como los tres factores no tienen primos en
comiin, podemos afirmar que cada primo aparece con exponente miltiplo de 3
en cada uno de ellos, es decir, que, para i = 1,2,3, se cumple que 7, = €03,
para ciertos 6; € Z[(] y ciertas unidades €;. Asi pues,

—n3 = e1eae3 03 05 05, €107 + €205 + €305 =0,

y los 6; son primos entre si dos a dos porque lo eran los 7.

Mas atin, n = 10,03, para cierta unidad € tal que €2 = —ejege3. Pero
toda unidad elevada al cubo da =+1, luego e = e1e2e5 = +1. Como A | 7,
tenemos que A divide a un 6;, y sb6lo a uno, porque son primos entre si dos a

dos. Recapitulemos lo que tenemos hasta aqui:
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Hemos encontrado una ecuacion
€103 + €203 4+ €305 = 0 (6.2)
en la que los #; son primos entre si dos a dos y uno de ellos es divisible entre

A, los ¢; son unidades y e = €jege3 = +1, y méas aun, si A | 6;, entonces su
exponente cumple
1 , 1 1
0 (6:) = 3on() = (o 0m) — 1) < 3 (0a(m) + va(2) + 02 (19)) = v2(0)

Solo falta ver que podemos eliminar las unidades de (6.2) para obtener una
nueva solucién primitiva en la que el exponente de A en la coordenada especial
sea menor que el de partida. En lo que queda de la prueba sbélo nos vamos a
apoyar en estos hechos, luego por simetria podemos suponer que A | 3.

Entonces 03 = e (méd 9) y 63 = f (méd 9), para ciertos e = 1, f = +1.
Como ) | 03, en particular 3 | 63, luego (6.2) nos da que

eel + feo = €105 + x5 = —639?3: =0 (mdd 3).

Segin hemos visto en las observaciones previas a este teorema, esto implica
que ee; + fea = 0, luego €; = +ey, luego e = +elez. Por consiguiente, si
multiplicamos (6.2) por €7 obtenemos

+e307 + €305 +ef3 =0
y, teniendo en cuenta que e = +1 = €3, esto equivale a
(:|:6191)3 + (61(92)3 + (693)3 = 0,

luego llamando o = +e16;, 5’ = €105, v/ = ef3, vemos que se trata de una
solucion primitiva de la ecuacion de Fermat con 0 < vx(y') < vx(a) y tenemos
la contradicciéon que buscabamos. L]

6.4 El test de Pépin

En 1877 el matematico francés Edouard Lucas demostro que el sexto niimero
de Fermat:
Fg =25 +1 = 18446 744073709 551 617

no es primo. Esto puede probarse usando un resultado publicado en 1877 por
el también matematico francés Jean Frangois Théophile Pépin:

Teorema 6.7 (Test de Pépin) El nimero de Fermat F, = 2" +1 es primo
siy solo si 3Fn=1/2 = —1 (méd F,).

DEMOSTRACION: Si F,, es primo, como

22" 1=(-1)" +1=2=-1(méd 3), 22" +1=1 (méd 4),

(#)-(3)-(3)-

tenemos que
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y basta aplicar el criterio de Euler 5.8:
3Fn=1/2 = _1 (méd F,).

Reciprocamente, si se cumple esta congruencia y F, no es primo, tendra un
divisor primo tal que ¢> < F,,. Vamos a probar que se da la desigualdad
contraria y asi tendremos una contradiccion.

Tenemos que 3F»—1/2 = 1 (méd q), luego, por el teorema de Fermat, se
cumple que 04(3) = F, — 1y F, — 1] ¢, luego F,, < q < ¢°. n

Asi, para probar que Fg no es primo, tendriamos que calcular los restos
modulo Fg de las potencias sucesivas

3, 32, 3% 32 . 32

cada una de las cuales es el cuadrado de la anterior. Lucas simplific sustancial-
mente los calculos trabajando en base 2. Para entender el procedimiento vamos
a considerar el caso mucho mas simple de estudiar la primalidad de F3 = 257.
Los céalculos necesarios se pueden representar asi:

14 13 12 11 10 9 8|7 6 5 4 3 2 1 0 32" | n
1 1 310
1 1
+ 1 1
1 0 1 911
1 0 0 1
+ 1 0 0 1
1 0 1 00 01 81| 2
1 0 1 00 01
10 10 0 0 1
+ 10 001
1 0 1,1 0 1 0 0 0 O 1| 6561
— 1 1 0 0
10 0 0 1.0 OO 136 | 3
10 0{01 0 0 O
+1 0 O 1 0 00
1 0 0 1 0 001 0 0 O O O 0]18496
— 1 0 0 1 0 0 O
- 1 0 00 -8 | 4
1 0 0 0 0 0 O 64| 5
10 0 0 0[O0 O0 4096
— 1 0 0 00
-1 0 0 0 0| -16]|6
110 0 0 O 256
— 1
- 1 117
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En la pentltima columna tenemos 32" en base 10, pero esto es sélo para
facilitar la lectura de la tabla. Esa columna no es necesaria en los calculos. El
valor de 32" esta expresado en base 2 en las columnas anteriores.

1.
2.

Partimos de 32° = 3 = 11,.

Las tres filas siguientes muestran el producto 115 x 115 calculado con el
algoritmo usual de la multiplicacion, salvo que no hemos escrito el nimero
dos veces, porque el calculo se reduce en la practica a copiar las cifras de
115 desplazadas para que las unidades se sittien debajo de cada 1 y sumar
los nimeros resultantes. El resultado es 9 = 10015.

Las filas siguientes muestran el producto 10015 x 10015.

Las filas siguientes contienen el calculo de 10100015 x 10100015, y el re-
sultado es 6 561, que en binario se expresa como

110015 x 2 + 101000015 = —110013 + 101000015 (méd F3),

donde usamos que 28 = —1 (méd F3), y las filas siguientes contienen el
céalculo de esta resta, que da 136.

Vemos asi que, en general, siempre que llegamos a un ntimero de mas de
8 cifras binarias, podemos reducirlo a un nimero de a lo sumo 8 cifras.
Esto asegura que en todo el célculo nunca sera necesario emplear niimeros
de més de 16 cifras, pues al elevar al cuadrado un namero de a lo sumo 8
cifras obtenemos un numero de a lo sumo 16 cifras.

Al calcular 1362 rebasamos también la octava cifra decimal, y ahora en la
resta que resulta

10000002 — 10010002 = —10002

el segundo niimero es mayor, por lo que hay que restarlos al revés y po-
ner un signo negativo que desaparecera al elevar al cuadrado en el paso
siguiente.

Procediendo de este modo llegamos a que 327" =1 (méd Fs), lo que, en
virtud del test de Pépin, prueba que F3 es primo.

Para comprobar que Fg no es primo se puede calcular andlogamente, pero
ahora usando nimeros de hasta 128 cifras binarias. Lucas se construy6 para ello
un tablero dividido en celdas en las que ponia o quitaba piedrecitas, por lo que
puede decirse que hizo un céalculo en el sentido etimologico de la palabra.

El resultado final es

32" = 11860219 800 640 380 469,

que no es Fg—1, por lo que Fg resulta ser un ntimero compuesto. Puede probarse

que

Fe =274177- 67280421310 721.
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De hecho, el matematico danés Thomas Clausen habia encontrado esta descom-
posicion en 1854, pero no la publico. Fue el matematico francés Fortuné Landry
quien en 1880 anunci6 el resultado, aunque dio pocas indicaciones de céomo lo
habia obtenido.

Con la ayuda de ordenadores, el test de Pépin se ha aplicado a varios nameros
de Fermat (todos los cuales han resultado ser compuestos), al menos se ha
podido aplicar para el estudio de hasta Fby4.






Capitulo VII

La ley de reciprocidad
cuadratica

En los capitulos anteriores hemos observado algunos casos particulares de
lo que, vagamente, hemos llamado “reciprocidad cuadratica”. Concretamente,
hemos visto que para d = —1,+2,4+3, se cumple que el hecho de que d sea
0 no un resto cuadratico moédulo un primo ¢ # d, que es una condiciéon que
en principio depende del resto de d médulo ¢, depende también del resto de ¢
modulo 4d. Concretamente:

-1
() =1 siysolosi ¢=1(mdd 4)
q

2
() =1 siysolosi ¢g==+1(mdd 8)

q
—2 C .
() =1 siysélosi ¢=1,3 (méd 12)
q
3 S ,
p =1 siysolosi ¢=+1(mdd 12)
-3 . . .
— =1 siysolosi ¢=1,7 (méd 12).
q
En realidad, para d = —3 hemos obtenido ¢ = 1 (méd 3), pero (para un nimero

impar ¢) esto equivale a la condicion ¢ = 1,7 (méd 12), y asi consideramos
siempre restos modulo 4d. De todos modos, el caso d < 0 se reduce al opuesto
en virtud del caracter (completamente) multiplicativo del simbolo de Legendre y
la primera relacién. Por ello podemos limitarnos a considerar valores positivos.
Por el mismo motivo podemos restringirnos al caso en que d es un primo p > 0,
pues si queremos saber, por ejemplo, cuando se cumple (6/¢) = 1, podemos usar
que (6/q) = (2/q)(3/q) y estudiar los dos simbolos de Legendre por separado.
Concretamente, vemos que ¢ tiene que cumplir a la vez

g = %1 (méd 8), q = =£1 (méd 12)

233
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y esto se traduce en que

6
() =1 siysolosi ¢==+1,45 (méd 24).
q

Asi pues, podemos plantearnos si el valor de (p/q) (donde p y ¢ son primos
distintos) depende siempre del resto de ¢ modulo 4p. Como el caso p = 2 ya lo
conocemos y todo primo impar cumple (p/2) = 1, nos restringiremos al caso en
que ¢ también es impar.

7.1 Formulaciéon de la ley de reciprocidad

Calculando los cuadrados de Z, para los distintos primos impares ¢ podemos
ir viendo en qué casos 5 es uno de ellos. El signo de (5/q) es el indicado en la
tabla siguiente:

—&—‘11 19 29 31 41 59 61 71 79 89 101 109 131 139 149
—‘ 3 7 13 17 23 37 43 47 53 67 73 8 97 103 107

El patron es claro: 5 es un resto cuadratico médulo los primos que acaban
en 1 oen 9 o, en otros términos, la conjetura es:
5 . e .
-] =1 siysolosi ¢==+1(méd 5).
q

Maés atn, si observamos que +1 son los cuadrados de Us, la conjetura es que
5\ _ (4
q) \5/)°
Consideremos ahora p = T7:

+‘3 19 29 31 37 47 53 59 83 103 109 113 131 137 139
—‘5 11 13 17 23 41 43 61 6v 71 73 79 8 97 101

Vemos que (7/q) no depende del resto de ¢ modulo 7, pues, por ejemplo,
5=19 (méd 7) y 3 =17 (méd 7). Sin embargo, si calculamos los restos moédulo
28 de cada primo ¢ llegamos a la conjetura

<7> =1 siysolosi ¢g==+1,43,+9 (mbd 28).
q

Ejercicio: Calcular los cuadrados en Uss.
Veamos p = 11:

+‘5 7T 19 37 43 53 79 83 89 97 107 113 127 131 137
7‘3 13 17 23 29 31 41 47v 59 61 67 71 73 101 103

Nuevamente vemos que (11/¢) no depende del resto de ¢ modulo 11, pues

7=29 (méd 11), 31 =53 (méd 11), 37 =59 (méd 11).
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En cambio, médulo 44 obtenemos una conjetura coherente:

11
() =1 siysolosi ¢=+1,45 49, +11,419 (méd 44).
q

Ejercicio: Calcular los cuadrados en Uy4.
Finalmente, para p = 13 tenemos:

+‘3 17 23 29 43 53 61 79 101 103 107 113 127 131 139
7‘5 7 11 19 31 37 41 4v 59 67 71 73 8 89 97

Calculando los restos modulo 13 obtenemos la conjetura

13
(q) =1 siysolosi ¢=+1,43, +4 (mdéd 13),

pero estas clases son los cuadrados moédulo 13, por lo que la conjetura es equi-

valente a
BY_ (4
g /) \13)°

Vemos, pues, que para algunos primos p se cumple que

(0)-C)

mientras que, para otros, (p/q) depende del resto de ¢ modulo 4p.

Ejercicio: Para p = 5,13, expresar la conjetura en términos del resto de ¢ médulo
20 y 52 (respectivamente) y calcular los cuadrados de Uz y Usz2, respectivamente.
Formular una conjetura valida para p = 3,5,7,11,13.

Para tratar de distinguir cuando se da el caso (p/q) = (¢/p), la tabla siguiente

mueSlI‘a el \/alor de
q p ’

asi la igualdad indicada se da cuando en una fila todos los signos son positivos:
3 11 19 23 31 43 47

3

- >
I + o

+4+++++++4+++ 4+ + o+
o + |
I+
I+
I+
I+
I+

11
13
17
19
23
29
31
37
41
43
47
53

I+ + |
I+ 4+ 1
I ++ o | + |
o+ + |
I+ 4+ 1
|+ 4+ 1
I+ 4+ 1

'+ + 1 + o | ++ |

F++ 1 4+
F+ 4+ 1+
F+ 4+ 1+
F+ 4+ 1+
I+ + o+ |
o+ 4+ I 4+ |

T e ol i S S e e e R
t++++++t+tot++++HT
T+ttt o+t
t++tot+tt+t++t++++ Y
t+t+o+++t++++++++E
ct+++++++++++++HE

ol ++ 1+

+
+
+
+
+
+
_|_
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Vemos que (p/q) = (q/p) se da cuando
p=>5, 13, 17, 29, 37, 41, 53,

No es dificil captar la regla general: el primer caso se da si p = 1 (mdd 4).
Pero la tabla muestra una informacién adicional sobre lo que sucede cuando
p = —1 (méd 4): los unos aparecen en las columnas correspondientes a los
primos ¢ = 1 (méd 4).

Equivalentemente, concluimos que la igualdad (p/q) = (¢/p) se da exacta-
mente cuando al menos uno de los dos primos es congruente con 1 moédulo 4.
Esto puede enunciarse asi:

Teorema 7.1 (Ley de reciprocidad cuadratica) Si p,q > 0 son dos pri-
mos impares distintos, entonces

(£)()-coee

Leyes suplementarias

(_pl> = (=1)e=D/2, (]29) — (_1)(p2—1)/8_

Observemos que (—1)®-D@=D/4 — ((—1)P=1/2)(a=1)/2 toma el valor 1
cuando al menos uno de los dos primos p, ¢ es congruente con 1 moédulo 4,
por lo que esta formulaciéon expresa ciertamente la conjetura a la que hemos
llegado. Por otro lado, las leyes suplementarias ya las tenemos demostradas
(teoremas 3.38 y 5.11).

La ley de reciprocidad cuadratica aparece implicitamente en ciertas conjetu-
ras de Euler, y el primero en demostrarla fue Gauss, si bien su primera demos-
tracién era muy complicada. Posteriormente encontré6 muchas demostraciones
alternativas, y hoy en dia es probablemente el teorema del que méas demostra-
ciones esencialmente distintas se conocen, desde las mas elementales hasta las
basadas en los resultados méas profundos de la teoria algebraica de niimeros. En
la seccion siguiente presentaremos dos de estas demostraciones.

Observemos que la ley de reciprocidad explica por qué (p/q) depende del
resto de ¢ modulo p si p = 1 (méd 4) y del resto modulo 4p en caso contrario.
En el primer caso afirma que (p/q) = (¢/p), lo cual solo depende del resto de
g modulo p, mientras que en el segundo caso (p/q) = £(¢/p), donde el signo
depende del resto de ¢ médulo 4 y el simbolo de Legendre del resto de ¢ médulo p,
luego la expresion completa depende del resto de ¢ modulo 4p.

Observemos también que con la ley de reciprocidad cuadratica es facil cal-
cular cualquier simbolo de Legendre. Por ejemplo:

B)-()-)-G)6)-
(3)(E)--6) )~
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Por otra parte, con unos pocos célculos, a partir de los ejemplos que hemos

analizado, el lector podria haber llegado a la conjetura siguiente:

Teorema 7.2 Sip,q > 0 son dos primos impares distintos, entonces

(p> =1 siysélosi q==+c* (méd 4p), para cierto entero impar c.

q

Euler formul6 conjeturas que eran claramente equivalentes a este resultado,
Vamos a probar que esto es

si bien nunca llegd a escribirlo explicitamente.

equivalente a la ley de reciprocidad cuadratica.
DEMOSTRACION: Llamemos p* = (—1)®~1/2p, Entonces, la ley de recipro-

cidad cuadratica es equivalente a

q p
En efecto, si p = 1 (mdd 4) tenemos que p* = p y la igualdad es lo que afirma
la ley de reciprocidad en este caso, mientras que si p = —1 (mdéd 4) entonces

p* = —p y la igualdad es

0)-cre(2)-C)

q q
que también es lo que afirma la ley de reciprocidad en este caso. A su vez, como
ambos miembros valen 41, la ley de reciprocidad equivale a que

(p) =1 siysoélosi (q) =1.
D

q

Por lo tanto, basta probar que

q
En efecto, si (p*/q) = 1, esto significa que (—1)®~1/2p = ¢ (méd q), para
cierto entero ¢ que, cambiéndolo si es preciso por ¢+ ¢, podemos tomar impar.

(p ) =1 siysolosi ¢=+c® (méd 4p), para cierto entero impar c.

Entonces

(—1)(’)_1)/202 (méd q)

p
(=1)P=1/2 = (1)(P=D/2¢2 (;m4d 4)

p
donde hemos usado que todo cuadrado impar es congruente con 1 médulo 4. De

aqui se sigue que
p=(—1)P"/2c2 (méd 4q).

Reciprocamente, si p = £¢? (méd 4q), el signo es el mismo que en la con-
gruencia p = +1 (méd 4), luego es (—1)P~D/2 Tuego (—1)P~1/2p = ¢2 (méd q),
u

es decir, (p*/q) = 1.
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7.2 La prueba de Rousseau

Veamos una prueba de la ley de reciprocidad publicada por Rousseau en 1991
que, siendo elemental, es también conceptualmente muy simple. Esta basada
en el teorema chino del resto. Dados dos primos impares distintos p, ¢ > 0, éste
nos asegura que la aplicacion

Lpg — L X Lyg

dada por 7 — (7, 7) nos permite identificar ambos anillos (donde la suma y el
producto en el segundo de ellos se calcula operando componente a componente).
En particular se restringe a una aplicaciéon

Upg — Up x U,

que nos permite identificar las unidades de cada anillo. Por ejemplo, aqui tene-
mos la correspondencia parap =3y q="T:

-1 -8 -5 —4 -2 -1
(717*3) (L*I) (Iai) (*L?’) (Iafé) (71’71)
1 2 4 5 8 10
(1,1  (-1,2) (1,-3) (-1,-2) (-1,1) (1,3)

Es claro que si en Uy, tomamos representantes de sus clases entre —(pg—1)/2
y (pq — 1)/2 tenemos que la mitad de las clases son positivas y la otra mitad
son negativas. Llamemos P C U, al conjunto de las clases con representante
positivo.

Similarmente, llamamos P C U, x Uy al conjunto de todos los pares cuya
segunda componente admite un representante entre 0 y (¢ — 1)/2. En nuestro
ejemplo:

P 1 2
1

1 5
PlaD) (- 1

aé) (Lé) (_ ’i) ( )

Es obvio que P y P tienen el mismo nimero de elementos, pero la relacién
entre ambos es mucho mas estrecha. Los elementos de Up,, se dividen en pares
iy —n, con i en P,y que se corresponden con pares (7i,n) y (—7n,—n). No
es necesariamente cierto que el primero esté en P, pero uno (y s6lo uno) de los
dos lo esta. Por lo tanto, definiendo €, = +1 adecuadamente, podemos hacer
que €,(71,7) esté en P, y asi tenemos una correspondencia biunivoca entre los
conjuntos Py P. En particular, si multiplicamos todos los pares (7,7) con 7
en P, obtendremos el producto de todos los elementos de P salvo a lo sumo un
signo (el producto de todos los €,), es decir:

H (El,?)) =€ H (7—7“77:5)’

(a,b)eP nep

1| ool
]
ol @

)

donde ¢ = +1. Vamos a desarrollar ambos miembgos. ParaNello llamamos
po=(p—1)/2y qo = (¢g—1)/2. Asi, cuando el par (a, b) recorre P, tenemos que
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a recorre todos los nameros entre 1 y p—1 (y cada nimero aparece como primera
componente de gy pares), mientras que b recorre todos los ntimeros entre 1y qq
(y cada namero aparece p — 1 = 2p, veces). Por lo tanto:

(@b = (D" 0™

(a,b)eP

Notemos que (¢ — 1)! es el producto de todos los elementos de Uy, pero, tomando
representantes de las clases entre —qy v qo, €l producto de las positivas es go!
y el de las negativas (—1)%q!, luego (¢ — 1)! = (go!)?(—1)% (mdd q). Usando
esto y el teorema de Wilson 3.10:

S0 = @D G DH-0m)) = (1) (D (D)

P

Ahora vamos a desarrollar el producto [] (7, 7). Consideramos su primera
neEP
componente, de modo que las clases son modulo p. Se obtiene multiplicando las
clases de todos los numeros 1 < n < (pg — 1)/2 tales que (n,pq) = 1. Esto es
lo mismo que si multiplicamos por todas las clases con p 1 n y luego dividimos
entre las clases con ¢ | n:

I n=1In (Hnn)l

Los nimeros 1 < n < (pg—1)/2 = qop + po = poq + qo tales que p 1 n se pueden
agrupar asi:

1, 2, p—1,

p+1, p+2, R 2p — 1,

(@—Vp+1, (@-p+2, ..., qp-—1
qop + 1, qop + Po

Y al tomar clases médulo p, el producto de cada fila es (p — 1)! salvo en el caso
de la ultima, que es pg!. Por otro lado,

[Ia=q-23-3G-pod = (po!) @°.

q|n

En total (y aplicando de nuevo el teorema de Wilson) queda que

[ a=G— 0" pol (ol a*) ™! = (~1)eq 0072 = (=) (1),

neP

donde al final hemos aplicado el criterio de Euler 5.8. La segunda componente
se desarrolla del mismo modo y en total obtenemos que

(=1, D=1y = -1 (4] 1 (2))

p q
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Igualando las componentes queda

((2)=rmoan. o) =0 )

Como todos los términos son +1, las congruencias son igualdades:

. (q> . (P) _ (—1)e-D-D/a
P

q
de donde obtenemos la ley de reciprocidad. ]

7.3 Sumas de Gauss

En los capitulos anteriores hemos probado algunos casos particulares de la
ley de reciprocidad cuadrética relacionando v/2 y v/—3 con raices primitivas de
la unidad. Vamos a ver que esa linea argumental nos da una prueba alternativa
de la ley de reciprocidad cuadratica.

Sea p > 0 un primo impar y sea k un cuerpo de caracteristica distinta de p.
En k[z] consideramos el polinomio

2P —1=(z—1)(aP 2+ 2P+ f x4+ 1).

El segundo factor no tiene por qué ser irreducible en k[z], pero podemos tomar
un factor irreducible y, por el teorema 6.1 obtenemos un cuerpo K que contiene
a k como subcuerpo en el que dicho factor tiene una raiz (. Esta raiz cumple

(P =1, pero ( # 1, pues
P24 1P 4 1+ 1=p#0.
Asi pues, ¢ es una raiz p-ésima de la unidad, que puede estar en k o no.

Definimos la suma de Gauss

o= (2)es () (5

El interés de esta definicion radica en el hecho siguiente:
G(p)® = (-1)P=H72p. (7.1)

En efecto, tenemos que
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Ahora bien, cada sumando depende tnicamente del resto de b modulo p, por lo
que si cambiamos b por ab, la suma no cambia, ya que ab recorre también todas
las clases no nulas médulo p. Por consiguiente:

=5 () (5= £ ()er-EEe) ()

a,b= a,b=1 b=1 a=1
Si 14 b # 0 (mdd p), entonces a(l + b) recorre todos los restos no nulos
modulo p cuando varia a, por lo que la suma de las potencias (*(11?) eg

(4 + P h=—1

Si1+b=0 (méd p), entonces (*11?) =1 y la suma es p — 1, luego

wr=-5 () +o-0(5) =5 () (5)

Ahora bien, como hay el mismo namero de restos cuadraticos que de restos no
cuadraticos, la suma es nula, y queda la igualdad que queriamos probar. =

Una de las pruebas de Gauss de la ley de reciprocidad cuadratica usaba
sumas de Gauss sobre el cuerpo Q de los ntimeros racionales, pero el argumento
se simplifica si consideramos G(p) definida sobre Z,, donde p y g son primos
impares distintos.

En efecto, en la prueba de que el teorema 7.2 equivale a la ley de reciprocidad
cuadrética hemos visto que ésta equivale a que

)-C)

donde p* = (—1)P=1/2p. Acabamos de ver que G(p) es una raiz cuadrada de p*
en un cuerpo que contiene a Z,. Como el polinomio 22 — p* so6lo puede tener
dos raices en dicho cuerpo, se cumplira que

(p) =1 siysolosi G(p) estd en Z,.
q

Pero Z, esta formado por las raices del polinomio z? — x, luego la suma de
Gauss G(p) estd en Z, si y solo si G(p)? = G(p). Ahora bien:

=5 (4) o= ()£ (2) e

pero aq recorre todas las clases de restos no nulas modulo p cuando varia a,

luego
= ()% (3)¢ = (})ow

Esto implica que
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Definicion alternativa En realidad Gauss defini6 las que hoy se conocen
como sumas de Gauss como

G(p) = é ¢, (7.2)

La equivalencia con la definicién que hemos dado es facil de probar: cuando x
varfa de 1 a p — 1, tenemos que 22 recorre dos veces cada resto cuadrético
modulo p, luego, con esta definicion.

P
_ a a
ap) =3 ((2)+1) ¢
a=1
pues en esta expresion las potencias de { cuyo exponente es un resto cuadratico
(no nulo) aparecen dos veces, las que tienen exponente resto no cuadratico no
2 .
aparecen y (P° = 1 aparece una vez. Si ahora tenemos en cuenta que

P
> 6" =0,
a=1
concluimos que G(p) coincide con la suma que habjamos definido antes.
Con esta expresién es muy facil probar que, en Z,, se cumple que

G(p) = (q> G(p),

p

pues en principio
Gyt =3 o,

r=1
luego si (q/p) = 1 entonces ¢ = u? (méd p), por lo que go? = (ux)? (méd p) y
cuando x recorre las clases de Z, lo mismo hace uz, por lo que G(p)? = G(p).
En cambio, si (¢/p) = —1, entonces los exponentes de ¢ en G(p)? recorren los
dos veces cada resto no cuadratico moédulo p (mas el 0 una vez), mientras que los
exponentes en G(p) recorren dos veces cada resto cuadratico no nulo médulo p
(més el 0 una vez), luego

G(p)+Gp)!=2(14+¢+---¢" 1) =0.

Por otro lado, la prueba de (7.1) usando la definicion de Gauss también es
sencilla si usamos una caso particular del teorema 5.12. En efecto, en principio

G(p)? = Zp: G

z,y=1

pero, segiin, 5.12, sabemos que 2% + y? toma p — (—1/p) veces cada valor de U,
yp+ (p—1)(=1/p) veces el valor 0, luego

-0 (5)+ (- (7)) B

p+p-1)(3) —p+ () = ()eD2p,

Esto nos da una variante de la prueba de la ley de reciprocidad cuadratica.

G(p)?
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7.4 Restos cuadraticos generales

Hasta aqui hemos considerado restos cuadraticos médulo ntimeros primos,
pero este caso no dista mucho del caso general.

Teorema 7.3 Si p es un primo impar y (a,p) = 1, entonces a es un resto
cuadrdtico modulo p* si y sdlo si es un resto cuadrdtico médulo p.

DEMOSTRACION: Vamos a probar inductivamente que, si k > 1, se cumple
que a es un resto cuadratico modulo p* si y sélo si lo es modulo p*+!. Una
implicacion es obvia. Supongamos que

a=r%+ mp"”'.
Entonces
(r +np")? = r? + 2rnp® + n*p?* = a + (2rn — m)p" (méd p*).

Si elegimos n tal que 2rn = m (méd p), se cumple que a = (r+np*)? (méd p*+1).
Notemos que la congruencia 2rn = m (méd p) siempre tiene solucion, pues
p12r. n

Para p = 2 la situacion es ligeramente distinta. Todo ntimero impar a es un
resto cuadratico modulo 2, es un resto cuadratico modulo 4 si y s6lo si cumple
a =1 (méd 4) y, en general:

Teorema 7.4 Un ndmero impar a es un resto cuadrdtico modulo 2k con k>3
sty solo sia =1 (méd 8).

DEMOSTRACION: Veamos igualmente que a es un resto cuadréatico moédulo 2%
si y s6lo si lo es modulo 2+, pero ahora la prueba requiere suponer que k > 3.
En efecto, si
a=r+ m2k,
entonces
(r +m28 12 = 12 £ m2F 4+ m22% 2 = ¢ (méd 2+,

donde usamos que 2k — 2 > k 4+ 1 (porque k > 3). Ahora bien, es facil ver que
un nimero impar @ es un resto cuadratico modulo 8 si y sélo si a = 1 (mdd 8).
u

Por tltimo, el teorema chino del resto implica inmediatamente:

Teorema 7.5 Sin =p{'---ptr es la descomposicion en factores primos de un
numero natural n > 1, entonces un entero a primo con n es un resto cuadrdtico
mdédulo n si y solo si lo es mddulo p;* para todo i.

DEMOSTRACION: Sia = r? (méd pS*) para todo i, el teorema chino del resto
nos asegura que existe un entero r tal que r = r; (méd p;*) para todo 4, luego
a=r? (méd p§), luego pf* | a — r?, luego n | a — 72, es decir, a = r? (méd n).

|
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Ejemplo Lo que muestra la demostraciéon del teorema 7.3 es que una raiz
cuadrada de a modulo p**! puede obtenerse sumando a una raiz cuadrada
moédulo p* un término de la forma npF+?.

Por ejemplo, si tomamos p = 5, a = 6 y elegimos una raiz cuadrada de a
modulo 5 (hay dos r1 = £1) por ejemplo, 1 = 1, tenemos que

6=12+1-5,

de modo que, con la notacién de la demostraciéon, tenemos que m = 1. Entonces
podemos calcular n = 3 (notemos que n siempre puede elegirse entre 0 y p—1, o
en cualquier otro conjunto de representantes de las clases de Z,,). Esto significa
que una raiz cuadrada de 6 modulo 52 es

ro=1+4+3-5.

De hecho, 6 = rZ — 2 - 53, por lo que ahora m = —10, lo que nos lleva a que
n = 0, es decir, que
r3=14+3-5+0-5

es una raiz cuadrada de 6 modulo 53, con m = —2. Esto nos da n = 4, luego
rg=1+3-5+0-5°+4-5

es una raiz cuadrada de 6 modulo 5*. Asi podemos ir generando una serie de
potencias

V6=1+3-5+0-5244-5°+2-5*+1-5°+2-55+3.57 +...

que truncada hasta la potencia 5* nos da una raiz cuadrada de 6 modulo 5%+1.

Si empezamos con la raiz r; = 4 modulo 5 obtenemos
V6=4+1-5+4-5240-5°+2-5*+3.5°+2.50+1.57 +...

Nota Si el lector tiene curiosidad por estas series de potencias, puede buscar
informacion sobre los llamados nameros p-adicos, pues sucede que las series que
hemos calculado convergen realmente a raices cuadradas de 6 en el cuerpo Qs
de los ntimeros pentédicos. n

Ejercicio: Calcular los primeros términos del desarrollo de las dos raices cuadradas
de 7 en series de potencias de 3 con coeficientes —1,0, 1.

7.5 El simbolo de Jacobi

El simbolo de Legendre (n/p) sélo esta definido cuando p > 0 es primo. Sin
embargo, Jacobi se dio cuenta de que es posible operar més cémodamente con
simbolos de Legendre si extendemos la definicién para eliminar (casi completa-
mente) esta restriccion:
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Definicion 7.6 Si n y m son ntimeros enteros y m > 0 es impar, de modo que
m = pp---ps es su descomposicion en factores primos, definimos el simbolo de

()= (2)~(2)

entendiendo que (m/1) = 1.

Naturalmente, los simbolos que aparecen en el miembro derecho de la defini-
cion son simbolos de Legendre. Se usa la misma notacion porque, evidentemente,
si m es un primo impar, el simbolo de Jacobi (n/m) coincide con el simbolo de
Legendre.

Veamos las propiedades basicas. La mayor parte de ellas son consecuencia
inmediata de las propiedades correspondientes del simbolo de Legendre y de la
definicion del simbolo de Jacobi.

L ()= {ﬂ si (n,m) = 1,

m 0 si(n,m)#L
() =G () Gion) = G ()

3. Si ny = ny (m6d m), entonces (E) = (@)
m m

R

4. Sim y n son impares, positivos y (m,n) = 1, entonces

(T) (T> — (—1)tm-Dn-1/4

n n

(‘T:) _ (—1)m-D/2, (i) _ (—1)m*-us,

6. Sing =ng (méd 4m), entonces

()= ()

Sim=0,1(méd 4), basta exigir que n; = ny (méd m).

ot

Las tres primeras propiedades son inmediatas. Para probar la cuarta obser-
vamos que se cumple trivialmente si m = 1. Supongamos ahora que m es un
primo impar. Si desarrollamos (m/n) segin los factores primos de n, invertimos
cada simbolo de Legendre por la ley de reciprocidad cuadratica y volvemos a
agrupar los factores, llegamos a una igualdad de la forma (m/n) = +(n/m).
Tenemos que analizar el signo.

Sim =1 (méd 4), entonces la ley de reciprocidad cuadratica para los factores
primos de n es (m/p) = (p/m), luego la igualdad final se cumple con signo
positivo.
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Sim = —1 (mdd 4), entonces (m/p) = £(p/m) segin si p = £1 (mdd 4),
pero el namero de divisores primos de p que cumplen p = —1 (mdéd 4) seré par
o impar segtn si n = 1 (méd 4) o bien n = —1 (méd 4), y esto se traducira a
su vez en que el signo final serd positivo o negativo, respectivamente. En suma,
llegamos a que (m/n)(n/m) = (—1)(m=D(=1/4

Esto prueba la relacion cuando m es primo (y n es arbitrario). En el caso
general, desarrollamos (m/n) en producto de los simbolos de Jacobi correspon-
dientes a los factores primos de m, aplicamos la parte ya probada en lugar
de la ley de reciprocidad cuadratica para el simbolo de Legendre y volvemos
a agrupar. El mismo razonamiento anterior nos da ahora la relacién para m
arbitrario.

Para la quinta propiedad observamos que si desarrollamos (—1/n) segin
la definiciéon del simbolo de Jacobi en producto de simbolos de Legendre, el
resultado serd 1 si y s6lo si el nimero de divisores primos de n que cumplen
p = —1 (mdbd 4) es par, lo cual equivale a que n = 1 (méd 4).

Similarmente, tendremos que (2/n) = 1 si y solo si el nimero de divisores
primos de n que cumplen p = £3,5 (méd 8) es par, lo cual equivale a que
n = +1 (méd 8) (pues 32 =52 =1 (mdd 8), 3-5= —1 (mdéd 8)).

Para la sexta propiedad descomponemos m = €2/m/, donde m’ es impar y
€ = 1. Entonces

) - ()G ()= () oz,
() - ()G (-

Tanto si n; = ne (mdéd 4m) como si n; = ny (méd m) y m = 0 (mdd 4),
tenemos que n; = ng (méd m) y ny = ny (méd 4). La primera de estas dos
congruencias implica que los ultimos simbolos de Jacobi son iguales. Por la
segunda, los demas factores de las tultimas expresiones también son iguales,
salvo a lo sumo (2/n;)?. Si j es par ambos son iguales a 1 y si j es impar
entonces bajo la hipotesis n1 = ng (méd 4m) concluimos que m es par, luego
n1 = ng (méd 8) y, bajo la hipotesis m = 0 (méd 4) concluimos que j > 3, luego
igualmente ny = ny (méd 8) , luego también se da la igualdad (2/n1) = (2/n2),
luego (m/ny1) = (m/n2).

Sim =1 (méd 4) y n1 = ng (méd m), entonces j = 0. Si € = 1 tenemos

simplemente que
my_ (M) _ (P2 _ (™
n) \m/) \m/) \ng/)’

Suponemos, pues, que € = —1, en cuyo caso m’ = —1 (mdéd 4), luego

(_1)(m/71)(n171)/4 _ (_1)(71171)/2 _ <€) ,

ni
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e igualmente con ns, luego

()= Go) = () = () :

Nota Observemos que, para (m,n) =1, no es cierto que

m C L )
— ) =1 siysolosi m esun resto cuadratico médulo n.

(3)- () -cnon-

pero el hecho de que 2 no sea un resto cuadratico médulo 3 ni médulo 5 implica
que tampoco lo es médulo 15.

Por ejemplo,

Lo que si que es cierto es que si m es un resto cuadratico médulo n, entonces
lo es moédulo todos los divisores primos de n, luego (m/n) = 1 o, reciprocamente,
si (m/n) = —1, entonces m es un resto no cuadratico modulo n. "

Aunque el simbolo de Jacobi también tiene interés tebrico, una de sus aplica-
ciones practicas es que simplifica drasticamente el calculo de simbolos de Legen-
dre, ya que no necesitamos descomponer en factores primos los “numeradores”
para aplicar la ley de reciprocidad cuadratica:

2
(2) -
15

(2)-()-(5) ()

A lo sumo puede hacer falta separar las potencias de 2 que aparezcan en
los “numeradores", pero eso es mucho mas sencillo que descomponer en factores
primos.

7.6 El teorema de Dirichlet

El nombre de “ley de reciprocidad cuadratica” fue acunado por Legendre,
quien en 1785 intentd demostrarla a partir del teorema 3.11. Para ello descom-
puso el enunciado en ocho casos, segin si los primos p y ¢ son congruentes con
1 0 con —1 modulo 4 y segun el valor de (¢/p):

1. Sip= 1(méd4), ¢=-1(méd 4), (¢/p) = 1, entonces (p/q) = 1,
2. Sip=-1(méd 4),q= 1 (méd 4), (¢/p) = —1, entonces (p/q) = —1,
3. Sip= 1(mdd4), ¢g=-1(méd4), (¢/p) = —1, entonces (p/q) = —1,
4. Sip=-1(méd 4),qg= 1 (méd4), (¢/p) = 1, entonces (p/q) = 1,
5. Sip= 1(méd4),g= 1(mdd 4), (¢/p) = 1, entonces (p/q) = 1,
6. Sip= 1(méd4),qg= 1 (mdéd4), (¢/p) =—1, entonces (p/q) = —1,
7. Sip=-1(méd4),g=—-1(mdd 4), (¢/p) = 1, entonces (p/q) = —1,
8. Sip=-1(mdd4), ¢g=—-1(méd 4), (¢/p) = —1, entonces (p/q) = 1.

(Fue precisamente para abreviar la notacién para tratar todos estos casos
por lo que introdujo lo que hoy se conoce como simbolo de Legendre.)
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Notemos que 2 se sigue de 1 por reducciéon al absurdo, al igual que 4 de 3 y
6 de 5, por lo que sélo hay que demostrar 1, 3, 5, 7, 8.

Por ejemplo, para probar 1 observamos que si fuera
p=1(méd4), ¢=-1(méd4), (¢/p)=1, (p/q)=-1,

por 3.11, la ecuacién z2 + py? — gz2 = 0 tendria una solucién no trivial, pues

2)-Q)0)- ()

y obviamente —pq es un cuadrado modulo 1. Dividiendo entre el méaximo comun
divisor de x, y, z, podemos suponer que éste es 1, con lo que al menos dos de
estos valores son impares, pero moédulo 4 la ecuacién es

22+ % + 22 =0 (méd 4),

lo cual es imposible, porque los cuadrados médulo 4 son 0, 1 y tiene que haber
al menos dos unos.

El caso 7 se razona analogamente, con la ecuaciéon z? — py? — ¢z2 = 0.

Sin embargo, los casos 1, 2, 7 fueron los tnicos que Legendre pudo demostrar
completamente. El lector puede tratar de aplicar la misma técnica al caso 8,
pero vera que no funciona. No obstante, podemos considerar una variante:

Supongamos que
p=-1(méd4), ¢=-1(méd4), (¢/p)=-1, (p/q)=-1,

En principio, tendriamos que considerar la ecuacién x? — py? — qz? = 0, pero no
cumple las hipotesis del teorema 3.11. No obstante, esto se arregla si suponemos
que existe un tercer primo r = 1 (méd 4) que cumpla

©)-()-

y tomando la ecuacion rz? — py? — gz = 0. Esta si que cumple las hipotesis
del teorema 3.11 y nos lleva a la misma contradiccién anterior. Ahora bien,
;podemos asegurar la existencia de tal primo r?

Podemos fijar restos no cuadraticos u, v moédulo p y ¢ respectivamente, y el
teorema chino del resto nos asegura que existe un entero m tal que

2

m=1(méd 4), m=u(méd p), m=v (mdd q),

y la cuestion es si existe un primo r que cumpla 7 = m (méd 4pq). Legendre no
pudo demostrar esto, pero conjeturd que era cierto. Mas en general, conjeturd
que, si (m,n) = 1, siempre existen primos de la forma m+nk, parak =0,1,2,...
Euler habia conjeturado este hecho para m = 1 en 1775, pero Legendre fue el
primero en plantear la conjetura general. En términos modernos, equivale a que
todas las clases de restos de U,, contienen ntimeros primos.

En sus Disquisitiones arithmeticae, de 1801, Gauss examiné el argumento
de Legendre y concedi6 la plausibilidad de su conjetura, pero tampoco pudo
demostrarla. Esta fue probada por primera vez por Dirichlet en 1837:
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Teorema (Dirichlet) Toda progresion aritmética m+nk, parak =0,1,2,...
con (m,n) =1 contiene infinitos primos.

La prueba de Dirichlet se basaba en la teoria de funciones holomorfas (funcio-
nes derivables de variable compleja). No se conoce ninguna prueba puramente
algebraica de este resultado. En [ITAn 7.23] damos una de las pruebas mas ele-
mentales posibles, que anicamente utiliza los conceptos de limite y continuidad.

Sin embargo, el teorema de Dirichlet no es suficiente para demostrar los
casos 3 y 5 que requeria Legendre para completar su demostraciéon de la ley
de reciprocidad. En ellos tuvo que suponer un hecho adicional, a saber, que
para cada primo p = 1 (mdd 4), existe otro primo ¢ = —1 (méd 4) tal que
(p/q) = —1. Por desgracia, esto no puede demostrarse sin suponer algin caso
de la ley de reciprocidad, lo que invalida el intento de Legendre.

En la seccién siguiente presentamos una aplicacion interesante de la ley de
reciprocidad cuadratica y el teorema de Dirichlet.

7.7 Sumas de tres cuadrados

El problema de determinar qué nimeros naturales pueden expresarse como
suma de tres cuadrados es més complicado que los casos de dos y cuatro cua-
drados que ya hemos tratado. La tabla siguiente muestra los primeros:

1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 16 17 18 19
20 21 22 24 25 26 27 29 30 32 33 34 35 36 37 38 40
41 42 43 44 45 46 48 49 50 51 52 53 54 56 57 58 59
61 62 64 65 66 67 68 69 70 T2 73 T4 T5 76 77 78 80
81 82 83 84 8 8 88 89 90 91 93 94 96 97 98 99 100

Vemos que son muy abundantes. Puestos a formular una conjetura, es pre-
ferible fijarse en los ntimeros que no son suma de tres cuadrados:

7T 15 23 28 31 39 47 55 60 63 71 79 87
92 95 103 111 112 119 124 127 135 143 151 156 159
167 175 183 188 191 199 207 215 220 223 231 239 240
247 252 255 263 271 279 284 287 295 303 311 316 319
327 335 343 348 35 359 367 368 375 380 383 391 399
407 412 415 423 431 439 444 447 448 455 463 471 476

Dejamos que el lector conjeture a partir de aqui el resultado que vamos a
demostrar. De momento probamos lo siguiente:

Teorema 7.7 Si un numero natural puede expresarse como suma de tres cua-
drados de nimeros racionales, entonces es suma de tres cuadrados de niumeros
enteros.

IEn realidad es posible demostrar analiticamente un resultado de este tipo que permite
completar la prueba.
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DEMOSTRACION: Si n es suma de tres cuadrados racionales, entonces

2 2 2
T T x
1 2 3
n=os s T
w w

donde x1, x2, 3, w son nimeros naturales y w > 0. Equivalentemente,

2 2 2 2

r] + 5+ T3 =nw".
Podemos considerar la representacion de este tipo que tiene w minimo, y vamos
a probar que tiene que ser w = 1, con lo que n serd suma de tres cuadrados
enteros.

Si w divide a todos los z;, dividiendo la ecuacién entre w? obtenemos una
representacion de n como suma de tres cuadrados enteros. Supongamos, pues,
que existe un ¢ tal que w { x;. Sea y; el entero mas proximo a x;/w, de modo
que |y; — xz;/w| < 1/2 o, equivalentemente,

lwy; — ;] <

| 8

Como w no divide a un z;, para dicho indice se cumple que y;w # x;. Llamemos

a:n—yf —yg —yg, b=2nw — 2x1y1 — 2222 — 2x3Y3

y sea z; = ax; + by;. Entonces 27 = a?z? + b*y? + 2abz,y;, luego

77+ 25 + 25 = a® (@] + a3 + 23) + b7 (YT + y3 + ¥3) + 2ab(x1y1 + Toy2 + T3Y3)

= a*nw? + b*(a + n) + ab(2nw — b) = nlaw + b)*.

Basta probar que 0 < aw+b < w, pues esto contradice la minimalidad de w.
Para ello observamos que

2 2 5 _ Sw?
(wyr — x1)” + (wy2 — 22)" + (wys — x3)° < e
y, por otra parte,
w? 2/, 2 2 2 2 2 2
1 > w(yy +vy5 +v3) + 21 + x5 + 25 — 2w(z1y1 + T2y2 + T3Y3)
=w?(a +n) + nw? + w(b — 2nw) = w(aw + b) > 0.

(La ultima desigualdad se debe a que w(aw +b) es una suma de cuadrados.) De
aqui se sigue que, en efecto, 0 < aw + b < 3w/4 < w. L]

Ahora ya podemos probar:

Teorema 7.8 Un niumero natural es suma de tres cuadrados si y solo si no es
de la forma 4% (81 + 7).
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DEMOSTRACION: Veamos que basta probar que si m es libre de cuadrados y
m # 7 (méd 8), entonces m es suma de tres cuadrados. En efecto, admitiendo
esto, consideremos un numero n que no sea de la forma indicada en el enunciado.
Podemos expresarlo en la forma n = 2%a?m, donde a es impar y m es libre

de cuadrados. Entonces se cumple que m Z 7 (mé6d 8), pues en caso contrario,

como a? = 1 (mdd 8), serfa a?m = 7 (méd 8) y n tendria la forma del enunciado.

Por el caso particular que suponemos, resulta que m es suma de tres cuadrados,
luego n también lo es.

Suponemos, pues, que m es libre de cuadrados y que m # 7 (mdéd 8). Basta
probar que existe un nimero natural > 0, que cumpla:

1. r es libre de cuadrados,

2. (r,m) =1,

3. r es suma de dos cuadrados,

4. m es un resto cuadratico moédulo r,

5. —r es un resto cuadratico médulo m.

En efecto, si existe tal r, por el teorema de Legendre 3.11, la ecuaciéon
2?27y’ —mz2 =0

tiene una solucion entera no trivial. Si fuera z = 0, entonces también x = y = 0,
luego z # 0 y podemos dividir:

m = (2/2)* +1(y/2)?,
pero r es suma de dos cuadrados: r = % + rZ, luego
m = (z/2)* + (ry/2)* + (ray/2)*.

Por el teorema anterior, m es suma de tres cuadrados.

Vamos a construir r. Para ello pongamos que m = 2°m;, donde e = 0,1 y
mq = p1---pr es un producto de primos impares distintos. Definimos

Fe 0 sie=1obiene=0,m; =1,5 (mdd 8),
T 11 sie=0ymg =3 (mdd 8).

Por el teorema chino del resto existe un entero ¢ tal que

_9of
<q>=< ) i=1,... k
Di Di

_ J1(méd 8) simy =1,5(méd 8),
=15 (méd 8) simy =3 (mébd 8).
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(Basta tomar g congruente modulo cada p; con un resto cuadrético o no cuadra-
tico segin el valor del simbolo de Legendre de la derecha y congruente médulo 8
con el valor requerido.) Sabemos que ¢ esta determinado salvo multiplos de m;
y claramente (g,8m;) = 1, luego el teorema de Dirichlet nos permite sustituir ¢
por otro g+ 8m4t que sea primo, es decir, que podemos suponer que g es primo.

Llamamos r = 2/q > 0. Notemos que (r,m) = 1, pues si 2 | m entonces
f =0. Ademas, como ¢ = 1 (méd 4), es claro que r es suma de dos cuadrados.
Falta probar que cumple las dos tultimas propiedades:

(=)= ()T1(2) - ()11 (2) - ()11 ()
)

Veamos la ultima igualdad. Si e = 1, entonces f = 0, con lo que tenemos

@)

y, por la eleccion de g, ambos factores valen 1 si m; = 1 (méd 4) y ambos
valen —1 si m; = —1 (mdd 4). Supongamos ahora que e = 0, y entonces
tenemos?

(o) ()

y de nuevo ambos factores son iguales por la definicion de f. Esto prueba que m
es un cuadrado médulo g y, como también lo es mddulo 2 si es impar, concluimos
que m es un cuadrado moédulo 7.

Para probar que —r es un cuadrado médulo m basta probar que lo es médulo
cada p; (trivialmente lo es m6dulo 2). En efecto:

) -GG -G E) -

El teorema anterior lo demostré Legendre en 1798 (sin usar el teorema de
Dirichlet ni la ley de reciprocidad). Un poco antes, en 1796, con 19 anos, Gauss
habia demostrado el teorema siguiente, que se conoce como el teorema Eureka,
porque Gauss anot6 en su diario: “ETYPHKA! Num = A + A+ A:

Teorema 7.9 Todo nimero natural es suma de tres niumeros triangulares.

2Notemos que si no hubiéramos exceptuado el caso m = 7 (méd 8) tendriamos que
(=1/m1) = —1, con lo que tendria que ser f = 1, pero igualmente (2/mi) = 1y m no
seria un cuadrado moédulo r.
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DEMOSTRACION: Dado un ntmero natural n, queremos probar que existen
nimeros naturales k, r, s tales que

kE(k+1) r(r+1) s(s+1)
2 + 2 + 2 '

Desarrollando, esto equivale a que
m=k>4+k+r’+r+s>+s
o también:
8n = 4k* + 4k + 4r® + 4r + 45 +4s = (2k + 1)* + (2r + 1)? + (25 + 1)* - 3.
Ahora bien, por el teorema anterior tenemos que existen enteros x, y, z tales que

8n+3=a?+y> + 2>

y, como 22 + y? + 22 = 3 (mdd 8), los tres enteros tienen que ser impares.
Haciendo x = 2k + 1, y = 2r + 1, z = 2s + 1 tenemos que k,r, s cumplen lo
requerido. [

Nota Observemos que el teorema 7.8 implica el teorema 3.5 segin el cual
todo ntmero natural es suma de cuatro cuadrados, si bien este teorema (que
fue demostrado por Lagrange en 1770) tiene una prueba mucho mas simple y
directa.

En efecto, basta probar que todo ntimero de la forma 4% (8] + 7) es suma de
cuatro cuadrados, pero para ello basta ver que lo es todo nimero de la forma
81+ 7, y ello se debe a que 8] + 7 = (81 + 3) + 22, y el primer sumando es suma
de tres cuadrados. [

7.8 El signo de las sumas de Gauss

La formula (7.1) es valida para cualquier suma de Gauss G(p) construida
a partir de cualquier raiz p-ésima de la unidad ¢ # 1 en cualquier cuerpo. Si
tomamos, mas concretamente, ( € C, de ella se desprende que

_[£yp sip= 1 (mdd4),
Gp) = {:I:\/;BZ sip=—1(méd 4).

El signo depende de la eleccion de ¢, pero Gauss constatoé en ejemplos concre-
tos que, cuando tomamos precisamente ¢ = ¢2™/? ¢l signo siempre es positivo,
si bien le cost6 mas de cuatro anos encontrar una demostracién general. Hoy en
dia se conocen varias pruebas mas o menos conceptuales basadas en el algebra
lineal, en la teoria de funciones holomorfas, etc. Aqui vamos a ver una prueba
elemental debida a Cauchy:
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Teorema 7.10 Sip es un primo impar y ¢ = e2™/P entonces
p—1 . .
k VP sip= 1 (méd 4)
G(p):Z()Qk:{ s 5d 4),
=-1 4).
—\p VPi o sip (mdéd 4)
DEMOSTRACION: La clave de la prueba es considerar el ntimero

(p—1)/2
H(p)= T[ (¢t —¢ ),
k=1

Por ejemplo, para p = 5 tenemos

HB)=(C-¢H(E - =¢-¢ -+

_ (é) ct (;) 2+ (2) ¢y (;‘) ¢ = G5).

Esto no es casual. Vamos a probar que H(p) = G(p), con la diferencia de
que en el caso de H(p) es facil calcular el signo que en el caso de G(p) se resiste
a ser calculado. La parte mas facil es observar que

(4-21971 o C*(Qkfl))Z _ _(Cf(Qkfl) o C2k71)(<-2k71 o <7(2k71))

_ _<7(2k71)(1 _ C4k72)<2k71(1 _ <7(4k72)) — _(1 _ <4k72)(1 _ <7(4k72))’
luego
(r—1)/2 p—1
H(p)* = (=)@ D72 (1= ¢* )1 - W) = (=)D TT (1 - ¢h),
k=1 k=1
pues, en el penultimo término, el primer factor recorre todas las potencias pares
de (, luego el segundo recorre todas las potencias impares, asi que en total estan
todas. Ahora basta tener en cuenta que, por la igualdad
2P —1=(x—-1)@P 2P 24 Fa+1),
todas las potencias ¢* son raices del polinomio
p—1
) =aPt+a? P bt 1= ] (oY),
k=1
y evaluando en 1 queda que H(p)? = (—1)P=1/2p,
Teniendo en cuenta (7.1), tenemos que H(p)? = G(p)?, luego G(p) = +H (p).

En segundo lugar observamos que ¢ ~(2*=1) es el conjugado de ¢2¢—1 (pues
son dos ntmeros complejos mutuamente inversos de modulo 1). Por lo tanto,

¢l =R — 9T ¢?F 1 = 24 sen w7
p

luego
(p—1)/2

H(p) =iP~V/2 H (2sen
k=1

2(2k — 1)7r)
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Veamos cuantos factores son negativos en el producto. El término 2k — 1
recorre todos los ntimeros impares entre 1 y p — 2, luego

2m < 22k — ) < 2(p—2)

0< < < < 2,
p p p
luego el seno sera negativo cuando
22k -1
< 22N o
p
lo que equivale a que
p+2 p—1
k<
1 ~FET

luego el namero de factores negativos es (p — 1)/2 — E[(p + 2)/4].
Sip=1(mdbd 4), digamos p = 4r + 1, entonces

%—E[(p—!—%/@:2r—E[r+3/4]:2r—r=r

y, por otra parte, i?~1/2 = (—1)", de donde se sigue que H(p) > 0.
Sip=—1(mdd 4), digamos p = 4r — 1, entonces

%—E[(P+2)/4]:2r—1—E[T+1/4]:2r—1—r:r—1,

mientras que iP~1/2 = i2=1 = _j(—1)" = i(—=1)""!, y en este caso concluimos
que H(p)/i > 0.

Teniendo en cuenta que H(p)? = (—1)®=1/2p, con esto hemos probado que
[P sip= 1(mdd 4),
H(p) = { JBi sip=—1(méd 4).

Finalmente vamos a probar que G(p) = H(p) o, equivalentemente, que en la
relacion G(p) = +H (p) que hemos demostrado, el signo correcto es siempre el
positivo.

Tenemos que ( es raiz del polinomio
cp(x) =P+ aP i 4,

que hemos probado que es irreducible en 3.34, pero esto implica que c,(z)
divide a todo polinomio f(x) € Q[z] que tenga a ¢ por raiz.?

3Esto es un hecho algebraico general que méas adelante estudiaremos con detalle y que
no deberiamos considerar parte de esta demostracion. En efecto cp(x) | f(z), pues en caso
contrario seria (cp(z), f(z)) = 1y, por la relacién de Bezout, existirian polinomios tales que
u(x)ep(x) + v(c)f(z) =1, y evaluando en ¢ quedaria 0 = 1.

Maés aun, si f(z) € Z[z], entonces el cociente también esta en Z[z], porque, como cp(z) tiene
coeficiente director 1, podemos dividir f(z) = ¢p(z)g(x) + r(z), donde todos los polinomios
estan en Z[z] y el resto tiene grado menor que cp(x), pero evaluando en ¢ queda que r({) = 0,
luego, segtin hemos probado, ¢p(x) divide a r(x) en Q[z], lo cual exige que r(z) sea nulo, y asi
cp(z) divide a f(z) en Zz].
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Consideremos los polinomios

p—1 (p—1)/2
G(z) = Z <§> 2", H(z) = H (22h=1 — gp=(2h-1)),

k=1 k=1

Hemos probado que G(¢) F H(¢) = 0, luego existe un polinomio d(z) € Z[z] tal
que
¢p(a)d(z) = G(x) F H(x).

Como todos los polinomios tienen coeficientes enteros, podemos considerar los
polinomios de Zy[z] que se obtienen al sustituir cada coeficiente por su clase de
restos modulo p. Tenemos entonces que

ep(2)d(z) = G(z) F H(z).

Pero en Zy[z], la relacion

(x—1)cp(x) =a? —1=(z —1)?
se traduce en que ¢,(z) = (x — 1)P~1, por lo que
(x = 1)~ ld(z) = G(2) F H(w).

Ahora consideramos el polinomio 7 = z — 1 € Z,[x] con lo que la igualdad
anterior equivale a

o ld(r+1) =G(r+1)F H(r + 1),
o también a que
G(r+1)=+H(r +1) (méd 7~ 1). (7.3)
Nuestro objetivo es demostrar que el signo tiene que ser positivo.
Examinamos el miembro derecho:

_ (po1)/2 _ _
Hr+1) = [T ((m+ D)1 = (m+ p-GF1),
k=1

donde

(r+ D) (r 1)~ =149k —In — 142k — In = 4k — 27 (méd 72).

(Hemos aplicado la formula del binomio de Newton truncando los términos en
los que aparecen potencias de m con exponente mayor que 1). Por lo tanto

(p—1)/2
H(r+1) = ][4k =27+ x’Ry(x))
k=1
= 2= U/2(1.3...p = 2)xP=V/2 (msd #PTV/2) (7.4)

(Al desarrollar el producto, todos los términos son divisibles entre 7(P+1)/2 me-
nos el que hemos dejado explicito.)
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Ahora examinamos el miembro izquierdo de (7.3):

oo = £ WL
SEEOOE

r=1k=r r=1
donde
A (g N
k=r k=1

donde hay que entender que 1/7! es la clase inversa de 7! en Z, (notemos que,
como r < p, no es la clase nula), y donde hemos extendido el sumatorio con
sumandos nulos, pues todos los sumandos anadidos anulan al altimo polinomio.
Multiplicando los r factores obtenemos una expresion de la forma

1Rk, - _ .
& o= =) <) (k" + G a KT e ank)
rle=\p
r p—1
E\ -
LIS (e w0
"= = N
donde a, = 1.
Vamos a probar que ¢, =0, parar =0,...,(p— 3)/2. Para ello empezamos

probando que
pilkdz{ 0 (médp) si0<d<p-—-1,
= —1(médp) sid=p-1.
El caso d = p — 1 es inmediato por el teorema de Fermat, segin el cual
kP~1 =1 (méd p), luego la suma es congruente con p — 1, luego con —1.

Para el caso restante tomamos una raiz primitiva g médulo p, de modo que
g% # 1 (méd p), y observamos que

gdzkd: S (k)= X K,

kU, keU,

pues cuando k recorre Up, lo mismo le sucede a gk, y asf

_ p—1
(" =1) 3 k? =0,
k=1

y como g¢ — 1 # 0, tiene que ser 0 la clase de la suma, luego ésta es divisible
entre p.
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A su vez, de aqui deducimos que
1

(k>kd:{ 0(médp) si0<d< (p—1)/2
“\P T 1 -1 (médp) sid=(p-—1)/2.

p—
k=

Basta aplicar el criterio de Euler 5.8:

p—1 L p—1
> (> k=" kD2 (méd p)

k=1 \P k=1
y aplicar el resultado precedente, pues en el caso d < (p — 1)/2 tenemos que
(p—1)/2+d < p—1, mientras que si d = (p — 1)/2 el exponente es p — 1.

Con esto ya podemos analizar la expresion (7.6), y vemos que, en efecto,
sir < (p—1)/2, todos los sumatorios finales son nulos, mientras que para
r = (p — 1)/2 son todos nulos menos el correspondiente a d = r. En resumen:
cp,=0paral<r<(p—1)/2y

1
T -2

Por consiguiente, la igualdad (7.5) nos da ahora que

(p—1)/2

™

L (méd wPtD/2y, 77
-/ M) 7
Por ultimo, combinamos esta ultima congruencia con (7.3) y (7.4), con lo que
resulta que

Gir+1)=-

_pp=1)/2 = (%)I 2r=1/2(1.3...p = 2)xP=1/2 z(0=1)/2 (1n4q 7(P+1D/2),

pero ((p—1)/2)!-2P=1/2 =2.4...(p — 1), luego en total tenemos:
—x=/2 = (p =)= 1/2 £ (=172 (;6q 7 PHD/2)]
Aplicamos el teorema de Wilson 3.10:
—g /2 = 4 (—1)7P=D/2 (;nsd 7 PTV/2),

luego
7P=1/2 = 47 (=1/2 (1n¢q 7 PFTD/2),

Y ahora ya podemos concluir que el signo negativo es imposible, pues supondria

que
APHD/2 | 32 0-1)/2,

cuando el polinomio de la izquierda tiene grado mayor que el de la derecha. =

En términos de la expresion (7.2), el teorema anterior admite un enunciado
mas elemental, sin el simbolo de Legendre:

Teorema 7.11 Sip es un primo impar, entonces

_ ok?risp _ J /P sip= 1 (méd4),
G<p)_k2::1e _{\/ﬁi sip=—1(méd 4).



Capitulo VIII

Numeros y enteros algebraicos

En los capitulos anteriores hemos demostrado propiedades diversas de los
nimeros enteros utilizando la aritmética de anillos como Z[i], Z[v/—=2], Z[v/=3]
0 Z[¢]. En el capitulo siguiente presentaremos una teoria general sobre este tipo
de anillos, pero antes conviene que introduzcamos algunos conceptos bésicos
aun mas generales para entenderla desde la perspectiva adecuada.

8.1 Los nimeros complejos

En la seccion 1.1 de [ITAn] definimos los nimeros complejos como los pares
(z,y) de nameros reales, y vimos que, con una notaciéon adecuada, todo ntimero
complejo se expresa de forma tinica como z = x + yi, donde x,y son nimeros
reales, y que, con la suma y el producto definidos adecuadamente, los niimeros
complejos resultan ser un cuerpo.

Todo esto supone una serie de comprobaciones sencillas, pero laboriosas
(hay que probar que la suma y el producto cumplen todas las propiedades de
la definicion de cuerpo, etc.). En realidad todo esto puede sustituirse por una
simple aplicacion del teorema 6.1 o, equivalentemente, calcando la definicion 4.2
del cuerpo Q(i), pero sustituyendo Q por R.

Explicitamente, podemos definir el cuerpo C de los ntimeros complejos como
el cuerpo de clases de restos del anillo de polinomio R[z] médulo el polinomio
irreducible 22 + 1 y llamar ¢ = Z. Asi el teorema 6.1 nos da directamente, sin
necesidad de calculo alguno que:

1. C es un cuerpo.
2. R se identifica con un subcuerpo de C.
3. Si llamamos i = Z € C, se cumple que i2 = —1.

4. Todo nimero complejo se expresa de forma tnica como z = x + yi, donde
z,y € R.

259
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5. Como —i es también raiz del polinomio 2% + 1, la conjugaciéon C — C
dada por z + yi = x — iy cumple

21+ 22 =21+ 2o, Z122 = Z1Z2.

De las propiedades 1, 2, 3 se sigue a su vez trivialmente que la suma y el
producto de numeros complejos vienen dados por

(l‘1 + y1i) + (.1‘2 + yQi) = (331 + 1‘2) + (y1 + yg)i,

(1 +y17) (22 + Y21) = (122 — Y1Y2) + (T1y2 + 22y2)i.

Todos estos hechos son los que en [ITAn| reduciamos a comprobaciones la-
boriosas, y que con este “planteamiento algebraico” resultan triviales. Y estos
mismos hechos vuelven evidente que el cuerpo C construido a partir del teo-
rema 6.1 es esencialmente el mismo construido en [ITAn], en cuanto a que,
aunque no estamos llamando “nimeros complejos” exactamente a los mismos
objetos (en un caso son pares de numeros reales y en otro clases de restos de
polinomios), lo cierto es que en ambos casos los nimeros complejos terminan
siendo expresiones de la forma x + yi que se suman y se multiplican con los
mismos criterios.

Pero en [ITAn| demostramos una propiedad fundamental de los numeros
complejos que requiere necesariamente técnicas analiticas en su demostracion.
Se trata del teorema [ITAn 3.27]:

Teorema 8.1 (Teorema fundamental del algebra) Todo polinomio no
constante con coeficientes en C tiene al menos una raiz en C.

Desde un punto de vista algebraico, esto significa que los polinomios irre-
ducibles del anillo C[z] son exactamente los polinomios de grado 1, pues un
polinomio p(z) de grado mayor que 1 que tenga una raiz a en C no puede ser
irreducible en C[z], ya que se descompone como p(z) = (z — a)q(x), donde ¢(x)
es otro polinomio de grado no nulo, luego no unitario.

Por lo tanto, la descomposiciéon en factores irreducibles de cualquier polino-
mio de C[z] es de la forma

p(x) =alr—a1) - (x —ay),
donde a es, concretamente, el coeficiente director de p(x)

Una consecuencia del teorema fundamental es que todos los cuerpos que
podemos obtener a partir del teorema 6.1 partiendo del cuerpo Q de los ntimeros
racionales pueden identificarse con subcuerpos de C.

En efecto, si p(x) es un polinomio irreducible en Q|z], el teorema 6.1 nos da
un cuerpo K que contiene a Q en el que p(x) tiene una raiz «, pero por otra
parte el teorema fundamental nos dice que p(x) también tiene una rafz o’ en C,
y el teorema 6.1 nos dice entonces que existe una tunica aplicacion f: K — C
que nos permite identificar cada elemento de K con un nimero complejo.
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Por ejemplo, el cuerpo Q(¢) construido en 4.2 puede identificarse con el
cuerpo de los numeros complejos de la forma a + bi, donde a,b son nimeros
racionales y, en particular, el anillo Z[i] de los enteros de Gauss se puede iden-
tificar con el anillo de los ntimeros complejos de la forma a + bi, donde a, b son
ntmeros enteros.

Similarmente, el polinomio 22 + = + 1 tiene raices en C. Una de ellas es

=1+ /3

¢ 2

y entonces podemos identificar el cuerpo Q(¢) definido en 6.2 con el cuerpo
formado por los nimeros complejos de la forma a + b(, donde a, b son nimeros
racionales y, en particular, el anillo Z[(] de los enteros de Eisenstein se puede
identificar con el anillo de todos los nimeros complejos de la forma a4 b, donde
a, b son numeros enteros.

En principio, considerar que Z[(] es el “anillo abstracto” construido en 6.2 o
bien que esta formado concretamente por niimeros complejos no tiene relevancia
alguna si vamos a trabajar exclusivamente con enteros de Eisenstein, como he-
mos hecho en el capitulo VI, pero considerar que todos los nimeros que estamos
considerando son realmente nimeros complejos tiene la ventaja de que ahora
podemos operarlos entre si.

Por ejemplo, hasta ahora Q(¢) y Q(¢) eran dos cuerpos sin relaciéon alguna
entre si, de modo que no tenfa ningun sentido plantearse la suma i+ (, mientras
que esta suma tiene perfecto sentido si entendemos que 7 y ¢ son dos niimeros
complejos. Concretamente, con la eleccion de ¢ que hemos hecho anteriormente,

resulta que
~1++/3i 1 2+3

= —— 4 7

2 2 2 ’

y este ntimero complejo no es ni un entero de Gauss ni un entero de Eisenstein,
pero es un nimero complejo perfectamente definido.

i+¢=i+

8.2 Polinomios simétricos
En la secciéon siguiente probaremos los resultados bésicos sobre los nime-

ros algebraicos, y para ello nos basaremos en algunos hechos sobre polinomios
simétricos que presentamos aqui:

Las féormulas de Vieta Observemos que:

(x—a)(x—b) = z*—(a+Db)x+ab
(x—a)(z—Db)(x—c) = x3—(a+b+c)x? + (ab+ ac+ be)x — abe
(x—a)(z—b)(z—c)(zx—d) = z*—(a+b+c+d)?

+ (ab+ ac+ ad + be + bd + cd)x?
—  (abc+ abd + acd + bed)x + abed.
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Es facil captar el patréon general que siguen estas formulas, y que expresan
los coeficientes de un polinomio en términos de sus raices (suponiendo que tiene
tantas como indica su grado, contandolas con sus multiplicidades).

Definicion 8.2 Si A es un dominio, llamaremos polinomios simétricos elemen-
tales de Alxq,...,x,] a los polinomios ey, ..., e, dados por

eo=1, ep= Zmllxlk para k=1,...,n.
1<ip < <ipg<n
Por ejemplo, los polinomios simétricos de 3 indeterminadas son
1, r+y+z, zy+rz+yz, TYZ.

En otras palabras, el polinomio ej es la suma de todos los monomios que
pueden construirse multiplicando & variables distintas.

En general, un polinomio es simétrico si permanece inalterado cuando se
intercambian sus indeterminadas. Es claro que los polinomios simétricos ele-
mentales son simétricos en este sentido. Es facil probar:

Teorema 8.3 Sea A un dominio, n > 1, eq,...,e, los polinomios simétricos
elementales en Alxq,...,x,] Y €o,...,En—1 los polinomios simétricos elementa-
les en Alxy,...,2n_1]. Entonces:

1. en(x1,. oy Tn) = Tplp_1(T1, ..., Tpo1).

2. ep(x1, .-y xn) = (X1, Tp1)+Tner_1(x1,. .., Tn_1), paral < k < n.

Ahora ya podemos probar las formulas de Vieta:

Teorema 8.4 (Viéte) Sea A un dominio yeg, ..., e, los polinomios simétricos
elementales en Alxy,...,x,]. Entonces

n

(x—mx1) - (x—x,) = D (=) Fe, _p(z1,...,2,)2".
k=0

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 es obvio. Supongé-
moslo para n — 1. Sean ég,...,€,_1 los polinomios simétricos elementales en
Alxy,...,2n—1]. Entonces

@ —1) @ = ) = 3 (-1 Bt (@ — )

k=0
n—1 n—1
= S (- tR e, g pabtt = S (=) Fre, gt
k=0 k=0
n—2
= (_1)nxnén—1 +a" + Z (_1)7%717]C én—l—kxk+1
k=0

_ Z (_1)n_1_kxnén717kxk
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n—1
= (=) "zpép 1 +2"+ > (-1)"F(Ep +rnn1p)zk
k=1

(—1)n_ken_k$k.

M=

n—1
= (=D)"ep+z"+ X (=1)"Fe,_jaF =
k=1 k

0
n

Para terminar vamos a demostrar que todos los polinomios simétricos pueden
expresarse en términos de los polinomios simétricos elementales. Por ejemplo,
2% 4+ y? + 22 es un polinomio simétrico, pero no es elemental. Sin embargo:

P = (4 y+2)? 2@y +xz 4 yz) = el — 2es.
En general:

Teorema 8.5 Sea A un dominio y sean eq,...,e, los polinomios simétricos
elementales en Alxy,...,x,]. Cada polinomio simétrico p(x1,...,x,) con co-
eficientes en A se expresa de forma unica como g(e1,...,ey), para un cierto
polinomio g(x1,...,x,) con coeficientes en A.

DEMOSTRACION: Razonamos por inducciéon sobre n. Para n = 1 todo poli-
nomio de Afz1] es simétrico y, como e; = x, el teorema se cumple trivialmente.

Supongamos el teorema para n—1. Sea p(z1,...,z,) un polinomio simétrico
con coeficientes en A y ahora razonamos por induccién sobre el grado de p.
En caso de que p sea de grado 0 la conclusion es trivial. Supongamos que
todo polinomio simétrico de grado menor que m depende polinémicamente de
€1,...,6en y que p tiene grado m.

Sea p(x1,...,Zpn-1) =p(1,...,Tn-1,0) € A[z1,...,2,_1]. Claramente p es
simétrico, luego, por la primera hipoétesis de induccion,

]3 = g(él(l’l, .. .l‘n_l), ey én_l(Il, e xn—l));
para cierto polinomio g, donde €, ...,€,_1 son los polinomios simétricos ele-
mentales de Alzy,...,Tn—1].
Consideremos el polinomio h(z1,...,2,) = p(z1,...,2n) — gle1, ..., en_1),

que también es simétrico. Por 8.3 se cumple que
€i($1,...,$n_1,0) = éi(l’l,...,l’n_l) 1= 1,...,77,7 1,

luego

h(l‘l, e ,,In_l,O) = ]3(931, ey zn—l) — g(él, ceey én—l) =0.
Viendo a h como polinomio en z,, con coeficientes en Alzq,...,x,_1], esto im-
plica que x,, divide a h(z1,...,2,) vy, por la simetria, todas las variables lo
dividen también, luego su producto también, es decir, que e, divide a h. Pon-
gamos que h = e,h(z1,...,x,), donde claramente h también es simétrico y de
grado menor que m, luego por la segunda hipoétesis de induccion

h=g (er(z1, .., Tn)y s en(T1,. .., 7)),

para cierto polinomio g*, con lo que p = g(e1,...,en—1) + €ng*(€1,...,€,) se
expresa también polinémicamente en términos de eq,...,e,.
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Veamos ahora la unicidad. Hay que ver que si g(eq,...,e,) = h(e1,...,en),
entonces ¢ = h. Como (g — h)(e1,...,e,) = 0, lamando f = g — h, lo que
tenemos que probar es que si f(eq,...,e,) =0, entonces f = 0.

Nuevamente razonamos por induccién sobre n. Para n = 1 es trivial, pues
f(e1) = 0 es lo mismo que f(x) = 0y, supuesto cierto para n — 1, razonamos
por induccién sobre el grado de f. Si f tiene grado 0 es obvio que tiene que ser
f = 0. Suponemos que es cierto para polinomios de grado menor que el de f.

Haciendo z,, = 0 en la igualdad

flea(zr, ..o xn), ... en(x1,. . 2p)) =0

obtenemos que f(éj,...,€,-1,0) = 0, donde &; son los polinomios simétricos
elementales en n — 1 indeterminadas. Por la primera hipotesis de induccion
concluimos que f(z1,...,2n—1,0) = 0, luego x, divide a f. Pongamos que

f = xng, donde el grado de g es menor que el de f. Entonces

en(x1, .., xn)gler(xr, .. xn)y .o en(T, .. xn)) = fler, ... en) =0,
luego g(e1,...,en) = 0y, por la segunda hipotesis de induccion, g = 0, luego
también f = 0. L]

8.3 Numeros algebraicos

Hemos visto que todos los cuerpos construidos a partir de Q mediante el
teorema 6.1 pueden verse como subcuerpos de C, pero sucede que no todos los
ntmeros complejos pueden aparecer en cuerpos construidos de este modo. Para
entender por qué, conviene introducir un nuevo concepto:

Definicion 8.6 Se dice que un ntimero complejo « es algebraico si existe un
polinomio no nulo p(x) con coeficientes racionales tal que p(a) = 0. En caso
contrario se dice que es trascendente.

Por ejemplo, todo nimero racional a es algebraico, ya que es raiz del poli-
nomio x — a. También es algebraico i (porque es raiz del polinomio z? + 1) o
V2 (es raiz de 22 — 2) o ¢ (es raiz de 22 +x + 1), o v/7 (es raiz de 2° — 7), etc.

Pero no todos los numeros complejos son algebraicos. Aunque no es trivial
en absoluto, e y 7 son los ejemplos “mas famosos” de nimeros trascendentes.

Observemos que podriamos haber definido equivalentemente un niimero al-
gebraico como un numero complejo que es raiz de un polinomio no nulo con
coeficientes enteros, pues si p(z) es un polinomio con coeficientes racionales,
multiplicindolo por el producto de los denominadores de sus coeficientes obte-
nemos un polinomio con coeficientes enteros y que tiene las mismas raices.

Sin embargo, en la practica es preferible otro arreglo alternativo, y es dividir
p(z) entre su coeficiente director para tener un polinomio moénico con coeficientes
racionales con las mismas raices. Considerar polinomios monicos es la forma més
conveniente de tener la unicidad en el teorema siguiente:
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Teorema 8.7 Si « es un nimero algebraico, existe un unico polinomio mo-
nico irreducible p(x) en Q[z] que tiene a o por raiz. Si f(x) es cualquier otro
polinomio de Q[z] que tiene a o por raiz, entonces p(x) | f(x).

DEMOSTRACION: Que « sea algebraico significa que es raiz de un polinomio
p(z) de Q[z] no nulo. Podemos tomarlo del menor grado posible.

Entonces p(z) es irreducible, pues, ciertamente no es unitario (o no tendria
raices), y si pudiera descomponerse como p(x) = u(z)v(z), entonces « seria raiz
de uno de los factores, pero como p(x) tiene grado minimo, dicho factor tendria
que tener el mismo grado que p(zx), luego el otro factor tiene que tener grado 0,
luego es una unidad y p(z) es irreducible.

Supongamos ahora que f(z) es cualquier otro polinomio de Q[z] tal que
f(a) =0, podemos dividir

f(z) = p(z)e(z) + r(2),

donde r(x) es nulo o tiene grado menor que p(x). Pero evaluando en a queda
que r(a) = 0, y como p(z) tiene grado minimo entre los polinomios no nulos
que se anulan en « tiene que ser r(z) = 0, luego p(z) | c(z).

Esto implica en particular la unicidad de p(z), pues si g(z) es cualquier
polinomio ménico irreducible que tenga a « por raiz, entonces p(x) | ¢(x), pero
como ¢(x) es irreducible esto implica que g(x) = ¢p(x), para cierto ¢ € Q no
nulo, pero como ambos polinomios son moénicos tiene que ser ¢ = 1. n

Definicion 8.8 Si « es un namero algebraico, el polinomio dado por el teorema
anterior se llama polinomio minimo de a y se representa por pol min a.

Por ejemplo,
polmini = 2% + 1, polminv—2 = 22 4+ 2, polmin¢ = z? + z + 1,

etc.
Esto nos permite definir el grado de un nimero algebraico como el grado de
su polinomio minimo.

Por ejemplo, los polinomios de grado 1 en Q[z] son todos irreducibles y, si
son monicos, son necesariamente de la forma x — a, con a € Q, de donde los
nimeros algebraicos de grado 1 son precisamente los niimeros racionales.

En cambio, i,v/—2 o ¢ son ejemplos de ntmeros cuadraticos, es decir, de
grado 2, como lo seran casi todos los ntimeros algebraicos que vamos a consi-
derar en este libro, pero existen numeros algebraicos de todos los grados. El
teorema 3.34 prueba al menos que hay ntumeros algebraicos de grado arbitraria-
mente alto.

Aqui vamos a probar un tnico hecho general sobre nameros algebraicos:

Teorema 8.9 FEl conjunto A de todos los niumeros complejos algebraicos es un
cuerpo.
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Esto significa que al operar nimeros algebraicos obtenemos nuevamente nu-
meros algebraicos. Por ejemplo, es inmediato que los nimeros reales v/2 y v/3
son algebraicos, luego V2 + /3 también lo es, aunque sea menos inmediato
encontrar un polinomio no nulo que se anule en la suma.

DEMOSTRACION: Sean «'y (8 dos ntimeros algebraicos y sea p(z) el producto
de sus polinomios minimos, que es un polinomio moénico con coeficientes racio-
nales que tiene a « y § por raices (si « y § tienen el mismo polinomio minimo,
basta tomar como p(z) dicho polinomio, sin necesidad de repetirlo). Como los
polinomios irreducibles en C[z] tienen grado 1, la descomposicion de p(x) en
factores irreducibles es de la forma

p(x) = (z =) (z — an),

donde o = a; y 8 = «; para ciertos indices 7, j, no necesariamente distintos. El

polinomio
r(z) =]l — o — a )
ij
es monico y tiene a o + (3 entre sus raices. Si probamos que tiene coeficientes
racionales, tendremos probado que « + [ es algebraico. Para ello consideramos
el polinomio

R(z,z1,...,2p) = [[(z —z; — xj) € Z]x, xq, ..., 20],
ij
que podemos considerar también como elemento del anillo Z[z][z1,...,z,], es
decir, como polinomio en las indeterminadas x1,...z, con coeficientes en el

anillo Z[z]. Claramente es simétrico en el sentido definido en 8.2, es decir,
que si intercambiamos dos de sus indeterminadas z; y ; obtenemos el mismo
polinomio (los factores se desordenan, pero el producto es el mismo). Por lo
tanto, el teorema 8.5 nos asegura que

R(z,x1,...,2,) = g(x,€1,...,6n),

donde los polinomios eq,...,e, son los polinomios simétricos elementales en
X1y & y g(@,t1,...,t,) es un polinomio en ¢q,...,%, con coeficientes en el
anillo Z[z]. Ahora basta observar que, por 8.4, los ntumeros a; = e;(aq, ..., a,)
son, salvo el signo, los coeficientes de p(z), por lo que son nameros racionales.
Por consiguiente,

’I"(.’L') = R(xaah e ,Oén) = g(m7a17 e aan)
tiene coeficientes racionales.

El mismo argumento prueba que af3 es algebraico, considerando ahora

r(@) =[[(=z — i), vy R(@,z1,...,20) =[[(2 — ziz;).
ij ij
Con esto ya tenemos probado que A es un anillo unitario, ya que, por ejem-
plo, si « es algebraico, como —1 también lo es, lo mismo sucede con —a. Para
concluir que forman un cuerpo sélo falta probar que si « es un nimero algebraico
no nulo, entonces o' también es algebraico, pero eso es mucho més simple:
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Sip(x) = 2" +a,_12" 1+ +a1x+agp es el polinomio minimo de «, entonces
ap # 0, pues de lo contrario tendria a z como factor y, al ser irreducible, tendria
que ser meramente p(x) = x, pero entonces serfa o = 0. Tenemos que

-1
a4+ a,_1a" "+ - +aia+ag =0,

luego
al@" ' Fa, 10" ay) = —aq,
luego
1
O[_l = ;(an_l + anflan_2 —+ -4 al)
0

y concluimos que a~! es algebraico porque se obtiene a partir de elementos de
A (el propio a y nimeros racionales) mediante sumas y productos. m

Como consecuencia, si K es un cuerpo obtenido a partir de Q mediante el
teorema 6.1, al identificar sus elementos con nimeros complejos, todos ellos son
algebraicos, pues ciertamente « lo es (es raiz del polinomio dado p(z)) y todos
los demés elementos de K se obtienen a partir de o y de ntimeros racionales
mediante sumas y productos.

En particular todos los elementos de Q(%), o Q(¢), o Q(\/—Z), etc., son
nimeros algebraicos.

El cuerpo A cumple su propia version del teorema fundamental del algebra.
Esto es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 8.10 Si p(x) es un polinomio con coeficientes en A, sus raices en C
son numeros algebraicos.

DEMOSTRACION: Dividiendo entre el coeficiente director, podemos suponer
que p(z) es moénico. Pongamos que

p(x) =a" + an_12" "+ -+ arx + ap,

donde todos los coeficientes «; son algebraicos. Sea g(x) el producto de sus
polinomios minimos, que es un polinomio moénico con coeficientes racionales
que tiene entre sus raices a todos los «;. Pongamos que

q(x) = (x—B1) - (x = Bm),
donde los o; son algunos de los 3;. Consideremos el polinomio
P(Z‘,Jfo, cee ;xn—l) ="+ xn—lxnil +---+T1x+ 20 € Z[l‘,xo, e ,Jjn—l]

Yy a su vez

R(x7y1a"'7y’m) = H P(xvyi()?"'uyinfl) € Z[x7y17"'7ym]7

10yeeeyin—1

donde ig,...,7,—1 toman todos los valores posibles entre 1 y m.
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Visto como polinomio en Z[z|[y1, ..., ym], es simétrico, luego el teorema 8.5
nos da que
R(z,y1, .- ym) = g(z,e1, ... em),
donde los polinomios eq,..., e, son los polinomios simétricos elementales en
Yy s Ym ¥ g(z,t1, ..., ) €s un polinomio en Z[z,tq,. .., t,]. Pero los nime-
ros a; = €;(B1,...,Bm) son, salvo el signo, los coeficientes de ¢(z), luego son
ntmeros racionales, luego

h(z) = R(z,B1,...,0m) = g(x,a1,...,am)

es un polinomio con coeficientes racionales y, por la definicion de R como pro-
ducto, uno de sus factores es precisamente P(x,«q,...,an—1) = P(z), luego
una de las raices de h(z) es . Esto prueba que « es algebraico. "

Por consiguiente:

Teorema 8.11 Todo polinomio no constante con coeficientes en A tiene al me-
nos una raiz en A.

DEMOSTRACION: Por el teorema fundamental del dlgebra, el polinomio tiene
al menos una raiz en C, y por el teorema anterior dicha raiz esta en A. L]

Ejemplo Ahora es inmediato que el nimero real o = /5 + /2 es algebraico,
pues /2 lo es, ya que es raiz del polinomio 22 —2, y 5+1/2 también es algebraico,
por ser suma de nimeros algebraicos, y « también lo es por ser raiz del polinomio
23 — (5 +1/3), que tiene coeficientes algebraicos. "

Asi, aunque identifiquemos con nimeros complejos los elementos de los cuer-
pos como Q(7), etc., en realidad estamos trabajando, més concretamente, con
elementos del cuerpo A de los ntimeros algebraicos, que es un cuerpo mucho
menor.

Observemos ademés que si o es un nimero algebraico, lo mismo vale para
su conjugado &, pues si se cumple que

Q"+ a, 1" ajatag =0,
donde los coeficientes son racionales, conjugando queda que

a" +ap_1@" P+ +ar@+4ag =0,
luego @& es raiz del mismo polinomio.

Como consecuencia, los elementos de A son los niimeros complejos de la
forma z = x + yi, donde z,y son numeros reales algebraicos.

En efecto, si x e y son algebraicos, como ¢ también lo es, lo mismo vale para
T+ yi, mientras que si z = x4+ yi es algebraico, lo mismo vale para su conjugado
Z = x —yi, luego también para 2z = z+ Z, luego también para x, luego también
para yi = z — x, luego también para y = yi/i.

Para terminar observemos que el teorema 6.1 aporta informacion no trivial
sobre los ntimeros algebraicos:
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Teorema 8.12 Sea a un nimero algebraico de grado n > 2. Entonces

1. El conjunto Q(«) formado por los nimeros de la forma
ag +ara 4 Fa, 1a"

con ag, . ..,an—1 € Q, es un cuerpo, y cada elemento de Q(a) admite una
dUnica expresion de esta forma.

2. Si K es cualquier cuerpo que contenga a Q en el que el polinomio p(x)
tenga una raiz o, existe una unica aplicacion f : Q(a) — K que cumple:

(a) f permite identificar a Q(«) con un subcuerpo de K, es decir, hace
corresponder elementos distintos de Q(a) con elementos distintos de
K y ademds:

flutwv)=flw)+f(v),  fluw)= f(u)f(v).
(b) f(u) =wu para todo nimero racional u.
(¢c) fla) =a

DEMOSTRACION: Sea K’ el anillo de clases de restos de Q(z) modulo el
polinomio p(z). El teorema 6.1 nos da que K’ es un cuerpo cuyos elementos son
de la forma descrita en 1) cambiando « por o/ = Z. El apartado 5) de dicho
teorema nos da una aplicacion f : K/ — A que nos permite identificar K’ con
un subcuerpo de A. Concretamente, al aplicar f a un elemento

/ m—1
ag+arad + -+ ap_1a’”

obtenemos

n—1
a0+a1a+~~+an_1a y

luego dicho subcuerpo es precisamente el conjunto Q(«) descrito en el enunciado.
Esto hace que la propiedad 5) que por 6.1 se cumple para K’, se cumple también
para Q(«), y esto es el apartado 2) del enunciado. n

Por ejemplo, el polinomio p(x) = 23 — 2 es irreducible en Q[z], porque tiene
grado 3 y no tiene raices. En cambio, una raiz en C (o en A) es /2. El teorema
anterior nos asegura que el conjunto

Q(V2) ={a+bV2+cV4|a,bceQ}

es un subcuerpo de A, cosa que puede comprobarse explicitamente mediante
muchos calculos rutinarios, pero el teorema anterior los hace innecesarios.

Los cuerpos dados por el teorema anterior se llaman cuerpos numéricos y
son el principal objeto de estudio de la teoria algebraica de niimeros y su arit-
mética tiene implicaciones nada triviales sobre la aritmética de los niimeros
enteros, como ya hemos podido comprobar en varias ocasiones. A falta de una
base algebraica solida, en este libro podremos tratar poco més que los cuerpos
cuadréaticos, es decir, los obtenidos a partir de ntimeros algebraicos de grado 2.
Dedicaremos el capitulo siguiente a estudiarlos con detalle.
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8.4 Enteros algebraicos

Consideremos el cuerpo Q(\/g), formado por los nameros a + by/5, donde
a, b son nimeros racionales. Podemos pensar en estos ntimeros como “ntimeros
abstractos” dados por el teorema 6.1, o bien como ntimeros complejos algebrai-
cos, teniendo en cuenta el teorema 8.12. Para las consideraciones que haremos
en este libro, sera irrelevante como queramos concebirlos.

Pero en los capitulos precedentes hemos visto que, en realidad, no nos in-
teresan tanto estos cuerpos como sus correspondientes anillos de enteros, como
Z[i] (el anillo de los enteros de Gauss) Z[(] (el anillo de los enteros de Eisens-
tein) o Z[\/TQ ], con cuya aritmética hemos obtenido diversos resultados sobre
la aritmética de los ntimeros enteros.

Por ello resulta natural definir el anillo de enteros de Q(\/g) como anillo
Z[\/g ] formado por los nimeros de la forma a + b\/g, donde a, b son ntmeros
enteros.

Ciertamente, podemos considerar este anillo, pero seria un error considerarlo
por definicién como el anillo de los enteros de Q(v/5). Observemos que no
tenemos ninguna definicién general de “entero”; sino que hemos dado definiciones
ad hoc en cada caso particular.

Por ejemplo, si Q(i) esta formado por los nimeros a+bi con a,b € Q, resulta
“natural” llamar enteros de Gauss a los nimeros de esta forma con a,b € Z, o
si Q(¢) esta formado por los ntimeros de la forma a + b¢ con a,b € Q, resulta
“natural” llamar enteros de Eisenstein a los niimeros de esta forma con a,b € Z,
etc.

Sin embargo, esta “naturalidad” no es tan “natural” como parece, pues segin
ese patron resulta tan “natural” considerar que Z[(] es el anillo de enteros del
cuerpo Q(¢) como considerar que Z[v/=3] es el anillo de enteros del cuerpo
Q(\/T3 ), pero esto resulta contradictorio, ya que Z[(] y Z [\/—73 ] son dos anillos
distintos, mientras que Q(¢) y Q(\/TS ) son el mismo cuerpo, por lo que tenemos
dos definiciones “naturales” distintas del anillo de enteros de un mismo cuerpo.

En efecto, en la seccion 6.2 hemos visto que podemos identificar

1443

¢ 2

y esto hace que todo nimero de la forma a + b, con a,b € Q pueda expresarse
en la forma a’ + b'v/—3 y viceversa, pero el propio ¢ es un ejemplo de ntimero
de la forma a + b¢ con a,b € Z, que no es de la forma a’ 4 b'v/—3 con o', b’ € Z
(se tiene que @’ = —1/2,V/ =1/2).

Desde un punto de vista algebraico, tenemos que Z[(] es un dominio euclideo,
por lo que disfruta de una aritmética analoga a la de los nimeros enteros,
mientras que Z[\/T3 ] no tiene factorizacién tnica, lo que apunta a que la
“definicion correcta” del anillo de enteros del cuerpo Q(¢) = Q(\/j?) ) no es

Z[\/—i?)}7 sino Z[(].
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Vamos a ver que en el caso del cuerpo Q(\/g) sucede algo similar, que la
“definicion correcta” de su anillo de enteros no es Z[v/5], sino Z[e], donde

1+5

€ = .

2

Para ello vamos a ver que existe una definicion “natural” algebraica del con-
cepto de anillo de enteros de cualquier cuerpo numeérico:

Definicion 8.13 Un ndmero algebraico es un entero algebraico si es raiz de un
polinomio moénico no nulo con coeficientes en Z.

Por ejemplo, el nimero € que acabamos de considerar es un entero algebraico
de Q(\/g), pues es raiz del polinomio 22 — z — 1, e igualmente ¢ es un entero
algebraico, pues es raiz del polinomio 22 + = + 1.

En cambio, el polinomio minimo de

14++v-2
2

o=
es 22 — 2 + 3/4, que no tiene coeficientes enteros. Ahora bien, en principio,
esto no nos permite concluir que a no sea un entero algebraico, pues podria ser
raiz de otro polinomio moénico con coeficientes enteros. Sin embargo, el teorema
siguiente nos asegura que no es asi:

Teorema 8.14 Un numero algebraico es un entero algebraico si y solo si su
polinomio minimo tiene coeficientes enteros.

DEMOSTRACION: Sea « un numero algebraico. Obviamente, si su polinomio
minimo tiene coeficientes enteros, entonces « es raiz de un polinomio moénico
con coeficientes enteros, luego es un entero algebraico. Supongamos ahora que «
es un entero algebraico y sea f(x) un polinomio monico no nulo con coeficientes
enteros que tenga a « por raiz. Podemos tomarlo del menor grado posible.
Basta probar que f(z) es irreducible en Q[z], pues entonces, por el teorema 8.7,
podremos concluir que f(z) es el polinomio minimo de a.

Supongamos que f(z) no es irreducible en Q[z], de modo que f(x) = u(z)v(x)
donde ambos factores son polinomios no constantes de Q[z] (luego ambos tienen
grado estrictamente menor que el de f(z)). Si llamamos ¢; y c2 al producto de
los denominadores de los coeficientes de u(z) y v(x), respectivamente, y ¢ = ¢y ¢a,
entonces, cambiando u(x) y v(x) por ciu(x) y cov(x), respectivamente, tenemos
que cf(x) = u(z)v(x), donde ahora los factores tienen coeficientes enteros (aun-
que no son necesariamente monicos) y el grado de ambos es estrictamente menor
que el de f(x). No perdemos generalidad si suponemos que ¢ > 0.

Si ¢ # 1, tomamos un primo p | ¢. Si llamamos @(z) y 9(z) a los polinomios
en Zy[x] que resultan de sustituir los coeficientes de u(x) y v(z) por sus restos
modulo p, tenemos que @(x)v(z) = 0, pero Zy[z] es un dominio integro, luego
uno de los dos factores tiene que ser nulo, y esto significa que p divide a todos
los coeficientes de u(z) o a todos los de v(z).
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Por lo tanto, en la igualdad c¢f(z) = u(x)v(x) podemos simplificar p y pasar
a una igualdad analoga en la que no cambian los grados de u(z) y v(z), pero
en la que c tiene un divisor primo menos. Tras repetir este proceso un nimero
finito de veces, llegamos a una expresion similar con ¢ = 1, es decir, llegamos a
que f(x) = u(z)v(x), donde u y v son polinomios con coeficientes enteros cuyos
grados son estrictamente menores que el de f(z).

Pero el coeficiente director de f(x) (que es 1) es el producto de los coeficientes
directores de u y v, que son enteros, luego ambos tienen coeficiente director 41
y, cambiando el signo a ambos factores si es preciso, podemos suponer que u(x)
y v(x) son monicos, pero uno de los dos tiene que tener a a por raiz, y esto
contradice la minimalidad del grado de f(z). "

Por lo tanto, ya podemos asegurar que (1 4+ y/—2)/2 no es un entero alge-
braico, al contrario que (1 ++/5)/2.

Casi todos los teoremas sobre ntimeros algebraicos que hemos probado en la
seccién anterior admiten una versiéon para enteros algebraicos:

Teorema 8.15 FEl conjunto E de todos los enteros algebraicos es un subanillo
de A.

DEMOSTRACION: La prueba del teorema 8.9 (excepto la parte final, en la
que se demuestra que el inverso de un namero algebraico es algebraico) es valida
sin cambio alguno, con la tnica diferencia de que ahora el polinomio p(x) tiene
coeficientes enteros, por lo que los nameros a; = e;(a,...,qy,) NO son meros
nameros racionales, sino que son enteros y el polinomio r(z) que obtenemos
ahora es moénico y tiene coeficientes enteros.

La parte final falla porque no podemos asegurar que 1/ag sea un entero
algebraico (pero la prueba es valida si suponemos que el polinomio minimo de
« tiene término independiente ag = +1). n

Teorema 8.16 Sip(x) es un polinomio mdnico con coeficientes en E, sus raices
en C son enteros algebraicos.

DEMOSTRACION: La prueba del teorema 8.10 vale sin cambio alguno, sin més
que observar que ahora el polinomio ¢(z) tiene coeficientes enteros, por lo que los
a; no son meros numeros racionales, sino enteros, lo que hace que el polinomio
h(zx) sea monico y con coeficientes enteros, luego « es entero algebraico. =

Ahora ya tenemos una definicion general de “anillo de enteros”

Definicion 8.17 Si K es un subcuerpo de C, llamaremos anillo de enteros de
K al conjunto O de los enteros algebraicos contenidos en K

Notemos que ciertamente es un anillo, pues al sumar y multiplicar elementos
de O el resultado esta en O porque esta en K (al ser K un cuerpo) y es entero
por el teorema 8.15.

El caso mas simple es:
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Teorema 8.18 El anillo de enteros de Q es Z.

DEMOSTRACION: Si r es un ntmero racional, su polinomio minimo es x — r
y tiene coeficientes enteros si y solo si r € Z, luego los enteros de Q son los
enteros ordinarios. n

Nota El teorema anterior afirma que los tnicos enteros algebraicos que son
nimeros racionales son los enteros ordinarios. Precisamente por este hecho, en
la teoria algebraica de niimeros es costumbre llamar “enteros racionales” a los
enteros ordinarios (porque son los enteros del cuerpo de los nimeros raciona-
les), y también es frecuente usar “entero” en el sentido mas general de “entero
algebraico”, especificando “entero racional” cuando se quiere hacer referencia a
los elementos de Z. m

Ejemplo El anillo Z[i] de los enteros de Gauss es precisamente el anillo de
los enteros algebraicos del cuerpo Q(3).

En efecto, como i es un entero algebraico (y los enteros usuales también lo
son), el teorema 8.15 nos asegura que todos los enteros de Gauss son enteros
algebraicos. Para probar que son todos podemos usar el teorema 2.28: Si o €
Q(%) es un entero algebraico, como es raiz de un polinomio con coeficientes
enteros, en particular en Z[i] y este anillo tiene factorizacion tnica (y su cuerpo
de cocientes es Q(7)) podemos concluir que o € Z[i], luego en Q(i) no hay mas
enteros algebraicos que los enteros de Gauss. L]

Con el mismo argumento podemos probar que el anillo de enteros de Q(¢) es
el anillo de los enteros de Eisenstein, o que el anillo de los enteros de Q(\/T2 )
esZ [\/—72 ] . En el capitulo siguiente estudiaremos sistematicamente los cuerpos
cuadréticos y sus anillos de enteros.

Teorema 8.19 Si K es un subcuerpo de A y O es su anillo de enteros, todo
elemento de K es de la forma a = B/n, donde 8 € O yn € Z. En particular K
es el cuerpo de cocientes de O.

DEMOSTRACION: Si a € K, entonces « es raiz de un polinomio ménico con
coeficientes racionales, pero también de un polinomio con coeficientes enteros,
no necesariamente moénico. Digamos que

A @™ + a1 0™ 2 aja + ag = 0.
Entonces, llamando n = a,, # 0 y multiplicando por n™~!, obtenemos que
(na)™ 4 @m—1(na)™ " + ap_on(na)™ 2 + -+ an™ %(na) + agm™ ' =0,

por lo que 8 = na es raiz de un polinomio moénico con coeficientes enteros, es
decir, 5 € O. n

En particular, A es el cuerpo de cocientes de E.

Por tltimo observamos que el teorema 8.16 implica que los enteros algebrai-
cos satisfacen la conclusion del teorema 2.28:
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Teorema 8.20 Si K es un subcuerpo de A y O es su anillo de enteros, todo

elemento o € K que es raiz de un polinomio mdnico con coeficientes en O estd
en O.



Capitulo IX

Enteros cuadraticos

Tal y como senalabamos en el capitulo anterior, el estudio sistematico de los
cuerpos numéricos requiere una base algebraica muy superior a la que tenemos
a nuestro alcance, pero con las técnicas elementales que estamos manejando
podemos, no obstante, estudiar sistematicamente los cuerpos cuadréticos y sus
anillos de enteros, y de este estudio obtendremos, tanto en este capitulo como
en los capitulos siguientes, numerosas consecuencias sobre la aritmética de los
enteros racionales.

9.1 Cuerpos cuadraticos

Definicién 9.1 Sea d # 1 un namero entero libre de cuadrados. Definimos

Vd como la tnica rafz cuadrada positiva de d si d > 0, o bien vd = +/|d[i si
d < 0, es decir, como la tnica raiz cuadrada compleja de d con parte imaginaria
positiva.

En cualquier caso v/d es un namero algebraico de grado 2, cuyo polinomio
minimo es 22 — d. El teorema 8.12 nos asegura que el conjunto Q(\/E) de los

nameros complejos de la forma a + bv/d, con a,b € Q, es un cuerpo de nimeros
algebraicos.

Maés atn, puesto que —v/d también es raiz del polinomio 22—d, dicho teorema
nos asegura que la conjugaciéon Q(\/g ) — Q(\/ﬁ ) dada por

a+b/d=a—-bVd
cumple las relaciones
a+tf=a+pB  af=ap.
A su vez, la conjugacion nos permite definir la norma N : Q(\/ﬁ) — Q me-
diante N(a) = a@ o, més explicitamente,

N(a+bVd) = (a +bVd)(a — bVd) = a® — db?,
y tiene la propiedad de que N(af8) = N(a) N(B).

275
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Notemos que N(«) = 0 so6lo sucede cuando o = 0, pues equivale a que @ = 0
y, cOomo Q(\/&) es un cuerpo, esto equivale a que @ = 0 o & = 0, pero en ambos
casos a = 0.

Por lo tanto, el inverso de un elemento no nulo de Q(\/Zl) puede calcularse
mediante la férmula habitual:

1 (e

Nota Observemos que para que el polinomio 22 — n sea irreducible no hace

falta que n sea libre de cuadrados, sino que basta con que n no sea un cuadrado
perfecto, luego el cuerpo Q(\/ﬁ) esta definido bajo esta hipotesis mas general,
pero en realidad esta generalidad es aparente, pues podemos expresar n = m?d,
donde d es libre de cuadrados, y entonces /n = m+/d, de donde se sigue inme-
diatamente que los nimeros de la forma a + by/n, con a,b € Q son los mismos
que los de la forma o’ 4+ b'V/d, con o', b € Q, es decir, que @(\/ﬁ) y Q(\/g) son
en realidad el mismo cuerpo cuadréatico.

Maés en general, si ax? +bx + ¢ es cualquier polinomio irreducible en Q[z], un
razonamiento similar muestra que el cuerpo dado por 8.12 coincide con Q(\/ﬁ ),
donde D = b? — 4ac, que a su vez coincide con el cuerpo Q(\/&) determinado
por la relacién D = m?d, con d libre de cuadrados. Asi pues, los cuerpos Q(\/&)
que hemos definido son una familia de cuerpos bastante més general de lo que
podria parecer en un principio, pues son todos los cuerpos cuadréaticos, es decir,
todos los cuerpos obtenidos por el teorema 8.12 a partir de un polinomio de
segundo grado irreducible en Q[x]. "

Cuerpos cuadraticos reales e imaginarios Segin acabamos de indicar,
los cuerpos de la forma @(\/E) se conocen como cuerpos cuadrdticos. Los co-
rrespondientes a d > 0 se llaman cuerpos cuadrdticos reales, mientras que los
correspondientes a d < 0 se llaman imaginarios.

La razon de esta nomenclatura es evidente: los que llamamos cuerpos cua-
draticos reales son, mas concretamente, subcuerpos de R, es decir, que estan
formados exclusivamente por ntmeros reales, mientras que los que llamamos
cuerpos cuadraticos imaginarios contienen tanto nimeros reales como niimeros
imaginarios.

Observemos que la inclusion Q(\/&) C R nos aporta una informacion rele-
vante sobre los cuerpos cuadraticos reales, y es que en ellos es posible definir
una relaciéon de orden que los convierte en cuerpos ordenados y respecto a la

cual vd > 0.

Esta relacion puede calcularse en la practica mediante manipulaciones pu-
ramente algebraicas. Por ejemplo, si queremos saber si

5
3—2\/§<%
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sblo tenemos que operar con las reglas validas en todo cuerpo ordenado, segiin
las cuales esto equivale a 12 — 8v/2 < \/5, oal2< 9\/5, 0al122 <92.2 es
decir, a 144 < 162, lo cual es cierto.

En cambio, los cuerpos cuadraticos imaginarios no admiten una relacion de
orden que los convierta en cuerpos ordenados, porque en un cuerpo ordenado
los nameros negativos no pueden tener raiz cuadrada.

Otra diferencia es que la norma N(a + bv/d) = a® + db? no toma valores
negativos en los cuerpos cuadraticos reales, pero si en los imaginarios.

Una ultima observacion es que, en un cuerpo cuadratico imaginario Q(\/E ),
la conjugacion a+bvd — a—bv/d que hemos definido no es méas que la restriccion
de la conjugacion compleja (pues el conjugado complejo de v/d = +/|d|i es —v/d),
mientras que en los cuerpos cuadréticos reales la conjugacién no tiene nada que
ver con la conjugaciéon compleja, que deja invariantes a todos los ntimeros reales.

n

Si K = Q(\/Zi) es un cuerpo cuadratico y a = a 4 bv/d es uno de sus
elementos, sabemos que « es un namero algebraico, y es facil determinar su
polinomio minimo. Si b = 0, obviamente polmina = x — a, mientras que si
b # 0, entonces

polmina = (z — a)(z — a) = 22 — 2a + N(a),

pues este polinomio es moénico, tiene coeficientes racionales, tiene a a por raiz
y, como « es irracional, no tiene raices en Q, luego es irreducible en Q|x].

Ahora es facil determinar los enteros algebraicos de Q(\/&) Recordemos
que, por el teorema 8.14, un nimero algebraico es entero si y solo si su polinomio
minimo tiene coeficientes enteros. Por lo tanto, un nimero o = a+ bv/d seré un
entero algebraico si b =0y a € Z, o, en caso de que b # 0, lo sera si y sblo si

2a € Z, c=N(a) =a? —db* € Z.
Tenemos que 4c = (2a)? — (2b)2d, luego
(20)%d = 4c — (2a)?

es entero. De aqui se sigue que 2b es entero. En efecto, si 2b = u/v, donde u
y v son enteros primos entre si, tenemos que ugd/ v? es entero, luego v? | dy,
como d es libre de cuadrados, v = +1.

Asi pues, © = 2a e y = 2b son enteros (pero no necesariamente pares, pues
a y b no son necesariamente enteros). Si d = 2,3 (mdd 4), la congruencia

22 —y?d = 0 (méd 4)

solo puede satisfacerse si x e y son pares (pues los cuadrados modulo 4 son 0
y 1), luego a y b son enteros.
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Sid=1 (mdd 4) (notemos que d = 0 (méd 4) es imposible, ya que d es libre
de cuadrados), ademas de en el caso en que x e y sean pares, la congruencia
se satisface también si z e y son ambos impares, es decir, si x = y (méd 2).

Entonces
1++Vd
g
Con esto casi tenemos demostrado el teorema siguiente:

z Yy r—Y
= — — d:
o 2+2\[ 5 +vy

Teorema 9.2 Sea d # 1 un entero libre de cuadrados. Entonces el anillo de
enteros de Q(\/&) es Zlw], decir, el conjunto formado por los elementos de la
forma a + bw, donde a,b € Z y

Vd  sid# 1 (méd 4),
w =
! +2\/& sid=1(mdbd 4).

DEMOSTRACION: Hemos probado que todo entero algebraico tiene que ser
de la forma indicada en el enunciado, pero falta probar que los elementos de
esta forma son realmente enteros algebraicos, para lo cual basta probar que w lo
es. Esto es inmediato cuando w = v/d y, en el caso alternativo, basta observar

que
9 1-d
—r+—.

1 i =
polmin w x 1

Notemos que en el caso d = —3 hemos definido

L1tV  —14-3

2 ¢ 2

La relacion entre ambos es w = ( +1 = —(? y es obvio que Z[w] = Z[¢], pues un
elemento de (@(\/—3) puede expresarse en la forma a + bw, con a y b enteros, si
y s0lo si puede expresarse en la forma a + b, donde a y b son (otros) enteros.

Si K = Q(\/ﬁ) es un cuerpo cuadratico y Z[w] es su anillo de enteros, la
norma se resgringe a una aplicacion N : Zlw] — Z.

En efecto, la norma de un entero algebraico es un entero racional, porque es
ciertamente es racional, y ademaés es entera (es el producto de un entero y su
conjugado, que también es entero).

9.2 Grupos de unidades

El primer paso a la hora de estudiar la aritmética de un anillo es conocer
sus unidades. En general, si k es un cuerpo cuadratico, es habitual referir a k
los conceptos que, en sentido estricto, dependen de su anillo de enteros. Por
ejemplo, es habitual hablar de “las unidades de k” para referirse a las unidades
del anillo de enteros de k. Asi hay que entender, por ejemplo, el enunciado del
teorema siguiente:
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Teorema 9.3 Las unidades de un cuerpo cuadrdtico son los enteros € que cum-
plen N(e) = £1.

DEMOSTRACION: Si € es entero y N(e) = +1, entonces e(£é) = 1, luego
existe e ! = +€ en Z[w] y € es una unidad. Reciprocamente, si € es una unidad,
tenemos que ee !t = 1, luego N(¢) N(¢~!) = N(1) = 1, y como los dos factores
son enteros, tiene que ser N(e) = 1. "

Esto nos permite identificar las unidades de todos cuerpos cuadraticos ima-
ginarios. El teorema siguiente muestra que los casos que ya hemos estudiado de
los enteros de Gauss y los enteros de Eisenstein son casos excepcionales entre
los cuerpos cuadraticos imaginarios en lo tocante a sus grupos de unidades:

Teorema 9.4 Si K = (@(\/E) es un cuerpo cuadrdtico imaginario, sus unida-
des son +1 excepto sid=—1 o d = —3.

o Sid=—1 las unidades son £1 y +i (donde i = /—1 = w).
e Sid= —3 las unidades son +1, fw, +w?.

DEMOSTRACION: Como d < 0, la norma es siempre positiva y hemos visto

que un entero a4+ bv/d es una unidad si y solo si a2 —db? = 1. Los casos d = —1
y d = —3 ya los hemos estudiado, pero repetimos el argumento:
Para d = —1 la ecuacién se reduce a a? + b?> = 1, y ademas los enteros de

Q(\/ -1 ) son los elementos de Z [\/71 ] , luego a y b han de ser enteros racionales.
Es claro que las tinicas soluciones enteras de a?+b* = 1 son (1,0), (0,1), (—1,0)
y (0,—1), de donde las unidades son las indicadas.

Para d = —2 es claro que la ecuacion a?+2b? sélo tiene las soluciones (£1,0),
que se corresponden con las unidades +1.

Para d = —3 tenemos que el anillo de enteros es Z[w] y las unidades cumplen
N(a + bw) = (a + bw)(a + b)) = a® + ab+b* = 1.

Equivalentemente:

1 1

Z((2a)2 +2(2a)b + b* 4 3b%) = 1(2a+ b)? +3b%) = 1.

A partir de esta expresién es facil ver que los tnicos valores posibles para (a, b)
son (£1,0), (0,%1), (£1,F1), que da lugar a las unidades

+1, 4w, +(w-1)=+w?

Si d < —3 hemos de tener presente que a y b pueden ser enteros o semienteros,
es decir, a = A/2, b= B/2, con A, B € Z. Como el caso semientero incluye al
caso entero, basta probar que las tinicas soluciones semienteras de a? — db? = 1
son (1,0) y (—1,0). En efecto, tenemos A? — dB? = 4, pero si B # 0, entonces
A? —dB? > 4, pues en realidad d < —5, luego ha de ser B =0y A? = 4, o sea,
a==+1,b=0. =
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Observemos que, en el caso d = —3, la relacién w = —(¢? implica que las
seis unidades de Z[w] = Z[¢] pueden expresarse también como +1,+(, +¢?, tal
y como habfamos visto al estudiar los enteros de Eisenstein.

La situacion en el caso de los cuerpos cuadraticos reales es muy diferente.
Examinemos la situacién en algunos casos concretos. Segun el teorema 9.3, las
unidades en Q(\/ﬁ) son los enteros € = x +yv/2 tales que N(e) = 22 —2y% = +1.
Si, con la ayuda de un ordenador, damos a z, y todos los valores posibles entre 0 y
100, obtenemos las unidades que muestran las tablas siguientes, en las que hemos
incluido el resultado de busquedas analogas para Q(\/g ), Q(\/g) y (@(\/6 )
Hemos incluido los datos de Q(\/g) en una tabla separada porque aparecen
muchas mas unidades. Notemos que en este caso N(z + yw) = 22 + vy — 3.

0 1 2 3 4 5 6
€ 1 1++v2 3+2V2 T+5vV2  17+12v/2 41+29v2 99+ 702
x2 —29% 1 -1 1 -1 1 -1 1
€ 1 24++V3  T74+4V/3 26415v/3 97+56v3
22 —3y? 1 1 1 1 1
€ 1 54+2V6 494206
z2 —6y? 1 1 1
Q(\/5> 0 1 2 3 4 5 6
€ 1 w 1+w 1+ 2w 243w  3+5w 548w
z2 +zy — y? 1 -1 1 -1 1 -1
7 [ 9 10 11
€ 8+ 13w 13+2lw 214 34w 34+ 55w 554 89w
22 +ry—yy -1 1 -1 1 -1

Si pensaramos en los valores de la tabla como meras soluciones enteras (z,y)
de ecuaciones como 2% — 2y? = £1, no es facil en muchos casos encontrar un
patréon —que lo hay— aunque éste es especialmente simple en el caso d = 5.
Ahora bien, si tenemos en cuenta que lo que estamos calculando son unidades
de un anillo, hay una forma obvia de generar nuevas soluciones a partir de una
dada, y es que si € es una unidad, sabemos que €" es una unidad para todo
exponente entero n.

Pero, si llamamos 7 a la segunda unidad de cada tabla (la situada en la
columna etiquetada con un 1, es decir, descartando ¢ = 1), vemos que las
unidades de cada tabla no son sino n° = 1,7, 12, ...

Ejercicio: Calcular méas potencias de la unidad n hasta llenar los huecos que quedan
en las tablas.

Si calculamos las potencias con exponente negativo no obtenemos nada esen-
cialmente nuevo. Por ejemplo, para d = 2 obtenemos

Nt =142, pTP=3-2v2, P =7-5V2,...

Esto es facil de interpretar: como N(n) = nij = —1, resulta que n~! = —§
y, en general, =" = (—1)"n", luego ™ y n~" se diferencian tnicamente en un
signo.
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Es obvio que todas las unidades n™ de las tablas (excepto 7° = 1) cumplen
n™ > 1, luego las potencias con exponente negativo cumplen 0 < n="™ < 1.
A estas unidades hay que anadir las de la forma —n", que son las unidades
negativas.

No tenemos ningun indicio de que haya mas, asi que resulta natural conje-
turar que todas las unidades de un cuerpo cuadratico real pueden expresarse en
la forma +n™, donde el exponente varia en Z, para una cierta unidad “funda-
mental” fija 7.

La mayor parte de esta conjetura se puede justificar mediante una serie de
razonamientos relativamente simples. Lo tinico que no es evidente en absoluto
es la mera existencia de unidades no triviales:

En todo cuerpo cuadrdtico real existe una unidad distinta de £1.

Puesto que justificar este hecho nos va a llevar a consideraciones un poco
alejadas de las técnicas que hemos empleado hasta ahora, vamos a admitir de
momento que es asi y vamos a extraer las consecuencias basicas que ello conlleva.

Consideramos, pues, un cuerpo cuadratico real arbitrario k = (@(\/& ) y
suponemos que su anillo de enteros Z[w] contiene al menos una unidad € # +1.

En primer lugar observamos que, cambiando € por —e si es preciso, podemos
tomar € > 0 y, cambiando € por 1/¢, podemos tomar € > 1. Vamos a estudiar
con més detalle las unidades € > 1. El teorema siguiente afirma que al buscar
unidades € = x 4+ yw con z,y > 0, como hemos hecho para construir las tablas
precedentes, nos encontraremos de hecho con todas las unidades ¢ > 1:

Teorema 9.5 Si e > 1 es una unidad del anillo de enteros Zw] de un cuerpo
cuadrdtico real Q(\/&), entonces € = a + bw con a, b > 1, excepto sid =5y
e=w (en cuyo casoa =0y b=1).

DEMOSTRACION: Ciertamente, podemos expresar € = a + bw, donde a y b
son enteros racionales. Como N(e) = €€ = £1, tenemos que € = +1/¢, donde
0 < 1/e < 1, luego, cualquiera que sea el signo, ¢ — € > 0. Esto equivale a que
b(w — @) > 0, pero

W l2Vd sid#1 (méd 4),
Vd  sid=1(méd 4),

luego en cualquier caso w — @ > 0, luego b > 0.
Por otra parte, @ < —1 salvo si d = 5. En efecto, si d # 1 (méd 4) es
—Vd < —1,yaqued>2, ysid=1(méd 4) entonces la desigualdad

1-+d
2

equivale a que vVd > 3 0 a que d > 9, lo cual sucede salvo si d = 5. Por lo tanto,
salvo en este caso excepcional, para que se cumpla

w

W= < -1

la+bo| =g <1

tiene que ser a > 0.
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En el caso excepcional podemos probar de todos modos que a > 0. En
efecto, tenemos que
—-l<ée=a+bw<l,
luego
1-+5
2
luego a > 0. Pero si a = 0, entonces € = bw y N(€) = —b?, luego necesariamente

b = %1, pero como € > 0, tiene que ser b = 1, y asi la Ginica excepcion es € = w.
u

a>-1-bw>-1-w=-1-

~ —0.38,

Ahora es facil ver que todas las unidades son, salvo signo, potencias de una
unidad fija:

Teorema 9.6 Si Q(\/&) es un cuerpo cuadrdtico real, su anillo de enteros
contiene una unidad n > 1 tal que cada unidad se expresa de forma tinica como
€ = 0", para un cierto entero racional n.

DEMOSTRACION: Sabemos que existe una unidad € > 1. En virtud del
teorema anterior, si 1 < a’ +b'w < a + bw son dos unidades, o bien 0 < a’ < a o
bien 0 < b’ < b, lo que significa que por debajo de una unidad € hay a lo sumo
un numero finito de unidades € > 1. En efecto, para cada 0 < a’ < a podemos
estudiar si la ecuacion N(a' 4 b'w) = %1 tiene solucién para algin b’ > 0 (es una
ecuacion cuadratica, luego a lo sumo habra dos valores de b’ para cada signo del
término independiente) e igualmente si para cada 0 < b’ < b la ecuacion tiene
solucién para algiun a’ > 0, luego el nimero de posibilidades es finito.

Por consiguiente, existe una unidad n > 1 minima en el anillo de enteros de
Q(\/&) Vamos a comprobar que cumple lo requerido. Teniendo en cuenta que
(por el binomio de Newton)

" =0+n-1)">1+mn-1)

si € > 1 es cualquier otra unidad, existird un minimo ntimero natural m tal que
e <n™. Sean =m — 1, de modo que 0" < e < n" luego 1 < €/n™ < 1,
pero €/n™ es una unidad, luego la minimalidad de 7 implica que 1 = ¢/1", es
decir, que € = n™. Necesariamente n > 1 y la expresion es Unica, pues si n < n’
entonces " < 77”,.

Si 0 < € < 1 aplicamos la parte ya probada a ¢!, que serd de la forma
et =n", luego e = n~ ™.
Con esto hemos probado que toda unidad € > 0 es de la forma e = 1™ para un
anico entero n (positivo si € > 1, nulo si € = 1 y negativo si € < 1). Finalmente,
si € < 0, entonces al aplicar la parte ya probada a —e obtenemos que € = —n™.

Definicién 9.7 Una unidad fundamental de un cuerpo cuadratico real Q(\/&)
es una unidad 7 de su anillo de enteros tal que cualquier otra unidad se expresa
de forma tnica como € = £n", donde n es un entero racional.
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Salvo que tenemos pendiente justificar la existencia de unidades no triviales,
hemos probado que todo cuerpo cuadratico real tiene una unidad fundamental
n > 1. Es facil ver que es tnica, pues si ' > 1 fuera otra, tendria que ser
n=n"yn = n™, para ciertos exponentes naturales no nulos, pero entonces
7™ =1, lo cual sblo es posible si nm = 1, es decir, sin =m =1, luegon =17'.

Similarmente se comprueba que hay exactamente cuatro unidades funda-

mentales, que son 7 y £n~!. No obstante, cuando hablemos de “la unidad

fundamental” de un cuerpo cuadratico, nos referiremos a la que cumple n > 1.

Las tablas que hemos calculado nos permiten identificar facilmente la unidad
fundamental de los cuerpos cuadraticos considerados en ellas:

Ejemplo La unidad fundamental del anillo de enteros de Q(\/g) es w.

En efecto, si no fuera la unidad fundamental, habria otra unidad
1<a+bw<uw,

con a,b > 1, segin el teorema 9.5, pero entonces w < bw < a + bw < w, con lo
que tenemos una contradiccion.

Si calculamos las potencias sucesivas de w obtenemos:

n |1 2 3 4 5 6
W' w 14w 142w 2+3w 345w 5+8w

En general, es facil ver que si w” = x,, + y,w, se cumple que

(xlayl) = (07 1)» (xn+1ayn+1) = (ynvxn + yn)

Es facil ver entonces que, salvo por y; = y2 y x2 = x3, las sucesiones x, e y,
son estrictamente crecientes. n

Para identificar unidades fundamentales resulta ttil comprobar algo que se
observa en las tablas que hemos calculado:

Teorema 9.8 Sean > 1 la unidad fundamental del cuerpo Q(\/ﬁ) Y, para cada
n>1, sea " = x, + ypw. Entonces las sucesiones x, € y, son estrictamente
crecientes salvo si d = 5.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que d Z 1 (méd 4). Entonces
w=+dymn=a+bVdcon a,b> 0. Basta tener en cuenta que

Tpa1 + yn+1\/(3 = (zp + yn\/g)(a + b\/g) = Tpa + ynbd + (z,b + yna)\/a,
de modo que, si x,,y, > 0, entonces
Tpt1 = Tpa + ypbd > x, > 0, YUn+1 = Tpb + ypa >y, > 0.

Consideremos ahora el caso en que d = 1 (méd 4). Entonces w = (14 +/d)/2
y cumple
w? =w+h,

donde h = (d—1)/4 > 1.
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Por lo tanto, Si n = a + bw,

Tpi1 + Unsiw = (2p 4+ ypw)(a + bw) = Tpa + ypbw? + (2ub + yna)w
= Tpa+ Ynbh + (nb + yna + ypb)w.

Sabemos que si d # 5, se cumple que a,b > 1, luego podemos concluir igual
que en el caso anterior. n

Esto significa que, para encontrar la unidad fundamental de un cuerpo cua-
dréatico real Q(\/&), basta encontrar una unidad cualquiera ¢ = a + bw. Cam-
biandola por —e o por ¢~ ! podemos hacer que sea € > 1, y ahora basta estudiar
si alguno de los nimeros z 4+ yw con 0 < = < a, 0 < y < b es una unidad. El
menor de todos ellos sera la unidad fundamental.

Ejemplo Consideremos el cuerpo Q(\/i) Su anillo de enteros es Z[\/ﬂ y
las unidades € = u + vv/2 deben cumplir u? — 202 = 4+1. Obviamente una
unidad no trivial es 7 = 1 4+ /2, y es la unidad fundamental, pues otra unidad
1 <e=u+vv2<ndebe cumplir 0 < u <1y 0<v<1,locual es imposible.
Otros ejemplos de unidades son

P =3+2V2, n*=74+5V2, nt=17+12V2,...

las unidades +71~" sdlo se diferencian de éstas en los signos de las coordenadas.
Teniendo en cuenta que N(n) = —1, a partir de aqui es facil concluir que las
soluciones enteras de la ecuacion

2 — 2% =1

2n—+1

son, salvo signos, las asociadas a las potencias 7 con n > 0, es decir, los

pares (z,y) tales que
r+yV2=(1+v2)(3+2V2)", n=0,1,2,...

Por otro lado, las soluciones de la ecuacion z2 — 2y = 1 son las asociadas a
potencias 1*", es decir, los pares (x,y) tales que

4+ yV2 = (3+2V2)", n=0,1,2,...

Ejercicio: Encontrar expresiones para las soluciones enteras de las ecuaciones
B —zy+yi=—1, —ay+y’=1 2*-5=-1, 2>-5°=1.
Ejercicio: Encontrar la unidad fundamental del anillo de enteros del cuerpo Q(v/3).

Observar que N() = 1. Deducir que la ecuacién z? — 3y?> = —1 no tiene soluciones
enteras. Encontrar una expresion para las soluciones enteras de 2 — 3y = 1.

Pasamos ya a abordar el problema de justificar la existencia de unidades no
triviales en cuerpos cuadraticos reales arbitrarios. Notemos que en cada caso
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particular esto puede justificarse encontrando una en concreto, pero el problema
es ragonar que siempre habra alguna que encontrar. Para ello nos basaremos
en un sencillo teorema de Dirichlet de aproximacion diofdntica, es decir, de
aproximacion de nimeros irracionales por niimeros racionales.

Es obvio que todo niamero irracional se puede aproximar con cualquier preci-
sion deseada mediante un niimero racional. Por ejemplo, si queremos aproximar
7 = 3.1415... con un error menor que una milésima, basta tomar

r=3.141 = &41
1000
Asi, m — r < 0.0006. La aproximacion es buena en el sentido de que el error
es pequeiio (incluso en términos relativos, el error es menor que un 2%), pero
es mala en el sentido de que es facil aproximar un ntmero irracional con error
menor que una milésima mediante un ntimero racional de denominador 1000.
En general, una aproximacioén racional de un niimero irracional o que cumpla

U 1
o<
v v

no tiene nada de extraordinario. El teorema de Dirichlet garantiza la existen-
cia de aproximaciones diofanticas arbitrariamente buenas en el sentido de que
mejoran arbitrariamente esta tultima desigualdad:

Teorema 9.9 (Dirichlet) Si a es un nimero irracional y M es un nimero
natural no nulo, existen enteros u y v con 0 < v < M de modo que

U 1
o3l < 57
v

La demostracién proporciona un método para encontrar r, asi que vamos
a aplicarlo al caso de @« = m y M = 10, pero veremos que el proceso vale en
cualquier caso. La tabla siguiente contiene todos los célculos necesarios:

s 2 3 4 5m 61 T 8w 9
3.14159(6.28319(9.42478|12.5664| 15.708 |18.8496(21.9911(25.1327(28.2743
8r — 25| m—3 |97 — 28|27 — 6 | 37w — 9 |4w — 12|57 — 15|67 — 18|77 — 21 1
0.13274]0.14159{0.27433|0.28318|0.42477|0.56637|0.70796 | 0.84955|0.99114 1
8m — 25|22 —Tm|8m — 25|22 —Tn| m—3 | m—3 | 7—3 | #7—3 | m—3 |22 —-T7

0.13 0.008 0.13 0.008 0.14 0.14 0.14 0.14 0.14 0.008

o O

Consideramos los ntimeros «, 2q, . .., (M — 1)a, les restamos su parte entera
y ordenamos los resultados de menor a mayor. Si consideramos también 0 y 1,
tenemos N + 1 ntimeros entre 0 y 1, necesariamente distintos, pues si dos de
ellos fueran iguales, despejando « obtendriamos que es un ntmero racional.

Por lo tanto, la diferencia entre dos de estos ntimeros consecutivos tiene que
ser < 1/M el algin caso, pues no es posible dividir el intervalo comprendido
entre 0 y 1 es M intervalos de longitud > 1/M.

Elegimos, pues, dos ntimeros consecutivos cuya distancia sea < 1/M (para
obtener la mejor aproximaciéon posible, tomamos, de hecho, la menor de estas
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distancias). La ultima fila de la tabla contiene la distancia entre cada nimero
y su precedente, y vemos que el minimo se alcanza en 22 — 77 = 0.008.. ., que
es mucho menor que 1/10. Esto equivale a que

22
T - m <0008,

luego

99
— =2 31498 ..
"=

es la aproximacién racional buscada. Notemos que el 7 se obtiene de restar dos
nameros distintos entre 0 y M — 1, por lo que siempre se cumple que 0 < v < M.
Segin indicabamos, es claro que este procedimiento puede aplicarse a cualquier
nimero « con cualquier nimero M. L]

En términos absolutos, la aproximaciéon que hemos obtenido no es muy
buena, pero aproxima 7 con un error menor que una centésima y el denominador
es menor que 10. Es en ese sentido en el que es buena. Si repetimos el proceso

con M = 110 obtenemos

333
~ — ~ 3.14151
T 106 3 51,

que da lugar a un error menor que una diezmilésima con un denominador del
orden de 100. En cambio, si empleamos M = 120 obtenemos la notable aproxi-
macion

355

TR 13 ~ 3.141592921

que da lugar a un error menor que una millonésima con un denominador del
orden de 100.

Milii o el nimero de Metius El matematico y astronomo chino Zu Chongzhi
(429-500) determiné que

3.1415926 < 7 < 3.1415927

y encontré las aproximaciones racionales 22/7 y 355/113, a las que llamo6 Yueli
(aproximacion basta) y Mili (aproximacion precisa). Para ello Zu tuvo que
aproximar el circulo con poligonos regulares de 2'3 - 3 lados. En occidente
la aproximacion 355/113 no fue conocida hasta 1585, cuando la descubrié el
matematico neerlandés Adriaan Anthonisz, aunque el resultado no se conocio
hasta que lo publicé su hijo, y por eso 355/113 fue conocido como el nimero de
Metius (pues Metius era el sobrenombre con que se conocia al hijo). L]

Consideremos ahora un cuerpo cuadrético real Q(v/d). Por el teorema an-
terior, fijado un ntmero natural M > 1, existen nimeros naturales u y v tales
que 0<v< My
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Equivalentemente, |u — vv/d| < 1/M. Si llamamos o = u — vV/d, entonces
1
| = |a + 20Vd| < 7+ 2MVD < 3MVd,

luego
1
IN(a)| = |aal < M?,M\/& =3Vd.

Pero N(«) es un entero racional, luego solo puede tomar un numero finito de
valores.

Fijado, por ejemplo, My = 1, podemos encontrar oy = uy—vovd que cumpla
lo requerido, pero tomando entonces M tal que |ag| > 1/Mj, un entero oy que
cumple lo requerido con M; tendra que ser distinto del anterior, y tomando un
M> suficientemente grande, podemos forzar a que un entero as que cumpla lo
requerido para Mo sea distinto de los dos anteriores. Asi vamos obteniendo una
sucesion enteros algebraicos o, = u, — vnVd distintos dos a dos. Como N(an)
solo puede tomar un numero finito de valores, tiene que haber infinitos para
los que la norma tome un mismo valor N. Como los pares (i, 9,) de clases de
restos modulo N s6lo pueden tomar N2 valores, tiene que haber infinitos valores
de n para los que el par de clases de restos sea el mismo. Nos basta con tomar
dos valores distintos & = u — vVd y o/ =« — v'\/d tales que

N(a) =N(/), w=u (méd N), v=v" (méd N).

Tomamos
o u—vvd  (u—oVd)(u —v'Vd) i +v'd B (uv’—i—vu’)\/g
To T w_ovad N TN N

Las congruencias muestran que € esta en Z [\/E], luego es un entero algebraico,
y claramente N(e) = 1, luego es una unidad. Ademés € # 1, pues o # o' y
€ # —1, pues a # —<’, ya que v, v’ > 0.

Con esto queda justificada la existencia de unidades € # +1 en cualquier
cuerpo cuadréatico real.

Ejemplo La demostraciéon del teorema 9.6 proporciona un procedimiento para
encontrar unidades fundamentales, pero no es nada eficiente. Los ejemplos que
hemos considerado se resuelven facilmente por tanteo, pero el procedimiento que
hemos encontrado para encontrar sistematicamente unidades fundamentales es
muy laborioso.

Consideremos por ejemplo el cuerpo Q(\/ﬁ) Las unidades € = u + vv/22
cumplen la ecuacién u? — 22v% = +1.

Si aplicamos el teorema de Dirichlet a o = V22 con M = 1 obtenemos el
entero ag = —5 + v/22, que cumple N(ag) = 3 y 1/|ag| = 3.23, luego para
encontrar otro distinto tenemos que aplicar el teorema de Dirichlet con M = 4.
El resultado es oy = —14 + 3v/22, que cumple N(a;) = —2. Necesitamos
encontrar dos enteros de la misma norma (en realidad nos bastaria que el valor
absoluto de la norma fuera el mismo), asi que tenemos que continuar. Como
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1/|la| = 14.03, para encontrar un entero distinto necesitamos M = 15. Al
aplicar el teorema de Dirichlet con este valor resulta ag = 61 —131/22, que tiene
norma N(az) = 3. Vemos entonces que nos sirven

ap = -5+ V22, oy =61 — 13v22,
pues se cumplen también las congruencias
—5 =61 (mdd 3), 1 =13 (mdd 3).

De no haber sido asi, habriamos tenido que continuar, pero esto basta para
asegurar que el cociente

_ g 61413v22
aq -5+ v22

es entero y, de hecho, una unidad. Como es negativa, pasamos a

—197 — 42V/22

n =197 + 42v/22.

Asi hemos encontrado una unidad no trivial > 1 tal que N(n) = 1. Sucede que
es la unidad fundamental, pero para comprobarlo no conocemos mejor método
que comprobar que no existe ninguna unidad u 4+ vv/22 con 0 < u < 197 y
0 < v < 42. Por ejemplo, si intentamos con v = 41 vemos que 2% — 22 - 412 =
41 no tiene soluciones enteras, y del mismo modo se descartan las otras 40
posibilidades.

Un ordenador puede hacer todas las comprobaciones sin dificultad, pero
acaba mucho antes si lo programamos para ir dando valores a u? — 22v? y que
se detenga cuando obtenga una solucion distinta de (1,0) en la que la expresion
tome el valor +1. En el capitulo siguiente veremos un método mucho més senci-
llo para encontrar unidades fundamentales usando resultados de aproximacion
diofantica mas potentes que el teorema de Dirichlet. L]

9.3 Fallos en la factorizacion tinica

Hemos visto que los anillos de enteros de los cuerpos cuadraticos cumplen
la condicién necesaria dada por el teorema 2.28 para que puedan tener factori-
zacion unica. Sin embargo, dicha condicion dista mucho de ser suficiente. La
tabla 9.1 contiene ejemplos de factorizaciones no tnicas en cuerpos cuadraticos
imaginarios y muestra que son relativamente frecuentes.

Ejemplo Analicemos con detalle el caso de
6=2-3=(1+vV-5)(1—-V-5).

Notemos que no es inmediato que sea un ejemplo de factorizaciéon no unica.
En principio, podria ser un caso analogo a

10=2-5=(1+3i)(1 - 3i),
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Tabla 9.1: Factorizaciones no tinicas en cuerpos cuadraticos imaginarios

d

-516 = 2-3 = (1+v-5)(1-v=5)

6|6 = 2-3 - /=62

-10|14 = 2.7 = (2+4v/=10)(2 - v—10)
~13|14 = 2.7 = (1+v-13)(1-v—13)
-14 15 = 35 = (1+/-14)(1-v/-14)
~1514 = 2.2 = 1+\§T5)(1*2*15)

-17 118 = 2:3:3 = (1+/-17)(1—-/=17)
—21(22 = 2-11 = (1++/=2I)(1-v=21)
-22(26 = 2-13 = (1+/-22)(1-v-22)
92316 = 2.3 _ 1+\éf23)(1—2723)

-26 |27 = 3-3:3 = (1+/-26)(1-+-26)
-29(30 = 2-3-5 = (1++/-29)(1—-+=29)
-30(34 = 2:17 = (2++/-30)(2—v=30)

que no contradice la factorizacion tnica de Z[i]. Lo que sucede en este caso es
que los factores no son irreducibles, sino que se descomponen en irreducibles
(primos) del modo siguiente:

2 3 1430 1—
10="(1+49)(1—4)2+i)2—1) =(1+4)(2414) (1 —i)(2—1),

w

i

de modo que en ambos casos tenemos la misma descomposicién en factores
primos para el 10.

No sucede lo mismo con las factorizaciones del 6 en @(\/—5). Observemos
que

N(2)=4, NB3)=9, N(1++v-5)=6, N(1-+-5)=6.

Si estos numeros no fueran irreducibles, se descompondrian en producto de dos
irreducibles de norma 2 en el caso del 2, de norma 3 en el caso del 3 y uno de
norma 2 y otro de norma 3 en el caso de los dos ultimos nimeros. Pero

N(a + bvV/=5) = a® + 5b%,
y es claro que no hay enteros de norma 2 ni de norma 3.

Asi pues, estamos realmente ante dos descomposiciones de 6 en factores
irreducibles no asociados (pues las tnicas unidades son +1). Vemos, de hecho,
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Tabla 9.2: Factorizaciones no tnicas en cuerpos cuadraticos reales

d

10/6 = 23 = (44+10)(4-V10)
1510 = 25 = (54+V15)(5—-V15)
26110 = 25 = (6+v26)(6—26)
306 = 23 = (6+30)(6-+30)

que los cuatro factores son irreducibles, pero no primos, pues cada uno de ellos
divide al miembro opuesto y no divide a ninguno de los dos factores en que se
descompone. L]

Ejercicio: Comprobar que las otras factorizaciones de la tabla 9.1 son realmente
ejemplos de factorizaciones no unicas.

En los cuerpos cuadraticos reales el trabajo se complica debido a que las
normas pueden ser negativas, lo que impide descartar tan facilmente casos como
N(z) =2 en Q(v/=5). Pese a ello, la tabla 9.2 contiene algunos ejemplos que
podemos comprobar.

Ejemplo En Q(\/ 10) tenemos que

N(2) =4, N(3)=9, N(4++V10)=N(4-+10)=6.
Vamos a ver que no hay enteros de norma igual a +2 ni a +3, por lo que los
cuatro seran irreducibles y no asociados (pues no tienen la misma norma).

Si existiera un entero x = a + bv/10 tal que
N(a + bV/10) = a® — 100 = £2, +3
entonces tendria que ser a? = +2 o £3 (méd 10), o lo que es lo mismo,
a®> =2,3,7,8 (méd 10).

Sin embargo, los cuadrados médulo 10 son: 0,1,4,9,6,5,6,9,4, 1, luego la con-
gruencia es imposible. Los otros casos se prueban de modo similar. L]

9.4 Cuerpos cuadraticos euclideos

A pesar de las observaciones de la seccion precedente, sabemos que los anillos
de enteros de los cuerpos imaginarios con d = —1, —2, —3 son dominios eucli-
deos, y vamos a ver que no son los tnicos. Concretamente, sabemos que estos
tres anillos son dominios euclideos tomando como norma euclidea la norma alge-
braica. Por definicién, una norma euclidea sbélo puede tomar valores naturales,
asi que en el caso real no podemos considerar la norma sino, a lo sumo, el valor
absoluto de la norma.
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Vamos a estudiar qué debe cumplir la norma en un cuerpo cuadrético para
que su valor absoluto sirva como norma euclidea. Ciertamente cumple la con-
dicion |N(a)| < |N(aB)|, cuando « y 8 son enteros no nulos. Respecto a la
existencia de division euclidea, la situacion es la siguiente:

Sid# 1 es libre de cuadrados, el anillo de enteros de Q(\/&) es un
dominio euclideo con el valor absoluto de la norma si y sdlo si para

todo o en Q(Vd) existe un entero 7 tal que |N(a — )| < 1.

En efecto, si se cumple esta condicion, dados dos enteros A y § con § # 0,
la aplicamos a @ = A/§ y llamamos € = (a« — 7)d = A — 47, de modo que
A =0y+ey |[N(e)| = [N(a =7)[[N(J)] < N(9).

Reciprocamente, si el anillo de enteros es un dominio euclideo, todo v en
Q(\/&) puede expresarse como « = A/d, donde A es entero y § es un ntmero
natural. Efectuando la division euclidea A = v + ¢, con |N(e)| < |N(d)],
tenemos que | N(a —v)| = | N(e/d)| < 1.

Para estudiar si se cumple esta propiedad, podemos expresar a = r + sv/d,
donde r y s son nimeros racionales, y tenemos que encontrar un vy =  + yvd,
donde x, y son enteros racionales, o bien (sélo en el caso d = 1 (mé6d 4)) ambos
son semienteros no enteros, de modo que

|(r = 2)* +d(s — y)*| < 1.

Ahora bien, si expresamos r = m +r’, s = n + s’, de modo que m y n son
enteros racionales y |r'| < 1/2; |s'| < 1/2, vemos que si podemos encontrar z’
e 3 en las condiciones requeridas para 1’ y s, entonces m + x’ y n + 3’ las
cumplen para r y s, luego no perdemos generalidad si suponemos que |r| < 1/2
y sl <1/2.

Mas atn, si —1/2 < r < 0 y encontramos z’, ¢y’ para —r y s, entonces —z’ e
3y’ cumplen la condicion para r y s, luego no perdemos generalidad si suponemos
que 0 < r < 1/2, e igualmente podemos suponer que 0 < s < 1/2.

Si d = 1(mébd 4) todavia podemos decir mas, pues si 1/4 < s < 1/2 y
encontramos ¢’ e y parar’ =1/2—r, s’ =1/2 — s, entonces x = 1/2 — a2’ e
y = 1/2 — ¢’ son ambos enteros o ambos semienteros y cumplen lo requerido
para r y s. Por lo tanto, en este caso podemos suponer que 0 <y < 1/4.

Para resumir lo que hemos obtenido definimos el rectangulo

Fd) {(r,s) €eQ?|0<r<1/2, 0<s<1/2} sid#1 (mébd 4),
T {(rs) eQ?|0<r<1/2,0<s5<1/4} sid=1(méd 4),

asi como el conjunto
U(z,y) = {(r,;s) € Q° | |(r —2)* +d(s —y)*| < 1},

y asi, lo que hemos obtenido es lo siguiente:
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Si d # 1 es libre de cuadrados, el anillo de enteros de Q(\/E) es
un dominio euclideo con el valor absoluto de la norma si y solo si
todo punto (r,s) del rectdingulo F(d) estd contenido en un conjunto
U(z,y), donde x ey son enteros racionales o (solo en el caso en que
d=1 (méd 4)) ambos son semienteros no enteros.

En otras palabras, F'(d) tiene que poder cubrirse con conjuntos U(z,y).

Restrinjamonos ahora al caso en que d < 0. Entonces U(z, y) es una elipse de
centro (z,y) cuyo semieje horizontal mide 1 y su semieje vertical mide 1/v/—d.

Bl 2

d=-1 d=-2 d=-5

La figura muestra el cuadrado F(d) y los conjuntos U (z, y) con centros cerca-
nos parad = —1,d = —2y d = —5. En los dos primeros casos vemos que U (0, 0)
basta para cubrir todo el cuadrado, mientras que en el caso d = —5 vemos que
una parte del cuadrado queda sin cubrir (y cualquier otro conjunto U(z,y) no
representado ni siquiera toca al cuadrado). Por lo tanto, el anillo de enteros de
(@(\/j5) no es euclideo con el valor absoluto de la norma, ni tampoco puede
serlo el de ningtin otro cuerpo cuadratico imaginario con d # 1 (méd 4), ya que
cada elipse correspondiente a un d < —5 esta contenida en la correspondiente a
d = —5 con el mismo centro, luego si éstas no cubren el cuadrado, las menores
tampoco.

Ahora consideramos los valores d = 1 (méd 4), para los que F(d) es la mi-
tad del cuadrado que estdbamos considerando, y tenemos que contemplar méas
centros posibles para las elipses.

=-11

—
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Vemos que hasta d = —11 basta U(0,0) para cubrir todo el rectdngulo,
mientras que para d = —15 una pequena porcién del rectangulo queda sin cubrir
(v cualquier otra elipse valida no representada ni siquiera corta al rectangulo).
Con esto hemos probado parte del teorema siguiente:

Teorema 9.10 Sea d un numero negativo libre de cuadrados. El anillo de los
enteros de Q(\/&) es un dominio euclideo si y sélo si d es uno de los cinco
numeros siguientes:

-1, -2, -3, -7, -11

En estos casos, la norma euclidea es ¢(a) = N(a).

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que estos cinco anillos son dominios
euclideos y que ningin otro puede serlo con la norma algebraica, pero podemos
probar que tampoco pueden serlo con ninguna otra norma.

En efecto, hemos visto que los anillos de enteros para d = —5, —6, —10 no
tienen factorizacion tnica, luego no pueden ser euclideos. Falta descartar los
valores d < —11 libres de cuadrados, luego, de hecho, d < —13.

Si A es el anillo de enteros de Q(\/Zi) y es un dominio euclideo con alguna
norma euclidea, podemos tomar un entero § de norma minima entre los enteros
no nulos ni unitarios. Entonces todo entero A se expresa en la forma A = de+7r,
donde 7 = 0,1, —1, por la eleccion de §. Esto significa que el anillo de clases de
restos As consta tnicamente de las clases 0, 1y —1.

No puede ser que 1+ 1 = 1, pues entonces 1 =0 y § | 1, luego § serfa una
unidad. Si 1+ 1 = 0, entonces 2 = 0, luego d | 2. En caso contrario, 1 +1 = —1,
luego 3=0y & | 3.

Pero no puede ser § = +2,+3, ya que w no es congruente con +1 o 0 moédulo
un entero racional n > 1 (méas en general, no puede ser que n | m 4w, pues esto
significa que m +w = n(a + bw) y entonces nb = 1, luego n = 1). La conclusion
es que N(J) = 2,3.

Ahora bien, si § = (a/2) 4 (b/2)V/d, donde a y b son enteros (ambos pares o
ambos impares), tenemos que a? — db?> < 12, y como d < —13, necesariamente
b =0y |a] < 3, pero entonces § = a/2 es entero y no puede ser mas que
0 =0,1,—1, en contra del criterio con que ha sido elegido. [

Esto no significa que los cuerpos considerados en el teorema anterior sean los
anicos cuyos anillos de enteros tienen factorizacion tnica. Puede probarse que
los cuerpos cuadraticos imaginarios con factorizacion tnica son exactamente los
correspondientes a

d=—-1, -2, -3, -7, —11, —19, —-43, —67 —163.

El caso de los cuerpos cuadraticos reales es mas complicado. Ahora los
conjuntos U(x,y) ya no son elipses, sino que estan limitados por cuatro ramas
parabdlicas.

La figura siguiente muestra U(0,0) para d = 2 y d = 5. Por una parte ve-
mos que se extienden indefinidamente, por lo que para cubrir F(d) no podemos
limitarnos a considerar los centros cercanos, sino que pueden hacer falta cen-
tros arbitrariamente lejanos. Por otra parte, vemos que, al contrario de lo que
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sucedia con las elipses, el conjunto correspondiente a d = 5 no esta contenido
en el correspondiente a d = 2, por lo que el hecho de que los conjuntos U(d)
para un cierto d no cubran a F(d) no nos permite asegurar que los conjuntos
correspondientes a valores mayores de d no puedan hacerlo.

Por ejemplo, para d = 2,3,5,13 basta U(0,0) para cubrir F(d), mientras
que para d = 17 hace falta considerar también U(1,0). Las figuras siguientes
muestran los conjuntos U (x, y) necesarios para cubrir F'(d) para distintos valores
de d.

Notemos que, por ejemplo, para d = 6, hay un punto con z = 1/2 en F(d)
que esta en la frontera de los dos conjuntos U(0,0) y U(—1,0), luego no esta
contenido en ninguno de los dos, pero no importa, porque podemos calcular
qué punto es y resulta ser (1/2,1/5/24), que es irracional, luego no necesitamos
cubrirlo. Lo mismo sucede en los casos d = 7,21, 29, asi como en d = 11.

1.0 T T T 1.0F T T T T 1.0F
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

d=33 d=37 d=41

W U(5.5,—0.5) U(=6,1) o
0.6

0.4 0.2

0.2 0.1

0.0 0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

d=11 d =57 d=173

Los casos d = 57,73 son demasiado complejos como para que la mera inspec-
cion de la imagen resulte concluyente, y es necesario examinar algebraicamente
los distintos conjuntos para asegurar que realmente cubren todo F'(d) y, en par-
ticular, que ningtn punto de F(d) queda tnicamente en las fronteras de los
conjuntos U(z,y) considerados. Por ejemplo, para d = 73 necesitamos conside-
rar los conjuntos

U(0,0), U(-1,0), U(2,0), U(2.5,0.5),
u(r,1), U(-10,-1), U(-27,-3), U(28.5,3.5), U(-10,5,—1.5).
Como muestra la figura siguiente, los cuatro primeros cubren la mayor parte

de F(73), pero para cubrir las dos porciones restantes es necesario recurrir a
conjuntos con centros bastante alejados.
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e—
o U(=27,-3)

0.00

0.0 0.1 0.2 03 04 0.5

0.25 ==
0.20

e  U(7,1)

0.00

e

0.0 0.1 0.2 03 04 0.5

La figura siguiente muestra la superposicion de U(28.5,3.5) y U(—27, —3).

0.24+
0.22
0.20
0.18F
0.16
0.14}
0.12}
0.10¢

U(28.5,3.5)

U(—27,-3)

Dentro del rectangulo F(73), el conjunto U(28.5,3.5) es una banda limitada
por las graficas de las funciones

[z —285)2+1 as _ [@—28572 1
73 ’ ‘ 73 ’

mientras que U(—27,—3) esta limitado por las graficas de las funciones

(z +27)2 1:-1—27 1
. 3

En 2 = 0, los valores que toman son [0.162275,0.166381] en el primer caso y
[0.157943,0.162278] en el segundo. Asi pues, vemos que las dos bandas empiezan
solapandose, y si igualamos

/( 27 1 [ (x 285
x+ + _35_

la solucion es z = 3/4, que esta fuera de F(d), lo cual significa que las dos
bandas no dejan de solaparse mientras estan sobre F(d), luego su union es una
banda mas amplia limitada por las funciones

[(x+27)2 -1 [(z—28.5)2—1
+ = ) 3.5 - .
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Un andlisis analogo nos da que U(28.5,3.5) se solapa con U(—10,—1), que
es la banda limitada por las funciones

[(z+10)2 -1 [(z+10)2+1
-1 A — -1 A
* 73 ’ * 73 ’

y a su vez, esta banda se solapa con U(7,1), que es la banda limitada por

1 (x—7)2+1 1 [(x=T7)2—-1
73 ’ 73 '

La figura siguiente muestra la superposiciéon B de las cuatro bandas, que
esta limitada por las funciones

(x+27)2 -1 (x—7)2-1
S R A odt Mt Y
St 73 ’ 73

0.241
0.221
0.201
0.18}
0.16
0.14}
0.12F
0.10%

A su vez, comprobaciones analogas muestran que la frontera superior de B
se solapa con la frontera inferior de U(2.5,0.5) en todo F(73) y que su frontera
inferior se solapa con la frontera superior de U(—1,0) hasta z = 0.255, que
es posterior a x = 0.166, que es la “punta” derecha del agujero izquierdo que
debemos cubrir. Esto prueba que B cubre por completo dicho agujero izquierdo.
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Sin embargo, la frontera inferior de B corta a la frontera superior de U(2, 0)
en x = 0.474, y esto hace que deje sin cubrir un pequeno tridngulo del “agujero”
derecho, como muestra la figura. Comprobaciones anédlogas muestran que el
altimo conjunto, U(—10.5,—1.5), cubre completamente este tltimo hueco, y
esto completa la prueba de que el anillo de enteros de Q(v/73) es un dominio
euclideo.

Similarmente puede probarse que el anillo de enteros de Q(\/ﬁ ) es un do-
minio euclideo. La figura siguiente muestra siete conjuntos que casi cubren la
totalidad de F(19), pero en realidad queda sin cubrir un tridngulo diminuto
a la izquierda, entre U(3,1) y U(6,1). Para cubrirlo es necesario recurrir a
U(19,—4), U(—-90,21) y U(—430,99). Estos tres conjuntos forman tres bandas
que se solapan entre si para formar una banda méas amplia comprendida entre

(x +430)2 +1 a4 (x—19)2+1

99 = 19 Y 19 ’

la cual se solapa a su vez con U(6,1) y basta para cubrir el pequefio agujero.

0.5

U(7,-1)
0.4
0.3
0.2

0.1H

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Con esto hemos demostrado una parte del teorema siguiente:

Teorema 9.11 Los 1inicos cuerpos cuadrdticos reales Q(\/&) cuyos anillos de
enteros son dominios euclideos con el valor absoluto de la norma algebraica son
los correspondientes a los valores siguientes de d:

2, 3, 5 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 38, 41, 57, 73.

No estamos en condiciones de demostrar que son los tdnicos, pero hemos
probado que todos ellos son ciertamente dominios euclideos. Por otra parte,
puede probarse que existen cuerpos cuadréticos reales que son euclideos con
una norma diferente de la algebraica. Dos ejemplos son los correspondientes a
d=14y d = 69.

9.5 Factorizacion tinica en cuerpos cuadraticos

Ahora enunciamos una version general del teorema 4.6 y los resultados analo-
gos que hemos probado en algunos casos particulares.
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Supongamos que k = Q(\/& ) es un cuerpo cuadratico y que Z[w] es su anillo
de enteros. No necesitamos suponer que w = v/d o que w = (1 ++/d)/2. Basta
con que todo entero de k se exprese de forma tinica como a + bw, para ciertos
enteros racionales a y b. Tampoco necesitamos suponer que Z[w| sea un dominio
euclideo, sino que basta con que sea un dominio de factorizaciéon tnica.

Si el lector ha asimilado los argumentos que hemos dado en los distintos casos
particulares de esta situacién que hemos discutido, deberia poder justificar por
si mismo las afirmaciones siguientes:

1. Todo primo cuadrdtico w (es decir, todo primo de Zlw]) divide a un dnico
primo racional p, de modo que |N(7)| = p o |N(7)| = p.

2. Sip es un primo racional, o bien es un primo cuadrdtico, o bien factoriza
como p = mime, donde w Y To SOn primos cuadrdticos.

En el primer caso se dice que p se conserva primo en Z[w] (o, por abuso de
lenguaje, en Q(\/&)), mientras que en el segundo se dice que p se ramifica
si 71 y 72 son asociados (y entonces p = en?, para cierta unidad €), o que
se escinde, si T y mo no son asociados.

3. Si f(w) es el polinomio minimo de w (que tiene coeficientes enteros, porque
w es un entero algebraico), p es un primo racional y € es una raiz de f(z)
en Zylx], entonces m = (p,w — ¢) es un primo cuadrdtico, el unico que
cumple 7 | p y w = ¢ (mdd 7).

Como esto es un hecho fundamental recordamos aqui la prueba, aunque
el lector haria bien en tratar de obtenerla por si mismo, comparando si es
preciso con la prueba de 4.6: en Z,[z] tenemos que

fl@) = (z—o)(x -7,

para cierto entero racional ¢/, lo que equivale a que

f(@) = (z —c)(z — ) + pg(x),

para cierto polinomio ¢(z). Evaluando en w queda que

(w—=c)(w—)=—pg(w),

luego p | (w—c)(w—¢’). Pero p no puede dividir a ninguno de los factores.
Por ejemplo, si p | w — ¢, tenemos que w — ¢ = p(a + bw), luego, por la
unicidad de la representacion, pb = 1, lo cual es absurdo.

Esto significa que p no es primo, sino que se descompone como p = 7',
para ciertos primos cuadraticos 7 y 7, asociados o no. Pero no pueden
dividir ambos al mismo factor, ya que entonces éste seria divisible entre
p, por lo que tiene que ser 7 |w—cy © =w—¢'. Asipues, 7 = (p,w —¢)
y w = ¢ (méd 7). La unicidad se prueba trivialmente.
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4. Sim es primo en Z|w], entonces el anillo de clases de restos k = Z|w], es
un cuerpo.

No podemos aplicar el teorema 4.1 porque no estamos suponiendo que Z[w]
sea un dominio euclideo, pero hay otro argumento sencillo alternativo. La
definicion de primo implica inmediatamente que k£ es un dominio integro
(si @B = 0, entonces 7 | a3, luego 7 | v o w | B, luego @ =00 B = 0).
Por otro lado, si p es el primo racional que cumple 7 | p, entonces k tiene a
lo sumo p? elementos, ya que todo elemento de k se puede expresar como
@+ bw, con 0 < a,b < p. Ahora basta aplicar el teorema siguiente:

Teorema 9.12 Todo dominio integro finito es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio integro finito. S6lo tenemos que probar
que todo el elemento a de A no nulo tiene inverso. Ahora bien, si aq,...,a, son
todos los elementos de A, sin repeticiones, entonces los elementos aay, ..., aa,
son distintos dos a dos, ya que si aa; = aa;, entonces a(a; — a;) = 0, luego
a; —a; =0, luego ¢ = j. Por lo tanto, son todos los elementos de A, luego uno
de ellos es aa; = 1, luego a tiene inverso. L]

Con esto ya es facil probar:

Teorema 9.13 Sea Q(\/ﬁ) un cuerpo cuadrdtico y Z|w] su anillo de enteros
algebraicos. Si éste es un dominio de factorizacion unica, f(x) es el polinomio
minimo de w y p es un primo racional, entonces:

1. Si f(z) = (v — €)% en Z,[z], entonces p = en?, donde m = (p,w —c) es un
primo cuadrdtico que cumple w = ¢ (méd ).

2. Si f(x) = (v — &1)(x — &) en Zp[x], donde c1 # co2 (mdd p), entonces
p = mme, donde m; = (p,w — ¢;) son primos cuadrdticos no asociados
tales que w = ¢; (méd 7).

3. St f(x) es irreducible en Z,[x], entonces p se conserva primo y w no es
congruente mdodulo p con ningin entero racional.

Ejercicio: Probar que, en las condiciones del teorema anterior, si 7 es un primo
cuadréatico, el cuerpo de clases de restos moédulo 7 tiene | N(7)| elementos.

Ejemplo Vamos a estudiar la factorizaciéon de los primos racionales en el anillo
Z[\/@] Para p = 2,3 tenemos que 22 — 6 = 22 (méd p), por lo que 2 y 3 se
ramifican. Para p > 3 tenemos que A, es no nulo médulo p, luego el polinomio
22 — 6 tiene dos raices distintas médulo 6 o no tiene ninguna. Concretamente,
p se escinde si y solo si (6/p) = 1. Ahora podemos usar la ley de reciprocidad
cuadratica a través de la sexta propiedad del simbolo de Jacobi que probamos
tras la definicion 7.6. Esta nos asegura que (6/p) depende tnicamente del resto
de p moédulo 24. Esto nos permite construir la tabla siguiente:

p(méd24) [-11 -7 -5 -1 1 5 7 11
6/p | -1 -1 1 11 1 -1 -1
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Por ejemplo, si p = 1 (méd 24), tenemos que

©)-()

Sip = —1 (mdd 24), entonces, como el “denominador” del simbolo de Jacobi
tiene que ser impar y positivo, hacemos:

(£)-(2)-(G)E)-(3)--() -

Igualmente se calculan los demas valores de la tabla. Veamos un ejemplo més:
sip=—7 (mbd 24), entonces

S _(SN_ (2 (3 (Y _(2\__,
p) \17) \17)\17) \3) \3)
Asi pues, los primos racionales que se escinden en Z [\/5 } son los que cumplen
p=+1,£5 (méd 24). n

Ejercicio: ;Podemos afirmar que un primo p es de la forma p = 22 — 6y si y solo si
p=2,30p==1,+5 (méd 24)?

Ejercicio: Estudiar la factorizacion de primos en otros anillos de enteros algebraicos
con factorizacion dnica, reales e imaginarios. Tratar de formular conjeturas sobre las
clases de restos corresponden a primos que se escinden y las que corresponden a primos
que se conservan.

El caracter de un cuerpo cuadratico Vamos a introducir algunos concep-
tos que nos permitiran sistematizar el uso de la ley de reciprocidad cuadratica
para determinar el caracter de cada primo racional en un cuerpo cuadratico (es
decir, si se ramifica, se escinde o se conserva).

En primer lugar definimos el discriminante de un cuerpo k = Q(\/& ) como’

A, — d sid=1(méd4),
T l4d sid#1 (méd 4).

Notemos que asi Ay = 0,1 (mdd 4). La interpretacion de esta definicion es
que el anillo de enteros de k es de la forma Z[w], donde el polinomio minimo
de w es 1—d

f(z) =2 —d, o bien f(ac):xz—x—ﬁ—%,

y en ambos casos el discriminante de este polinomio es Ay.

1Un detalle sutil es que no hemos probado que no pueda ocurrir que k = Q(v/d) = Q(/d')
para distintos enteros d y d’ libres de cuadrados. Si esto sucediera, entonces k tendria asociados
dos discriminantes distintos. En realidad esto no puede ocurrir, y por eso es correcto asociar el
discriminante a k en lugar de a d. Lo probamos en el ejemplo tras la definicién 12.6, pero, para
el uso que vamos a hacer de los discriminantes, el lector puede considerar que hemos definido
un discriminante Ay en lugar de Ay. Lo mismo sucede con el caracter xx que definiremos
seguidamente.
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Si p es primo, la reducciéon de f(x) en Z,[x] factoriza como f(z) = (z — ¢)?

si y solo si 2 p| Ay.

En el caso de un primo impar p { Ay, tendremos que la reduccion de f(x)
factoriza como f(x) = (z — ¢ )(x — ¢2) si y solo si Ay es un resto cuadratico
modulo p o, equivalentemente, (Ag/p) = 1.

Para p = 2, si 2 1 Ay, tenemos que f(x) = 22 — x + (1 — d)/4, luego su
reduccion modulo 2 puede ser 2 +x = z(z + 1), o bien 22 4+ 2 + 1, que no tiene
raices en Zs, luego f(z) se descompone en dos factores distintos modulo 2 si y
solo si d = 1 (méd 8).

Como la condicion 2 1 Ay, requiere que d = 1 (méd 4), luego d = 1,5 (mdd 8),
la condicion d = 1 (mdd 8) es en realidad equivalente a que Ay = +1 (mdd 8)
(pues el signo negativo no puede darse), que a su vez puede expresarse en tér-
minos del simbolo de Jacobi como que (2/Ay) = 1.

Vamos a ver que el simbolo de Jacobi nos permite reunir los dos casos en
una condicién comin.

Definicion 9.14 Si k = Q(\/&) es un cuerpo cuadratico, definimos el cardcter
de k como la aplicacion
Xk - U|Ak\ — {—1,1}

dada por xx(7) = (Ag/n) = (d/n), donde el representante n de la clase de
restos se elige impar y positivo.

Siempre podemos elegir un representante impar positivo porque, si n es par
y 1 estd en Uy, | es que Ag es impar, por lo que sumando a n un miltiplo
impar de Aj podemos pasar a un representante de su misma clase que cumpla
lo requerido. La sexta propiedad del simbolo de Jacobi que probamos tras la
definiciéon 7.6 nos asegura que la definicion de xx(7) no depende de la eleccion
de dicho representante.

Notemos que el caracter x estd definido para todo cuerpo cuadratico, aun-
que su anillo de enteros no tenga factorizaciéon unica, y las propiedades del
simbolo de Jacobi implican trivialmente que xx(ab) = xx(a)xx(b).

Un poco més en general, podemos definir i : Z — {—1,0, 1} mediante
xk(n) = {Xk(ﬁ) si (n, Ag) =1,
0 en caso contrario.

Si Ay es impar, conviene observar que

6@ = (1)

2En principio, aqui hay que suponer que p es impar, porque la férmula de la ecuacion de
segundo grado no vale en cuerpos de caracteristica 2. No obstante, lo cierto es que también
es cierto para p = 2, pues si 2 | Ay, entonces el polinomio es x2 — d, que en Za es 22 o bien
22 —1 = (z —1)2, mientras que si p{ Ag, el polinomio es 2 —z = z(x — 1) o bien 2 +x + 1,
que no tiene raices.
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En efecto, tenemos que Ay = 1 (méd 4). Tomemos un entero impar m tal
que 2 +mAy > 0. Si Ag < 0, entonces |[Ag| = —1 (mdd 4) y

Xk(2) = (2 +A£Ak) - <2 +_rrlek> (2+A77];|Ak> N (W) N <|A2k|>7

donde hemos usado que, por la ley de reciprocidad cuadratica, para invertir el
segundo simbolo de Jacobi, siendo el “numerador” congruente con —1 moédulo 4,
hay que multiplicar precisamente por (—1/2 + mAy), por lo que desaparece el
primer simbolo de Legendre. Si Ay > 0 el razonamiento es mas sencillo.

Teorema 9.15 Sea k un cuerpo cuadrdtico, sea Zw] su anillo de enteros, sea
f(x) el polinomio minimo de w y sea p > 0 un primo racional. Sea f(z) la
reduccion de f(z) en Zy[z]. Entonces:

1. Si x1(p) = 0, entonces f(z) = (x — €)2, para cierto entero c.
2. Si xx(p) =1, entonces f(z) = (z — &)(x — &), donde ¢ Z cz (méd p).
3. Sixk(p) = —1, entonces f(z) es irreducible en Z,|z].

En particular, si Z|w] tiene factorizacion unica, se cumple que p se ramifica,
se escinde o se conserva primo en Zw| si y solo si xr(p) = 0,1, —1, respectiva-
mente.

DEMOSTRACION: La condicion i (p) = 0 equivale a que p | Ay, y ya hemos
visto que esto equivale a que f(z) es un cuadrado en Z,[x].

Igualmente, si p es impar, hemos probado que f(x) se descompone en dos
factores primos distintos si y solo si pt A y (Ar/p) = 1, lo cual equivale a que
Xk(p) = 1.

Para p =2y 2t Ag, tenemos que

Xk(2) = (|A2k|) ;

y también hemos probado que este simbolo de Jacobi vale 1 si y solo si f(z) se
descompone en dos factores primos distintos.

Como los tres casos son mutuamente excluyentes y hemos probado las dos
primeras equivalencias, también tenemos la tercera. La tultima parte del teorema
es consecuencia inmediata de 9.13. L]

Sillamamos clases de escision en U)a, | respecto de k a las clases de restos que
cumplen yi(a) = 1, la definicion de xj, implica inmediatamente las propiedades
siguientes (que no requieren que el anillo de enteros de k tenga factorizacion
Gnica):

1. Todo cuadrado en U)a,| es una clase de escision.
2. El producto de clases de restos en U|a,| satisface:
E-E=FE, E-N=N-E=N, N-N=EFE,

donde E significa “clase de escision” y N “clase que no es de escision’.
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3. La inversa de una clase de escision es una clase de escision.

Hay otras dos propiedades que no son inmediatas, pero que tampoco son
dificiles de probar:

N 1 sid>0,
X’“(*l)*{q sid<0.

En efecto, pongamos que d = €2/m, donde € = £1 y m > 0 es impar.
Entonces

xn(=1) = (4|d|d1> B <4|d€ 1) <4|d|2 1)j (4d7|n 1) |

Si j # 0, entonces j = 1 (pues d es libre de cuadrados), luego 8 | 4/d|,
luego en cualquier caso A
2 J
= ) =1
(7
Por otra parte,
m _ 4|d| -1 _ -1
S, I N € DV el el B RO R C e DV ) R
(4|d| - 1> (=1) m (=1) m

Por consiguiente
. €
—1 = = €.
Xk(—1) <4|d| — 1) €

El cardcter xi, toma los dos wvalores +£1, por lo que hay eractamente
d(|Ak|)/2 clases de escision.

En efecto, por la propiedad precedente podemos suponer que d > 0. Si
d = 2 es facil ver que x(3) = —1. Si d # 2 podemos tomar un primo
impar p tal que d = pm y a su vez un entero u tal que (u/p) = —1. Por
el teorema chino del resto existe un entero n > 0 tal que n = u (méd p),
n =1 (méd 4m) (pues, al ser d libre de cuadrados, (p,4m) = 1). Notemos
que (n,d) = 1.

wo= ()= () ()= () (=) (D=

Fijado un n tal que xx(7) = —1, tenemos que a — a -7 hace corresponder
las clases de escision con las que no son de escisién, luego hay el mismo
nimero de cada tipo. L]

Ejemplo Para determinar el caracter de Q(\/é ) basta calcular

w6 = (3) -1

pues con esto ya sabemos que &1 y &5 son clases de escisiéon y, como ya son la
mitad de las clases de Usg, no hay mas. [
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Es interesante observar que un fragmento de la parte final del teorema 9.15
no requiere la hipotesis de la factorizacion tnica:

Teorema 9.16 Si K es un cuerpo cuadrdtico y p > 2 es un primo racional tal
que xx(p) = —1, entonces p es primo en el anillo de enteros de K y el anillo de
clases de restos mddulo p es un cuerpo con p> elementos.

DEMOSTRACION: Sea Z[w] el anillo de enteros de K y sea ¢(z) el polinomio
minimo de w. Sea §(z) el polinomio en Z,[x] cuyos coeficientes son las clases
modulo p de los coeficientes de g(z). La hipotesis xr(p) = —1 equivale a que
d(z) no tiene raices en Z,, luego el teorema 6.1 nos da un cuerpo k en el que
d(z) tiene una raiz w’, cuyos elementos se expresan de forma tinica como a+ bw’,
con a,b € Z,. En particular k tiene p® elementos.

Consideramos ahora la aplicacion f : Z[w] — k dada por a+bw + @+ bw'.
Una comprobacién rutinaria muestra que

fla+B)=fl@)+f(6),  flaf) = f(a)f(B)

En efecto, para la suma es inmediato y, si f(x) = x? + uz + v, basta tener en
cuenta que w? = —uw — v y w'? = —w’ — 7, por lo que la regla para calcular
un producto arbitrario es la misma en ambos anillos.

Sip|a+bw, entonces p | ay p| b, luego f(a+ bw) = 0. Mas en general,
esto implica que si « = 8 (mdd p), entonces p | o — 3, luego f(a— ) = 0, luego
f(a) = £(8). )

Por lo tanto, podemos definir f : Z[w], — k mediante & — f(«), y obvia-
mente se cumple que

fla+B) = f(@)+ f(B), flaB)=f(a)f(B)
Mas atn, como f(a + bw) = @+ bw', es obvio que todo elemento de k es imagen
de algtin elemento del anillo de clases de restos Z[w],, pero éste tiene a lo
sumo p? elementos (pues todo elemento de Z|w], puede expresarse como a+ b,
con 0 < a,b < p) y k tiene exactamente p? elementos, luego necesariamente los
elementos de Z[w], se corresponden biunivocamente con los de k, luego podemos
identificar ambos anillos y, como k es un cuerpo, Z[w], también lo es.

El hecho de que Z[w], sea un cuerpo implica inmediatamente que p es primo,
pues si p | af, entonces @ - 5 =0, luego @ =0 o bien § =0, luego p | 0 p | S.

=
Ejercicio: Sea k = Q(+/26), cuyo anillo de enteros no tiene factorizaciéon unica.
Comprobar que xx(3) = —1 asi como que el anillo de clases de restos modulo 3 de

Z[v/26] es un cuerpo de 9 elementos (calculando explicitamente la tabla del producto
y comprobando que todo elemento no nulo tiene inverso).

Ejercicio: Sea k = Q(v/10), cuyo anillo de enteros no tiene factorizacion unica.
Comprobar que el anillo de clases de restos modulo 3 de Z[+/10] tiene 9 elementos,
PEro no es un cuerpo.
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9.6 Ejemplos y aplicaciones

La aplicacién mas elemental de los resultados que hemos obtenido es observar
que ahora podemos extender los argumentos dados en los capitulos anteriores
sobre los nimeros de la forma z2 + 32, 22 4+ 2y% o x? + 3y? a muchos otros
casos. Recordemos que el caso 22 — 32 es mucho mas elemental y lo analizamos
al principio del capitulo IV.

Numeros de la forma 2 — 2y? En principio, determinar si un namero n
es de la forma n = 22 — 2y? es més complicado que determinar si es de la forma
n = x2 4+ 2y2, pues en este segundo caso basta considerar todos los ntimeros
naturales 0 < y < /n/2 y ver, para cada uno de ellos, si existe un = que
cumpla la ecuacién. En cambio, en el caso n = 22 — 2y no sabemos lo grandes
que pueden ser unos valores de x e y que cumplan la ecuacion.

Sin embargo, si reformulamos el problema como el de determinar si existen
0 no enteros de Z[ﬂ ] de norma n, la respuesta es muy sencilla. Repetimos el
argumento: sea « un entero cuadratico y descompongamoslo en factores primos:

€r

— €1
a=enyt--omn,

donde los 7; son primos cuadraticos no asociados dos a dos y € es una unidad.
Entonces
N(@) = £N(my)™ - N(m7) "

Si llamamos 7y, ..., 7 a los divisores de primos racionales que se conservan, de
modo que |N(m;)| = p?, ¥ Tk41,...,7 a los divisores de primos racionales p;
que se ramifican o se escinden, de modo que | N(7;)| = p;, tenemos que

IN(a)| = p¥* - pi P -y
Vemos que un numero natural n es de esta forma si y solo si, en su descompo-
sicion en factores primos, los primos que se conservan en Z[\/ﬁ] aparecen con
exponente par o, equivalentemente, si los primos que dividen a n con exponente
impar se ramifican o se escinden en Z[v2].

Si k= Q(\/ﬁ) tenemos que Ap = 8, luego yj esta definido sobre el grupo
de unidades Ug = {£1, £3}. Sabemos a priori que xx(£1) = 1, luego las clases
+1 son todas las clases de escisién y 2 es el tinico primo que se ramifica.

Pero queda pendiente el problema del signo de la norma. En principio, si
un nimero entero n cumple que los primos que lo dividen con exponente impar
cumplen p = 2 o p = £1 (méd 8), con esto sabemos que +n = x2 — 2y2, pero
no sabemos si concretamente n es de esta forma, o sélo lo es —n.

Ahora bien, esto no es problema, pues en Z[\/i } existen unidades de norma
negativa, por ejemplo = 1 + /2. Por lo tanto, si

n=1" -2y = N(z + yVv2),

entonces

—n =N Nz +yv2) = N((1 + V2)(z + yV?2)) =
N((z+2y) + (z +y)V2) = (z +2y)* — 2(z + y)*.
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Asi pues, n es de la forma 22 — 2y si y so6lo si lo es —n y podemos concluir:

Un miimero entero es de la forma 2% —2y? si y sdlo si los primos que
lo dividen con exponente impar cumplen p =2 o p = +1 (méd 8).

Numeros de la forma z2 — 3y2 La situacion es ligeramente distinta para
el caso de los ntmeros de la forma z? — 3y*. Consideramos k = Q(v/3), cuyo
anillo de enteros es Z[\/§ ], y asi lo que queremos es caracterizar las normas de
los enteros de k. Tenemos que Ay = 12, luego xi esté definido sobre el grupo
de unidades Uyo = {£1,45} y es inmediato que las clases de escision son +1.

Exactamente el mismo argumento del apartado precedente nos permite con-
cluir que un entero n cumple que £n = 22 — 3y? si y sélo si los primos que lo
dividen con exponente impar cumplen p = 2,3 o bien p = £1 (mdd 12). Sin
embargo, ahora la cuestion del signo no puede ser soslayada.

La razon es que la unidad fundamental de k es 7 = 24++/3 y N(n) = 1, por lo
que todas las unidades tienen norma 1, y no es posible convertir una expresion
de n en la forma z2 — 3y? en otra para —n.

Por ejemplo, 3 = \/52 se ramifica, luego todos los primos de norma +3 son
asociados a m = \/§, que tiene norma —3, luego todos los primos de norma 43
tienen, de hecho, norma —3.

Similarmente, 2 = —(1 + v/3)(1 — v/3), pero los dos factores son asociados
(tienen que serlo, porque sabemos que 2 se ramifica). Dividimos

1-v3 _ (1-V3)?
AT 2+ V3,

de modo que

2=(2-V3)(1+V3)%.

Todos los primos de norma +2 son asociados a 1 + /3, luego todos ellos tienen
norma —2.

En general, si vamos calculando niimeros de la forma 22 —3y? y nos quedamos
con los primos que aparecen, obtenemos:

-2, =3, -—11, 13, =23, 37, —47,
-59, 61, -—71, 73, -—83, 97,
No es dificil conjeturar cual es la situacion:

Un primo p > 0 es de la forma p = x® — 3y? si y sdlo si cumple
p =1 (méd 12), mientras que —p = x> — 3y? si y sdlo sip = 2,3 o
bien p = —1 (méd 12).
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Podemos probarlo mediante “fuerza bruta” considerando todas las posibili-
dades moédulo 12:

2,y (m6d 12) | 0 +1 +2 +3 +4 +5 6
2méd12) [0 1 4 -3 4 1 0
3P (m6d12) [0 -3 0 -3 0 -3 0

=3 0 1 4 -3
o[ o 1 4 -3
-3|-3 =21 0

Vemos asi que si un primo p > 3 cumple p = 22 — 3y2, por una parte tiene
que cumplir p = +1 (mdd 1)2, pero la tabla precedente muestra que el signo
negativo es imposible, luego asi tenemos probado:

Un primo p > 0 cumple p = x2 — 3y? si y sélo si p = 1 (méd 12),
mientras que —p = x> — 3y? si y sdlo si cumple p = 2,3 o bien
p=—1(mdéd 12).

Con esto es facil razonar la situacion general. Dejamos al lector que justifique
la afirmacion siguiente:

Un nimero natural n > 1 es de la forma n = 22 — 3y? si y sdlo si
los primos que lo dividen con exponente impar cumplen p = 2,3 o
p = =1 (méd 12) y el nimero de los primos que cumplen p = 2,3 o
p=—1(méd 12) es par.

Ejercicio: Caracterizar los enteros de la forma n = z? — 4y

Nuameros de la forma x? — 5y2 Los enteros de esta forma son las normas
de los elementos del anillo Z[\/g ], pero hay que tener en cuenta que éste no

es el anillo de enteros del cuerpo k = Q(v/5), sino que éste es Z[w], donde
w=(1+1+/5)/2. Ademas,

N(z + yw) = 2* 4+ zy — o7,

por lo que, en principio, con las técnicas que estamos empleando, podemos
aspirar a identificar los enteros de la forma n = 22 + 2y — 2, no los de la forma
_ .2 2
n =z — dy~.
Ahora bien, observamos que todo elemento de Z[w] tiene un asociado en
Z[\/g ] con la misma norma. En efecto, basta tener en cuenta que

+3y  ao

w(r +yw) = 5 5

3xr+4 T+ 2
W2 (@ + yw) = LV,

2

de donde wi(r + yw) € Z[\/g] para algin ¢ = 0,1,2. Ademés, w? = 2 +
V5 cumple N(w?) = —1, luego multiplicando por w? si es necesario podemos
asegurar que un asociado de r + yw esta en Z [\/5 ] y tiene la misma norma.
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En otras palabras, tenemos que las normas de los elementos de Z[w] son las
mismas que las normas de los elementos de Z [\/5 ], asf como que hay elementos
de norma n si y s6lo si los hay de norma —n, por lo que el signo de la norma
no debe preocuparnos. A partir de aqui, todo es pura rutina. Tenemos que
Ay, =5, y las clases de escision en Us son 41, luego:

Un entero n es de la forma n = x> — 5y? (y también de la forma
n = x%+xy—y?) siy sdlo si los primos que lo dividen con exponente
impar cumplen p =2,5 o p = +1 (méd 5).

Nuameros de la forma z2 + 5y? Si intentamos caracterizar los enteros de la
forma n = 22 +5y? nos encontramos con una dificultad crucial, y es que el anillo
de enteros del cuerpo k = Q(ﬁ), es decir, Z[\/j5], no tiene factorizacion
unica.

Vamos a “olvidarnos” de este hecho y veamos cémo serfan los nimeros de
la forma x? + 5y? si Z[\/TE) ] fuera un dominio de factorizacién tnica. Como
A = —20, tenemos que calcular las clases de escision del grupo

Usp = {+1,+3,+7, £0}.

Una de ellas es 1 y otra 9, porque es un cuadrado, si calculamos, por ejemplo,

_ -5 1
3 = —_— = —_ = 17
w0 =(3)=(3)
concluimos que 3 también es una clase de escision, asi como 9 -3 = 7. Por lo
tanto, las clases de escision son 1,3,7,9. Por lo tanto, un ntmero natural n
“deberia” ser de la forma x% + 5y? si y sélo si los primos que lo dividen con

exponente impar cumplen
p=25 0 p=1,3,7,9 (méd 20).

Ahora contrastemos esto con “la realidad”. La tabla siguiente muestra los
primeros ntimeros de la forma x2 + 5y2:

1 4 5 6 9 14 16 20 21 24 25 29 30 36 41 45
46 49 54 56 61 64 69 70 80 81 84 8 89 94 96 100
101 105 109 116 120 121 125 126 129 134 141 144 145 149 150 161
164 166 169 174 180 181 184 189 196 201 205 206 214 216 224 225
229 230 241 244 245 246 249 254 256 261 269 270 276 280 281 289
294 301 305 309 320 321 324 326 329 334 336 344 345 349 350 356
361 366 369 376 381 384 389 400 401 404 405 406 409 414 420 421
430 436 441 445 446 449 454 461 464 469 470 480 484 486 489 500

Los primos que aparecen en la lista son el 5 (pero no el 2) y los que cumplen
p=1,9 (méd 20).

Ejercicio: Probar que un primo que cumpla p = 3,7 (mdéd 20) no puede ser de la
forma p = z + 5y°.
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Sin embargo, vemos que “los primos que faltan” si que aparecen como di-
visores de otros niimeros de la tabla. En realidad, para evitar una obviedad
tenemos que fijarnos en la parte libre de cuadrados de cada nimero (pues cual-
quier primo aparece como factor de un ntimero de la forma (kx)? + 5(ky)?). La
tabla siguiente muestra la parte libre de cuadrados de cada nimero de la tabla
anterior (en negrita estan los nimeros que ya eran libres de cuadrados):

1 1 5 6 1 14 1 5 21 6 1 29 30 1 41 5
46 1 6 14 61 1 69 70 5 1 21 86 89 94 6 1
101 105 109 29 30 1 5 14 129 134 141 1 145 149 6 161
41 166 1 174 5 181 46 21 1 201 205 206 214 6 14 1
229 230 241 61 5 246 249 254 1 261 269 270 276 280 281 1
294 301 305 309 5 321 1 326 329 334 21 86 345 349 14 &9
1 366 41 94 381 6 389 1 401 101 5 406 409 414 420 421
430 109 1 445 446 449 454 461 29 469 470 30 1 486 489 5

Esta tabla invita a conjeturar que un ntimero es de la forma x? + 5y si y
solo si lo es su parte libre de cuadrados (una implicacion es obvia, pero la otra
no). Si ahora nos fijamos en los factores primos de estos nimeros, resultan ser:

2,3,5,7,23,29, 41, 43, 47,61, 67, 83,89, 101, 103, 107, 109, 127, 149, 163, 167, . ..

Y ésta —aparte de 2 y 5— no es sino la lista de todos los primos que cumplen
p=1,3,7,9 (méd 20).

Asi pues, vemos que los ntiimeros de la forma x? + 5y? tienen su parte libre
de cuadrados formada por “los primos que deberian ser”, pero no todas las com-
binaciones de dichos primos son validas. Tal vez el lector pueda conjeturar algo
sobre qué combinaciones de primos (libres de cuadrados) dan lugar a ndmeros de
la forma 22 + 532. Por ejemplo, Euler observé (conjeturd) lo siguiente, aunque
no pudo probarlo:

Sip y q son primos tales que p,q = 3,7 (mdd 20), su producto pq es
de la forma x2 + 532.

De momento no podemos demostrar ninguna de estas conjeturas, pero re-
sulta evidente que todas ellas estan relacionadas de algiin modo con la aritmética
del anillo Z[\/—E)]. n

Una conjetura de Ramanujan Como aplicacion de la factorizacion tunica
en Q(V—?) mostramos una prueba debida a Nagell de una conjetura de Ra-
manujan:

Las tinicas soluciones enteras de la ecuacion x> +7 = 2" son:
(x,n) = (£1,3), (£3,4), (&£5,5), (£11,7), (£181,15).
DEMOSTRACION: Claramente, x tiene que ser impar, y podemos suponer que
es positivo. Supongamos primero que n = 2m. Entonces podemos factorizar
m+x)2m —2) =1,

de donde 2™ +x =7y 2™ — 2 = 1. Sumando, 2™*! =8, luego m =2, n = 4,
T =3.
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Sea ahora n impar. El caso n = 3 lleva a la solucion (1, 3). Supongamos que
n > 3.

Trabajamos en el anillo de enteros de Q(Jj? ) La descomposicion en fac-
tores primos de 2 es la siguiente:

() ()

2 2

Como z es impar, es facil ver que 247 es multiplo de 4. Tomando m = n—2
podemos reescribir la ecuaciéon del siguiente modo:

22+ 7 _

T

2m
y podemos factorizarla asi en Q(\/ —7):

(57 (=7)-(57) (57)

2 2 2 2

Ninguno de los primos de la derecha divide a la vez a los dos factores de
la izquierda, pues entonces dividiria a su diferencia, v/—7, pero las normas
correspondientes no se dividen.

Por la unicidad de la factorizacion (y teniendo en cuenta que las unidades
son *1), podemos concluir que

donde esta expresion representa a dos ecuaciones de las que desconocemos los

signos adecuados, pero, en cualquier caso, la ecuaciéon para ”T V=" debe tener a

la derecha un primo y la de === V=7 debe tener el otro, mientras que la unidad

+1 debe ser la misma en ambas ecuaciones. Al restarlas queda

= (Y (=)

Ahora probamos que el signo ha de ser negativo. Supongamos que es posi-

tivo. Llamemos a = HT V1 y b= FT V=7 Estamos suponiendo que

a™ —b"=a—0b.
Como a+b =1y ab = 2, tenemos lo siguiente:
a>=(1-0)?=1-2b+b*=1—ab>+b*=1 (mod b?)
Por lo tanto a™ = a(a?)™~1/2 = ¢ (méd b?), y asi
a—b=a"—b"=a—0 (méd b?),

es decir, b? | b, lo cual es imposible.
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Asi pues, —2™/—7 = (1 + \/77)m — (1 — \/77)m. Al desarrollar por el

teorema del binomio de Newton se cancelan los términos pares y queda
o7 =2 (T) V=T+2 <’;}> (V=T ++ 2(;”;) (V=7)™.

Sacamos factor comtn 2 y concluimos que —2™~1 = m (méd 7).

Como 2% = 1 (méd 7), es claro que si un ntimero m cumple esta congruencia,
también lo cumplen todos los congruentes con m moédulo 42.

Si examinamos todos los ntumeros entre 0 y 41, vemos que los dnicos que
cumplen la congruencia son m = 3, 5 y 13. El teorema estard probado si
demostramos que dos soluciones de la ecuacion original (en el caso que estamos
estudiando) no pueden ser congruentes moédulo 42, pues entonces las Unicas
soluciones posibles serdn n = 5, 7, 15, con las que se corresponden x = 5, 11,
181.

Supongamos que m y m' son soluciones de la ecuacion (en realidad queremos
decir que m+2 y m’ +2 lo son). Supongamos que m < m’y m =m’ (méd 42).
Sea 7! la mayor potencia de 7 que divide a m’ — m. Entonces

a™ =a"ma™ " =a™ (1> (1+ v —7)m/7m. (9.1)

Como ¢(71) = 6.7, el teorema de Fermat implica que 267 =1 (méd 7+1),
y como 6 - 7' | m’ — m, tenemos

2™ =" =1 (méd 7). (9.2)

Una sencilla induccién (en la que se usa el teorema 3.15) prueba que

(1+ ﬁ)7l =1+ 7V=T(1+Ta),

para cierto entero a.. Al elevar después a (m’ —m) /7! y desarrollar, obtenemos
que

(1+ V=)™ =1+ (m' —m)V—7 (méd 7). (9.3)

Ahora pasamos la potencia de 2 al primer miembro de (9.1), tomamos con-
gruencias moédulo 7°*1 en el anillo de enteros de Q(v—?) y sustituimos (9.2) y
(9.3), de lo que resulta

a™ = a™ + a™(m' —m)V/—7 (méd 7). (9.4)

De nuevo por induccién se prueba que a™ = Hg’iﬁ (méd 7), luego pode-

mos escribir a™ = % V=" | 7o para un cierto entero . Como 7' | m’ —m, al

sustituir en (9.4) queda

m _ m m/ —m , I+1
a™ =a"+ —o V=7 (méd 7). (9.5)
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Conjugando:
!

b = b — mQ;m\/—7 (méd 7+1). (9.6)

Pero al ser m y m’ soluciones de la ecuacion, tenemos

™ — p" — _\/j7: am/ . bm'
luego al restar (9.5) menos (9.6) llegamos a que
(m' —m)v/=7 =0 (méd 7+1).

Por lo tanto, la multiplicidad del primo v/—7 en m’ — m es al menos 2] + 1,
pero ésta ha de ser el doble de la multiplicidad de 7 (visto como primo de Z) en
m/ —m, luego la multiplicidad de v/—7 es al menos 20 + 2 y asi 7+ | m/ — m,
en contra de la eleccion de . [

9.7 El test de Lucas-Lehmer

En la seccién 6.4 senalamos que Edouard Lucas demostré que el namero de
Fermat Fg es compuesto. Previamente habia demostrado que lo mismo le ocurre
al nimero de Mersenne Mg7, en contra de lo que habia afirmado Mersenne, pero
su mayor proeza la obtuvo en 1876, cuando demostré que el nimero de Mersenne

Miyo7 = 170141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

es primo. Hasta ese momento, el mayor primo conocido era M3y, establecido por
Euler hacia méas de un siglo, y Mi27 conservaria el puesto durante 75 anos. Es el
mayor nimero cuya primalidad se ha comprobado sin la ayuda de un ordenador.
Para lograrlo utilizé6 una técnica totalmente diferente de las empleadas hasta
entonces:3

Teorema 9.17 (Test de Lucas-Lehmer) Consideremos la sucesion dada por
— _ 2
So = 4, Sn4+1 = Sy, — 2.
Sip es un primo impar, entonces M, = 2P — 1 es primo si y sélo si My, | sp—2.
DEMOSTRACION: Consideremos 77 = 241/3 y observemos que s,, = 7% +7> .
En efecto, n + 7 =4 = s¢. Si la relacion es cierta para n, entonces

Sp+1 = Si -2= (772" + 772”)2 —-2=

271.+1

on41 o
4+ 2 —2=n

3El test de Pépin que hemos visto en la seccién 6.4 es similar, pero es un afio posterior,
pues Pépin lo publicoé en 1877.

gn+1 _on+1
+n°.
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Notemos también que 77 = n~!. Veamos ahora que
M, | sp—2 siy soblo si =1 (méd Mp).

En efecto, M), | sp—2 siy solo si 2+ =0 (méd M), si y sélo si

P == (mod M),
y esto equivale a que n2” = —1 (méd M,).
Ahora veamos que 77211_l = —1 (méd M,) equivale a que M, sea primo.

Supongamos que se da la congruencia. Si M, no es primo, entonces tiene
un divisor primo ¢ < /M,. Como M, es impar, tiene que ser ¢ > 3. Sea m un
divisor primo de ¢ en Z [\/g ] Entonces

op—1

n = —1 (méd 7),

luego 7?" = 1 (méd ), luego 7 tiene orden 2P moédulo 7. Este orden tiene que
ser un divisor de el grupo de unidades del cuerpo de restos modulo 7, que tiene
orden g—1 o bien ¢?—1, en cualquiera de los dos casos 2P | ¢?—1 = (¢+1)(¢g—1).

Pero uno de los dos nimeros ¢ £ 1 tiene que cumplir ¢ + 1 = 2 (méd 4), de
modo que 2 lo divide con exponente 1, luego podemos concluir que 2P~% | g £ 1.
En particular 2771 < g + 1, luego

M,=2"-1<2¢+2-1=2¢+1<2¢+q=3q<¢%

luego /M, < q y tenemos una contradiccion.

Supongamos ahora que M,, es primo. Como p > 3, tenemos que
M, =27 —1=—1 (méd 8).

Consecuentemente,

-2 B 3
-1 = (Jw_p) = (—2)(Mp /2 (mod Mp>7

donde hemos usado las leyes suplementarias de la ley de reciprocidad cuadratica
y el criterio de Euler 5.8. Sabemos que 2 se escinde en Z [\/g] Concretamente,
simTt=1+ \/§, tenemos que

T = —2,

pero los dos factores son asociados. Concretamente,

_1-v3 (1B
14V 2

S

=-2+V3=—7,

luego
2 =nm".



9.7. El test de Lucas-Lehmer 315

Usando de nuevo el criterio de Euler:

v - 3 .
H%:(Hﬂﬁﬂ%zl+¢?451+ﬂM>W%@z1+(ﬂ{)%ﬂmMA@)

P
Pero
() (4) -
Mp 3
pues M, =27 —1 = (—1)?» —1 = —2 = 1 (méd 3). Por consiguiente, tenemos
que

M =1 -3 =7 = —n7 (méd M,),

luego mMr=1 = —jj (méd M,).
De aqui obtenemos que

1= (_2)(Mp71)/2 — (m—r)(Mrlw = (mTMp)(Mer
— g (Mp+1)(Mp—1)/2 — (ﬂMpfl)(MpH)/z - 7721’*1 (méd M,),
luego también 2" = —1 (méd M,). n

Ejemplo En la seccién 3.5 probamos que el ntimero de Mersenne M3 es primo.
Ahora vamos mostrar los calculos que hay que hacer para probar que M;; tam-
bién lo es usando el criterio de Lucas-Lehmer. Para entender el procedimiento
que emplearemos en la practica (que es esencialmente el mismo que us6 Lucas
para probar que Mjo7 es primo), consideraremos primero el caso de M5 = 31.

En general, el primer hecho esencial es que no necesitamos calcular los tér-
minos de la sucesiéon s,, que no tardan en volverse astronémicos, sino que basta
calcular sus restos médulo el M), cuya primalidad queramos investigar. Anélo-
gamente al tratamiento de los primos de Fermat que vimos en la seccién 6.4,
Lucas trabajo en base 2. Podemos partir de s; = 42 — 2 = 14 = 1110,. Para
calcular su cuadrado con el algoritmo usual de la multiplicacién, el proceso es
el principio del calculo de la izquierda:

1110 01110
x 1110 11100
1110 11001
1110 10011
+ 1110 39110
1232100 10@0110
11000100 10
+ 110 1000
1010
— 10
1000

Observemos que hemos sumado las “unidades”, “decenas”, etc. binarias para
obtener una primera representacion impropia del resultado como

12321005 =1-26+2.254+3.21 +2.23 4 1.22
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que se transforma en 110001002 sin mas que sustituir cada dos “unidades” de
un orden determinado por una “unidad” del orden siguiente:

12321002 = 12401002 = 14001002 = 30001002 = 110001002

Lucas trabajaba poniendo cuentas en una cuadricula de celdas, con lo que este
proceso es totalmente elemental en dicho contexto. Pero ahora observamos que
2P = 1 (méd M,). En nuestro caso, 2° = 1 (méd Ms), por lo que un digito 1
con valor 2° equivale a un digito 1 con valor 2°, uno en con valor 2% equivale a
uno con valor 221, etc. En la practica, esto supone que el 110 que ha quedado a
partir de la quinta posiciéon puede trasladarse al principio, con lo que el ntiimero
se reduce a 10102. Esto es s? (méd Ms) y, si le restamos 2 = 105, obtenemos

SS9 = 10002.

Ahora bien, todo este proceso se simplifica drasticamente (al menos cuando
lo realizamos con primos mayores) si tenemos en cuenta que los digitos poste-
riores al quinto pueden reducirse en cualquier momento del calculo, de modo
que nunca necesitamos trabajar con mas de cinco digitos binarios.

A la derecha hemos realizado el mismo célculo pero trasladando inmedia-
tamente cada digito que deberia ocupar una posicién posterior a la quinta.
Ademaés, en el momento de realizar la suma correspondiente a la multiplica-
cion, en lugar de sumar dos unidades, hemos puesto 0 descontando asi ya en
ese momento las 2 unidades que hay que restar para calcular s? — 2. Notemos
que, al reducir la expresion binaria impropia, hemos escrito dos cifras en posi-
ciones posteriores a la quinta, pero ha sido sblo para que el calculo quede més
claro sobre el papel. Si operamos con cuentas sobre celdas, podemos situarlos
inmediatamente en su posicién reducida.

Ahora es inmediato que s% = 10000005 = 104, por lo que s3 = 105 — 105 =0
(médulo Ms), y esto prueba que M5 = 31 es primo.

La tabla siguiente resume el resultado de aplicar este mismo proceso al caso
de M17 =131071:

n Sp |16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
0 4 1 0 0
1 14 1 1 1 0
2 194 110 0 0 0 1 O
3| 37634 10 0 1 0110 O0O0OO0OO0OO0OT1IO0
419791 0 1 1 1 0 1 1 0 0O O 1T 1 0 1 1 1
5119122771 1 1 0 1 O O 0O 1 0 1 O 1 O O 0 1
6| 66179 1 0 0 0 O O O 1 0 1 0 O O O 0O 1 1
7| 53645 11 0 1 0 001 1 0O0O0T1 101
§|122218y1 1 1 0 1 1 1 0 1 0O 1 1 O 1 O 1 O
911262201 1 1 1 0 1 1 0 1 0 O O O 1 1 O O
10| 70490 1 0 0 0o 1 0 01 1 0 1 0 1 1 0 1 O
111698591 0 0 0 o0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1
12 99581 1 0 0 O O 1 0 1 0 0 0 0O 0 0 0 1
3] 78221211 0 0 1 1 0 O O 1 1 0 O O 1 1 0 1
141130591 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 0 0
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Hemos indicado el valor en base 10 del resto de s, médulo M;i7, pero no
es necesario para el calculo. La tabla siguiente detalla los calculos necesarios
para pasar de s1g a s;1. En primer lugar elevamos sig al cuadrado, lo cual
en la practica significa permutar ciclicamente sus cifras para que el 0 final (en
negrita en la tabla) vaya quedando debajo de cada 1 de sjg. Luego sumamos
los unos de cada columna para obtener una representacién impropia de s%, en
base 2 y, de paso, restamos ya 2 unidades, por lo que en la columna de unidades
hemos puesto 2 (en negrita) en vez del 4 que habria que poner para calcular
el cuadrado. A continuacion hemos detallado el proceso de reduccion a una
expresion binaria propia. Hay que razonar de derecha a izquierda:

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

$10 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 01 0

0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 01 1 01 0 1

0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 101 01 0 0

1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 01 0 1 0 0 O

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 01 0 0 0 1 0

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1

0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 00 1 1

1 1 0 1 0 1 0 0 O 1 0 0 1 1 0 1 0

0 1 0 0O 0 1 0 0 1 1 01 0 1 1 0 1

3 5 2 4 5 4 4 4 3 7 1 4 4 4 3 3 2

1 1|45 6 3/4 56 6 5 5 5 3 89 5 5 5 56 3 4 2
1 1 1 0 0 0O 0 1 1 1 1 1 0 1 1 01 0 O
S11 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 01 1 0 1 1 1

e Las 2 unidades se convierten en 0 a cambio de convertir las 3 “decenas”
binarias en 4.

e Las 4 “decenas” binarias se convierten en 0 a cambio de convertir los 4
“millares” en 5.

e Las 3 “centenas” binarias se convierten en 1 a cambio de convertir los 5
“millares” en 6.

e Los 6 = 1105 “millares” se convierten en 0 a cambio de sumar una “decena
de millar” y una “centena de millar”, etc.

En el proceso aparecen dos digitos 1 “fuera de rango”’, que podriamos haber
puesto directamente como una unidad y una “decena’; y asi obtenemos el resto
modulo M17 de S11-

En la primera tabla vemos que si4 + 2% = 217 — 1 = M7 = 0 (méd M), de
modo que s14 = —2° (m6d M;7), luego

52, = 2% =2 (méd Myr),

luego s15 = 0 (méd My7) v esto prueba que Mi7 es primo.
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Lukas realiz6 un calculo esencialmente en estos mismos términos* para com-
probar que Mjo7 es primo, para lo cual tuvo que trabajar con nimeros de
hasta 127 digitos binarios, y calcular (médulo Mya7) 125 términos de la suce-
sion s,.

En 1883, el clérigo ruso Ivan Pervushin aplicé el criterio de Lucas para probar
que Mgy es primo, y un matematico aficionado estadounidense llamado Ralph
Ernest Powers comprobd que Mgg y Mip7 son primos en 1911 y 1914, respec-
tivamente. No fue hasta 1952 cuando el matematico estadounidense Raphael
Mitchel Robinson, con la ayuda del SWAC (uno de los primeros ordenadores
digitales que se construyeron) bati6 el récord de Lucas al comprobar (mediante
el test de Lucas-Lehmer) que Mso1, Mgor, M1 279, Maogs ¥ Maogy son primos
(y también comprob6 que todos los nimeros de Mersenne M,, anteriores para
valores de p distintos de

2,3,5,7,13,17,19, 31,61, 89,107,127, 521,607,1 279, 2203, 2 281

son compuestos.) El nimero Msog; tiene 687 cifras, pero solo fue el mayor
primo conocido durante apenas cinco anos.

9.8 Sumas de Gauss generalizadas

Caracteres de Dirichlet Observemos que el caracter xr de un cuerpo cua-
dratico k es un caracter de Dirichlet en el sentido introducido en [ITAn 7.19].

En general, podemos definir un cardcter mdédulo m como una aplicacién
X : Un — C\ {0}

que cumpla la relacion x(zy) = x(z)x(y). Cualquier aplicacion en estas condi-
ciones define otra y : Z — C mediante

_ X(ﬁ) si (m,n) =1,
(n){ 0 si(m,n)#1,

y es inmediato que Y satisface la definicion de caracter de Dirichlet dada en
[ITAn 7.19]. Reciprocamente, cada caracter de Dirichlet  en este sentido define
un caracter xy modulo m mediante x(7) = x(n), de modo que no necesitamos
distinguir x de ¥, y asi podemos ver indistintamente a un caracter moédulo m
como una aplicacion x : Z — C o como x : U,, — C.

Tal y como sefialabamos en [ITAn|, como x(1) # 0y x(1) = x(1-1) =
x(1)2, tiene que ser x(1) = 1. A su vez, si ¢ € Uy, se cumple que ¢?("™) = 1,
por lo que x(c)?™ = x(1) = 1, luego las iméagenes de un caracter no son
nimeros complejos arbitrarios, sino que tienen que ser concretamente raices de
la unidad. Recordemos también que los caracteres moédulo m forman un grupo
con el producto dado por (x¥)(x) = x(x)¥(z).

4Lucas partia de so = 3 en lugar de sg = 4, lo cual sélo es valido para estudiar nameros
M, con p = —1 (méd 4), mientras que Lehmer demostré que partiendo de sg = 4 el test es
valido para cualquier primo p. Esta diferencia no altera la complejidad computacional.
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Los caracteres de los cuerpos cuadraticos son lo que se conoce como ca-
racteres de Dirichlet cuadraticos, es decir, caracteres que cumplen x? = 1 o,
equivalentemente, que solo toman los valores 1 (y el 0 cuando los considera-
mos con dominio en 7).

Ejemplo: los caracteres médulo 8 Vamos a calcular todos los caracteres
modulo 8. Tenemos que Ug = {1,3,5,7} tiene cuatro elementos, pero no hay
raices primitivas, sino que los cuatro elementos cumplen z2 = 1. Esto se traduce
en que todo caracter tiene que cumplir x(z)? = 1, luego x(z) = 1. Teniendo
en cuenta ademés que, necesariamente, x(1) = 1, y que, como 7 = 3 - 5, tiene

que ser x(7) = x(3)x(5), tenemos solo cuatro posibilidades:

1 3 5 71
Yoll 1 1 1
11 -1 1 -1
el -1 -1 1
se |1 1 -1 —1

Observemos que

wm=(3). am=(3). dan=(2). eom=(7).

Estas representaciones en términos del simbolo de Legendre destacan un
hecho que resulta ser relevante: los caracteres € y de son “auténticos” caracteres
mobdulo 8, en el sentido de que dependen del resto médulo 8 de los ntimeros
sobre los que acttian, mientras que para calcular d(n) no necesitamos realmente
conocer el resto de n modulo 8, sino que nos basta con saber su resto médulo 4.
En el caso de xg no necesitamos saber nada de n o, equivalentemente, nos basta
con su resto médulo 1. Esto nos lleva a la nocién de caracter primitivo, que
introducimos a continuacion. n

Caracteres primitivos Observemos que sim | m’, todo caracter x modulo m
determina un caracter moédulo m’ dado por

oy | x(a) si(a,m') =1,
X(a){ 0 si(a,m')#1.

Llamaremos a x’ el cardcter inducido por x. Cuando un caracter x’ mo-
dulo m’ esta inducido por otro caracter y modulo m, sucede que el valor de
X'(a) depende en realidad del resto de @ modulo m y no del resto modulo m/.

Por ejemplo, un cardcter modulo 4 es el dado por d(n) = (—1/n), el cual
induce el caracter médulo 8 que también hemos llamado § en el ejemplo anterior.

Otra forma conveniente de verlo es ésta: si m | m’, podemos considerar la
aplicacion
Un — Up,

dada por a — a.



320 Capitulo 9. Enteros cuadraticos

Notemos que no depende del representante considerado en cada clase de res-
tos, pues si a = o’ (mdéd m'), también a = a’ (méd m). Asi, si x es un caracter
modulo m, el caracter que induce modulo m' es el que resulta de componer las
aplicaciones:

Upy — U =5 C,

es decir, el que a cada a € U, le asigna el resultado de pasar a U,, por la
aplicaciéon a — a y luego aplicar x.

Ejemplo La tabla siguiente muestra un caracter médulo 5 y el cardcter que
induce médulo 40:

Ugp |1 11 21 31 |7 17 27 373 13 23 33|9 19 29 39

Us 1 2 3 4

X 1 ; —1i -1

Observemos que, si llamamos x’ al caracter inducido, se cumple que x’(2) = 0,
mientras que x(2) = 0. Pese a ello, si sélo tuviéramos la tabla de y’, podriamos
calcular a partir de ella el valor de x(2) sin mas que observar que, en Us, se
cumple que 2 = 7, por lo que x(2) = x(7) = X/(7) = i. .

En general, si m | m/, se cumple que la aplicacion U,,, — U, es suprayec-
tiva, es decir, que toda clase de U,, admite un representante primo con m’, por
lo que tiene antiimagen en U,,/, y en consecuencia siempre podemos reconstruir
un caracter x a partir de cualquier caracter x’ inducido por él.

Para probarlo observamos que si a € U,,, por el teorema chino del resto
existe un a’ que cumple o’ = a (méd m) y ¢’ = 1 (mdd p) para todo primo p
que divida a m’ pero no a m. Entonces (a’,m’) = 1, por lo que @ € U, tiene
imagen @’ = a € U,,.

Esto implica que dos caracteres distintos en U, no pueden inducir el mismo
caracter en U,,, pues ambos diferiran en una clase de U,,, luego los caracteres
inducidos diferiran en las antiimagenes de dicha clase en Up,.

Definicion 9.18 Un caracter modular es primitivo si no esta inducido por un
caricter de moédulo menor.

El teorema siguiente es util para reconocer caracteres primitivos:

Teorema 9.19 Un cardcter x mddulo m es primitivo si y sélo si para todo
divisor propio d de m existe un entero x tal que (x,m) =1, v = 1 (mdd d) y

x(x) # 1.

DEMOSTRACION: Si x no es primitivo estd inducido por un caracter xq
modulo d, donde d es un divisor propio de m. Si (z,m) =1y 2 =1 (méd d),
entonces x(z) = xo(x) = xo0(1) = 1.
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Reciprocamente, si existe un divisor d de m tal que para todo z = 1 (méd d),
(z,m) = 1 se cumple x(z) = 1, entonces si x = 2/ (méd d) y z, 2’ son primos
con m, se cumple x(x) = x(a').

En efecto, sea Z'~1 = 7, de manera que z’y = 1 (méd m), luego también
2’y = 1 (méd d), luego zy = 1 (méd d), luego x(22'~1) = x(zy) = 1, luego
(@) = x().

De aqui que podamos definir un caracter ¢¥» modulo d mediante ¥(a) = x(x),
para cualquier z tal que (z,m) =1y z = a (mdéd d) (siempre existe tal z y
acabamos de probar que x(z) no depende de cual elijamos). Claramente, el
caracter ¢ induce a x. L]

Nota La demostracién de este teorema muestra que, en realidad, para que
X sea primitivo basta que cumpla la condicién para todo divisor d de la forma
d = m/p, donde p es un primo que divide a m, pues si y estd inducido por un
caracter xo modulo mg, donde mg divide estrictamente a m, existe un primo p
tal que dg | m/p, luego x también esta inducido por el caracter moédulo d’ = m/p
inducido por Xg, y entonces d’ no cumple la hipotesis. [

Vamos a usar este criterio (teniendo en cuenta la nota) para demostrar que
los caracteres de los cuerpos cuadraticos son primitivos:

Teorema 9.20 Los caracteres de los cuerpos cuadrdticos son primitivos.

DEMOSTRACION: Sea k = Q(\/&) un cuerpo cuadratico, de modo que X
es un caracter modulo Ag. Tomemos un primo p | Ag. Llamando Ay = Ak /p,
tenemos que encontrar un entero x tal que (z,Ag) = 1, z = 1 (mdéd Ap) y

Xk(z) = —1.

Supongamos en primer lugar que p # 2. Entonces p divide a A con ex-
ponente 1, por lo que (Ag,p) = 1. Tomamos entonces un entero s tal que
(s/p) = —1. Por el teorema chino del resto existe un entero x > 0 que cumple

z = s (mdd p), z =1 (méd 4Ay).

Claramente (z,A;) =1y

(- ()(2)-6) (&) - ()~

donde hemos usado la ley de reciprocidad cuadrética para el simbolo de Jacobi.
Notemos que si Ay < 0, entonces

2)-()()- &)

Ahora supongamos que p = 2. Sid = —1 (méd 4) y A = 4d, tomamos
x> 0tal que z = —1 (m6d 4), z = 1 (méd d). Asi tenemos que (z,Ar) =1y
también z = 1 (mdéd Ag), pues Ay = 2d y ciertamente 2 |z — 1, d | z — 1.

pues z = 1 (méd 4).
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- (2)-() - (3) ()~

donde, en el caso en que d < 0, usamos que —d = 1 (méd 4), por lo que

AN _ (LYl Z (=
r) \z r ) ld| )
Nos falta considerar el caso en que d = 2d’, de modo que Ay = 8d’. Entonces

tomamos z = 5 (méd 8), x = 1 (mdéd d'). Asi (x,Ag) = 1, z = 1 (méd Ay),
pues Ag =4d' y x =1 (méd 4), z =1 (méd d’). Ademas:

- (2)-() O ()-- ()~ .

Puede probarse que los caracteres de los cuerpos cuadraticos son todos los
caracteres cuadréticos primitivos.

Ademas:

Sumas de Gauss A cada caracter modular le podemos asignar una suma de
Gauss:

Definicién 9.21 Sea m un ntmero natural y a un nimero entero, sea y un
caracter de Dirichlet modulo m y w = €>™/™ . Se llama suma de Gauss de y a
la, expresion®

Ga(X) = Lx(r)w,

donde r recorre un conjunto completo de representantes de las clases de U,,.
Escribiremos G(x) en lugar de G1(x).

En realidad podemos definir sumas de Gauss sobre cualquier cuerpo k que
contenga una raiz m-sima de la unidad w de orden m, en cuyo caso w® recorre
todas las raices m-simas de la unidad, por lo que las sumas G,(x) son las su-
mas G1(x) que resultan de cambiar la eleccion de la raiz w. Esto hace que, al
considerar todos los valores posibles de a, la eleccién de la raiz se vuelve irre-
levante a efectos puramente algebraicos. No obstante, aqui vamos a considerar
tnicamente sumas de Gauss en el cuerpo C y elegiremos siempre w = €27/,

En estos términos, la suma de Gauss G(p) definida en la seccion 7.3 es la
suma G1(p) asociada al caracter x(n) = (n/p).

Ejemplo Vamos a calcular las sumas de Gauss asociadas a los caracteres
modulo 8 calculados en la pagina 319. Tenemos entonces que
™ ﬂ \/§
Yo ve

w:cosg—i—isenZ: 2 + 5

5En la secciéon 7.3 de [ITAl] definimos unas sumas de Gauss G(p) que son, concretamente
las sumas G1(x) que acabamos de definir, donde x(n) = (n/p) es el caracter definido por el
simbolo de Legendre.
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.

G(xo) = wH+w+w’+w’ =0,

6) = w—wtw-w =0,
Gle) = w—-w’—w 4w =8,
) = wH4wd—w—w =8

Enseguida veremos que las sumas nulas se deben a que los caracteres corres-
pondientes no son primitivos. Por ejemplo, si consideramos a § como caricter
modulo 4, entonces

G(6) =i —14% = 2i. .

El teorema siguiente es un primer ejemplo de la relevancia que tiene que un
caracter sea primitivo:

Teorema 9.22 Sea x un cardcter primitivo. Entonces

Ga(x) = x(a) G(x).

DEMOSTRACION: Sea d = (a,m) y sea m = td. Entonces w® tiene orden ¢ y
w = w* siempre que u = 1 (mdd t). Si d # 1 entonces ¢ es un divisor propio
de m y por el teorema 9.19 existe un entero u tal que u = 1 (méd t), (u,m) =1
y x(u) # 1.

Cuando r recorre un conjunto completo de representantes de las clases de U,
lo mismo le sucede a ur, luego

Ga(x) = Xr) X(ur)w™ = x(u) 32 x(r)w® = x(u)Ga(X)-

T

au

Puesto que x(u) # 1 ha de ser G,(x) = 0. Por otro lado, x(a) = 0, luego se
cumple la igualdad.

Por el contrario, si (a,m) = 1, cuando r recorre un conjunto completo de
representantes de las clases de U,, lo mismo le sucede a ar, luego

x(a)Ga(x) = Yo x(ar)w® =3 x(r)w" = G(x),

y multiplicando por x(a) = x(a)~! obtenemos la igualdad. m

La formula (7.1) admite esta generalizacion sencilla:



324 Capitulo 9. Enteros cuadraticos

Teorema 9.23 Si x es un cardcter primitivo mddulo m, entonces

|Ga(X)| = Vm.

DEMOSTRACION: Vamos a calcular de dos formas distintas la suma

m—1

S = ;O Ga(X)Ga(X)-

Por el teorema anterior es

5 ="£ X@EN@EN = 5 @GP = dm)|c00P

En cambio, si tenemos en cuenta la definicién de las sumas de Gauss:

m—1 m—1

S= 3 Yx(e)x(w ™ = x(s)x(t) X (@),
a=0 s,t s,t a=0
donde s, t recorren un conjunto de representantes de las clases de U,,. La dltima
suma vale m si s =t y en caso contrario vale

(ws—t)m -1

=0
ws—t—1 ’

pues w™ = 1. Por lo tanto:

S =3 x(s)*m = ¢(m)m.

S

Al comparar las dos expresiones resulta que |G(x)|? = m. n

No se conoce ninguna expresion explicita para G(x) cuando x es un caracter
arbitrario, pero para el caso de los caracteres cuadraticos el teorema 7.10 admite
la generalizacion siguiente:

Teorema 9.24 Si x es un cardcter cuadrdtico primitivo mddulo m, entonces

G = {z\/?n siy(=1) = —1.

Hemos expresado asi el teorema porque es su enunciado més natural, pero
aqui probaremos un enunciado equivalente. Como ya hemos senalado —aunque
no lo hemos demostrado— los caracteres cuadraticos primitivos son exactamente
los caracteres de los cuerpos cuadraticos, asi que vamos a demostrar que si xx
es el caracter del cuerpo cuadrético k, entonces

o \/Ak si Ak > 07
Glk) = {z’,/Ak| si Ag, < 0. (97)

(Recordemos la propiedad 4 de la pagina 304). Este es el resultado que realmente
utilizaremos mas adelante.

Demostraremos esta relacién reduciéndola en ultima instancia a 7.10 a través
del teorema siguiente:
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Teorema 9.25 Sean x1,..., Xn caracteres modulo my, ..., m, respectivamente,
donde los niumeros m; son primos entre si dos a dos. Sea m = mq -+ My, seaq
X; el cardcter moduno m inducido por x; y sea X = X - X»,- Entonces

Ga(x) = Ga(x1) - Galxn) x1(m/m1) - Xn(m/my).

DEMOSTRACION: Supongamos que el teorema se cumple para n = 2, es
decir, que
Ga(X1x2) = Galx1)Galx2) X1(Mm2)X2(M1).
Entonces una simple induccién sobre n prueba el caso general, pues si el teorema
es cierto para n — 1, entonces

* * * * * * m
Ga(XT " Xn) = Ga(X3 ++ Xn—1) Ga(Xn) (XT * X5m1) (1) xn(mf)
m m m

mnml) T an1(m)><1(mn) T Xn—l(mn)Xn(an)

=Galx1) - Galxn) x1(m/ma) -+ xn(m/my,).

Centrandonos, pues, en el caso n = 2, observamos que la aplicacion

=Ga(x1) " Galxn)xa(

Um1 X U7)’L2 — Um

definida como ([u], [v]) — [uma +vm4] es biyectiva. En efecto, es claro que esté
bien definida (es decir, que la imagen de un par de clases no depende de los
representantes elegidos) y ademaés la relacion de Bezout nos permite expresar
1 = xmj 4+ yma, luego todo nuimero entero n puede expresarse en la forma
n = ynmso + xnmq, luego esta en la imagen de la aplicaciéon, y como ambos
conjuntos tienen ¢(m) = ¢(mq)d(ms) elementos, cada clase de U, no puede
tener mas que una antiimagen en el producto.

Ademés, si w = cos(27/m) + isen(2mw/m), entonces
w™ =cos(2m/mq) +isen(2w/my) y W™ = cos(2m/msg) + isen(27/my).

Por lo tanto,

Ga(x1)Galx2) xa(ma2)xa(ma) = (5 (W)xa (V)™ 4™ )y (ma) s (1)

u,v

= > xa(mau)xe (mlv)wa(m2u+m1v)

u,v

= > x1(mau + myv)x2(mau + mlv)w“(m2“+m1”) =3 x1(r)xa(r)w*
-

u,v
=2 xX(Nw™ = Ga(x),
o
donde u varia en U,,,, v varia en Uy, y 7 en Up,. [

Ahora ya podemos probar (9.7). Sea k = Q(\/& ) y consideremos en primer
lugar el caso en que d =1 (mdéd 4), con lo que Ay = d.



326 Capitulo 9. Enteros cuadraticos

Pongamos que d = p; -+ - p, y sea p; = %p; con el signo adecuado para que
pf =1 (mdd 4). Entonces d = +pj - - - p, pero al tomar restos modulo 4 vemos
que el signo tiene que ser positivo, es decir, que d = pj - - - py. Entonces

= (3)-(3) (5)- () ()

En efecto, si p; > 0 es inmediato por la ley de reciprocidad cuadratica para
el simbolo de Jacobi, y si pf < 0 entonces p; = —1 (mdéd 4), luego

(5)-()6)-(2)

porque para aplicar la ley de reciprocidad cuadratica hay que anadir precisa-
mente el signo (—1/n). Esto significa que xx = x] -+ x5, donde x;(n) = (n/p;).
Por el teorema anterior:

G(xr) = G(x1) - Gxr)x1 (| Akl /p1) - X (|1AkI/Pr).

Sea s el namero de primos p; = —1 (mdd 4). Entonces, el teorema 7.10 nos da

que
|d|/p1 |d|/pr Pi
Gou) = v+ v (12 VBT (2
pr oy pz
i#j
Por la ley de reciprocidad cuadratica, los factores iguales a —1 son los corres-
pondientes a los s(s — 1) pares de primos p; = —1 (mdéd 4), luego

G(xk) = is\/IAkI(—l)S(S’”/2 =T Ak] = VA,

pero si s es par, entonces s° = 0 (méd 4), luego i =1 v Ay > 0, mientras
1 (méd 4), luego i = y A < 0, luego la

que si s es impar, entonces s2 =
conclusion es precisamente (9.7).

Supongamos ahora que d = —1 (mdd 4), con lo que Ax = 4d. Entonces,
el cuerpo cuadratico Q(\/ —d) tiene discriminante A* = —d =1 (méd 4), y ya
tenemos probado que su caracter x* cumple lo requerido. Ademés Ay = —4A*

v =)= (Z5) = (F) () = o

donde x1(n) = (=1/n) y x2 es el caracter del cuerpo Q(v/A*), para el que ya
tenemos probado el teorema. El teorema anterior nos da que

G(xr) = G(x1)G(x2)x1(|A™)x2(4) = 2iG(x2)x1(|A"]),

donde hemos usado que ya habiamos calculado G(x1) = 2i. Si Ag > 0, entonces
A* <0y |A* = -1 (méd 4), luego

G(x) = 2i-iV/]A*](=1) = VA

En cambio, si Ay < 0, entonces
G(x) = 2iVA* - 1 = iy/|Agl,

como habia que probar.
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Supongamos finalmente que d es par, digamos d = £2A*, donde el signo lo
elegimos de modo que A* =1 (mdd 4). Entonces A, = £8A* y

wm= (22 = (2)(5) = awm.

donde x1(n) = (£2/n) y x2 es el caracter del cuerpo Q(v/A*), para el que ya
tenemos probado el teorema. El teorema anterior nos da entonces que

Gla) = Gha)Ghea(lATed) = ¢ha)6e) (|§2|> <|A2|)

= G(x1)G(x2) (éi) .

Sabemos que

(VB siA/AF >0,
Gha) _{\/éz‘ si A:/A* <o, G0

VA* si A* >0,
VIA*i st A* < 0.

Distinguiendo los cuatro casos posibles segtn los signos de Ay y A* obtene-
mos que G(x) cumple siempre (9.7). n

Nota De la demostraciéon anterior se desprende un hecho que necesitaremos
més adelante: si Ay es par, entonces

Xke(n+ Ag/2) = —xk(n).

En efecto, en la prueba hemos visto que xr = x1x2, donde x1(n) = (—=1/n)
cuando Ay = —4A* o x1(n) = (£2/n) cuando Ay = £8A* y X2 es el cardcter
del cuerpo Q(\/E)

En ambos casos Ay /2 es multiplo de A*, luego x2(n+Ay/2) = x2(n). Basta
probar que x1(n 4+ Ag/2) = —x1(n).

Si Ap = —4A*, con A* =1 (mé6d 4), entonces Ag/2 = —2A* = 2 (méd 4),
mientras que si Ay = £8A*, con A* =1 (méd 4), entonces A* = 1,5 (méd 8)
y en ambos casos Ay/2 = +£4A* = 4 (méd 8), y todo se reduce a comprobar
que x1(n 4+ 2) = —x1(n) en el primer caso y x1(n+4) = —x1(n) en el segundo
caso.

Concretamente, llamando 0, € y de a los tres caracteres posibles (véase el
ejemplo de la pagina 319), en el primer caso basta observar que 6(3) = —d(1),
y en el segundo

€(5) = —€(1), €(T) =—€(3), (66)(5) = —(de)(1), (d€)(7) = —(d€)(3).






Capitulo X

Fracciones continuas

Henry Dudeney fue un matematico britdnico famoso por sus acertijos mate-
méticos. En una de sus colecciones de “diversiones matemaéticas” (publicado en
1917) afirmo que el rey Harold II de Inglaterra, que en 1066 se enfrenté al ejército
normando de Guillermo el Conquistador en la batalla de Hastings, contaba con
61 divisiones de soldados que formaban dispuestas en cuadrados idénticos, pero
que formaban uno solo (un tnico cuadrado) cuando se unia a ellos su general.
El acertijo consistia en averiguar cuantos soldados tenia Harold.! Equivalente-
mente, se trata de encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon 61y? +1 = 22
0, equivalentemente:

z? — 61y =1.

Se trata de un ejemplo de ecuaciéon de Pell, y en este capitulo veremos
como resolver cualquiera de ellas. La ecuacion de Pell esta relacionada con las
unidades de los cuerpos cuadraticos reales, como ilustra el ejemplo siguiente:

Numeros triangulares cuadrados Vamos a abordar el problema siguiente:
Encontrar los numeros que son a la vez triangulares y cuadrados.

Es facil ver que un nimero m es triangular si y solo si 8m+1 es cuadrado, asi
que se trata de encontrar todos los niimeros naturales (no nulos) y? que cumplen
8y2 4+ 1 = 22, para cierto ntimero natural . Por lo tanto, el problema equivale
a encontrar las soluciones naturales de la ecuacion de Pell 22 — 8y? = 1, pues es
obvio que cualquier soluciéon cumplird que z = 2m + 1 es impar. A su vez, esto
equivale a encontrar las soluciones de la ecuaciéon 2 — 2y? =1 con = 2m + 1
impar e y = 2n par. Pero esto ultimo equivale a encontrar las unidades de,
anillo Z[ﬁ } de la forma

e=(2m+1) + 2nV2.

1El lector debe tener presente que — a pesar de la ambientacion histérica del problema—
la respuesta no es nada realista, por eso en algunas versiones del problema el nimero de
divisiones se reduce a 13.

329
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(En realidad queremos también que n > 0.) Sabemos que la unidad fundamental
de este anillo es 7 = 1++/2, luego las soluciones que buscamos seran de la forma
€ = 2 +yv2 = n*, para los exponentes k que hagan que y sea par (notemos que
tiene que ser k > 0, pues si k£ < 0 obtenemos los conjugados de las soluciones
con k > 0, que tienen la y negativa). La tabla siguiente muestra las primeras
potencias de n:

k| 1 2 3 4 5 6
FI1+vV2 3+42V2 7+5V2 174122 414292 99 + 70v/2
m — 1 — 8 — 49
n| - 1 - 6 — 35

De aqui obtenemos los ntimeros triangulares cuadrados 12, 62 y 352. Teniendo
en cuenta que

(x4 yvV2) (1 4+ V2) = (z + 2y) + (z + y)V2,

es facil ver que ¥ tiene el coeficiente de v/2 par si y solo si k es par, por lo que las
soluciones que buscamos vienen determinadas por las potencias de 1> = 34+2v/2.
Explicitamente:

(z +yV2)(3+2V2) = (3z + 4y) + (22 + 3y)V2,

por lo que si tenemos unos valores de m y n que satisfacen la ecuacion de partida,
correspondientes a x = 2m + 1, y = 2n, los siguientes corresponderan a

2’ =302m+ 1)+ 8n=6m+ 8n + 3, y' =2(2m+1)+6n=4m+ 6n+ 2,
que a su vez corresponden a

6 8 3-1 4 6 1

gy = SRS o o dmAbntl
2 2

La conclusion es que los pares (m,n) tales que el m-simo namero triangular

coincide con el cuadrado n-simo pueden obtenerse recurrentemente partiendo
de (mg,ng) = (1,1) mediante la relacion

=2m+3n+ 1.

(mi+1, ni+1) = (3m1 + 4TL2 + ]., 2m2 + 3TLZ + ].) .
Ejercicio: Encontrar con la ayuda de un ordenador (mediante una busqueda) el
menor nimero de soldados que podria tener el ejército del rey Harold si se cumplieran
las condiciones indicadas por Dudeney.

En el capitulo anterior probamos la existencia de unidades fundamentales
de los cuerpos cuadraticos a partir de un teorema de Dirichlet de aproximacion
diofantica. Sin embargo, el argumento no es nada eficiente a la hora de encontrar
soluciones explicitas. Aqui vamos a proporcionar una técnica de aproximacion
diofantica mucho més eficiente que nos permitira resolver cualquier ecuaciéon
de Pell y calcular la unidad fundamental de cualquier cuerpo cuadrético real.
Antes planteamos un problema que puede resolverse con dicha técnica, por si el
lector quiere pensarlo previamente:
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Ejemplo En una clase de menos de 100 alumnos, el 67.19% ha aprobado un
examen (el porcentaje ha sido redondeado al decimal exacto mds prozimo con
dos cifras decimales). Determinar cudntos alumnos han aprobado y cudntos han
suspendido.

10.1 Desarrollos en fracciéon continua

Sabemos —y es bien sabido— que todo nimero real, como
m = 3.141592653 . . .

puede aproximarse con precision arbitraria por niimeros racionales, por ejemplo,
por los que resultan de truncar su desarrollo decimal (o en cualquier otra base):

3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159,...

Si retenemos n cifras decimales obtenemos una aproximacion con un error de a
lo sumo 10~". Esto supone aproximar un nimero real o mediante un niimero
racional p/q (donde ¢ = 10™) de modo que

D 1
oa——| < —.
q q

Sin embargo, el teorema de Dirichlet 9.9 nos dice que, para todo M > 0, pode-
mos aproximar « mediante un nimero racional p/q tal que 0 < g < M y

Vamos a ver como encontrar facilmente aproximaciones diofanticas que cum-
plan esta condicién.

Definiciéon 10.1 Partamos de una sucesiéon de niimeros enteros ag, a1, ds, . . .,
todos positivos salvo quizéa el primero. Llamaremos

l[ao] = ao,
l[ag,a1] = ao+ —,
ai
1
lao,a1,a2] = ag+ —7,

ai + as

1
lao,a1,az2,a3] = a9+ —75—,

ay + T

CLQ-’-a—g
etc.
En general tenemos definido el namero racional [aq, . . . , a,] para todo n, que

es no nulo si n > 1. Una definicién formal se da por recurrencia de derecha a
izquierda, es decir:

To = Qpn, Titl :ani(i+1)+1/$i7 [ao,...,an] = T,.
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Ejemplo Para calcular

1 173
51,332 =54+ —— = —>
| S e e
3+3
podemos empezar por el 2:
1 7 1 23 1 30 1 173
2334 - =- 34— =" l4—— =" 54— ="
TeTy Tt I T T o3m T 23 7 T 30/23 T 30
|
Las expresiones [ag, - . . , ay] se llaman fracciones continuas (finitas).?

A continuacion vamos a ver que este método no es el mas conveniente para
calcular fracciones continuas, sino que es mucho mas préctico calcular las frac-
ciones sucesivas

B, [5,1], [5,1,3], [5,1,3,3], [5,1,3,3,2],
dado que existe una relacién recurrente muy simple para calcular cada una de
ellas a partir de las dos anteriores.

En general, llamaremos r,, = [ag, . . ., Gn] = Pn/qn, donde p, y ¢, son enteros
primos entre si ¢, > 0 (convenimos que si ag = 0, entonces pg = 0, go = 1).

Teorema 10.2 Con la notacion anterior:
po=4ap, Go=1, p1=aea1+1, q =ai,
Pn = GpPn—1 + Pn—2, Qn = QnQn—1 1+ Qn—2-

DEMOSTRACION: Los casos n = 0,1,2 se comprueban directamente. Hay
que probar que los valores dados por las formulas (en estos tres casos) son
realmente primos entre si, pero esto se ve facilmente por los métodos usuales.

Supongamoslo cierto para n — 1 > 2 y probémoslo para n. Definimos los
enteros primos entre si
p—f:[al,...,aj+1], j:O,1,2,...
J

Por la hipoétesis de induccién aplicada a n — 1 se cumplen las férmulas

p%71 = a’ﬂp'/n,—Q +p;l,3, Q;Lfl = anq'iz72 + Q;FS' (10.1)
p . q/.
Por otra parte =L = ag + 371 , luego
q; P
pj = aop}_l + qs'—l’ a; = p;‘—p (10.2)

20bservemos que el adjetivo “continua” no debe entenderse en relacién con ninguna clase
de “continuidad”, sino en el sentido de “fracciones repetidas”.
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donde hemos usado que si (p}fl,qg;l) = 1, los valores que dan estas formu-
las también son primos entre si. Haciendo j = n en (10.2) y usando (10.1)
obtenemos

o = ao(anp)_o +Pr_3) + (ang,_o + ¢, _3)
= anlaop,_o+ q,_2) + aopy_3+ q,_3,
qn = an‘];L—Q + q'/n—3'

Aplicando (10.2) con j =n — 1y n — 2 se deduce

Pn = QpPn—1 + Pn-2, Qn = nQn—1 + qn—2-

En la practica, en lugar de recordar la definicién de p; y ¢1, es 1til observar
que éstos pueden calcularse con la formula general para p, y ¢, si convenimos
en definir p_; =1, g1 =0.

Ejemplo Calculemos de nuevo

1 173
[5,1,3,3,2] =5+ —T = 5
n|—1/0 1 2 3 4
a, | —1[5 1 3 3 4
Dn 115 6 23 75 173
qn o1 1 4 13 30
Observemos que
5 < 23 < 173 < 75 <
T = — To = — T = —— T = — T = —
TIP3 T .
Ejercicio: Calcular [4,1,8,30,1, 3] y ordenar los ntimeros ro, ..., 7s.

La ordenacién que estamos observando en los ntmeros racionales r; que
resultan de ir prolongando una fraccién continua no es casual, sino que es una
consecuencia sencilla del teorema anterior. Este muestra claramente que las
sucesiones p, v ¢, son estrictamente crecientes y ademaés:

Teorema 10.3 Con la notacion anterior, ppGn+1 — Pns1Ggn = (—1)"*1 o, lo
que es lo mismo: 1y, — 11 = (—1)" " /gnqni-

DEMOSTRACION: Claramente

Pndn+1 — Pn+149n = pn(an-i-lCIn + q”—l) - (an-l—lpn +pn—1)Qn
Pndn—1 — Pn—19n = _(pnflqn - annfl)v

y como poq1 — p1do = apai — (apa; + 1) = —1, se cumple el teorema. -
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Esto implica que si tomamos una sucesion infinita ag, a1, as, ... de nimeros
enteros positivos (salvo a lo sumo el primero, que puede ser negativo) y va-
mos calculando los ntimeros racionales r, = [ag, ..., a,], éstos estaran siempre
dispuestos asi:

To <Tro < rg <rg<---<r7<rs5<rg<ri,
pues, por una parte,

Tn+2 = Tn =Tn+2 = Tntl + Thtl —Tn = (_1)n+1/QH+1Qn+2 + (_1)n+1/qnqn+1v

luego la sucesion {ra,} es creciente y {ro,,+1} es decreciente y, por otra parte,
cualquier 79, es menor que cualquier ry,,+1, pues, si por ejemplo n < m, tenemos
que

Ton S Tom < T2m+1,

ya que el teorema anterior nos da que 72, — rom+1 < 0, y si es m < n, entonces

Ton < T2n+1 < T'2m+1-

Ahora podemos aplicar la completitud de R para concluir el siguiente resul-
tado fundamental:

Teorema 10.4 Con la notacidn anterior, existe un unico numero real « tal que
rg <To <rg <rg<---0---<r7<r5<rg<ry.

DEMOSTRACION: Basta considerar el conjunto A de todos los niimeros reales
que son menores que algin r; y el conjunto B de los que son mayores o iguales
que todos ellos. Es claro que todo elemento de A es menor que todo elemento
de B, y que entre ambos conjuntos cubren todo R. Ademés A no puede tener
un maximo elemento, luego, por completitud, B tiene que tener un minimo
elemento «. Obviamente « cumple lo requerido, pero falta justificar que es el
anico.

Si hubiera dos, digamos a < 3, entonces, para todo n, se cumple que

1 1

0<B_a<7’2n+1_7ﬂ2n:7 —-
Anqn+1 qn

El hecho de que ¢, sea una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales
implica claramente que n < g, (si el lector no lo reconoce como inmediato, puede
probarlo facilmente por induccion), por lo que

11
0<B-a<—<-—,
n n

para todo n > 0, y esto contradice la propiedad arquimediana de R. L]

Ahora podemos extender el concepto de fraccién continua:
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Definicion 10.5 La fraccion continua asociada a la sucesion finita de niimeros
enteros ag,...,a, (todos positivos salvo a lo sumo ag) es el namero racional
[ag,...,an]. La fraccion continua asociada a una sucesion infinita {a,}22, en
las mismas condiciones es el ntimero real o dado por el teorema anterior, al que
representaremos en la forma

1
[ag,al,ag,...]:ao+7_~_ 1
a1 as+-L+
Las fracciones continuas finitas r, = [ag, ..., a,] se llaman convergentes de

la fraccion continua infinita o = [ag, a1, az, . .. ].

Vamos a probar que, al igual que todo nimero real admite un desarrollo
decimal, también admite un desarrollo en fraccién continua, de modo que los
convergentes seran aproximaciones racionales alternativas (y veremos que —en
general— mucho mejores) a los desarrollos decimales truncados.

Para ello conviene observar que la definicion 10.1 vale igualmente aunque los
nimeros a; no sean enteros, simplemente bajo la hipotesis de que todos menos el
primero sean positivos. Vamos a considerar inicamente expresiones de la forma
[ag, a1, ..., an—1,x], donde todos los a; son enteros no nulos (menos el primero)
y « > 0 es un namero real. Por ejemplo,

[ ] 1 [ ] 1 [ ] 1
ap, x| =ag+ —, lag,a1,x| =a9+ ——, |ag,a1,00,] =a9g+ ——.
0 0 0, a1 0 i1 0,01, a2 0 ; 1

x a2+%
Observemos que la funciéon [ag, 2] es decreciente (es menor cuanto mayor
es x), lo que a su vez implica que [ag, a1, x] es creciente y a su vez [ag, a1, ag, 2]
es decreciente, y asi sucesivamente. En general, la funcion [ag,...,an,,x] es
creciente si n es impar y decreciente si n es par.

Tomemos un numero real arbitrario, por ejemplo o = 7w = 3.141592653 . . .

Definimos ag = o y ag = E[a] (en nuestro caso ag = 3). Si @ = ap, entonces
a = [ag] ya es un desarrollo de « en fraccion continua. En caso contrario
ap < a <ag+1,luego 0 < o —ag < 1y podemos definir oy = 1/(cg — ap) > 1.

En nuestro caso .

T™—3

= 7.062513306 . . .

a1 =

Ademas,

1
[ao] = ao <a:ao+a—a0=ao+; = [ag, a1].
1
Definimos ahora a; = Ela;] > 1. Si a; = a1, ya tenemos el desarrollo en
fraccion continua o = [ag, a1]. En caso contrario (como sucede en nuestro caso:
ay = 7) tenemos que a; < ag < aj + 1, luego 0 < a3 —a; < 1y podemos definir
as =1/(aq —aq) > 1. En nuestro caso

1
g = —— = 15.99659441 . ..
a1 — 7
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Asi

e <oy =a;+oy—a =a; +—,
Qg

luego, por la monotonia de [ag, a1, 7],

1
a = lap, 1| =ap+— =ap+
[ ] Qg (11—|-(%2

= lag, a1, az] < [ao, a1].
En total tenemos que
lao] < a = [ag, a1, az] < |ag, a1].

Nuevamente definimos as = Elag] > 1. Si ag = ag obtenemos el desarrollo
a = lag,a1,az2] ¥y, en caso contrario tenemos que as < as < ag + 1, luego
0 < ag —as < 1y podemos definir a3 = 1/(as — a2) > 1. En nuestro caso

- =1.003417231. ..
3T s —15

Asi
a2 < g =ag + Q2 — a2 =ag + —,
as
luego, por la monotonia de [ag, a1, an, ],
1
a = lag, ar, @] = ap+—— = ap+———5— = [ao, a1, az, az] > [ag, a1, az].
1T 5 3 o
2 azto;

En total tenemos que
lao] < [ao,a1,a2] < a = [ag, a1, az, az] < [ag, aq].

Es claro entonces que si, partiendo de g = «, ag = E]a], vamos calculando

ant1 = E[1/(an — ay)], ant1 = Elan 1],
o bien llega un momento en el que a;,, = a,, en cuyo caso o = [ag, ..., a,], O
bien esto no sucede nunca, y entonces o = [ag, ..., an,ay] para todo n, y o es

mayor o menor que 7, segin si n es par o impar, con lo que
ro <To <rg <rg<---Q---<r7 <715 <r3<ry,
y esto significa, por definicién, que a = [ag, a1, as, . . ]
Con esto hemos probado lo siguiente:

Teorema 10.6 Todo nimero real o admite un desarrollo en fraccion continua
(que puede ser finito o infinito)

o = [ag, a1, az, .. .|

Concretamente, los coeficientes a; pueden calcularse junto a las “colas” Q. COMO
) 7 (2
o Q, ag E [Ck] )

AUpt1 = E[l/(an - an)]7 Ap4+1 = E[an—l—l]a

de modo que la sucesion termina si o, = ay. Ademds, o = [ag, ..., Gn, Qpi1].



10.1. Desarrollos en fraccion continua 337

La fracciéon continua de @ Para a = m hemos obtenido los primeros térmi-
nos del desarrollo:

r=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,.. ]

Si el lector sabe que 7 es irracional, entonces sabe también que su desarrollo
en fraccién continua es necesariamente infinito, ya que las fracciones continuas
finitas son ntimeros racionales.

Es interesante observar las aproximaciones racionales de 7w que proporciona
su fracciéon continua:

n|{—-1(0 1 2 3 4
an | — 13 7 15 1 292
Dn, 113 22 333 355 103993
qn 0|1 7 106 113 33102

Vemos que los primeros convergentes son las aproximaciones que obtuvimos en
el capitulo anterior:

22 333 355
— =3.1428. .. — =3.141 — =3.1415929.. ..
- 3.1428. .., 106 3.141509, 113 3 5929
El siguiente es
103993
= 3.1415926530. ..
33102

que aproxima a m con error menor que una milmillonésima. En el capitulo
anterior obtuvimos las tres aproximaciones anteriores por el procedimiento que
usamos para probar el teorema 9.9, lo cual requiere calculos muy laboriosos,
mientras que ahora las hemos obtenido por un proceso que podemos llevar a
cabo en unos segundos con una simple calculadora.

La fraccién continua de e Por ejemplo, para calcular el desarrollo en frac-
cién continua del ntmero e = 2.71828182845905. .. s6lo tenemos que ir calcu-
lando:

Qo a
2.71828182845905
1.39221119117733
2.54964677830384
1.81935024359808
1.22047928564544
4.53557347608674
1.86715743898796
2.15319312853624
6.52770793021197

(cada v, resulta de restarle la parte entera al anterior y calcular el inverso) de
modo que

O U R WD = O
== = = N = NS

o
(=)

e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,.. ]

Ejercicio: Calcular los primeros convergentes del nimero e.
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La fraccién continua de v/2 Observemos ahora que de (v2—1)(v2+1) = 1
se sigue que
1
V2=14——.
142
Si llamamos o = 1 + /2, tenemos que o = 2+ 1 = [2,a]. Por otra parte
sabemos que a = [2, 1], luego tiene que ser @ = 1. Asi pues, al calcular el

desarrollo en fraccion continua de o obtenemos siempre «,, = aq y, por lo tanto
an, = ag = 2. La conclusion es que

1+v2=102,2,2,..]

luego

V2=11,2,2,2,.. ]

Esto nos da una demostracion alternativa de que V/2 es irracional:
Teorema 10.7 Las fracciones continuas infinitas son ndmeros irracionales.

DEMOSTRACION: Con la notacién anterior, supongamos que una fraccién
continua infinita es un ndmero racional o = p/q (con p y ¢ primos entre si).

Como la sucesion g, es creciente, existe un n tal que g < ¢, +1. Puesto que «
esta entre r, y rp41, se cumple que |a— 7, | < |y — Tnp1] = 1/qngnt1 < 1/gngq.

Pero por otro lado |a — ryu| = |p/q — pu/an| = [Pgn — apul/@na = 1/ana,
puesto que p/q # pn/qn, luego |pg, — qpn| > 1, contradiccion. "

Fracciones continuas de ntimeros racionales Es interesante observar que
cuando calculamos los coeficientes del desarrollo en fracciéon continua de un
ntmero racional hacemos los mismos calculos que para aplicar el algoritmo de
Fuclides. En efecto, consideremos de nuevo el caso

4070
113626
8| 444
6 74

0

que pusimos como ejemplo en la secciéon 2.1 y comparémoslo con el calculo del
desarrollo en fraccion continua de ap = 4070/3626. En el calculo anterior, el 1
surge de que

4070 = 3626 - 1 + 444,

pero esto implica que ap = EJag] = 1. Ademas

1 1 3626
@1 = Zo70 = Tz — )
3626 1 3626 444
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por lo que podemos volver a empezar, para concluir que, por los calculos del
algoritmo de Euclides, a; = 8, as = 6 y en este punto termina el desarrollo, de

modo que
4070

3626

=[1,8,6] =1+

8+3¢

Ahora bien, observemos ahora que

4070 1 1
e = (18,6 =14+ —5 =1+ —
3626 8+1 8+ 511

=[1,8,5,1].

Esto es claramente un caso particular de un hecho general:

Toda fraccion continua finita que no acabe en 1 se puede alargar
restando 1 a su ultimo término y anadiéndo un coeficiente 1 y, reci-
procamente, toda fraccion continua que termine en 1 se puede reducir
sumando el ultimo 1 al coeficiente precedente.

Por lo tanto, cada namero racional admite (al menos) dos desarrollos distin-
tos en fraccidon continua. No sucede lo mismo con los ntumeros irracionales.

Teorema 10.8 Todo nimero irracional admite un inico desarrollo en fraccion
continua.

DEMOSTRACION: Supongamos que dos sucesiones definen la misma fracciéon
continua [ag,a1,... | = [bo,b1,... ]. Entonces a9 < [ag,a1,...] < ag+1e
igualmente con la otra fraccion. Como ésta es irracional no se dan las igualdades,
luego ag = E([ao,al, . ]) = E([bmbl, . ]) =by.

Ahora bien, es claro que

1 1
ceQp] = _— bo,b1,...,bp] =bg + ———,
ao, a1, ..., an] a0+[a1,...,an} [bo, b1 ] 0+[b1,...,bn}
luego [a1,...,an] = [b1,...,b,], para todo n, de donde se sigue que
[01,02,...]:[1717172,...].

De aqui se sigue a su vez que a; = by y, continuando asi, llegamos a que todos
los coeficientes coinciden. ]

Una variante de la prueba del teorema anterior muestra que cada niimero
racional admite anicamente dos desarrollos en fraccién continua.

Aproximaciones diofanticas El teorema 10.3 afirma que |r, — rnq1| =
1/¢nqn+1 para cualquier par de convergentes consecutivos de una fracciéon con-
tinua. Puesto que la fraccion continua « se halla entre ambos, tenemos que

|Oé - Tﬂ' < 1/Qn(Zn+1 < 1/q'?r
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Esto significa que los convergentes son buenas aproximaciones de sus limites.
Podemos mejorar ligeramente este hecho observando que

loo = rn| + | = roga] = |10 — rpga| = 1/ qngna-

Cualquier par de niimeros reales distintos cumple zy < (22 + y?)/2, concluimos
que

o= 7ol +1 < 57+ 52

a—r oa—rpr1| < =— + ——.

! ! 2¢3  2q544
Esto prueba que de cada dos convergentes consecutivos de un ntmero irra-

cional a, uno de ellos, p/q cumple |a — p/q| < 1/2¢%. El resultado principal que
necesitamos es el reciproco de este hecho.

Teorema 10.9 Si « es un nidmero irracional y p, ¢ son naturales primos entre
si tales que |a — p/q| < 1/2q¢?, entonces p/q es un convergente de «.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que si p y ¢ son enteros cualesquiera
tales que 0 < ¢ < gn11, entonces |qa — p| > |gna — p,|. Esto significa que el
convergente n-simo es la mejor aproximacién racional de o con denominador
menor que ¢p4+1.

En efecto, consideramos el sistema de ecuaciones

UPp, + VUPn+1
¢ = Ugn+Uqny1

Por el teorema 10.3, se cumple que ppgni1 — Pnt1¢n = (—1)"*1, de donde
se sigue que el sistema tiene una soluciéon entera, dada por

u=(=1)""gns1p — Pnt19),  v=(=1)"""(Png — gnp).

Como 0 < ¢ < @nt1, Se ha de cumplir u # 0 y en el caso en que v # 0
entonces u y v tienen signos opuestos, y asi

‘qa - p| = |(UQH + UQn+1)O‘ - (upn + Upn+1)|
= |u(gna — pn) + V(@410 — Pry1)| = |gnoe — pul.

Ahora, en las hipotesis del teorema, tomamos un n tal que ¢, < ¢ < gp11-
Entonces
p
q

Pn
n

q dn

’p Pn

aq — agn — 1 1
_ lag=p|  lagn pn|<(+>|aq_p|.
q an qa q

n

Como q > ¢, y |ag — p| < 1/2q, concluimos que

[Pan = apnl _ L,
q4n qqn
y como el numerador es entero, ha de ser 0, luego p/q es el convergente n-simo.
u
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El teorema anterior vale también si &« = r/s > 0 es un namero racional
(donde (r,s) = 1) si suponemos ademas que 1 < g < s, pues asi s es el de-
nominador del ultimo convergente de «, luego existe igualmente un n tal que
Gn < q < Gn+1, vy toda la prueba vale igualmente. Esta observacion nos permite
resolver el problema que habiamos planteado justo antes de esta seccion:

Ejemplo FEn una clase de menos de 100 alumnos, el 67.19% ha aprobado un
examen (el porcentaje ha sido redondeado al decimal exacto mds prozimo con
dos cifras decimales). Determinar cudntos alumnos han aprobado y cudntos han
suspendido.

SOLUCION: Sea A el namero de aprobados y T el total de alumnos. Nos

dicen que

1004
—— =~ 67.19.
T 67.19

Maés precisamente,

6719 100A 1
_ < ,
102 T |~ 2-102
pues todo ntimero real dista a lo sumo 1/(2-10?) de un decimal exacto con dos
cifras decimales. Equivalentemente

‘6719 A‘< 1 1

0t T|S2.10f < or2

pues la tltima desigualdad equivale a 272% < 2 - 10%, que se cumple, ya que
T < 100. El teorema anterior (con la observacion posterior) implica que A/T
es un convergente de

6719
104

El desarrollo en fraccién continua se obtiene con el algoritmo de Euclides:

6719
10000
6719
3281
157
141
16

13

3

1

0

=10,1,2,20,1,8,1,4, 3]

Wk P00~ ONFO

A su vez de aqui obtenemos los convergentes:

n|-1]0 1 2 3 4 5
an| —]0 1 2 20 1 8
pnl 110 1 2 41 43 385
| O[1 1 3 61 64 573
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Vemos que el mejor convergente A/T que cumple T < 100 es el dado por A = 43
y T = 64. Con estos valores, el porcentaje de aprobados es

1004
—— =67.1875... = 67.19%
T
y es la tnica solucién, pues los convergentes anteriores nos darian
100 - 41 100 - 2
=67.2131... ———— = 66.6666. ..
61 ’ 3

que no cumplen lo requerido. Concluimos que ha habido 43 aprobados y 21
Suspensos. "

Ejercicio: En un pueblo de menos de mil habitantes hay un 44.8541% de hombres
(donde el porcentaje esta redondeado al decimal exacto més proximo con cuatro cifras
decimales). Determinar cuantos hombres y cuantas mujeres hay en el pueblo.

10.2 Fracciones finalmente periédicas

Ejemplo En la seccién precedente hemos calculado
V2=1[1,2,2,2,..]

Puede decirse que nos hemos apoyado en un “truco”, pero podriamos haber
llegado a ella por un procedimiento completamente mecanico, sin mas que ir
aplicando el proceso determinado por

1

a, —«

ag=a, ap,=Fla,], apy1=

Lo resumimos en la tabla siguiente:

n ay, an
0] v2 =141 1
1| 1+v2x241 1] 2
2 | 1+v2~241 | 2

Para calcular la fila correspondiente a n = 1 hemos usado que

1 V2+1 _
il A DwErD - Y2

y, como ag = 2, para pasar a la fila siguiente tenemos que calcular

1 1 V241 -
1+\/§+17ﬁ717(ﬂfl)(\/§+1)71+f2'

Puesto que as = ay, es claro que a partir de aqui todos los «,, seran este mismo
nimero y todos los a,, serdn iguales a 2. L]
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Ejemplo Si repetimos el proceso descrito en el ejemplo anterior para /23 el

resultado es:
o, a

Va3 ~4.79
44v23 1 95

n

0

1 T

2 | 3123 ~3.89
3

4

3

w
N

[ )

w

+ ~1.11
~8.79
~1.25

-

4+v23
4++v23

ﬂ

— 00 = W =

5 7

Como hemos llegado a que as = ay, resulta que as = a1, pero ag se calcula a
partir de a5 igual que as se calcula a partir de o, luego necesariamente ag = s
y ag = ag, y asi sucesivamente, luego

V23 =1[4,1,3,1,8,1,3,1,8,1,3,1,8,.. ].

En general, es claro que para que la fraccién continua de un ntimero irracional
« sea finalmente periddica basta con que existan n y h > 0 tales que o, = apqp-
|

En la practica usaremos la notaciéon
V2 =11,2], V23 =[4,1,3,1,8]

para expresar que las cifras bajo la raya se repiten periédicamente. Notemos
que la expresién no es anica, pues, por ejemplo,

[4,1,3,1,8) = [4,1,3,1,8,1,3,1,8 = [4,1,3,1,8,1,3],

etc.

A las fracciones continuas de este tipo, que constan de un periodo repetido
ciclicamente tal vez precedido por un anteperiodo, las llamaremos fracciones
continuas finalmente peri6dicas.

En el calculo de los desarrollos en fraccion continua de /2 y v/23 hemos
tenido la “suerte” de que un a,, ha coincidido con un «,,, precedente, lo que, segiin
hemos senalado, se traduce en que la fraccion continua resulta ser finalmente
periodica y asi acabamos determinando la sucesién por completo tras un niimero
finito de pasos. El lector puede comprobar que la “suerte” le acompanaré si
intenta calcular los desarrollos en fracciéon continua de otras raices cuadradas,
como las que incluye la tabla 10.1. En todos los casos se encontrara con que un
oy, se acaba repitiendo (concretamente, o). Si el lector observa la tabla con
atencion, encontraréd algunos patrones adicionales.

Obviamente, esta “suerte” no es casual. Euler demostré que las fracciones
continuas finalmente periddicas representan irracionales cuadraticos (es decir,
raices de polinomios de segundo grado con coeficientes enteros), y Lagrange
demostro que el desarrollo en fraccion continua de un irracional cuadratico es
siempre finalmente periodico. Estos son los resultados principales que demos-
traremos en esta seccion.
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Resumen 10.1: Desarrollos en fraccién continua de raices cuadradas

V2 =1,2] V11 = [3,3,6] V19 = [4,2,1,3,1,2,8]
V3 =[1,1,2] V12 = [3,2,6] V20 = [4,2,8

V5 = 2.4 VI3 =B T1LL6 | V2l =41 12113
V6 = [2,2,4] V14 = [3,1,2, 6] | v22=[4,1,2,4,2,1,8]
VT =12,1,1,1,4] | V15 = [3,1,6 V23 = [4,1,3,1,8]
V8 = [2,1,4] V17 = [4,8] V24 = [4,1,8]

V10 = [3,6] V18 = [4,4, 8] V26 = [5,10]

Ejercicio: Probar que V2 +1=[c,2c], Vc2+2=

Empezamos probando el resultado de Euler, que se deduce facilmente del
teorema siguiente:

¢, ¢, 2c].

Teorema 10.10 Sea o = [ag,a1,as2,...] y sea B = [ant1, Ant2,Gnis, - - |, Para
n > 1. Entonces se cumple que

_ BPn + Dn-1
ﬂQR + gn—1

DEMOSTRACION: La prueba consiste simplemente en observar que en la
demostraciéon del teorema 10.2 no se ha usado que los coeficientes a,, sean en-
teros salvo para probar que (pn,qn,) = 1. Por lo tanto podemos aplicarlo a
a = [ag,...,an, ] y concluir que, aunque ahora p,11 y gn4+1 DO sean nimeros
racionales,

_ Pn+1 _ Bpn + Pn—1
dn+1 Ban + Gn-1 u

Por ejemplo, si a = [1,2,3,4,5] y llamamos § = [4,5], tenemos la relacion
a=11,2,3,5], luego

n|—1(0 1 2 3
a, | — |1 2 3 fB
Pn 111 3 10 108+3
Gn 1 2 7 78+2
por lo que
108 +3
1B+2°
Esto nos reduce el célculo de a al caso de una fraccion continua periddica,
pero ahora podemos aplicar el teorema a la relacion S = [4,5,3]. Para ello
calculamos
n|—-1]0 1 2
an| — 14 5 B
pn| 1|4 21 213+4
n 1 5 58+1
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con lo que
218 +4
p= 58+1
luego
562+ =213+4
o también

582 — 208 —4 = 0.
Teniendo en cuenta que 8 > 0, concluimos que

~10+2v30

4 5

luego
_108+3  80—+/30
7842 52
Este procedimiento puede aplicarse a cualquier fraccién continua finalmente
periodica, luego hemos demostrado que todas ellas determinan irracionales cua-

dréticos.

Ejemplo Vamos a calcular o = [1,1,1,...].

Para ello usamos que a = [1, o], luego tenemos que

n|—-110 1

an, -1 «
Pn 11 a+1

an 0|1 «

Por lo tanto,
a+1
a= ,
«

y asi a®? —a —1=0, de donde o = 1+2‘/5. Asi pues:

14++/5 1
‘[:1+ :

El ntimero ¢ = 1+2\/g se conoce como numero dureo, que ya habfa llamado

la atencion de matemaéticos y artistas en la antigiiedad.

Ejercicio: Encontrar la proporciéon que deben tener los lados de un
rectangulo (el mayor sobre el menor) para que el rectangulo lateral que
muestra la figura guarde la misma proporcion.

En geometria aparece en el estudio del pentagono, y nosotros lo hemos en-
contrado como la unidad fundamental del cuerpo @(\/5) Otra propiedad se
obtiene al calcular sus convergentes:

n|-1]0 1 2 3 4
an| — |1 1 1 1 1
ol 1]1 2 3 5 8
n 112 35
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Es claro que la sucesién ¢, estd determinada por las relaciones
Qo =q =1, In = Gn—-1 + Qn-2,
mientras que p, = ¢,+1. La sucesién

1, 1, 2, 3, 5 8 13, 21,

) )

en la que cada término es la suma de los dos precedentes se conoce como sucesion
de Fibonacci. Ahora sabemos que los cocientes de dos términos consecutivos
de la sucesiéon de Fibonacci son los convergentes del nimero &ureo, luego en
particular convergen hacia él. ]

Consideremos ahora el caso de las fracciones continuas periddicas, es decir,
las que no tienen anteperiodo. Es facil dar condiciones necesarias para que un
irracional cuadratico pueda tener una fraccién continua periodica:

Teorema 10.11 Si un nidmero « tiene fraccion continua periddica, entonces o
es un irracional cuadrdtico que cumple a > 1 y —1 < a < 0.

DEMOSTRACION: Si a = [ag, ..., Gn), entonces «, tiene la misma fraccion
continua que «, luego por la unicidad o = o, > 1. El teorema 10.10 nos da que

o= Pncx +pn—1
gn + dn—1 ’

luego (gna+ ¢n—1) = ppa + pp—1. Esto hace que a sea raiz del polinomio

(@) = ¢u2° + (que1 — Pn)T — Pr—1 = qu(z — @) (7 — @).

Por lo tanto
gnaa = f(0) = —p,_1 <0,

qn(_l - Ot)(—l - d) = f(_1> =qn —Qn-1+Pn — Pn-1> 07
La primera desigualdad nos da que & < 0 y la segunda que —1 —a < 0. =

Lo relevante es que el reciproco del teorema anterior también es cierto. Para
probarlo conviene definir un irracional cuadratico reducido como un irracional
cuadratico a que cumpla las condiciones del teorema anterior, es decir, que
a>ly-1<a<0.

Por ser un irracional cuadratico, sera raiz de un polinomio con coeficientes
enteros:
az? + bz + c.

donde podemos suponer que a > 0. Las raices son

b+ VA

A =b%—4dac >0,
2a
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pero, como —1 < @ < 0 < 1 < a, necesariamente

B A
a:i, B=-b A=2a>0.

A
Mas atn, como « > 1y @ > —1, se cumple que a + & > 0, pero esto equivale a
que 2B/A > 0, luego también B > 0.

Mas atn, como & < 0, se cumple que B — v/A < 0, luego B < v/D y, como
a > 1, también tenemos que B 4+ vA > A, luego A < 2v/A. En resumen:

Todo irracional cuadrdtico reducido o puede expresarse en la forma

B+ VA

a=———

A b)
donde A, B, A son enteros, pero entonces necesariamente A > 0 y
0<A<2VA, 0< B < VA. En particular, hay un nimero finito

de irracionales cuadrdticos reducidos expresables en términos de un
mismo discriminante A.

Con esto ya podemos probar:

Teorema 10.12 El desarrollo en fraccion continua de un miumero real o es
periddico si y sdlo si a es un irracional cuadrdtico reducido.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado una implicacién. Supongamos que «
es un irracional cuadratico reducido, al que podemos aplicar, por tanto, toda
la discusiéon precedente, y vamos a estudiar su desarrollo en fracciéon continua.
Para ello empezamos calculando ag = Fla] y a1 = 1/(a — ag), de modo que

a=a+ —.
aq
Vamos a ver que « también es un irracional cuadratico reducido. Clara-
mente es irracional (o « serfa racional) y podemos razonar que es cuadratico
porque pertenece al mismo cuerpo cuadratico al cual pertenece «, pero, de todos
modos, enseguida calcularemos explicitamente un polinomio de segundo grado
del cual es raiz.
Como 1/ay es la parte fraccionaria de «, se cumple que 0 < 1/a7 < 1, luego
ay > 1. Por otra parte, como « > 1, se cumple que ag = E(a) > 1, luego
1 _
—=a—-a<0-1=-1,
(€3]
luego @1 < 0 y a su vez esto y la desigualdad precedente implican que —1 < @.

Esto prueba que a; es reducido, y sustituyendo en la ecuacién de a vemos

que
12 1
alag+—) +blag+— | +c=0.
aq aq
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Desarrollando queda
(aag 4 bag + c)af + (2aag + b)ay + a = 0.

Notemos que aa2 + bag + ¢ # 0, pues las raices del polinomio az? + bz + ¢ son
0 )

« y @, que no son enteras, luego no son ag. Es facil ver que el discriminante de

este polinomio es también A, con lo que

_Bl+\/Z

aq
Aq

en las mismas condiciones que «, y exactamente con el mismo discriminante A.

Por el mismo argumento, resulta que lo mismo le sucede a as y, en general,
a todos los «,. Todos son irracionales cuadraticos reducidos expresables en
términos del mismo discriminante A, pero hemos visto que sélo hay un nimero
finito de tales irracionales, asi que, tras un namero finito de pasos, tiene que
darse una coincidencia oy = «q, con k < [. Esto nos asegura que el desarrollo
en fraccion continua es finalmente periodico, pero vamos a ver que es periodico.
Si k > 0, tenemos que

1 1
Qg1 = ag—1+ —, a1 =a-1+ —,
g )
luego
Qg1 =0ap-1+ —, a1 =a;1+ —,
Qg (67}
luego
_ 1 1 _
Qg1 — Qg1 = —— = —— = Q-1 — Q1.
g (67}

Pero ay_1 y a;—1 son nimeros naturales y —ay_1 y —@;—1 son ntmeros estricta-
mente comprendidos entre 0 y 1. Por la unicidad de la parte entera, concluimos
que ax_1 = a;_1 y que ap_1 = Qaj_1, luego ax_1 = a;_1. Repitiendo este
proceso llegamos a que ag = ay_ v asi el desarrollo de « es peridédico. L]

Ejemplo Sin es un nimero natural que no sea un cuadrado perfecto, entonces
a = /n no es reducido, ya que @ = —y/n < —1, luego el desarrollo en fraccion
continua de y/n no puede ser periddico. Sin embargo, si ag = E(y/n) > 1,
entonces a* = ag + 1/ si que es reducido, pues ciertamente o* > 1y, como

ap < vV/n<ag+1,

también
—l<a*=ayg—+/n<D0.

Ademéas E[a*] = 2ag, luego, por el teorema anterior,

aop +v/n = [2ag,a1,...,a,] = [2a9, a1, - . . an, 2a0),
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y es claro entonces que

\f: [ao,al,...,am2a0].

Esto prueba que, tal y como se veia en la tabla 10.1, las raices cuadradas tienen
desarrollos finalmente periodicos con anteperiodo de longitud 1 igual a la mitad
del ultimo coeficiente del periodo. m

Finalmente podemos probar:

Teorema 10.13 Las fracciones continuas finalmente periddicas se correspon-
den con los irracionales cuadrdticos.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado una implicacién. Supongamos que «
es un irracional cuadratico y veamos que su fraccién continua es finalmente
periodica. El teorema 10.10 nos da que, para todo n > 1, se cumple la relacién

Qp+1Pn + Pn—1
Qn+19n + qn-1 ’

de donde _
5 = On+1Pn + Pn—1
On+1qn + Gn-1
Despejando:
_ _ @qn—l — Pn—-1 - dn—1 a— Tn—1 _ gn—-1 Tp—1 — a
an+1 - = — = — — = — —,
Qdn — Pn dn a—7Tp dn Tn —Q

donde 7, = p, /¢, es el convergente n-simo.

Si @ > « tomamos n par, y en caso contrario lo tomamos impar. Vamos a
considerar el primer caso, pero el segundo nos lleva andlogamente a la misma
conclusién. El teorema 10.4 nos da que r, < a < rp,_1, luego

a—Tp1=a—a— (rp_1 — )

y, tomando n suficientemente grande, podemos hacer que r,_1 —a < @ — «a, de
modo que
O<a—rp1<a—a,

y, por otra parte, & —r, > @ — a > 0, luego

a— Tp— a— o
0< nol 2 -1

a—1ry a— «

y, como 0 < gn—1/qn < 1, concluimos que
—-1< Opt1 < 0.

Por otro lado, la condicién ay,4+1 > 1 se da siempre, luego resulta que ay, 41 es
un irracional cuadratico reducido para todo n (de la paridad adecuada) sufi-
cientemente grande. Esto implica que la fraccion continua de o, 1 es periodica,
luego la de « es finalmente periodica. m
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La tabla 10.1 muestra una propiedad adicional de los desarrollos de raices
cuadradas en fracciones continuas que no es dificil de probar: los periodos, salvo
por su ultimo coeficiente (que ya sabemos que es el doble del anteperiodo) son
simétricos (capictas). Esto es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 10.14 Sea o = [ag, ..., an) un @rracional cuadrdtico reducido y sea
B = [@n,---,a0]. Entoncesa=-1/8.

DEMOSTRACION: Llamemos py/qr a los convergentes de o y p;/q; a los
convergentes de 3. Tenemos las relaciones

Dk = QkPk—1 + Dk—2, k. = akqr—1 + qk—2,

luego
1
Pe_ _ ax + : 9k _ ax + .
Pk—1 Ph—1/Pk—2 k-1 Qe—1/qr—2
En particular:
p1 1
— =a; + =a; + — = [a1, ao],
Po po/p-1 0
luego
D2 1 1
— =a = _[QQaalaao}a
P P1/Po [a1, ao]
y asi llegamos a que
P P
" = lay,. ag) = ==
Pn—1 dn
Igualmente,
q1
— =a1 = [al},
q0
luego
1
q£=a2+ =ag + — = [ag, a1],
q1 q1/qo ay
y asi llegamos a que
dn p:;—l
z[an,...,al}: - .
qn—1 dn—1

Como las fracciones son irreducibles, concluimos que
* * * *
pn = Pn, pn—l = Q4n, q'n = Pn—1, Qn—l =(qdn—1-
Como a = apy1 ¥ B = Bnt1, €l teorema 10.10 nos da que

aPp + Pn—1 o Bp: +p:1—1 6pn + qn

AGn+qno1’ | BGE @ BPao1t+ a1

Operando vemos que o 'y —1/ satisfacen la misma ecuacion cuadratica, pero
uno es positivo y el otro negativo, luego no son iguales, luego necesariamente

-1/ =a. L]
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Teorema 10.15 Si n es un nudmero natural que no es un cuadrado perfecto,
entonces

f = [a07a17 e 70,”,20,0],

donde la sucesion aq,...,a, €s capicia.

DEMOSTRACION: En el ejemplo tras el teorema 10.12 hemos visto que ag +
\/n es un irracional cuadratico reducido, de modo que

ao + \/> = [2a07a17 e 7an]7 \/ﬁ = [2&0, A1y ..., Qn, 2&0],
luego el teorema anterior nos da que

S
—_— = | ..
\/’ﬁ*ao w

Pero, si @ = y/n, entonces el miembro izquierdo de la tltima igualdad es aq,
luego

. ,a1,2a0].

1
m:[al,...7an72a0.

Comparando los dos desarrollos concluimos que a, ..., a; es la misma sucesiéon
que ay, ..., a,, luego es capicia. ]

10.3 La ecuacion de Pell

Ya estamos en condiciones de resolver comodamente la ecuacion de Pell:
z? — Dy? =1,

donde D es un niimero natural que no sea un cuadrado perfecto.® Descompon-
gamos D = m?d, donde d es libre de cuadrados. Asi v D = m+/d.

Definamos Z[m+/d] como el conjunto de todos los ntimeros a + bm+/d, donde
a y b son enteros racionales. Es claro que se trata de un subanillo del anillo de
enteros Z[w] del cuerpo Q(\/E) (esto es poco mas que afirmar que la suma y
el producto de elementos de Z[m+/d] esta en Z[m+/d], como se comprueba sin
dificultad).

Si (z,y) es una soluciéon entera de la ecuacion 22 — Dy? = £1, entonces

(z 4+ ymVd)(z — ymVd) = 22 — y>m?d = £1,

luego € = x 4 ym+/d es una unidad de Z[m+/d] (y en particular es una unidad
de Z[w]). Reciprocamente, cada unidad de Z[m+/d] determina una solucion de
la ecuacion z? — Dy? = +1.

38i D = ¢?, la ecuacién es (z + cy)(x — cy) = 1, que equivale a z + cy = +1, z — cy = +1,
de donde, sumando las ecuaciones, 2x = £2, luego * = %1, luego y = 0, y asi las tnicas
soluciones son (%1, 0).
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Sea 7 la unidad fundamental de Z[w]. Vamos a probar que existe un nimero

natural k& > 0 tal que las unidades de Z[w] son las potencias de e = n*.

El anillo de clases de restos Z[w]ay, es finito, pues, dado un entero arbitrario
a + bw, podemos expresar a = 2mcy + 11, b = 2mco 4+ ro, con 0 < rq, 19 < 2m,
y entonces

a+bw =2m(c1 + cow) + 11 + row = 11 + row (méd 2m),

luego Z[w]am tiene a lo sumo 4m? elementos.
Ejercicio: Probar que Z[w]2., tiene exactamente 4m? elementos.

Sea Wa,,, el grupo de unidades de Z[w]aym,, que también es finito. Uno de sus
elementos es la clase 77, y tendra orden finito en Wa,,, lo que se traduce en que
existe un ntmero natural & > 0 tal que 7* = 1, es decir, que »* =1 (méd 2m),
luego

n* —1=m(2a + b2w) = u + vmVd.

(el 2 s6lo es necesario en el caso en que d = 1 (méd 4), pues asi 2w = 1 + Vd).
Concluimos que n* esta en Z[m+/d]. Tomemos el minimo k > 0 tal que € = n*
esté en Z[m~/d] y vamos a ver que cumple lo requerido.

Ciertamente, las potencias de e son unidades de Z[m+/d]. Reciprocamente,
si € es una unidad arbitraria de Z[m+/d], también lo es de Z[w], luego € = 7*,
para cierto entero s, que podemos expresar como s = kc+r, con 0 < r < k.
Entonces ¢ = n*°n" = ", luego " = €€ esta en Z[m+/d], luego por la
minimalidad de k tiene que ser r = 0, y asf € = €.

Con esto hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 10.16 Si D es un numero natural no cuadrado perfecto, las unidades
del anillo Z[\/E] son las potencias de una unidad fundamental € > 1, de modo
que, si N(e) = 1, sus potencias €* = x, + yn\@, con n entero, determinan
todas las soluciones (x,,,y,) de la ecuacion de Pell

2 — Dy? =1,

mientras que la ecucion x? — Dy? = —1 no tiene soluciones enteras. En cambio,
st N(€) = —1, las potencias pares de € determinan las soluciones de la ecuacion
de Pell y las potencias impares las de la ecuacion x? — Dy? = —1.

Ahora so6lo nos falta dar un procedimiento para encontrar la unidad funda-
mental de un anillo Z[\/T)] Si e =x+yVD > 1 es una unidad de Z[\/ﬁ],
entonces N(e) = €€ = =£1, luego € = +1/¢, de donde € — € > 0, pero esto es
2yv/D > 0, luego y > 1. Por otra parte, |z — yv/D| = || < 1, luego z > 1. La
relacion

(z +yVD)(z — yVD) = 2” — Dy’ = +1

implica, por una parte, que (x,y) = 1y, por otra

1
r—yVvD = £t —+|
Y z+yvD
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luego
T 1
SAY;, SR N
Y y(z 4+ yvD)
y asi
S0 JERHES W S 1
y y(x+yvD) ~ yyVD—T1+yV/D) > (VD—-1++vD) 2¢*

donde hemos usado que

22 =Dy’ +1>Dy*> —1> Dy*> —y* =y*(D - 1),
luego > yv/D — 1. Como (z,y) = 1, el teorema 10.9 implica que z/y es un
convergente de v/D.

Ahora, si € es la unidad fundamental y €* = z,, + y,V/D, es facil ver que
las sucesiones x, e y, son estrictamente crecientes (usando que Ty, Yn > 0)7
y también lo son las sucesiones p,, ¢, que determinan los convergentes, luego
concluimos que la unidad fundamental 1 + y1v/D se corresponde con el primer
convergente de v/D que cumple p2 — Dq? = 41. Recogemos esto en el teorema
siguiente:

Teorema 10.17 Si D es un numero natural no cuadrado perfecto, entonces
la unidad fundamental de Z[\/ﬁ] es € = x + yvD, donde x/y es el menor

convergente de /D que cumple 2 — Dy? = +1.

Ejemplo Vamos a resolver las ecuaciones
z? — 132 =1, 2 —13y% = —1.
Para ello calculamos el desarrollo en fracciéon continua
V13 =[3,T,1,1,1,6]

y a partir de él calculamos sus convergentes:

nl-1] 01 2 3 4
an | =] 3 1 1 1 1
pn| 1| 3 4 7 11 18
| O] 1 1 2 3 5
p2—13¢2| —| -4 3 4 4 -1

Concluimos que la unidad fundamental de Z[\/ 13} es € = 18 + 5V/13, que tiene
norma negativa, luego la menor solucién no trivial de la ecuaciéon de Pell es la
dada por €2 = 649 + 180v/13. Las demas se obtienen a partir de las unidades

(649 + 180v13)".
Por otro lado, las soluciones de la ecuacién 22 — 13y? = —1 son las de la forma

(18 + 5v/13) (649 + 180v/13)™.
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El acertijo del rey Harold Vamos a calcular ahora el (menor posible) pre-
sunto numero de soldados del rey Harold segtun el acertijo de Dudeney que
hemos planteado en la introduccién de este capitulo. Este esta determinado por
la ecuacion de Pell

2 —61y* = 1.

Necesitamos el desarrollo

V6l =17,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14].
A partir de él calculamos los convergentes:

n|-1] 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
an| —| 71 4 3 1 2 2 1 3 4 14
Pn | 1| 78 39125164 453 1070 1523 5639 24079 29718
gn| O| 11 5 16 21 58 137 195 722 3083 3805
p2—132| —|-123-4 9 -5 5 -9 4 -3 12 -1

Asi pues, la unidad fundamental de Z[\/Gl} es € = 29718 + 3805v61, pero
tiene norma negativa, luego la soluciéon fundamental de la ecuacion de Pell es la
determinada por su cuadrado:

€2 = 1766319049 4 226 153 980/61.
Por lo tanto, el ejército de Harold constaba supuestamente de 61 divisiones de
(226 153 980)2 = 51 145 622 669 840 400
soldados cada una, que junto con Harold sumaban
(1766319049) = 3119882982860 264 401 soldados.

Hay que advertir que el valor D = 61 esté elegido con intencién, pues muchas
otras ecuaciones de Pell con parametros similares admiten soluciones mucho
menores. "

Ejercicio: Hallar las soluciones enteras de 2% — 60y*> = 1 y 2% — 62y% = 1.

Ejercicio: Resolver la ecuacion de Pell propuesta por Fermat: z? — 109y> = 1. El
desarrollo en fraccién continua es

V109 = [10,2,3,1,2,4,1,6,6,1,4, 2,1, 3, 2, 20].

Hay un caso en el que la solucion fundamental de la ecuaciéon de Pell se
obtiene inmediatamente:

Teorema 10.18 Si D = ¢ — 1, con ¢ > 2, a solucion fundamental de la
ecuacion de Pell z? — Dy* =1 es (c,1).

DEMOSTRACION: Ciertamente es una solucion, y la solucion fundamental
(a,b) debe cumplir 1 < b < 1, luego b = 1, lo que fuerza que a = c. "
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10.4 Unidades de 6rdenes cuadraticos

Los resultados de la seccion anterior nos permiten calcular la unidad fun-
damental del anillo de enteros de cualquier cuerpo cuadratico real Q(\/E) con
d # 1 (méd 4). Sin embargo, refinando ligeramente el argumento podemos ex-
tenderlo al caso d =1 (mdéd 4).

Un poco mas en general, si Q(\/ﬁ) es un cuerpo cuadratico y Z[w] es su

anillo de enteros, definimos el orden de Q(\/E) de indice m como el anillo O,,
formado por los niameros de la forma a+bmw, donde a y b son enteros racionales.

Ejercicio: Comprobar que el conjugado de un elemento de O, estd en O,,.

Notemos que O es el anillo de enteros de Q(\/&)

Si d # 1 (méd 4), estos ordenes no son sino los anillos O, = Z[m+\/d] que
hemos considerado en la seccién precedente. En cambio, si d = 1 (méd 4)
entonces Z[m+/d] = Oy,,. En efecto, los elementos de Oy, son los de la forma

a+b2mw = a + bm(1 +Vd) = a + bm + bmV/d,

y es claro que los elementos de esta forma coinciden con los de la forma a+bm+d,
es decir, con los de Z[m+/d].

Aunque aqui estamos interesados en los 6rdenes de los cuerpos cuadraticos
reales, observemos que todo lo dicho vale también si d < 0.

Ejercicio: Probar que si d < 0 y m > 1, las unidades del orden cuadratico O,, son
Unicamente £1.

A partir de aqui suponemos d > 0 y observamos que las unidades de O,
son de la forma €™, donde n recorre los nimeros enteros, para cierta unidad
fundamental € > 0. En efecto, en la seccién anterior hemos demostrado que si
7 es la unidad fundamental de @(\/&), existe un exponente k > 0 tal que n*
esta en Ogy, C Oy, luego podemos considerar el menor exponente k£ > 0 tal que
e = n* esta en 0,,. Exactamente el mismo razonamiento empleado alli prueba
que las unidades de O,,, son las potencias de e.

Teorema 10.19 Sea O,, un orden de un cuerpo cuadrdtico real @(\/&) (con
m > 2 sid=75). Entonces, la unidad fundamental de O, es € = z + ymuw,
donde x/y es el menor convergente de —ma que cumple N(z + ymw) = +1.

DEMOSTRACION: Si d # 1 (méd 4), tenemos que —m& = m+/d, por lo que
el resultado estd demostrado en 10.17. Por lo tanto, podemos restringirnos al
caso en que d =1 (mdéd 4).

Sea € = z + ymw > 1 una unidad arbitraria de O,,. Por el teorema 9.5
sabemos que z,y > 1 (incluso si d = 5, pues entonces m > 2 y € # w). Como
N(e) = (z 4+ ymw)(z + ymo) = £1, necesariamente (z,y) = 1 y ademaés
x _ x _ 1 1 1
— —(—mw)| = |- +mw| = < < s
y y y(@ +ymw) — yPmw 2y
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pues

bien porque d > 13, bien porque d = 5y m > 2. Como (z,y) = 1, el teo-
rema 10.9 implica que z/y es un convergente de —md.

Si € es la unidad fundamental de O,, y €* = x, + y,mw, las sucesiones
Ty ¥ myp son subsucesiones de las consideradas en el teorema 9.8, por lo que
podemos concluir que son estrictamente crecientes (incluso si d = 5, por el
ejemplo precedente al teorema citado, ya que las excepciones a la monotonia no
estan en O, si m > 2). Por lo tanto, la unidad fundamental est4 asociada al
primer convergente p,, /g, de —m& que cumple N(p, + ¢,mw) = 1. "

Ejemplo Vamos a calcular la unidad fundamental del anillo de enteros de
(@(\/61). Para ello necesitamos el desarrollo

1—+v61 _
_Tr = [372727 7]3

con el que podemos calcular los convergentes:

nl-1] 01 2

an | — 3 2 2

ol 1] 3 7 17

Gn 0 1 2 5
Ph+Dngn—15q, | —| -3 3 —1

Concluimos que la unidad fundamental es n = 17 + 5w y cumple N(n) = —1.
Sus potencias son

n ‘ 1 2 3
0" [ 17+5w 664+ 195w 25913 + 7610w

y asi vemos que € = ® = 25913 4 761020 = 29718 4 3805v/61 es la menor
potencia de i que estda en Qs = Z[\/(ﬁ ], por lo que hemos calculado de nuevo
la unidad fundamental de este anillo, que ya habiamos calculado para resolver
el acertijo del rey Harold. L]

Ejercicio: Calcular la unidad fundamental del orden O3 de Q(+/15).

10.5 El problema del ganado de Arquimedes

Finalmente estamos en condiciones de resolver el problema del ganado de
Arquimedes cuya resolucion dejamos inacabada en la introducciéon. Recordemos
que se trata determinar el ntimero de toros y vacas que tiene cada uno de los
cuatro rebanos del Sol, y que habiamos llegado a las expresiones
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B = 46200808287018u? b= 32116937723640u?
N = 33249638308 986 u> 21807 969 217 254 u?
M = 18492776362863u?> m = 24241207098537 u?

S= 32793026546940u?> s= 15669127269 180 u?

donde u es un nimero natural arbitrario, pero falta imponer la condicion de que
M + S = 51285802 909 803 u>

sea un numero triangular.
Sabemos que un namero n es triangular si y sélo si 8n + 1 es un cuadrado
perfecto, luego la condicién es que

8- 51285802909803u> + 1 = v,
Asi pues, u tiene que formar parte de una solucién de la ecuacion de Pell:
v? — 410286423278 424u” = 1.
Se cumple que
410286423278424 =2%-3-7-11-29-353 - 4657% = 4729494 - (2- 4657),
por lo que resulta mas conveniente buscar una solucién de la ecuacién
v? — 47294940 =1

que cumpla ademéas que 2 - 4657 = 9314 | w (y entonces u = w/9314).

En realidad, w es necesariamente par, ya que v tiene que ser impar, luego
cumple v? = 1 (méd 8), luego 8 | 4729 494w?, luego 4 | 2 364 747w?, luego 2 | w.
Por lo tanto, solo hace falta exigir que 4657 | w.

Para resolver la ecuacion de Pell necesitamos

V4729494 = [2174,1,2,1,5,2,25,8,1,1,1,1,1,1,15,1,2,16,1, 2,1, 1, 8,6, 1,

21,1,1,3,1,1,1,2,2,6,1,1,5,1,17,1,1,47,3,1,1,6,1,1,3,47,1,1,17, 1, 5,

1,1,6,2,2,1,1,1,3,1,1,21,1,6,8,1,1,2,1,16,2,1,15, 1, 1,1, 1,1, 1, 3, 25,
2.5,1,2,1,4348]

El periodo tiene longitud 92, y es necesario llegar hasta el convergente pg1/qo1
para encontrar la solucion fundamental de la ecuacion de Pell, que es la asociada
a la unidad fundamental:

1 = 109931 986 732 829 734 979 866 232 821 433 543 901 088 049

+ 50549485234 315033074 477819 735 540408 986 340 v'4 729 494,
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que cumple, concretamente, N(n) = 1, pero no es cierto que w = 50549... sea
miltiplo de p = 4657. Necesitamos una potencia 7? = vy + wqv/4 729494 que
satisfaga wy = 0 (méd p).

Sea K = Q(\/E), donde w = v/4729494. Vamos a ver que basta calcular
las potencias de n moédulo p, es decir, que podemos trabajar en el anillo k de
clases restos modulo p. En primer lugar observamos que

) = (AT29490) _ (2639\ _ (2647\ (—621) _
XKP) = P ~\1647) ~\2639) ~\2639) ~

_ (2639 _ (155 _ /62y (L,
621 ) 621/ 155 ) 155 ) 7

luego el teorema 9.16 nos da que el anillo de clases restos médulo p es un cuerpo
k con p? elementos, que se expresan de forma tinica como [a]+ [b][w], para ciertos
0 < a,b < p. (Usamos la notacion [«] para la clase modulo p para que no se
confunda con el conjugado @ en K.)

Por lo tanto, si n? = vg + wqw, se cumplira que wg = 0 (méd p) si y solo si
[N = [va] + [wa][w] = [vd], es decir, si y solo si []¢ esta en Z,. (Notemos que
aqui usamos la unicidad de la expresion, pues si p { wq, entonces tenemos que
(7] = [va] + [wa][w] # [0] + [0][w] = [0].)

En estos términos, buscamos el menor exponente d > 1 para el que [1]? esta
en Zy.

Observemos que si [ > 1 es cualquier otro entero que cumpla esta misma
propiedad, se cumple que d | [, pues en principio [ = dc+ 7, con 0 < r < d, pero
entonces [n]! = [n?]°[n]", luego [n]” = [n]'[7?] ¢ esté en Z,, y, por la minimalidad
de d, tiene que ser r = 0, luego d | r.

Esto es titil porque ahora vamos a probar que [n]?*! = [1], lo que nos dara
qued|p+1.

En efecto, si 7 = v; + wyw, tenemos que
[P = [1]? + [P = [or] + [w1][4 720494~/ 2[w] = [on] — [wn][w] = [7],

donde hemos usado que todo elemento de Z, cumple ¥ = z, asi como el criterio

de Euler, 5.8, junto con que
(4 729494) _ 1
Y .

Por consiguiente, [n]P*1 = [n][7] = [1].

Asi pues, ahora sabemos que d | p+1 = 4658 = 217 - 137, lo cual no
deja muchas posibilidades. Més atn, si llamamos m = 17 - 137 = 2329, hemos
probado que [5]?>™ = [1], luego, [7]™ = %[1] (aqui usamos que k es un cuerpo y
que, por lo tanto, el polinomio 22 — 1 sélo tiene las raices &1). Por consiguiente,

podemos afirmar que d | m.
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En este punto ya tenemos que calcular potencias de [n], para lo cual obser-
vamos que

[n] = [4406] + [3051][w] = —[251] — [1 606][w]
asi como que [w]? = [4729494] = [2639].

La tabla siguiente muestra el resultado de los calculos que prueban que [n]'7
y [*37 no estan en Z,:
n 772 774 778 ?716 7717
—251 — 1606w 262 + 551w 2234 4 2234w 1560 4+ 1890w 634 4+ 1038w —1411 + 1933w
n32 ,,]64 n128 ,,7136 ,,7137

—1750 — 1747w 1044 — 141w 395 — 1017w 2603 — 1710w 1686 + 2 334w

Por lo tanto, concluimos que d = 2329 y cualquier potencia n", para r =
1,2,... es de la forma ndT = Vgr + warw con 9314 | wy,.. Explicitamente,

ndr _ ﬁdr

24729494’

Wdr =

luego
" ndr _ ﬁdr
T 2.9314\/4729494
u2 _ (ndr _ 77(17‘)2 _ 7]4 6587 + 774 6587 __ )
T 1641145693113696 1641145693113696°
Si sustituimos este valor de u? en la expresion que tenfamos para la solucion
de problema, resulta

_ 159 _ 801 _ 891 395
B = 555 o, N = 39556 r» M = 7567 ar, 5= 19768 r>
_ 128685 _ 2446623 5439213 125565
b= Gsrs081 ¥ ™= Tsii1915z Y0 M = 3Zaza3830d Y S = 13151368 Y

donde o, = n*658" 4 74658 _ 2 F] niimero total de toros y vacas es

_ 25194541
T = 135119183 Or-

Ahora bien,
0 < 7i658" — 7746% <1,
luego
1< 058 9 <
luego
1< %(—465& —2) <0,
luego

159
B— 46587
{5648” ’
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donde [a] representa el menor entero mayor que «. Lo mismo vale para las
demas variables, con lo que una expresion para las soluciones del problema del
ganado es:

B [ 159 658 b— [ 128685 658
5648 ’ 6575684 ’
N [80 T - [ 2446623 e
39536 184119152
[ 891 [ 5439213
M= | 27  4658r _ | 2399210 s6ssr
79072 T | 368238304 !
S — [ 395 essr s — [ 125565  g5s,
19768 ’ 13151 368 ’
parar =1,2.3,..., y el nimero total de animales es
o [25104541 e,
184119152

Teniendo en cuenta que 77 + 77 es un nimero natural y que 7 = 1 / n > 0es
muy pequeno, resulta que 7 es casi un nimero natural. Concretamente,

1~ 219863 973465 659 469 959 732 465 642 867 087 802 176 0974

0.9999999999999999999999999999999999999999999954517332502 . . .

por lo que
n ~ 219863973 465 659 469 959 732 465 642 867 087 802 176 098

es una aproximacion muy buena. Si calculamos 7' con tanto con valor exacto
como con el aproximado (para r = 1) obtenemos que

T = 7.760271406486818269530232833213886664232322405923376

103150619226903215930614069531 . . . x 10206544

Nota No necesitamos aproximar 7, pues Mathematica calcula el valor exacto
en un tiempo inapreciable con el cdédigo obvio:

Eta = 109931986732829734979866232821433543901088049 +
50549485234315033074477819735540408986340 Sqrt [4729494];
Round [25194541/184119152 Eta~4658]

Las ultimas cifras que proporciona para 7' son

...000354883 118973 723 406 626 719 455 081 800.
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Podemos comprobar que el calculo es correcto calculando el resto de T
moédulo 10* para algtn valor razonable de k. Para ello observamos que, si

14058 = g + bw, entonces

a = n4658 + ,,74658 —92=9q — 2)

25194541 25194541 2a—2 25194541 a— 1
T 184110152 " T 11507447 16 11507447 8
donde hemos separado el factor 16 del denominador para que éste sea primo con

10 y tenga inverso médulo 10%. Asi, si calculamos a; = u + vw (méd 8 - 10%),
tendremos que a = u (méd 8 - 10%), luego

a—1
8

~1
= UT (méd 10%),

25194541 v — 1
27 (méd 107).

T 11507447 8

Por ejemplo, si tomamos k = 6, podemos calcular los restos médulo 8 - 108
de las potencias de #:

5088049+ 986340w | n
8 5644801+ 7125280w | 7
64 4147201+ 5994240w | n'28 268801+ 4244480w
512 5900801+ 2257920w | 71024 8832014 1187840w
4096 77312014+ 911360w

2 52528014 4501320w | n* 4691201+ 4394640w
16 4659201+ 7338560w | 032 3916801+ 4181120w
7?56 39552014+ 936960w
72048 12801+ 2951680w

S 3I 3 33

Entonces 1658 = 40969512,32p16,2 — 6724801 4 5494280w, luego
a = 6724801 (méd 8 - 10°%),

luego
a—1

= 840600 (ma6d 10°).
Finalmente:
25194541 = 194541 (méd 10°), 115074471 = 827783 (méd 10°),

de donde
T = 194541 - 827783 - 840600 = 81800 (mdd 106)

lo que prueba que las seis tltimas cifras de 7" son 081 800, a lo que hemos llegado
con célculos que no requieren tratar con niimeros mayores que 103,

Es evidente que Arquimedes no pudo calcular la soluciéon de su problema.
Lo que es discutible es si sabia justificar que el problema tiene solucién. m
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10.6 La conjetura de Catalan
En la pagina 188 vimos que la Gnica solucién entera de la ecuaciéon

xp - y2 = 17
con p > 2, es (z,y) = (1,0), mientras que en la pagina 118 vimos que las Gnicas
soluciones enteras de la ecuacion

-yt =1

son (x,y) = (0,—1), (£1,0) y (£3,2). Ahora vamos a demostrar que éstas son,
de hecho, las tnicas soluciones enteras de la ecuaciéon

con q > 2. Necesitamos un resultado previo:

Teorema 10.20 Sean p y q primos no ambos iguales a 2 y sean a, b enteros
primos entre si tales que a? — b? es una potencia p-ésima no divisible entre q.
Entonces a — b es una potencia p-ésima.

DEMOSTRACION: Por hipotesis existe un entero ¢ no divislble entre ¢ de

modo que ;
4 _ Bl — (g — a? — b _ P
a?—b?=(a—0) 5 -
Vamos a probar que los dos factores son primos entre si. Para ello probamos que
si un primo r cumple 7 | @ — b, entonces no divide al segundo factor. Notemos
que, como a? — b7 =a — b (mdd q) y g t a? — b9, tiene que ser ¢ { a — b, luego
r#q. Sir#2obienr=2y4|a—0b, el teorema 3.6 nos da que

ad — bl
vr< a_())—vr(q)—O.

Sir=2ya—b=2(méd 4), entonces, a y b son ambos impares (porque no
pueden ser ambos pares, ya que son primos entre si) y, como a? = a (méd 4) y
b? = b (mdd 4), también a? — b? = 2 (mdd 4), luego va(a? — b?) =1 =wvs(a —b)
y llegamos a la misma conclusion.

Si p > 3, el hecho de que los dos factores sean primos entre si y el producto
sea una potencia p-ésima implica que a — b también es una potencia p-ésima.
Podemos suponer, pues, que p = 2, con lo que ¢ > 3.

Ahora sélo podemos asegurar que a — b = +d?, para cierto entero d, y
tenemos que ver que el signo negativo es imposible. En efecto, en tal caso

a? —b? c? 0
=—=<
a—b d? ’

pero eso no puede ser, pues entonces a? — b? y a — b tendrian signos opuestos,
lo cual es imposible, porque la funcién x — z? es creciente. L]
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Teorema 10.21 Las tnicas soluciones enteras de la ecuacion x> —y? =1 con
q>2 son (z,y) = (0,—1), (£1,0) y (£3,2).

DEMOSTRACION: Es obvio que si ¢ = 2 las tnicas soluciones son (+1,0),
pues 0 y 1 son los tnicos cuadrados consecutivos. Sea g el menor exponente para
el que la ecuacién tiene una solucion distinta de las indicadas. Entonces ¢ tiene
que ser primo, pues si ¢ = ¢1¢2, donde 1 < ¢1,¢2 < ¢, tendriamos que (x,y?)
serfa una soluciéon de la ecuacién con exponente g1, luego y? = —1,0, 2, luego
y = —1,0 y entonces (z,y) es necesariamente una de las soluciones indicadas.

Como el caso g = 3 esta resuelto en la pagina 118 y acabamos de considerar el
caso ¢ = 2, podemos suponer que q > 5, y basta probar que las tinicas soluciones
de la ecuacion son (£+1,0) y (0,—1). Esta puede escribirse en la forma

(x4 (@ - 1) = y".

Un divisor primo comin de z + 1 y x — 1 divide a su diferencia, luego tiene
que ser 2. Distinguimos dos casos:

Si z es par, podemos suponer que x > 2 (pues x = 0 lleva a y = —1) y
entonces x + 1 y  — 1 son impares, luego primos entre si. La ecuacién implica
entonces que x + 1 y = — 1 son potencias g-ésimas que difieren en dos unidades,
y esto no puede ser, pues

(u+1)?7>14qu > 6.

Por lo tanto, podemos suponer que x > 3 es impar, y a su vez que y > 2 es
par. Entonces x + 1 y = — 1 son pares, pero s6lo uno de ellos sera multiplo de 4,
luego (x + 1,2 — 1) = 2. Mas precisamente, si © = r (mdd 4), donde r = £1,
tenemos que x +r = 2u, x — r = 2'v, donde u y v son impares y (u,v) =1,y
la ecuaciéon nos da que

20y = gy,
de donde se sigue u y v son potencias g-ésimas. Mas precisamente,
y = 2ab, r4+r=2a1 x—r=201p,

donde (a,b) =1y a es impar. Como g > 5y x > 2, tenemos que

fzgq—QwZSx_l > 2.
ba r—r z+1

En particular @ > b. Un simple calculo muestra que

a2 — (2rb)7 = (”;T)z —or(r—r) = <“"”_237">2.

El teorema anterior nos da que si ¢ { (z — 3r)/2, entonces a? — 2rb es un
cuadrado, pero esto no es posible, pues

(a—1)?<a®>-2(a—-1)<a*>-20<a*>-2rb<a’+2b<a®>+2a+1=(a+1)>
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Concluimos que g | (x — 3r)/2 y en particular ¢ 1 x, pues en caso contrario
q | 3r = £3, pero ¢ > 5. Por otra parte, como

el teorema anterior nos da que y +1 = y — (—1) = k?, luego k es impar e
y = k%2—1 > 2 no es un cuadrado. Por el teorema, 10.18, la solucién fundamental
de la ecuacién de Pell

u? — gyt =1

es (k,1). Como otra solucién es (z,y9~D/?), tiene que existir un m tal que

vy VR = (k4 V)",

luego
r =Kk 4+ mk™ 1 /y (méd y),

luego y | k™ — x, y | mk™~t. Como y es par y k impar, resulta que m es par.
Por otra parte,

x4y Y2 g = (Vo)™ = y™/? (méd k),
luego k | x — y™/2, k | yla=1/2,

Si es k > 2, podemos tomar un divisor primo 7 | k, y a su vez r | y, luego
r | k —y = 1, y tenemos una contradiccion. Por lo tanto tiene que ser k = 1,
luego y = 0, contradiccion. n

Recordemos (véase la introduccion) que la conjetura de Catalan afirma que
la ecuacién
aP —yl=1

no tiene soluciones enteras no triviales (es decir, con z,y > 1, p,q > 2) salvo
32 — 23 = 1. Con lo que hemos probado es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 10.22 La conjetura de Catalan es equivalente a que si p y q son
primos impares, entonces la ecuacion

P —yl =1
no tiene soluciones enteras con x,y > 1.

DEMOSTRACION: Ciertamente, el enunciado es un caso particular de la con-
jetura de Catalan. Supongamos la afirmacién del enunciado y consideremos
nimeros m,n > 2y x,y > 1 de modo que ™ — y™ = 1.

Si m es par, entonces (l‘m/2)2 —y™ =1, luego el teorema anterior nos da que
(™2, y) = (3,2), luego m = 2y (z,y) = (3,2). Por lo tanto, podemos suponer
que m es impar. Similarmente, si n es par 2" — (y”/2)2 = 1 contradice el ejemplo
de la pagina 188, luego n tiene que ser impar. Ahora tomamos divisores primos
p|my q|n,de modo que (z™/P)P — (y"/9)? = 1 contradice la hipotesis. =
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Sucede que ésta es la formulacion mas adecuada de la conjetura de Catalan
para proceder a su demostracién. El nivel de la prueba excede con mucho
las posibilidades de este libro, pero observemos que la hemos demostrado para
p = 2y para ¢ = 2. Por otro lado, el teorema de Gersonides 3.4 es otro caso
particular, esta vez para (x,y) = (2,3), (3,2) y exponentes arbitrarios. Ahora
podemos generalizarlo sustancialmente. El teorema siguiente generaliza el caso
(2,3):

Teorema 10.23 Si x > 2 es potencia de 2, la ecuacion ™ — y™ = 1 no tiene
soluciones enteras con x,y > 1, m,n > 2.

DEMOSTRACION: Como en la prueba precedente, si n es par resulta que
™ — (y"/2)2 = 1 contradice el ejemplo de la pagina 188, luego n tiene que ser
impar y podemos tomar un primo (impar) ¢ | n tal que la ecuacion 2™ —y? =1
tiene soluciéon. Entonces

m

=14yt =1+yl-y+y’— - +y).

Como z es potencia de 2, el factor 1 + y también lo es, luego y es impar, luego
en el factor derecho hay ¢ sumandos impares, luego es impar, y tenemos una
contradiccién. [

El teorema siguiente generaliza el caso (3, 2):

Teorema 10.24 Si ¢ = 3,5,7 (mdd 8), la ecuacion ™ — y™ = 1 no tiene
soluciones enteras con x,y > 1, m,n > 2 excepto 32 — 23 = 1.

DEMOSTRACION: Sim es par, entonces (mm/2)2—y” =1, luego 10.21 prueba
que (22 y) = (3,2), luego m = 2, luego (x,y) = (3,2). Por lo tanto, podemos
suponer que m es impar. Similarmente, si n es par tenemos que " —(y™/2)? = 1
contradice el ejemplo de la pagina 188. Ahora tomamos primos impares p | m,
q | n de modo que (z™/P)P — (y™/9)9 = 1. Mas atin, si  y k son impares, es
facil ver que 2* = x (méd 8), luego la ecuacion

a? —yf =1
también tiene una solucién con z = 3,5,7 (méd 8). Como x es impar, vemos

que y es par y, como g > 3, resulta que ¥ — 1 = y?2 = 0 (mdd 8). Sin embargo,
esto es imposible, pues

P —1=z@ 1)+ —-1=2@@P D24+ 1)PV2 1)+ -1

y ®~1/2 41 son dos ntmeros pares consecutivos, luego uno de ellos es multiplo
de 4 y el producto es miltiplo de 8. Por lo tanto, 27 —1 =2 — 1 # 0 (méd 8).
|

El teorema siguiente generaliza al teorema de Gersonides completo:

Teorema 10.25 Si y es potencia de primo, la ecuacion xP — y? = 1 no tiene
soluciones enteras x,y > 1, p,q > 2 excepto 3° — 23 = 1.
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DEMOSTRACION: Como en los casos precedentes, podemos suponer que p y
g son primos impares (ahora usamos que una potencia de una potencia de primo
es potencia de primo). La ecuacion equivale a

P —1

r—1

y'=(z—-1)
Hemos probado que la ecuaciéon no tiene solucién cuando x = 2,3, luego el

primer factor es x — 1 > 1. Por otro lado,

P —1
rz—1

:xp—1+xp—2+...+x+15(p—l)x—‘,—l(méd2)7

lo que prueba que el segundo factor es impar. Méas aun, la primera igualdad
prueba que es mayor que x + 1. En particular, si y = r*, con r primo, resulta
que 7 es impar. Pongamos que

P —1
:’rb7

x—1=r?
z—1

donde 1 <a <bya-+b=kq. El teorema 3.6 implica que

b=v, (Ip — 1) = v (p).

z—1

por lo tanto, p =17 y b =1, con lo que tenemos una contradiccion. L]



Capitulo XI

Formas cuadraticas

En este capitulo vamos a iniciar el estudio general de las ecuaciones diofan-
ticas de la forma
az® + bxy + cy® = m,

donde a, b, ¢ son nameros enteros. Ya hemos estudiado algunos casos par-
ticulares de estas ecuaciones. Por ejemplo, sabemos que la ecuacion de Pell
2?2 — Dy? = 1 tiene infinitas soluciones cuando D > 0 no es un cuadrado per-
fecto, mientras que con m = —1 puede no tener soluciéon. También sabemos
para qué valores de m la ecuacion z2 + y? = m tiene solucién, etc. Ahora va-
mos a exponer una teoria general para estas ecuaciones, si bien un algoritmo de
resoluciéon tendra que esperar hasta el capitulo siguiente.

11.1 Conceptos basicos sobre formas cuadraticas

Los polinomios de la forma az? + bxy + cy? se llaman formas cuadrdticas (de
dos variables). En principio, los coeficientes pueden estar en cualquier anillo,
pero aqui vamos a considerar tinicamente el caso de que sean ntimeros racionales
y, especialmente, enteros.

Diremos que un entero r estd representado por una forma cuadratica f(z,y)
si existen enteros z,y tales que f(z,y) =r.

Formas primitivas Una forma cuadratica f(x,y) = ax? + bxy + cy? con
coeficientes enteros no todos nulos se dice primitiva si sus coeficientes son primos
entre si (es decir, que ningin primo divide a los tres, pero si que puede dividir
a dos de ellos).

En general, si llamamos d al maximo comin divisor de a, b y ¢, podemos
descomponer
ax? + bxy + cy® = d(d'z? +Vxy + y?),

donde @’ = a/d, b’ =b/dy ¢ =c/d, y la forma f'(x,y) = a’z? + V'xy + /y* es
primitiva. Es claro entonces que para que una ecuacion diofantica f(x,y) =m

367
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pueda tener solucién es necesario que d | m, y en tal caso las soluciones seran
las mismas que las de la ecuacion f/(z,y) = m/d.

Por lo tanto, a la hora de resolver ecuaciones diofanticas definidas por for-
mas cuadraticas, no perdemos generalidad si consideramos tinicamente formas
primitivas.

Formas irreducibles Una forma cuadratica con coeficientes enteros (resp.
racionales) se dice reducible si puede descomponerse en factores lineales:

ax® + bry + cy® = (re + sy)(tx + uy),
donde r, s,t, u son nimeros enteros (resp. racionales).

Si una forma cuadrética con coeficientes enteros es reducible, a la hora de
resolver una ecuacion diofantica

(ra + sy)(tx + uy) = m,
basta considerar todas las factorizaciones posibles m = ab (que son un nimero
finito) y resolver los sistemas de ecuaciones
rT + Sy
tr+uy = b
(mas adelante veremos como hacerlo). En cambio, esto no es posible cuando la
forma cuadréatica es irreducible.

En principio, dada una forma cuadratica con coeficientes enteros, podria
ocurrir que fuera irreducible como tal, es decir, como forma con coeficientes
enteros, pero que fuera reducible si la consideramos con coeficientes racionales,
es decir, podria ocurrir que admitiera una descomposicién en producto de dos
factores lineales con coeficientes racionales, pero no enteros. Sin embargo, lo
cierto es que no puede darse el caso:

St una forma cuadrdtica con coeficientes enteros factoriza como
az? + bay + cy® = (re + sy)(tx + uy),

donde los factores tienen coeficientes racionales, entonces €stos pue-
den tomarse con coeficientes enteros.

En efecto, si ¢ = 0 es obvio que az? + bry = x(ax + by) es una factorizacion
con coeficientes enteros. Supongamos, pues que ¢ = su # 0. Entonces

9 9 r t
ax® + bxy + cy zc(fa:—&—y) -4y,
S U

donde en principio 7/s y t/u son cocientes de ntimeros racionales, pero operan-
dolos podemos llegar a una expresion idéntica en la que r, s, ¢, u sean niimeros
enteros con (r,s) = (t,u) = 1. A su vez, de aqui llegamos a una factorizacion

c
az? + bry + cy® = Q(rw + sy)(tz + uy),

donde ahora cada letra representa un ntimero entero.
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Llamemos d al maximo comun divisor de a, b, ¢, de modo que
sud(a'z® + by + y?) = c(rz + sy)(tx + uy),

donde o', V', ¢’ son primos entre si.
Basta probar que los coeficientes de

(rz + sy)(te + uy) = rtx? + (ru + st)zy + suy®

son primos entre si, pues entonces, tanto sud como ¢ serdn el maximo comin
divisor de los coeficientes de una misma forma cuadréatica, luego sera sud = +c,
luego podremos concluir que

az? + by + cy® = +d(rx + sy)(tx + uy).

En efecto, supongamos que un primo p divide a los tres coeficientes del
producto. En particular p | rt y, por simetria, podemos suponer que p | r.
Entonces, pt s, ya que (r,s) = 1. Como p | (ru + st), también p | st, luego p | ¢
y como p | su, también p | u, luego p | (t,u) = 1, contradiccion. "

Esto nos da un criterio muy simple de irreducibilidad:

Definicion 11.1 Llamaremos discriminante de una forma cuadratica
ax? + bry + cy?
al nimero D = b2 — 4ac.

Teorema 11.2 Una forma cuadrdtica ax® + bxy + cy? con coeficientes enteros
es irreducible si y sélo si su discriminante no es un cuadrado perfecto.

DEMOSTRACION: Acabamos de ver que para que una forma cuadratica sea
irreducible es necesario y suficiente que pueda descomponerse como

az® + bry + cy® = (re + sy)(tx + uy).

aunque los coeficientes r, s, t, u sean racionales, lo cual a su vez es equivalente a
que
az® + bx +c = (re + s)(tr + u).

En efecto, de la primera igualdad se pasa a la segunda haciendo y = 1, mientras
que de la segunda se pasa a la primera sustituyendo = por z/y y multiplicando
ambos miembros por 2.

Asi pues, la forma cuadratica es reducible si y solo si el polinomio ax?+bzx+c
es reducible en Q[z], lo cual es equivalente a que tenga raices en Q, y a su vez
a que su discriminante D sea un cuadrado perfecto, para que sus raices sean
racionales. m
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Toda forma cuadratica irreducible cumple a # 0 y ¢ # 0. Entonces

1
4—((2ax)2 + 4abzy + 4acy?)
a

1
= 1o ((Qaz+ by)? — (b*y® + dacy?))

az? + bry + cy?

1
= @((2a:r + by)? — Dy?).

A partir de esta expresion es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 11.3 Sea f(x,y) una forma cuadrdtica con coeficientes enteros irre-
ducible de discriminante D. Entonces:

1. SiD <0 ya>0 (o, equivalentemente, ¢ > 0), entonces f(x,y) > 0
siempre que (xz,y) # (0,0).

2.8 D <0ya<0 (o, equivalenemente, ¢ < 0), entonces f(x,y) < 0
siempre que (x,y) # (0,0).

3. Si D > 0 entonces f(x,y) > 0 para algunos pares (z,y) y f(z,y) < 0 para
otros pares.

Definiciéon 11.4 En el primer caso del teorema anterior se dice que la forma
cuadratica f(z,y) es definida positiva, en el segundo que es definida negativa y
en el tercero que es indefinida.

A la hora de resolver una ecuacion diofantica f(x,y) = d donde f tiene
discriminante D < 0, vemos que para que tenga solucién es necesario que d
tenga el mismo signo que a (o que ¢) y, en tal caso, pasando si es preciso
a la ecuacion —f(z,y) = —d, que tiene las mismas soluciones, no perdemos
generalidad si suponemos que [ es definida positiva.

En resumen:

Al efecto de estudiar las ecuaciones diofdnticas definidas por formas
cuadrdticas irreducibles, no perdemos generalidad si las suponemos
primitivas y, en caso de que tengan discriminante negativo, podemos
suponer también que son definidas positivas.

Cambios de variables Introducimos ahora una idea fundamental en el estu-
dio de las ecuaciones diofanticas definidas por formas cuadraticas. Supongamos
que nos interesan las soluciones enteras de una ecuaciéon como

132? + 10zy + 2y* = 10. (11.1)

En principio no sabemos céomo encontrarlas, pero observemos lo que sucede
si hacemos el cambio de variables

r=—1+y, y =32 —2y.
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Un calculo rutinario muestra que
13(—2’ +9)? + 10(—2" + ') (32" — 2¢') +2(32" — 2¢/)? = 2"* + /%
Por lo tanto, para cada solucion entera (2/,y’) de la ecuacion
x"? +y? = 10, (11.2)

los valores (x,y) que resultan de las ecuaciones de cambio de variable nos dan
una solucién de la ecuacion original. Concretamente, es claro que las tnicas
soluciones enteras de esta ecuaciéon son (z/,y’) = (£3,+1),(£1,£3). Por lo
tanto,

(x,y) =(-2,7),(2,=7),(4,—-11),(—4,11),(2,-3),(-2,3), (4,—9), (—4,9)

son ocho soluciones enteras de la ecuacion original. ;Soén las dnicas? Si. La
razoén es que en las ecuaciones del cambio de variables podemos despejar las
variables ' e ¥': en la primera despejamos ¥’ = —xz + 3’ y, al sustituir en la
segunda, queda

y=3(-z+y) -2y =-3c+3y -2 = -3+,

luego 4/ =3z +y, yasuvez 2’ = —x+ 3z +y =2z +y. Esto se traduce en
que los cambios de variable

z=—-x' + v ' =2x+y
y= 32" —2y } y =3z +y (11.3)

son mutuamente inversos. Si sustituimos el segundo cambio en (11.2) obtene-
mos la ecuacion (11.1). Por lo tanto, si (z,y) es una solucion entera de (11.1)
entonces el valor (2/,y’) dado por el segundo cambio de variables sera una de
las 8 soluciones de la ecuacion (11.2), de donde se sigue a su vez que (z,y) sera
una de las 8 soluciones que hemos encontrado.

Ejercicio: Demostrar que la ecuacion 13z2 + 10zy + 23> = 7 no tiene soluciones
enteras.

Con esto hemos “resuelto” la ecuacion diofantica (11.1), en el sentido de
que hemos encontrado todas sus soluciones enteras, pero no podemos decir que
dispongamos de un método de resolucion, pues no sabemos por qué tendriamos
que haber considerado precisamente el cambio de variables que nos ha permitido
encontrarlas. Ademés, el cambio de variables que hemos encontrado “no es
cualquiera ”, como ilustra el ejemplo siguiente:

Consideremos ahora la ecuacién
1922 + 152y + 3y® = 61.
Si se nos ocurre aplicarle el cambio de variables

x=a + 3y, y=—32" — 7Ty (11.4)
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se transforma en otra mas sencilla que ya hemos estudiado:
x4+ 3y"? = 61.

Es facil concluir que tiene exactamente cuatro soluciones: (z/,y’) = (£7,+2),
que, a través del cambio de variables, se corresponden con las soluciones

(x,y)=(-1,7), (1,-7), (13,-35), (-13,35).

;Son las tnicas? En este caso no. Las soluciones enteras de la ecuacion
original son estas cuatro més otras ocho:

(z,y) = (1,2), (—1,-2), (13,-30), (—13,30),
(14,-33), (14,-37), (—14,-33), (—14,37).

.Y por qué hemos perdido soluciones en este caso? La explicacion es que si
calculamos el cambio de variable inverso, éste resulta ser:

1 1
x’zi(—7x—3y), y’:§(3x+y).

Las soluciones que hemos encontrado son las soluciones (z,y) que tienen
ambas coordenadas impares, lo cual se traduce en que (z',y’) son enteros vy,
por lo tanto, son soluciones enteras de la ecuacién z'2 + 3y’ = 61. En cambio,
las soluciones (x,y) con una coordenada par y otra impar se corresponden con
soluciones fraccionarias, no enteras, de la ecuacion z'? 4 3y'2 = 61.

Vemos asi que, para que un cambio de variables nos permita reducir el calculo
de las soluciones enteras de una ecuacién al calculo de las de otra, no sélo es
necesario que tenga coeficientes enteros, sino que al cambio inverso le ocurra lo
mismo, cosa que no se cumplia en este tltimo ejemplo. De hecho, antes que esto
es necesario que exista el cambio inverso, pues podria no existir. Por ejemplo,
si intentamos hacer el cambio de variables

x =22 + 2y, y =3z + 3y,

observamos que todos los pares (z,y) que proceden de pares (2’,y’) cumplen
3z = 2y, luego un par como (z,y) = (1,1) no procede de ningun par (z’',y’)
por este cambio de variables, luego no hay cambio de variables inverso. Si
(z,y) = (1,1) fuera una solucion entera de una ecuaciéon determinada por una
forma cuadratica, no podriamos obtenerla a partir de una solucion (z',y’) de
la forma resultante de aplicar este cambio de variables. En la seccion siguiente
estudiaremos estas cuestiones con detalle.

11.2 Matrices

Aunque nos van a interesar principalmente los casos A = Z y A = Q, de
momento podemos considerar un dominio arbitrario A. Podemos definir un
cambio de variables lineal (de dos variables) en A como una aplicacion

fiA?— A2
de la forma f(2',y') = (a2’ + ¢y, bx’ + dy'), para ciertos a, b, c,d en A.
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Por ejemplo, las ecuaciones (11.3) definen dos cambios de variables f y ¢
en Z?. El primero hace corresponder la solucién (z/,y’) = (3,1) de la ecuacion
(11.2) con la solucién (z,y) = f(3,1) = (=2,7) de la ecuaciéon (11.1), mientras
que el segundo hace corresponder (z,y) = (—2,7) con g(—2,7) = (3,1).

Dados dos cambios de variables
ALy p2 5 0

podemos considerar su composicion f o g, es decir, el cambio de variables dado
por

(fog)ay) =g(f(@y)).
Por ejemplo, la composiciéon de los cambios de variables
[ x=32"+y [ u= z—y

es el cambio dado por

(feg)ay) = g(fa,y) = 93" +y 22" +3y)
= B2 +y — (22 +3y),—(32" + ') +2(22" + 3y'))
(‘rl - 2ylv ' + 5y/)

0, equivalentemente,

_Ju=a" -2y
ng:{Uzml—l—f)y/ (11.6)

Otro ejemplo: en la secciéon anterior hemos visto que la composiciéon de los
cambios de variables (11.3) es el cambio de variables trivial u = 2/, v = ¢/, de
modo que un cambio “deshace” al otro.

En general, la composicién de dos cambios de variables

F= z=az + cy _Ju=dz+cy
T y=ba' +dy g= v=0bz+dy

viene dada por

_ ! / !/ ! / /
fog{x—(aa + b))z + (ca’ + dc)y (11.7)

y = (abl +bd)a’ + (cb' +dd')y’

La composicién de cambios de variable es asociativa, es decir, que si tenemos
tres cambios de variable

A2 Ly 2 op2 a2,
entonces (fog)oh= fo(goh).
En efecto,
((fog)oh)(@',y) =h((fog)ay)) =

(folgoh)(a',y) = (goh)(f(z',y)) =
luego ((fog)oh)(z',y') = (fol(goh)) (@, y).
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Todos los ejemplos que hemos considerado hasta ahora son conceptualmente
muy simples, pero los célculos resultan farragosos. Vamos a ver que esto cambia
completamente si introducimos una notaciéon matricial.

Un cambio de variables

F= z=azr + cy
T y=ba' +dy

puede “resumirse” en la matriz

a b
we(o 1)

Notemos que la primera fila de My es f(1,0) y la segunda es f(0,1). A partir
de f podemos calcular asi My y a partir de My podemos reconstruir f. Esto
significa que podemos pensar en los cambios de variables y en las matrices como
dos formas equivalentes de representar un mismo concepto.

En términos de matrices, las formulas (11.7) para la composiciéon de dos cam-
bios de variables arbitrarios se expresan en términos del producto de matrices
definido como sigue:

a b a v\ _ [ ad+bd ab +bd (11.8)
c d ¢ d ) \cad+dd o +dd )’ ’
Esto significa que si dos cambios f y g se corresponden con las matrices Mjy

y My, respectivamente, entonces la composiciéon f o g se corresponde con el
producto MyM, definido por la igualdad anterior.

La ventaja es que, con esta representacion, el resultado de la composicion
puede calcularse sin necesidad de recordar ninguna férmula. Por ejemplo, para
calcular el valor ca’ + dc’ que hemos destacado en negrita, s6lo tenemos que
tener en cuenta que es el situado en la segunda fila y en la primera columna
de la matriz producto, y vemos que se obtiene a partir de la segunda fila del
primer factor y la primera columna del segundo. Sé6lo hay que recorrer la fila de
izquierda a derecha y la columna de arriba a abajo multiplicando los niimeros que
encontramos y sumando al pasar a los siguientes. Y lo mismo vale para las demés
entradas de la matriz producto. Cada una de ellas se obtiene recorriendo la fila
correspondiente del primer factor y la columna correspondiente del segundo.!

Por ejemplo, antes hemos calculado la composiciéon de los cambios (11.5), y
ahora podemos calcularla mucho méas comodamente multiplicando las matrices

correspondientes:
3 2 1 -1 1 1
(Vi) 2)=(=2 ) 19)

vemos que, en efecto, la matriz resultante es la correspondiente al cambio (11.6).

1Si el lector no esté familiarizado con el producto de matrices en este punto deberia ponerse
a si mismo productos arbitrarios hasta que vea que es capaz de calcularlos sin necesidad de
recordar ninguna férmula.
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Similarmente, la comprobacion de que los cambios (11.3) son mutuamente
inversos se reduce ahora a calcular el producto

-1 3 23\ _ (10
1 -2 11/ VL0 1)
pues la matriz identidad
10
1= ( 0 1 > (11.10)

se corresponde ciertamente con el cambio de variables trivial f(z,y) = (z,v).

Vamos a recapitular los conceptos que acabamos de introducir:

Definiciéon 11.5 Si A es un dominio, llamaremos Mats(A) al conjunto de todas
las matrices (con dos filas y dos columnas) con coeficientes en A, es decir, todos
los conjuntos de cuatro elementos de A dispuestos en la forma

a b
M = .
)
En Maty(A) tenemos definido el producto dado por (11.8), que tiene la
propiedad asociativa, pues hemos visto que, a través de la identificacion entre
matrices y cambios de variables se corresponde con la composicion, y ésta es

asociativa. Ademas es facil ver que tiene como elemento neutro a la matriz

identidad (11.10).

Es muy importante tener presente que el producto de matrices no es conmu-
tativo. Por ejemplo, basta comparar (11.9) con

1 -1 3 2\ 2 -1
-1 2 1 3/ \ -1 4 )
Mas delicada es la cuestién de cudndo una matriz tiene una matriz inversa.

Diremos que una matriz M de Maty(A) es reqular si existe otra matriz M !
en Maty(A) tal que MM~ = M~'M = I. En caso contrario se dice que es
singular.

Enseguida veremos (véase la observacion tras el teorema 11.7) que, aunque
el producto de matrices no sea conmutativo, si dos m