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13.3 El criterio de Néron-Ogg-Shafarevich . . . . . . . . . . . . . . . . 430
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Introducción

El propósito de este libro es profundizar en el estudio de las curvas eĺıpticas
a través de lo que podŕıamos considerar una generalización de la noción de
reducción. Recordemos que una curva eĺıptica E/K sobre un cuerpo K es
una curva proyectiva regular de género 1 definida sobre K en la que hemos
seleccionado un punto racional O ∈ E(K). Es conocido que toda curva eĺıptica
es isomorfa a una cúbica dada por una ecuación de Weierstrass:

Y 2 + a1XY + a3Y
2 = X3 + a2X

2 + a4X + a6,

para ciertos ai ∈ K, de modo que el punto racional prefijado O se corresponde
con el único punto infinito de esta curva, a saber, el punto de coordenadas
homogéneas O = [0, 1, 0].

En este libro estudiaremos el caso en que K es el cuerpo de cocientes de
un dominio de Dedekind D. (El ejemplo básico es Q como cuerpo de cocientes
de Z.) Entonces es posible elegir la ecuación de Weierstrass de modo que tenga
sus coeficientes en D y, para cada ideal primo (no nulo) p de D, podemos
considerar su reducción módulo p, es decir, la ecuación de Weierstrass cuyos
coeficientes son las clases de los coeficientes ai en el cuerpo de restos k = D/p.

La reducción de una curva eĺıptica ya no tiene por qué ser una curva eĺıptica.
Ello se debe a que puede tener un punto singular. En general, cada ecuación de
Weierstrass tiene asociado un discriminante ∆ ∈ K (que depende polinómica-
mente de los coeficientes ai, por lo que estará en D si éstos están), de modo que
la curva definida por la ecuación es regular (y automáticamente eĺıptica) si y
sólo si ∆ �= 0. El discriminante de la reducción de E módulo un primo p es la
clase de ∆ módulo p, por lo que la reducción será una curva eĺıptica si y sólo si
p � ∆.

Esto nos permite ya distinguir clases de curvas eĺıpticas según su compor-
tamiento ante la reducción módulo un primo p: una curva eĺıptica puede tener
buena o mala reducción módulo p, según que la reducción sea o no eĺıptica.1 En-
tre las curvas con mala reducción se pueden dividir en varias clases atendiendo
al punto singular de la reducción. (Sólo puede haber uno.) La mala reducción es
multiplicativa si el punto singular es un nodo, es decir, que tiene dos tangentes
distintas o, equivalentemente, si al considerar la regularización de la curva le

1En realidad esto ha de matizarse, porque una misma curva eĺıptica puede describirse con
ecuaciones de Weierstrass distintas, y puede ocurrir que una tenga buena reducción y otra
tenga mala reducción en un mismo primo.
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x Introducción

aparecen dos antiimágenes distintas. Si, por el contrario, el punto singular es
una cúspide, es decir, que tiene una única tangente y una única antiimagen en
la regularización, decimos que la mala reducción es aditiva. A su vez, todav́ıa
es posible distinguir entre curvas con mala reducción multiplicativa racional o
irracional (distinción que no vamos a explicar aqúı).

Con esto termina la clasificación de las reducciones de una curva eĺıptica que
proporciona la teoŕıa elemental. Como dećıamos, nuestro propósito es llevar esta
clasificación mucho más lejos. El lector que esté familiarizado con la utilidad del
concepto de reducción y de la distinción entre los distintos tipos de reducciones
a la hora de comprender el comportamiento de las curvas eĺıpticas, se podrá
hacer una primera idea del potencial que ofrece avanzar en esta dirección.

La idea básica que vamos a explotar es la siguiente: en principio, una
ecuación de Weierstrass define un esquema proyectivo

C = Proy(K[X,Y, Z]/(F )),

donde F es la homogeneización de la ecuación de Weierstrass. Enfocar de este
modo el estudio de la curva definida por la ecuación —en términos de la teoŕıa
de esquemas— puede ser más o menos provechoso, pero, en último extremo, el
estudio del esquema C/K es equivalente al estudio de la curva E/K en términos
clásicos, es decir, concebida como un subconjunto cerrado del plano proyectivo
P2(K̄), donde K̄ es la clausura algebraica de K. La idea que realmente aporta
algo nuevo es considerar el esquema W

W = Proy(D[X,Y, Z]/(F )).

Si S = EspD, el homomorfismo natural D −→ D[X,Y, Z]/(F ) induce un
homomorfismo de esquemas W −→ S. Los puntos de S son el punto genérico η
(el ideal nulo de D) y tantos puntos cerrados como ideales primos (no nulos)
tiene D. Como k(η) = D0 = K, resulta que la fibra genérica de W es

Wη = Proy(K[X,Y, Z]/(F )),

es decir, la curva eĺıptica definida por la ecuación de Weierstrass, mientras que
si p ∈ D es un primo no nulo, entonces k(p) = Dp/p = D/p es el cuerpo de
restos módulo p, y la fibra correspondiente es

Wp = Proy(k(p)[X,Y, Z]/(F )),

la reducción de la ecuación de Weierstrass módulo p.
El esquema W es un ejemplo de lo que llamaremos una superficie fibrada,

uno de los conceptos básicos que vamos a estudiar en este libro. Notemos
que el nombre de “superficie” le conviene en cuanto que es un esquema de
dimensión 2, aunque es más bien lo que podŕıamos llamar un haz de curvas.
Más concretamente, es lo que llamaremos un modelo de Weierstrass de la curva
eĺıptica dada (el modelo de Weierstrass asociado a la ecuación dada). Vemos
que reúne en un único objeto geométrico la curva y sus reducciones, pero no se
trata de una mera “catalogación” de las reducciones, sino que al relacionarlas



xi

de este modo podemos distinguir diferencias más sutiles entre los tipos de mala
reducción. En realidad, no tiene interés relacionar reducciones de una misma
ecuación módulo primos diferentes, por lo que, a la hora de estudiar la reducción
Wp, podemos sustituir D por la localización Dp sin alterar la fibra Wp. Aśı el
esquema S = EspDp tiene sólo dos puntos, el punto genérico η y el punto
cerrado p, y tenemos una superficie fibrada W que tiene únicamente dos fibras.

Si la reducción módulo p es mala, ahora puede ocurrir que el punto singular
de Wp sea también singular como punto de W o que, por el contrario, sea regular.
En el primer caso es posible construir una desingularización de W , es decir, una
superficie fibrada regular X/S, cuya fibra genérica sigue siendo la misma (la
curva eĺıptica dada), junto con un homomorfismo birracional X −→W .

En principio, hay muchas superficies fibradas regulares no isomorfas cuya
fibra genérica sea una curva eĺıptica dada, pero, de entre todas ellas, es po-
sible seleccionar una de forma canónica, la que llamaremos el modelo regular
minimal de la curva eĺıptica. Si X/S es dicho modelo regular minimal, la fibra
cerrada Xp puede variar entre un número finito de posibilidades, que suponen
una clasificación mucho más fina de los tipos de reducción módulo p de la curva.

Del proceso que acabamos de esbozar y que conduce al modelo regular mi-
nimal de una curva eĺıptica, el paso más delicado es —con diferencia— el pro-
blema de desingularizar una superficie fibrada dada. Es bien conocido que toda
curva proyectiva es birracionalmente equivalente a una curva proyectiva regu-
lar, pero el análogo en dimensiones superiores es un problema muy complejo
del que se conocen diversos resultados parciales. En este libro aceptaremos sin
demostración un teorema de Lipman (teorema 6.31) sobre desingularización de
superficies excelentes, a partir del cual demostraremos los resultados espećıficos
de desingularización que vamos a necesitar. El mero enunciado del teorema re-
quiere conocer el concepto de anillo excelente, el cual determina una familia de
anillos noetherianos que incluye a las álgebras finitamente generadas sobre un
cuerpo y comparte con ellas algunas propiedades fundamentales. Se trata de un
concepto técnico muy sofisticado del álgebra conmutativa. Por ello, este libro
está estructurado del modo siguiente:

En una primera parte, que incluye los tres primeros caṕıtulos, exponemos la
teoŕıa de los anillos excelentes. Más concretamente, el primer caṕıtulo recoge
algunos preliminares de álgebra conmutativa de carácter más elemental, en el
segundo caṕıtulo exponemos algunos requisitos más profundos, y en el tercero
presentamos las distintas propiedades que componen la definición de los anillos
excelentes, que son finalmente introducidos y estudiados en la última sección.

La segunda parte, hasta el caṕıtulo VIII, desarrolla la teoŕıa que hemos esbo-
zado en esta introducción, de forma que el lector que esté dispuesto a aceptar sin
prueba no sólo el teorema de Lipman, sino todo lo concerniente a la existencia
de desingularizaciones (esencialmente, los teoremas 6.34 y 6.35), puede empezar
directamente por el caṕıtulo IV, salvo que necesitará unos pocos preliminares de
álgebra conmutativa incluidos en la primera parte, a saber, la sección 3.1 sobre
anillos universalmente catenarios (que es independiente de todo lo anterior) y



xii Introducción

unos pocos resultados elementales del caṕıtulo I (que puede consultar a medida
que vayan siendo necesarios).

Excepto el teorema de Lipman, todos los resultados de este libro están de-
mostrados a partir de resultados anteriores o de resultados demostrados en otros
de mis libros, citados entre corchetes con los convenios siguientes:

[N] Teoŕıa de números
[CE] Curvas eĺıpticas
[AC] Álgebra conmutativa
[E] Esquemas

Queda claro, pues, que el lector deberá tener una buena base de álgebra
conmutativa y teoŕıa de esquemas, aśı como algunos conocimientos sobre curvas
eĺıpticas. Las referencias a [N] se reducen a las propiedades básicas de los
dominios de Dedekind.

En el caṕıtulo IX presentamos un algoritmo debido a Tate que permite calcu-
lar expĺıcitamente las fibras cerradas del modelo regular minimal de una curva
eĺıptica a partir de cualquiera de sus ecuaciones de Weierstrass. En el caṕıtulo X
estudiamos la posibilidad de extender al modelo regular minimal la estructura
de variedad abeliana de una curva eĺıptica. La respuesta es negativa, pero su-
cede que śı que es posible dotar de estructura de grupo al abierto de puntos
suaves del modelo regular minimal. Este abierto recibe el nombre de modelo de
Néron de la curva eĺıptica, y puede caracterizarse por una propiedad universal
de extensión de homomorfismos.

Los últimos caṕıtulos del libro se agrupan en una tercera parte de aplicacio-
nes a las curvas eĺıpticas de la teoŕıa desarrollada previamente. Básicamente,
esta tercera parte contiene lo necesario para definir y demostrar las propiedades
básicas del conductor de una curva eĺıptica, un concepto demasiado técnico para
tratar de explicarlo aqúı, pero que ocupa, sin lugar a dudas, un lugar destacado
en la teoŕıa. Este objetivo requiere algunos resultados de la teoŕıa de caracteres
de grupos finitos, y por ello dedicamos el caṕıtulo XI a exponer los preliminares
necesarios y poco más.

En el caṕıtulo XII exponemos la teoŕıa de Tate sobre curvas eĺıpticas con
reducción multiplicativa sobre cuerpos métricos discretos y completos. Muchas
demostraciones sobre curvas eĺıpticas requieren distinguir el caso de curvas con
buena reducción potencial (es decir, curvas que pasan a tener buena reducción
tras una extensión del cuerpo base) y curvas con reducción multiplicativa poten-
cial (́ıdem, pero con reducción multiplicativa en vez de con buena reducción).
La teoŕıa de Tate resulta ser una herramienta muy valiosa en el segundo caso.

Finalmente, en el caṕıtulo XIII estudiamos la acción del grupo de Galois
absoluto G(K̄/K) (donde K̄ es una clausura algebraica de K) sobre los grupos
E[m] de puntos de torsión de una curva eĺıptica E/K, lo cual nos lleva al con-
cepto de conductor. Además de los resultados sobre teoŕıa de caracteres grupos
expuesta en el caṕıtulo XI, esto requiere, conocer también la teoŕıa de ramifi-
cación en cuerpos métricos discretos y completos, desarrollada en el caṕıtulo X
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de mi libro sobre Teoŕıa de cuerpos de clases, citado como [CC]. Esta teoŕıa apa-
rece en [CC] como requisito previo, de modo que los resultados que necesitamos
son independientes de la teoŕıa de cuerpos de clases propiamente dicha.

Como ya hice en mi libro sobre la teoŕıa de Esquemas, debo acabar esta
introducción reiterando mi más sincera gratitud al profesor Qing Liu por la
correspondencia que ha mantenido conmigo mientras redactaba este libro, y
que ha sido fundamental en mi estudio de las superficies aritméticas.





Primera parte

Anillos excelentes
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Caṕıtulo I

Preliminares

En este primer caṕıtulo presentamos algunos resultados variados de álgebra
conmutativa de carácter más elemental que los que veremos en los caṕıtulos
siguientes.

1.1 La descomposición primaria

Vamos a probar aqúı el que fue uno de los primeros resultados relevantes del
álgebra conmutativa abstracta, debido a Emmy Noether. Se trata de un teorema
de descomposición de ideales en anillos noetherianos que generaliza a la facto-
rización ideal de los dominios de Dedekind. Por conveniencia lo formularemos
en un contexto ligeramente más general, no en anillos sino en módulos.

Definición 1.1 Sea A un anillo noetheriano y M un A-módulo. Diremos que
un submódulo N es primario si el cociente M/N tiene un único primo asociado
p, en cuyo caso diremos también que N es p-primario.

En [AC 4.43] definimos un ideal primario en un anillo A como un ideal q tal
que todos los divisores de cero en A/q son nilpotentes. Observemos que esta
definición coincide con la que hemos dado aqúı en el caso M = A.

En efecto: un ideal q es p-primario si y sólo si A/q tiene a p como único primo
asociado, luego p = rad q y todos los divisores de cero de A/q son nilpotentes.
Rećıprocamente, si todos los divisores de cero de A/q son nilpotentes, la unión
de todos los primos asociados de A/q (es decir, el conjunto de los divisores de
cero) coincide con la intersección de todos ellos (el conjunto de los elementos
nilpotentes), lo cual sólo puede ocurrir si A/q tiene un único primo asociado.

Teorema 1.2 Si A es un anillo noetheriano, M es un A-módulo y p es un ideal
primo de A, la intersección de un número finito de submódulos p-primarios de
M es también p-primaria.

3



4 Caṕıtulo 1. Preliminares

Demostración: Basta probarlo para dos submódulos, digamos N1 y N2.
Para ello, consideramos el monomorfismo natural

M/(N1 ∩N2) −→ (M/N1)⊕ (M/N2)

y aplicamos los teoremas [AC 3.47] y [AC 3.48]:

∅ �= As(M/(N1 ∩N2)) ⊂ As(M/N1) ∪As(M/N2) = {p}.

Definición 1.3 Sea A un anillo noetheriano, M un A-módulo y N un submó-
dulo. Una descomposición primaria de N es un conjunto de submódulos prima-
rios N1, . . . , Nr tales que N = N1 ∩ · · · ∩Nr. La descomposición es reducida si
ninguno de los Ni puede omitirse y, si Ni es pi-primario, entonces los primos pi

son distintos dos a dos.

Es claro que toda descomposición primaria puede simplificarse hasta otra
reducida. (Basta sustituir todos los submódulos con el mismo primo asociado
por su intersección, y luego eliminar alguno de los submódulos si es redundante.)

Evidentemente, el hecho principal que vamos a probar es la existencia de
descomposiciones primarias, pero antes obtendremos algunos resultados sobre
unicidad.

Teorema 1.4 Sea A un anillo noetheriano, sea M un A-módulo, sea N un
submódulo y sea N = N1 ∩ · · · ∩ Nr una descomposición primaria reducida,
donde Ni es un submódulo pi-primario. Entonces As(M/N) = {p1, . . . , pr}.

Demostración: Tenemos un monomorfismo natural

M/N −→ (M/N1)⊕ · · · ⊕ (M/Nr),

del que se sigue que As(M/N) ⊂
⋃
i

As(M/Ni) = {p1, . . . , pr}. Rećıprocamente,

(N2 ∩ · · · ∩ Nr)/N es isomorfo a un submódulo (no nulo) de M/N1, luego su
único primo asociado es p1. Como (N2∩· · ·∩Nr)/N es un submódulo de M/N ,
resulta que p1 ∈ As(M/N). Lo mismo vale para los demás pi.

Teorema 1.5 Sea A un anillo noetheriano, sea M un A-módulo, sea N un
submódulo p-primario y sea p′ un ideal primo de A. Entonces:

a) Si p �⊂ p′, se cumple que Np′ = Mp′ .

b) Si p ⊂ p′, entonces N = M ∩Np′ .

Demostración: a) Tenemos que Mp′/Np′ = (M/N)p′ y [AC 3.50] implica
que los primos asociados del cociente son las localizaciones de los primos de
As(M/N) contenidos en p′, o sea, ninguno, luego Mp′/Np′ = 0 por [AC 3.48].
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b) La conclusión N = M ∩Np′ hay que entenderla, con más precisión, como
que N es la antiimagen de Np′ por el homomorfismo natural M −→Mp′ . Esto se
cumple si el homomorfismo natural M/N −→ (M/N)p′ = Mp′/Np′ es inyectivo.

Si x ∈M/N no nulo tiene imagen nula, existe un s ∈ A \ p′ tal que sx = 0,
pero el submódulo 〈x〉 ⊂M/N no tiene más primo asociado que p, luego existe
un a ∈ A tal que An(ax) = p, luego s ∈ p ⊂ p′, lo cual es absurdo.

Teorema 1.6 Sea A un anillo noetheriano, M un A-módulo y N un submódulo
que admita una descomposición primaria reducida N = N1 ∩ · · · ∩Nr. Si Ni es
pi-primario y pi es minimal en As(M/N), entonces Ni = M ∩Npi .

Demostración: Tenemos que si j �= i entonces pj �⊂ pi, por lo que el
teorema anterior nos da que Nj,pi = Mpi , mientras que Ni = M ∩Ni,pi .

Si x ∈ Ni, entonces, para todo j �= i, su imagen x/1 ∈Mpi puede expresarse
como x/1 = xj/sj , con xj ∈ Nj . Esto nos da un s′j ∈ A \ pi tal que s′jx ∈ Nj .
Multiplicándolos todos obtenemos un s ∈ A \ pi tal que sx ∈ N , aśı pues,
x/1 = sx/s ∈ Npi . Esto prueba que Ni ⊂M ∩Npi ⊂M ∩Ni,pi = Ni.

Aśı pues, si los primos asociados de M/N coinciden con los minimales, la
descomposición primaria de N (si existe) en única. Veamos finalmente la exis-
tencia:

Teorema 1.7 Si A es un anillo noetheriano y M un A-módulo finitamente
generado, todo submódulo de M tiene una descomposición primaria.

Demostración: Si N es un submódulo de M , basta probar que el submó-
dulo nulo de M/N tiene una descomposición primaria o, equivalentemente, po-
demos suponer que N = 0.

Para cada p ∈ As(M), consideramos el conjunto C de los submódulos N ⊂M
tales que p /∈ As(N). Es no vaćıo, pues 0 ∈ C, y toda cadena respecto de la
inclusión tiene un maximal, ya que, por definición de asociado, todo primo
asociado de una unión es asociado de uno de los módulos que la componen. Por
el lema de Zorn, existe un submódulo Np ∈ C maximal respecto de la inclusión.

Como p es asociado de M y no de Np, ha de ser Np �= M . Por otra parte,
si M/Np tuviera un primo asociado p′ �= p, entonces M/Np contendŕıa un
submódulo N ′/Np

∼= A/p′, con lo que los primos asociados de N ′ estaŕıan entre
los de N y p′, luego N ′ ∈ C contradiŕıa la maximalidad de N . Esto implica que
Np es p-primario.

Finalmente, un primo asociado de
⋂
p

Np ha de ser asociado de todos los Np,

luego ha de ser distinto de todos los p posibles. Por consiguiente, la intersección,
al no tener asociados, ha de ser nula.

Veamos ahora algunas aplicaciones de la descomposición primaria:

Teorema 1.8 Sea φ : A −→ B un homomorfismo de anillos noetherianos y M
un B-módulo. Sea f : EspB −→ EspA el homomorfismo de esquemas asociado.
Entonces, AsA(M) = f [AsB(M)].
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Demostración: Sea P ∈ AsB(M). Entonces existe un x ∈ M tal que
P = AnB(x). Como AnA(x) = AnB(x) ∩ A = P ∩ A = f(P ), vemos que
f(P ) ∈ AsA(M).

Tomemos ahora p ∈ AsA(M) y sea x ∈ M tal que p = AnA(x). Llamemos
I = AnB(x) y consideremos una descomposición primaria reducida

I = Q1 ∩ · · · ∩Qr,

donde cada ideal Qi es Pi-primario. Como M contiene al submódulo Bx ∼= B/I,
tenemos que todos los primos Pi son primos asociados de M . Basta probar que
p = Pi∩A, para cierto i. Sabemos que I ∩A = p, luego p ⊂ Pi∩A para todo i.
Si en ningún caso se diera la igualdad, podŕıamos tomar ai ∈ Pi ∩ A, ai /∈ p.
Para todo m suficientemente grande, se cumple ami ∈ Qi, luego llegamos a que
a = am1 · · · amr ∈ I ∩A = p, lo cual es imposible.

Teorema 1.9 (Bourbaki) Sea φ : A −→ B un homomorfismo de anillos noe-
therianos, sea E un A-módulo y F un B-módulo que sea plano como A-módulo.
Sea f : EspB −→ EspA el homomorfismo de esquemas asociado a φ. Entonces:

a) Para todo ideal primo p de A, se cumple que

f [AsB(F/pF )] = AsA(F/pF ) =
{
{p} si F/pF �= 0,
∅ si F/pF = 0.

b) AsB(E ⊗A F ) =
⋃

p∈As(E)

AsB(F/pF ).

Demostración: a) Observamos que F/pF ∼= F ⊗A (A/p) es plano sobre
A/p, que es un dominio ı́ntegro, luego F/pF es un A/p-módulo libre de torsión.
(La multiplicación por un elemento de A/p es inyectiva y sigue siéndolo tras
el cambio de base.) Esto significa que los únicos elementos de A que anulan
a los elementos no nulos de F/pF (si los hay) son los de p, luego, si hay tales
elementos, p es el único primo asociado.

b) Si p ∈ As(E), entonces E contiene un submódulo isomorfo a A/p, luego
E ⊗A F contiene un submódulo isomorfo a (A/p) ⊗A F = F/pF . Por consi-
guiente, AsB(F/pF ) ⊂ AsB(E ⊗A F ). Esto nos da una inclusión.

Para probar la inclusión contraria supongamos primeramente que E es un
A-módulo finitamente generado con un único primo asociado p.

Sea P ∈ AsB(E⊗AF ). Vamos a probar que P∩A = p. Si e ∈ E es no nulo,
entonces As(eE) = p, y eE ∼= A/An(e), luego este anillo tiene a p/An(e) como
único primo asociado. Esto implica que todo a ∈ p es nilpotente en A/An(e),
es decir, que existe un n ≥ 1 tal que ane = 0.

Tomemos ahora x ∈ E ⊗A F tal que An(x) = P. Descomponiendo x en
suma de tensores e⊗ f , vemos que para cada a ∈ p existe un n suficientemente
grande tal que anx = 0, luego an ∈ P, luego a ∈ P. Aśı pues, p ⊂ P ∩A.
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Por otra parte, hemos visto que los anuladores de los elementos de E están
todos contenidos en p, luego si a ∈ A \ p, la multiplicación por a es inyectiva en
E. Como F es plano sobre A, también lo es en E ⊗A F , luego a /∈ P. Esto nos
da la igualdad p = P ∩A.

Tomemos ahora e1 ∈ E tal que E1 = e1E ∼= A/p1 (donde p1 = p). Si
E1 �= E, podemos tomar igualmente un submódulo E2/E1 ⊂ E/E1 tal que
E2/E1

∼= A/p2. Como A es noetheriano, el proceso ha de terminar, con lo que
obtenemos una serie

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er = E

tal que cada factor Ei/Ei−1
∼= A/pi, para cierto primo pi de A. Entonces

0 = E0 ⊗A F ⊂ E1 ⊗A F ⊂ · · · ⊂ Er ⊗A F = E ⊗A F

cumple que

(Ei ⊗A F )/(Ei−1 ⊗A F ) ∼= (A/pi)⊗A F ∼= F/piF,

luego AsB(E ⊗A F ) ⊂
⋃
i

AsB(F/piF ). Si P ∈ AsB(F/piF ), por a) sabemos

que P ∩ A = pi y, por lo que hemos probado antes, si pi �= p no puede ser
P ∈ AsB(E ⊗A F ). Aśı pues, AsB(E ⊗A F ) ⊂ AsB(F/pF ), que es lo que
queŕıamos probar.

Ahora supongamos únicamente que E es un A-módulo finitamente gene-
rado. En tal caso podemos considerar una descomposición primaria reducida
del submódulo trivial 0 = E1 ∩ · · · ∩Er. Aśı, E es isomorfo a un submódulo de
(E/E1)⊕ · · · ⊕ (E/Er) y E ⊗A F es isomorfo a un submódulo de

(E/E1)⊗A F ⊕ · · · ⊕ (E/Er)⊗A F,

luego
AsB(E ⊗A F ) ⊂

⋃
i

AsB((E/Ei)⊗A F ) =
⋃
i

AsB(F/piF ),

donde la última igualdad se sigue del caso anterior aplicado a los módulos E/Ei.

En el caso general podemos descomponer E =
⋃
i∈I

Ei como unión de submó-
dulos finitamente generados.

Por definición de primo asociado, es claro que AsA(E) es la unión de los
conjuntos AsA(Ei), y AsB(E⊗A F ) es la unión de los conjuntos AsB(Ei⊗A F ).
Esto reduce el problema al caso ya probado.

Combinando los apartados a) y b) del teorema anterior vemos además que

f [AsB(E ⊗A F )] = {p ∈ As(E) | pF �= F}.

Si F es fielmente plano sobre A (ver el teorema 1.22 más abajo), tenemos
simplemente que f [AsB(E ⊗A F )] = As(E).
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Conviene destacar algunos casos particulares. Por ejemplo, si F = B, es
decir, si suponemos que B es una A-álgebra plana y que E es un A-módulo
arbitrario, tenemos que

AsB(E ⊗A B) =
⋃

p∈As(E)

AsB(B/pB),

y si hacemos, además, E = A, la fórmula se reduce a

As(B) =
⋃

p∈As(A)

AsB(B/pB).

1.2 El teorema chino del resto

Vamos a extraer algunas consecuencias de la versión más general del teorema
chino del resto.

Definición 1.10 Diremos que dos ideales I, J de un anillo A son primos entre
śı si I + J = 1.

Observemos que si I, J son primos entre śı, entonces IJ = I ∩ J , pues

I ∩ J = (I ∩ J)(I + J) ⊂ IJ ⊂ I ∩ J.

Otro hecho elemental es que Si I es primo con J y con J ′, también lo es con
JJ ′, pues

1 = (I + J)(I + J ′) ⊂ I + JJ ′ ⊂ 1.

Teorema 1.11 (Teorema chino del resto) Si A es un anillo, I1, . . . , In son
ideales primos entre śı dos a dos y llamamos I = I1 · · · In, entonces

A/I ∼= (A/I1)⊕ · · · ⊕ (A/In).

Demostración: Llamamos I∗i =
∏
j �=i

Ij =
⋂
j �=i

Ij , de modo que Ii + I∗i = 1.

Aśı, existe un ai ∈ A tal que ai ≡ 1 (mód Ii), ai ≡ 0 (mód Ij), para j �= i. Es
claro entonces que el monomorfismo natural A/I −→ (A/I1) ⊕ · · · ⊕ (A/In) es
suprayectivo, pues una antiimagen de ([b1], . . . , [bn]) es [a1b1 + · · ·+anbn].

Como primera aplicación vamos a probar un teorema de estructura para las
compleciones de los anillos semilocales:

Definición 1.12 Un anillo A es semilocal si tiene un número finito de idea-
les maximales m1, . . . ,mn. Cuando hablemos de la compleción Â de un anillo
semilocal, se entenderá que nos referimos a su compleción respecto del ideal
I = m1 ∩ · · · ∩mn.
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Los anillos semilocales aparecen de forma natural como extensiones enteras
(en particular, finitas) de anillos locales (por [AC 3.63]).

Notemos que los ideales mi son primos entre śı dos a dos, luego lo mismo
sucede con los ideales mr

i . Por el teorema chino del resto,

A/Ir ∼= (A/mr
1)⊕ · · · ⊕ (A/mr

n).

Los isomorfismos son canónicos, por lo que al tomar ĺımites inversos vemos
que

Â = Â1 ⊕ · · · ⊕ Ân,

donde Â = ←−ĺım
r

(A/Ir) es la compleción de A (respecto de la topoloǵıa I-ádica)
y Âi =←−ĺım

r
(A/mr

i ) es la compleción respecto a la topoloǵıa mi-ádica.

En particular, todo anillo semilocal completo es suma directa de anillos
locales completos.

Veamos ahora una segunda aplicación:

Teorema 1.13 Sea A un anillo reducido con un número finito de primos mi-
nimales, p1, . . . , pn. Sea F (A) el anillo completo de cocientes de A, es decir, su
localización respecto del conjunto de los elementos que no son divisores de cero.
Entonces F (A) ∼= K1 ⊕ · · · ⊕Kr, donde Ki es el cuerpo de cocientes de A/pi.

Demostración: Según [AC 3.43], tenemos que el conjunto S de los ele-
mentos de A que no son divisores de cero es S = A \ (p1 ∪ · · · ∪ pr). Por lo
tanto, los únicos ideales primos de F (A) son los ideales S−1p1, . . . , S

−1pr, que
son a la vez maximales y minimales. Además, F (A) también es reducido, luego
se cumple que S−1p1 ∩ · · · ∩S−1pr = 0. Por el teorema chino del resto, tenemos
que

F (A) = S−1A ∼= S−1A/S−1p1 ⊕ · · · ⊕ S−1A/S−1pr.

Ahora observamos que S−1A/S−1pi
∼= S′−1

i (A/pi), donde S′
i es la imagen

de S en A/pi, pero S−1A/S−1pi es un cuerpo, y la única localización de A/pi
que es un cuerpo es Ki.

1.3 Anillos ı́ntegramente cerrados

Aqúı probaremos algunos resultados sobre anillos ı́ntegramente cerrados.
En la prueba del primero de ellos usaremos el concepto siguiente: Si A es un
dominio ı́ntegro y K su cuerpo de cocientes, diremos que un elemento α ∈ K es
casi entero sobre A si existe un a ∈ A no nulo tal que aαn ∈ A para todo n ≥ 1.

Notemos que si α es entero sobre A, entonces es casi entero, ya que el A-
módulo A[α] es finitamente generado, y basta tomar como a un denominador
común de los generadores, de modo que A[α] ⊂ Aa−1, luego aA[α] ⊂ A. El
rećıproco es cierto si A es noetheriano, ya que entonces tenemos igualmente la
inclusión A[α] ⊂ Aa−1 y el A-módulo Aa−1 es finitamente generado, luego A[α]
también.
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Teorema 1.14 Si A es un anillo ı́ntegramente cerrado, entonces A[X] también
lo es.

Demostración: Sea K el cuerpo de cocientes de A. Entonces, el cuerpo
de cocientes de A[X] es el mismo que el de K[X], pero éste es ı́ntegramente
cerrado, ya que tiene factorización única. Aśı pues, todo elemento de dicho
cuerpo de cocientes entero sobre A[X] pertenece a K[X]. Por lo tanto, es de la
forma α = p(X)/a, donde p(X) ∈ A[X], a ∈ A. Pongamos que α satisface una
ecuación de la forma

αn + f1(X)αn−1 + · · ·+ fn(X) = 0,

donde fi(X) ∈ A[X]. Sea A0 la Z-álgebra generada por a y los coeficientes de
p(X) y de los fi(X). Aśı, A0 es una Z-álgebra finitamente generada, luego es
un anillo noetheriano, tenemos que α es entero sobre A0[X] y basta probar que
α ∈ A[X]. Equivalentemente, podemos suponer que A es noetheriano.

Como α es, en particular, casi entero sobre A[X], existe un polinomio

g(X) = bmXm + bm−1X
m−1 + · · ·+ bsX

s,

con bi ∈ A, bm, bs �= 0, tal que g(X)αn ∈ A[X] para todo n ≥ 0. Pongamos que

α = αsX
s + αs−1X

s−1 + · · ·+ αtX
t ∈ K[X],

donde αs, αt �= 0. Entonces αnt bs ∈ A para todo n ≥ 1, luego αt es casi entero
(y, por consiguiente, entero) sobre A, lo que a su vez implica que αt ∈ A. Ahora
observamos que α−αtX

t también es entero sobre A[X], luego podemos razonar
similarmente y concluir que αt−1 ∈ A, hasta llegar a que α ∈ A[X].

Ahora probaremos una caracterización de los anillos ı́ntegramente cerrados
debida a Krull. Conviene dar nombre a las propiedades que involucra:

Definición 1.15 Sea A un anillo noetheriano. Para cada k ≥ 0, definimos las
propiedades siguientes:

(Rk) Si p ∈ EspA y alt p ≤ k, entonces Ap es regular.

(Sk) Para cada p ∈ EspA, se cumple que prAp ≥ mı́n{k, alt p}.

Obviamente, Rk+1 ⇒ Rk ⇒ Sk y Sk+1 ⇒ Sk. Vamos a analizar con más
detalle las propiedades Sk para los primeros valores de k:

• La propiedad S0 es trivial.

• La propiedad S1 equivale a que todos los primos asociados de A sean mi-
nimales.

En efecto, observemos, en general, que un primo p es asociado de A si y
sólo si pAp es asociado de Ap. (Se cumple que pAp = An(a/s) si y sólo si
pAp = An(a/1) si y sólo si p = An(a).)
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Si A cumple S1 y p es un primo asociado, entonces prAp = 0. La propiedad
S1 implica entonces que alt p = 0, es decir, que p es un primo minimal.
Rećıprocamente, si alt p ≥ 1, entonces no es un primo minimal, luego no
es asociado, luego pAp tampoco lo es. Si éste sólo contuviera divisores de
cero, debeŕıa estar contenido en un primo asociado, lo cual es imposible
porque es maximal. Aśı pues, prAp ≥ 1.

• La propiedad S2 equivale a que tanto A como los anillos A/aA, donde
a ∈ A no es un divisor de cero, cumplan la propiedad S1.

En efecto, si A cumple S2 y a no es un divisor de cero, entonces A/aA
cumple S1, ya que si alt(p/aA) ≥ 1, existe un primo minimal q de a tal
que (a) ⊂ q � p, y el teorema de los ideales principales [AC 5.2] nos da
que alt q = 1, luego alt p ≥ 2, luego prAp ≥ 2, luego pr(A/aA)p/aA ≥ 1.
Rećıprocamente, si A y todos los anillos A/aA cumplen S1, entonces A
cumple S2, ya que si alt p ≥ 2, entonces existe un a ∈ p que no es un divisor
de cero (de lo contrario, p estaŕıa contenido en un primo asociado que,
por S1, seŕıa minimal, lo cual es imposible). Por el teorema de los ideales
principales, p no puede ser un primo minimal de a, luego alt(p/aA) ≥ 1,
luego pr(Ap/aAp) ≥ 1, luego prAp ≥ 2.

Estas propiedades caracterizan algunos conceptos del álgebra conmutativa.
Por ejemplo, un anillo A cumple Rk para todo k si y sólo si es regular, mientras
que A cumple Sk para todo k si y sólo si, para todo p ∈ EspA, se cumple que
prAp ≥ alt p = dimAp, es decir, si, para todo p ∈ EspA, la localización Ap

es un anillo de Cohen-Macaulay (en cuyo caso se dice que A es un anillo de
Cohen-Macaulay). Veamos otro caso de interés:

Teorema 1.16 Un anillo es reducido si y sólo si cumple R0 y S1.

Demostración: Si A es reducido, entonces cumple S1 por [AC 3.52]. Para
probar que cumple R0 tomamos un p ∈ EspA de altura 0, es decir, un primo
minimal, y hemos de ver que Ap es regular. Ahora bien, Ap es reducido por
[E 2.23], luego su único ideal primo ha de ser nulo, luego es un cuerpo, luego es
regular.

Supongamos ahora que A cumple R0 y S1. Si a ∈ A es nilpotente (no
nulo), entonces As(〈a〉) ⊂ As(A), luego existe un p ∈ As(A) (es decir, un primo
minimal, por la propiedad S0) tal que p = An(ba), para cierto b ∈ A. Esto
implica que ba/1 ∈ Ap es no nulo y obviamente es nilpotente, luego Ap no es
regular (no es un dominio ı́ntegro), en contradicción con la propiedad R0.

La propiedad más interesante caracterizada en términos de las propieda-
des Rk y Sk es la de ser ı́ntegramente cerrado, aunque conviene generalizar el
concepto para no restringirlo a dominios ı́ntegros:

Definición 1.17 Un anillo A es normal si para todo p ∈ EspA el anillo Ap es
(un dominio ı́ntegro) ı́ntegramente cerrado.
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Claramente, un dominio ı́ntegro es normal si y sólo si es ı́ntegramente ce-
rrado. El teorema siguiente fue demostrado por Krull en el caso de dominios
ı́ntegros:

Teorema 1.18 (Serre) Un anillo es normal si y sólo si cumple las propiedades
R1 y S2.

Demostración: Es claro que un anillo A cumple las propiedades Rk o Sk
si y sólo si las cumple Ap para todo p ∈ EspA, luego basta probar que un
anillo local A es un dominio ı́ntegro ı́ntegramente cerrado si y sólo si cumple las
propiedades R1 y S2.

Supongamos primeramente que A es ı́ntegramente cerrado. Si alt p ≤ 1,
entonces Ap es ı́ntegramente cerrado y tiene dimensión ≤ 1. O bien es un
cuerpo (trivialmente regular) o bien alt p = 1, en cuyo caso Ap es regular por
[E 7.20]. Aśı pues, A cumple R1. Más aún, es evidente que pr(Ap) = 1, luego
p también cumple S2. Falta probar S2 para ideales p de altura ≥ 2. Podemos
cambiar A por Ap y suponer que A es un anillo local de dimensión ≥ 2, y hemos
de probar que pr(A) ≥ 2. Supongamos, por el contrario, que pr(A) ≤ 1.

Tomemos a ∈ p no nulo. Entonces p/aA sólo contiene divisores de cero de
A/aA, luego es un primo asociado (pues es maximal y está contenido en un
primo asociado). Esto significa que existe un b ∈ A \ aA tal que bp ⊂ aA.

Vamos a usar el teorema [E 7.4]. Si q es un ideal primo de altura 1, está
estrictamente contenido en p, ya que p es el ideal maximal de A y tiene altura
≥ 2. Por consiguiente, podemos tomar un c ∈ p \ q, de modo que bc ∈ bp ⊂ aA,
luego b/a ∈ Aq. Como esto vale para todo q, el teorema [E 7.4] nos da que
b/a ∈ A, luego b ∈ aA, contradicción.

Supongamos ahora que A cumple las propiedades R1 y S2. En particular
cumple R0 y S1, luego es reducido. Sean p1, . . . , pr los primos minimales de A,
sea Ai = A/pi, sea Ki el cuerpo de cocientes de Ai y sea F (A) el anillo completo
de fracciones de A. Según 1.13 tenemos que F (A) = K1 ⊕ · · · ⊕Kr. Notemos
que A es un subanillo de F (A). Vamos a probar que A es ı́ntegramente cerrado
en F (A).

Si a/s ∈ F (A) cumple

(a/s)n + c1(a/s)n−1 + · · ·+ cn = 0,

con ci ∈ A, escrito de otra forma es

an + c1a
n−1s + · · ·+ cns

n = 0.

Sea P ∈ EspA un primo de altura 1. Por R1 sabemos que AP es regular,
luego es un dominio ı́ntegro ı́ntegramente cerrado. Reinterpretando la ecuación
anterior en AP y teniendo en cuenta que s/1 �= 0, podemos volver a la ecuación
primera y concluir que a/s ∈ AP o, equivalentemente, que a ∈ sAP.

El teorema de los ideales principales [AC 5.2] nos da que todos los primos
minimales de s tienen altura 1. Si los llamamos P1, . . . ,Pr, la propiedad S2
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nos dice que son todos los primos asociados de A/sA, luego la descomposición
primaria de sA es de la forma

sA = Q1 ∩ · · · ∩Qr,

donde Qi es Pi-primario y, por 1.6, tenemos que a ∈ sAPi
∩A = Qi. Aśı pues,

s ∈ sA, luego a/s ∈ A, como queŕıamos probar.
En particular, la “base canónica” e1, . . . , er ∈ F (A) cumple que e2

i − ei = 0,
que es una relación de integridad, luego ei ∈ A. Esto implica que r = 1, ya que
si r > 1, las relaciones eiej = 0 (para i �= j) implican que los ei no son unidades,
luego todos ellos pertenecen al ideal maximal de A, lo cual es imposible porque
suman 1.

Como A es reducido, ha de ser p1 = 0, luego A es un dominio ı́ntegro con
cuerpo de fracciones F (A) y, según hemos probado, es ı́ntegramente cerrado.

Veamos un par de aplicaciones:

Teorema 1.19 Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano y supongamos que existe
un f ∈ A no nulo tal que Af es ı́ntegramente cerrado. Entonces el conjunto de
los puntos normales de EspA es abierto.

Demostración: Consideremos el conjunto (finito) E formado por los pri-
mos q ∈ AsA(A/fA) tales que, o bien alt q > 1, o bien alt q = 1 y Aq no es
regular. Basta probar que el conjunto de los puntos normales de EspA es el
complementario del cerrado ⋃

q∈E
V (q).

Observemos en primer lugar que si un primo p cumple que f /∈ p, entonces
Ap es ı́ntegramente cerrado, ya que es una localización de Af . También es obvio
que f pertenece a todos los elementos de E, ya que anula a A/fA.

Supongamos que p ∈ V (q), para cierto q ∈ E, es decir, que q ⊂ p, y veamos
que Ap no puede ser ı́ntegramente cerrado. Si lo fuera, por la propiedad R1,
vemos que q no puede tener altura 1. Tenemos, pues, que alt q ≥ 2, luego la
propiedad S2 nos da que prAq ≥ 2. Esto implica que existe g ∈ q tal que f, g
es una sucesión regular o, lo que es lo mismo, que g no es un divisor de cero de
A/fA, lo cual contradice a que q sea un primo asociado del cociente.

Supongamos ahora que Ap no es ı́ntegramente cerrado y veamos que contiene
un elemento de E. Ha de fallar la propiedad R1 o la propiedad S2. Si falla R1,
existe un ideal q ⊂ p de altura ≤ 1 tal que Aq no es regular. No puede ser q = 0,
ya que A0 es un cuerpo y śı que es regular, luego alt q = 1. El teorema [E 7.20]
nos da que Aq tampoco es ı́ntegramente cerrado, luego f ∈ q y, por su altura, q

es un primo minimal de A/fA, luego es también un primo asociado, de modo
que q ∈ E.

Supongamos ahora que Ap no cumple la propiedad S2, es decir, que existe
un primo q ⊂ p tal que pr q < mı́n(2, alt q). Obviamente, alt q no puede ser 0, ni
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tampoco 1, ya que entonces pr q = 0, luego q = 0 y alt q = 0. Por consiguiente,
alt q > 1 y pr q = 1. Notemos que Aq no es ı́ntegramente cerrado, ya que el
ideal q incumple también la propiedad S2 visto como ideal de Aq, luego f ∈ q y
todos los elementos de q son divisores de cero en A/fA, de donde se sigue que
q es asociado del cociente, luego q ∈ E.

En otras palabras, el teorema afirma que si EspA contiene un abierto for-
mado por puntos normales, entonces el conjunto de los puntos normales es
abierto.

Teorema 1.20 Sea f : X −→ Y un homomorfismo suave de un esquema co-
nexo X en un esquema normal localmente noetheriano Y . Entonces X también
es normal.

Demostración: Más en general, vamos a probar que, sin la hipótesis de
conexión, el esquema X tiene componentes conexas normales. Para ello basta
probar que todo x ∈ X tiene un entorno normal. Tomando un entorno af́ın
de y = f(x), podemos suponer que Y = EspA es af́ın. También podemos
sustituir X por un entorno af́ın de x según el teorema [E A33], lo que nos da un
homomorfismo llano g : X −→ An

Y . Como, por 1.14, tenemos que A[X1, . . . , Xn]
es ı́ntegramente cerrado, esto nos reduce el problema al caso en que f es llano,
es decir, al caso en que sus fibras tienen dimensión 0.

Basta probar que OX(X) cumple las propiedades R1 y S2. Para probar la
primera tomamos un punto x ∈ X tal que dimOX,x = 1 y hemos de ver que es
regular. El teorema [E 4.52] nos da que dimOX,x = dimOY,y, luego, como Y
es normal, tenemos que OY,y es regular. Su ideal maximal es, pues, principal, y
lo mismo sucede con el ideal maximal de OX,x, debido a que es no ramificado
sobre OY,y. Esto implica que OX,x también es regular, y aśı OX(X) cumple R1.

Para probar S2 podemos tomar un punto x ∈ X con dimOX,x ≥ 2, con
lo que también dimOY,y ≥ 2 y, como OY (Y ) cumple S2, existe una sucesión
regular (a, b) en myOY,y. Basta probar que su imagen es regular en OX,x.

Observemos que, por hipótesis, OX,x es plano sobre OY,y. Esto implica a su
vez que OX,x/(a) es plano sobre OY,y/(a). En efecto, se deduce de la propia
definición teniendo en cuenta que, si M es un OY,y/(a)-módulo, entonces

M ⊗OY,y/(a) (OX,x/(a)) ∼= M ⊗OY,y
OX,x

como OY,y/(a)-módulos.
Como a no es un divisor de cero en OY,y, la multiplicación por a es inyectiva

y, como OX,x es plano sobre OY,y, la multiplicación por a también es inyectiva
en OX,x, luego a no es un divisor de cero en OX,x.

Similarmente, tenemos que b no es un divisor de cero en OY,y/(a), luego b no
es un divisor de cero en OX,x/(a), luego (a, b) es una sucesión regular en OX,x,
lo que prueba que OX(X) cumple S2.
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1.4 Módulos fielmente planos

Definición 1.21 Si A es un anillo y M un A-módulo, diremos que M es fiel-
mente plano si, para toda sucesión de A-módulos

0 −→ P −→ Q −→ R −→ 0,

la sucesión es exacta si y sólo si lo es la sucesión

0 −→ P ⊗A M −→ Q⊗A M −→ R⊗A M −→ 0,

Obviamente, los A-módulos fielmente planos, son planos. Veamos algunas
caracterizaciones:

Teorema 1.22 Sea A un anillo y M un A-módulo. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) M es fielmente plano.

b) M es plano y, para todo A-módulo N �= 0, se cumple que M ⊗A N �= 0.

c) M es plano y, para todo ideal maximal m de A, se cumple que mM �= M .

Demostración: a) ⇒ b) Si M ⊗A N = 0, consideramos la sucesión de
A-módulos 0 −→ N −→ 0. Como 0 −→ M ⊗A N −→ 0 es exacta, también lo
es la original, luego N = 0.

b) ⇒ c) Como A/m �= 0, también (A/m)⊗A M = M/mM �= 0.

c) ⇒ b) Tomemos x ∈ N no nulo y sea I el núcleo del homomorfismo
A −→ N dado por a �→ ax. Aśı A/I ∼= Ax, luego I �= A. Sea m un ideal maximal
de A que contenga a I. Entonces IM ⊂ mM �M y (A/I)⊗AM ∼= M/IM �= 0.
Como M es plano, el homomorfismo (A/I) ⊗A M −→ N ⊗A M es inyectivo,
luego N ⊗A N �= 0.

b) ⇒ a) Consideremos una sucesión de A-módulos P
f−→ Q

g−→ R que
multiplicada por ⊗AM sea exacta. Como M es plano, el funtor ⊗AM es exacto,
lo que implica que Im(f ◦ g) ⊗A M = Im(fM ◦ gM ) = 0 (se ve en la prueba de
[AC 1.37]). Por hipótesis Im(f ◦ g) = 0, es decir, f ◦ g = 0. El mismo teorema
muestra ahora que (N g/ Im f) ⊗A M = N gM/ Im fM = 0 y, de nuevo por
hipótesis, N g/ Im f = 0, es decir, la sucesión es exacta.

Notemos que la prueba del teorema anterior muestra que si M es un A-
módulo fielmente plano, entonces cumple la definición para sucesiones arbitra-
rias, no necesariamente de la forma 0 −→ P −→ Q −→ R −→ 0, cosa que
también puede probarse directamente sin dificultad.

Ahora también es evidente que si A −→ B es un homomorfismo plano entre
anillos locales (entendiendo que env́ıa el ideal maximal de A dentro del ideal
maximal de B), entonces es fielmente plano.

Otras propiedades sencillas son las siguientes:
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• Si M es un B-módulo fielmente plano y B es una A-álgebra fielmente
plana, entonces M es un A-módulo fielmente plano.

• Si M es un A-módulo fielmente plano y B es una A-álgebra arbitraria,
entonces M ⊗A B es un B-módulo fielmente plano.

• Si B es una A-álgebra y M es un B-módulo fielmente plano que también
es fielmente plano como A-módulo, entonces B es también un A-módulo
fielmente plano.

Teorema 1.23 Sea A un anillo y B una A-álgebra fielmente plana. Entonces:

a) Para todo A-módulo N , el homomorfismo natural N −→ N ⊗A B es
inyectivo. En particular, el homomorfismo natural A −→ B es inyectivo
y podemos considerar a A como subanillo de B.

b) Para cada ideal I de A, se cumple que IB ∩A = I.

c) El homomorfismo de esquemas EspB −→ EspA es suprayectivo.

Demostración: a) Tomemos x ∈ N no nulo. Como B es plano, la inclusión
Ax −→ N da lugar a un monomorfismo Ax ⊗A B −→ N ⊗A B, por lo que
x⊗ 1 �= 0.

b) Tenemos que B ⊗A (A/I) = B/IB es fielmente plano sobre A/I, luego,
por el apartado anterior, el homomorfismo A/I −→ B/IB es inyectivo, lo que
significa precisamente que IB ∩A = I.

c) Tomemos un ideal p ∈ EspA. Como B es fielmente plano sobre A, también
Bp = B ⊗A Ap es fielmente plano sobre Ap, lo que implica que pBp �= Bp. Sea
m un ideal maximal de Bp que contenga a pBp. Entonces, pAp ⊂ m∩Ap, luego
pAp = m∩Ap, ya que pAp es el ideal maximal de Ap. Si llamamos P = m∩B,
vemos que P∩A = (m∩B)∩A = m∩A = (m∩Ap)∩A = pAp ∩A = p.

En realidad, la suprayectividad del homomorfismo de esquemas es una ca-
racterización:

Teorema 1.24 Sea A un anillo y B una A-álgebra. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) B es fielmente plano sobre A.

b) B es plano sobre A y el homomorfismo de esquemas EspB −→ EspA es
suprayectivo.

c) B es plano sobre A y para todo ideal maximal m de A existe un ideal
maximal m′ de B tal que m′ ∩A = m.

Demostración: a) ⇒ b) está probado en el teorema anterior.

b) ⇒ c) En principio tenemos un ideal primo p de B tal que p∩A = m, pero
si m′ es un ideal maximal de B que contenga a p, tenemos que m ⊂ m′ ∩A, y se
ha de dar la igualdad porque m es maximal.

c) ⇒ a) La existencia de m′ implica que mB �= B, luego B es fielmente plano
sobre A.
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1.5 Conjuntos constructibles

En esta sección demostraremos algunos resultados topológicos sobre homo-
morfismos de esquemas, todos ellos basados en la noción de conjunto construc-
tible que definimos a continuación:

Definición 1.25 Si X es un espacio topológico, un subconjunto E ⊂ X es
constructible si es de la forma

E =
n⋃
i=1

(Ui ∩ Ci),

donde los conjuntos Ui ⊂ X son abiertos y los Ci ⊂ X cerrados.

Es evidente que el complementario, una unión finita y una intersección finita
de conjuntos constructibles es constructible. Equivalentemente, la familia de
todos los subconjuntos constructibles de X es el álgebra de Boole generada
por los abiertos de X. También es evidente que la antiimagen de un conjunto
constructible por una aplicación continua es constructible.

Usaremos a menudo el teorema siguiente:

Teorema 1.26 Si X es un espacio topológico noetheriano y E ⊂ X, las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

a) E es constructible.

b) Para todo cerrado irreducible T ⊂ X, o bien E ∩T contiene un abierto no
vaćıo de T , o bien E ∩ T es diseminado en T , es decir, su clausura tiene
interior vaćıo.

Demostración: Si E es constructible, entonces E ∩ T es constructible
en T , luego podemos suponer que X = T es irreducible. Expresemos E según
la definición de conjunto constructible. Podemos suponer que Ui ∩Ci �= ∅ para
todo i. Si uno de los Ci contiene a Ui, entonces E contiene el abierto no vaćıo
Ui. En caso contrario, los abiertos Ui \ (Ui ∩ Ci) son no vaćıos. Como X es
irreducible, su intersección también es no vaćıa, y es un abierto V ⊂ X \E. Aśı,
E ⊂ X \ V , luego E no puede contener ningún abierto no vaćıo, ya que dicho
abierto no cortaŕıa a V .

Vamos a probar el rećıproco por inducción noetheriana, es decir, probaremos
que todos los subconjuntos cerrados de X cumplen el teorema. Si no fuera aśı,
podŕıamos encontrar un cerrado X0 que no cumple el teorema pero tal que todo
cerrado estrictamente contenido en X0 śı que lo cumple. Equivalentemente,
podemos suponer que todo cerrado estrictamente contenido en X cumple el
teorema y probar que X también lo cumple.

Sea, pues, E ⊂ X un subconjunto que cumpla b). Si Y � X es cerrado,
tenemos que E ∩ Y cumple b) para Y , luego, por hipótesis de inducción E ∩ Y
es constructible en Y (luego también en X).
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Si X es reducible, digamos X = X1 ∪ X2, donde X1 y X2 son cerrados
estrictamente contenidos en X, entonces tenemos que E = (E ∩X1)∪ (E ∩X2)
es constructible.

Supongamos, pues, que X es irreducible. En tal caso podemos aplicar b) a
T = X, y tenemos dos posibilidades: o bien E contiene un abierto no vaćıo U ,
en cuyo caso E = U∪(E∩(X \U)) es constructible por la hipótesis de inducción
aplicada al cerrado X \ U , o bien E ⊂ E � X, en cuyo caso E es constructible
por la hipótesis de inducción aplicada a E.

Una forma de probar que un conjunto es abierto es demostrar primero que
es constructible y luego aplicar el teorema siguiente:

Teorema 1.27 Sea X un esquema noetheriano y E ⊂ X un subconjunto cons-
tructible. Entonces E es abierto si y sólo si es estable por generalización, es
decir, si cuando contiene un punto contiene a todas sus generalizaciones.

Demostración: Es obvio que los abiertos son estables por generalización.
Supongamos ahora que E tiene esta propiedad. Como en el teorema anterior,
razonamos por inducción noetheriana. Si Y � X es cerrado, es obvio que E∩Y
es constructible en Y y estable por generalización, luego E ∩Y es abierto en Y .

Si X es reducible, digamos X = X1∪X2, con X1, X2 cerrados estrictamente
contenidos en X, entonces

X \ E = ((X \ E) ∩X1) ∪ ((X \ E) ∩X2)

es cerrado en X por hipótesis de inducción, luego E es abierto. Si X es irredu-
cible, podemos suponer que E �= ∅, en cuyo caso E contiene al punto genérico
de X, es decir, es denso. El teorema 1.26 implica entonces que E contiene un
abierto no vaćıo U , con lo que E = U ∩ ((X \ U) ∩ E) es abierto por hipótesis
de inducción.

Ahora nos hace falta un resultado técnico:

Teorema 1.28 Sea X = EspB un esquema af́ın noetheriano y sea E un sub-
conjunto constructible de X. Entonces existe una B-álgebra B′ finitamente
generada tal que la imagen del homomorfismo EspB′ −→ X es exactamente E.

Demostración: Supongamos en primer lugar que E = U ∩ C, donde C
es cerrado y U es un abierto principal, U = D(b), con b ∈ B. Pongamos que
C = V (I), donde I es un ideal de B. Sea B′ = (B/I)b. Claramente B′ está
generada sobre B por 1/b̄, y es inmediato que cumple el teorema.

En el caso general, podemos expresar E como unión finita de conjuntos
Ui ∩ Ci, para i = 1, . . . ,m, donde los abiertos Ui son principales. Sea B′

i una
B-álgebra que cumpla el teorema para Ui ∩ Ci y sea B′ = B′

1 ⊕ · · · ⊕ B′
m, de

modo que EspB′ puede verse como la unión disjunta de los esquemas EspB′
i, y

nuevamente es obvia la conclusión.

Finalmente podemos probar el resultado fundamental:
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Teorema 1.29 (Chevaley) Sea f : X −→ Y un homomorfismo de tipo finito
entre esquemas noetherianos. Si E ⊂ X es un conjunto constructible, entonces
f [E] es constructible.

Demostración: Podemos cubrir Y por un número finito de abiertos afines
U , y basta probar que f [E] ∩ U = f [E ∩ f−1[U ]] es constructible. Puesto que
E ∩ f−1[U ] es constructible, no perdemos generalidad si suponemos que Y =
EspA es af́ın. Similarmente, podemos cubrir X por un número finito de abiertos
afines V , y basta probar que cada f [E ∩V ] es constructible. Equivalentemente,
podemos suponer que X = EspB también es af́ın.

Supongamos en primer lugar que E = X y veamos que f [X] es constructible
mediante el teorema 1.26. Sea T un cerrado irreducible en Y , que será de la
forma T = V (p) = Esp(A/p), para cierto p ∈ EspA. Suponemos que f [X] ∩ T
no es diseminado en T (es decir, que es denso) y hemos de probar que contiene
un abierto no vaćıo de T .

Sean A′ = A/p, B′ = B/pB. Aśı, el homomorfismo φ : A′ −→ B′ se
corresponde con la restricción f−1[T ] −→ T , que es densa. Notemos que φ es
inyectivo, ya que si I es su núcleo, entonces f [X] ∩ T ⊂ V (I), luego ha de ser
V (I) = EspA′ y, en particular, I contiene al ideal nulo. Ahora es claro que
basta demostrar lo siguiente:

Si A es un dominio ı́ntegro noetheriano y B es un anillo que contiene a A y
es finitamente generado como A-álgebra, la imagen del homomorfismo natural
f : EspB −→ EspA contiene un abierto no vaćıo.

Pongamos que B = A[x1, . . . , xn] y digamos que x1, . . . , xr son algebrai-
camente independientes, mientras que los demás xi son algebraicos sobre el
álgebra A∗ = A[x1, . . . , xr]. Entonces, cada xi con i > r cumple una ecuación
de la forma

gi0(x)xdii + gi1(x)xdi−1
i + · · · = 0,

donde los gij(x) ∈ A[x1, . . . , xr] son polinomios y gi0(x) �= 0. Podemos suponer
que r < n, ya que en caso contrario f seŕıa claramente suprayectivo. Sea

g(x) =
n∏

i=r+1

gi0(x),

que es un polinomio no nulo. Sea a ∈ A uno de sus coeficientes no nulos. Vamos
a probar que el abierto principal D(a) está contenido en la imagen de f . Sea
p ∈ EspA tal que a /∈ p y sea p∗ = pA∗ (el conjunto de los polinomios con
coeficientes en p). Entonces g /∈ p∗, luego Bp∗ es una extensión entera de A∗

p∗

(pues en las relaciones polinómicas de los xi podemos dividir entre el coeficiente
director).

Por [AC 3.63] existe un primo P de Bp∗ cuya imagen en A∗
p∗ es p∗A∗

p∗ . Aśı,

P ∩A = P ∩A∗
p∗ ∩A = p∗A∗

p∗ ∩A∗ ∩A = p∗A∗ ∩A = p,

luego p = (P ∩B) ∩A = f(P ∩B).
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Esto acaba la prueba de que f [X] es constructible. Si E ⊂ X es un conjunto
constructible arbitrario, el teorema anterior nos da un homomorfismo de tipo
finito X ′ −→ X cuya imagen es E, luego la imagen de la composición X ′ −→ Y
es f [E], que resulta ser constructible por la parte ya probada.

Para homomorfismos planos la situación es más simple:

Teorema 1.30 Todo homomorfismo plano de tipo finito entre esquemas local-
mente noetherianos es abierto.

Demostración: Sea f : X −→ Y en las condiciones del enunciado y
sea U ⊂ X un abierto. Si V ⊂ Y es un abierto noetheriano, basta probar
que el conjunto f [U ] ∩ V = f [U ∩ f−1[V ]] es abierto, luego podemos suponer
que Y es af́ın y noetheriano. Similarmente, descomponiendo U en unión de
abiertos afines, podemos suponer que U = X es af́ın. Por el teorema anterior
sabemos que f [X] es constructible, y por 1.27 basta probar que es estable por
generalización.

Equivalentemente, tenemos un homomorfismo plano de tipo finito A −→ B
entre anillos noetherianos y queremos probar que si P ∈ EspB y q ∈ EspA
cumplen q ⊂ p = P ∩ A, entonces existe un Q ∈ EspB tal que Q ⊂ P y
q = Q ∩A.

Podemos cambiar A y B por Ap y BP o, equivalentemente, suponer que A
y B son anillos locales. Entonces B es fielmente plano sobre A, y basta tener el
cuenta el teorema 1.24.

Veamos ahora qué podemos decir si eliminamos la condición de finitud. Nos
restringiremos al caso de esquemas afines:

Teorema 1.31 Sea f : X −→ Y un homomorfismo de un esquema af́ın X en
un esquema af́ın noetheriano Y . Entonces f [X] es intersección de una familia
de conjuntos constructibles de Y .

Demostración: Sea X = EspB, Y = EspA. Sea F la familia de las
subálgebras de B que son finitamente generadas sobre A. Para cada C ∈ F, sea
XC = EspC y sea gC : XC −→ Y el homomorfismo natural. Por el teorema
1.29, tenemos que gC [XC ] es constructible en Y . Los diagramas conmutativos

X ��

��

Y

XC

����������

muestran que
f [X] ⊂

⋂
C∈F

gC [XC ].

Vamos a probar que se da la igualdad. Para ello tomamos un p ∈ Y \ f [X].
Esto significa que la fibra de p es vaćıa o, equivalentemente, que Bp/pBp = 0, o
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también que pBp = Bp. A su vez, esto significa que podemos expresar

1 =
n∑
i=1

πi(bi/s),

donde πi ∈ p, bi ∈ B, s ∈ A \ p. La igualdad es en Bp, lo que significa,
expĺıcitamente, que existe un s′ ∈ A \ p tal que, en B,

s′(
n∑
i=1

πibi − s) = 0.

Tomemos C ∈ F que contenga a los bi. Entonces, deshaciendo los pasos
anteriores llegamos a que p(BC)p = (BC)p o, lo que es lo mismo, a que la fibra
de p respecto a gC es vaćıa o, también, a que p ∈ Y \ gC [XC ].

Vamos a combinar el teorema anterior con el siguiente:

Teorema 1.32 Sea X un esquema af́ın noetheriano y E una intersección de
subconjuntos constructibles de X. Si E es estable por especialización (es decir,
cuando contiene a un punto, contiene a todas sus especializaciones), entonces
E es cerrado.

Demostración: Pongamos que E =
⋂
i∈I

Ei, donde cada Ei ⊂ X es cons-
tructible.

Sea W una componente irreducible de E y ξ ∈W su punto genérico. Enton-
ces W ∩ E es denso en W . En efecto, un abierto no vaćıo en W es de la forma
U ∩W , donde U es abierto en X. Si V es el complemento en X de las demás
componentes irreducibles de E, entonces V ∩W �= ∅, y, como W es irreducible,
U ∩ V ∩W �= ∅. Claramente, entonces, U ∩ V ∩ E �= ∅, y cualquier punto en
esta intersección está en U ∩W ∩ E �= ∅.

Por consiguiente, W∩Ei también es denso en W . Por 1.26, vemos que W∩Ei

contiene un abierto en W no vaćıo, luego ξ ∈ Ei. Como esto es cierto para todo
i, resulta que ξ ∈ E. Pero todos los puntos de W son especializaciones de ξ,
luego W ⊂ E. Como esto es cierto para todas las componentes irreducibles W ,
concluimos que E = E.

Ahora podemos probar un último teorema sobre los homomorfismos fiel-
mente planos:

Teorema 1.33 Sea A un anillo noetheriano, B una A-álgebra, X = EspB,
Y = EspA y f : X −→ Y el homomorfismo natural. Si B es fielmente plano
sobre A, entonces un conjunto C ⊂ Y es cerrado en Y si y sólo si f−1[C] es
cerrado en X.

Demostración: Supongamos que f−1[C] es cerrado en X. Esto significa
que f−1[C] = V (I), donde I es un ideal de B. Sabemos que f es suprayectivo
por 1.24, luego C = f [f−1[C]]. Aplicamos 1.31 al homomorfismo asociado a la
composición A −→ B −→ B/I, que nos da que C es intersección de conjuntos
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constructibles. Por el teorema anterior, basta probar que C es cerrado por
especializaciones.

Tomemos, pues, p1, p2 ∈ Y , p2 ⊂ p1, p2 ∈ C. Hemos de probar que
p1 ∈ C. Podemos tomar P1 ∈ X tal que f(P1) = p1. El homomorfismo
natural Ap1 −→ BP1 es plano, luego fielmente plano, luego el homomorfismo
EspBP1 −→ EspAp1 es suprayectivo, luego existe un ideal P2 ∈ X tal que
P2 ⊂ P1, f(P2) = p2. Como P2 ∈ f−1[C] y este conjunto es cerrado, también
P1 ∈ f−1[C], luego p1 ∈ C.

Notemos que, bajo las hipótesis del teorema anterior, se cumple igualmente
que un conjunto U ⊂ Y es abierto si y sólo si f−1[U ] es abierto en X. Esto
significa que la topoloǵıa de Y es la topoloǵıa cociente inducida por f desde X.



Caṕıtulo II

Anillos locales completos

Dedicamos este segundo caṕıtulo a demostrar algunos resultados sobre ani-
llos locales completos respecto a la topoloǵıa m-ádica determinada por su ideal
maximal. Recordemos que, en general, [AC 4.2 y 4.8] si A es un anillo, I es un
ideal de A y M es un A-módulo, la topoloǵıa I-ádica en M es la única topoloǵıa
en M compatible con la estructura de A-módulo (es decir, que hace continuas a
las operaciones de M) y que tiene a los submódulos InM como base de entornos
de 0. Según [AC 4.21], si M es finitamente generado e I está contenido en todos
los ideales maximales de A (en particular, si A es local e I es su ideal maximal)
entonces la topoloǵıa I-ádica en M es de Hausdorff.

2.1 Suavidad formal

La suavidad formal es un concepto técnico debido a Grothendieck que nos
permitirá demostrar fácilmente algunos teoremas de estructura sobre anillos
locales completos debidos a Cohen, aśı como otras propiedades de interés de
este tipo de anillos.

Definición 2.1 Sea A un anillo, B una A-álgebra e I un ideal de B. Diremos
que B es I-suave sobre A si para toda A-álgebra C, todo ideal N de C tal
que N2 = 0 y todo A-homomorfismo u : B −→ C/N tal que u[In] = 0 para
cierto n ≥ 1 (es decir, que sea continuo cuando en B consideramos la topoloǵıa
I-ádica y en C/N la topoloǵıa discreta), existe un A-homomorfismo v que hace
conmutativo el diagrama

B
u ��

v
����

��
��

��
� C/N

C

��

Diremos que v es una elevación de u. Si cada u tiene una única elevación v
diremos que B es I-llano sobre A.

23
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Notemos que la elevación v es necesariamente continua, ya que si u[In] = 0,
entonces v[In] ⊂ N , luego v[I2n] ⊂ N2 = 0.

La condición N2 = 0 en la definición anterior supone la reducción al caso
más simple de la propiedad que realmente tiene interés, y que viene dada por el
teorema siguiente:

Teorema 2.2 Sea A un anillo, B una A-álgebra, I un ideal de B, C una A-
álgebra completa y de Hausdorff para la topoloǵıa N -ádica y u : B −→ C/N un
homomorfismo continuo (considerando en B la topoloǵıa I-ádica y en C/N la
topoloǵıa discreta). Entonces u tiene una elevación v : B −→ C.

Demostración: Podemos considerar a C/N como cociente de C/N2 sobre
el ideal N ′ = N/N2, para el que se cumple N ′2 = 0. La definición anterior nos da
una elevación (continua) u2 : B −→ C/N2. Nuevamente, podemos considerar
C/N2 como cociente de C/N3 respecto al ideal N ′′ = N2/N3, que también
cumple N ′′2 = 0, lo que nos da una elevación u3 : B −→ C/N3. Procediendo de
este modo, obtenemos homomorfismos continuos ui que a su vez determinan un
homomorfismo (claramente continuo) v : B −→←−ĺım

i
C/N i = Ĉ = C que cumple

el teorema.

Notemos que la hipótesis de que C tenga la propiedad de Hausdorff respecto
de la topoloǵıa N -ádica se usa al final de la prueba, al identificar a C con su
compleción Ĉ.

Veamos ahora algunas propiedades elementales de la suavidad formal:

Teorema 2.3 Sean A
g−→ B

g′−→ B′ homomorfismos de anillos de modo que g′

sea continuo para la topoloǵıa I-ádica de B y la topoloǵıa I ′-ádica de B′. Si B
es I-suave (resp. llano) sobre A y B′ es I ′-suave (resp. llano) sobre B, entonces
B′ es I ′-suave (resp. llano) sobre A.

Demostración: Consideremos el diagrama siguiente, donde u, C y N están
en las condiciones de la definición de anillo I ′-suave sobre A:

B′ u ��

v

���
�

�
�

� C/N

B

g′

��

w
������ C

��

Como g′ ◦u es un A-homomorfismo continuo, se eleva a un A-homomorfismo
w que hace conmutativo el diagrama. Éste convierte a C en una B-álgebra y
a u en un B-homomorfismo. Usando que B′ es I ′-suave sobre B, obtenemos
un B-homomorfismo v que hace conmutativo el diagrama, el cual prueba que
B′ es también I ′-suave sobre A. La versión para anillos llanos se obtiene sin
dificultad.
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Teorema 2.4 Sea A un anillo, sean B y A′ dos A-álgebras y sea B′ = B⊗AA′.
Si B es I-suave (resp. llano) sobre A, entonces B′ es IB′-suave (resp. llano)
sobre A′.

Demostración: Tenemos el diagrama siguiente:

B
p �� B′ u ��

w
���

�
�

�
� C/N

A ��

��

A′ ��

��

C

��

donde u[(IB′)n] = 0, con lo que (pu)[In] = 0. Esto implica que pu se eleva a
un A-homomorfismo v : B −→ C. Éste induce a su vez un A′-homomorfismo
w : B′ −→ C, y es fácil ver que es una elevación de u. Las unicidades para el
caso de anillos llanos son inmediatas.

Veamos algunos ejemplos de suavidad formal. En primer lugar, es inme-
diato que un anillo de polinomios A[X1, . . . , Xn] es 0-suave sobre A. Otro caso
elemental es el siguiente:

Teorema 2.5 Sea A un anillo y S ⊂ A un subconjunto multiplicativo. Entonces
S−1A es 0-llano sobre A.

Demostración: Si tenemos un A-homomorfismo u : S−1A −→ C/N en
las condiciones de la definición, para cada s ∈ S necesariamente u(s) = [s]
(identificando s = s · 1 ∈ C), y [s] es una unidad en C/N . Esto implica que s es
una unidad en C, ya que en caso contrario existiŕıa un ideal primo P de C tal
que s ∈ C, pero, como N es nilpotente, seŕıa N ⊂ P, y entonces [s] ∈ P/N no
podŕıa ser una unidad.

El hecho de que los elementos de S sean unidades de C implica que existe un
único A-homomorfismo v : S−1A −→ C, que claramente es la única elevación
posible de u.

Teorema 2.6 Sea B un anillo local, sea m su ideal maximal y sea B̂ su com-
pleción. Entonces B es m-suave (resp. m-llano) sobre un anillo A si y sólo si
B̂ es m̂-suave (resp. m̂-llano) sobre A.

Demostración: La clave está en que todo homomorfismo u : B −→ C/N
tal que u[mn] = 0 se extiende a un único homomorfismo û : B̂ −→ C/N , a
saber, el inducido por los homomorfismos ur : B/mr −→ C/N , para r ≥ n. (En
términos topológicos, como C/N es un anillo topológico discreto, es completo, y
todo homomorfismo continuo de B en C/N se extiende a la compleción de B.)
La extensión cumple además que û[m̂n] = 0.

Aśı, si B̂ es m̂ suave (resp. llano) sobre A, el homomorfismo û se eleva a
un (único) A-homomorfismo v̂ : B̂ −→ C, que a su vez se restringe a un único
A-homomorfismo v : B −→ C, que es una elevación de u, luego B es m-suave
(resp. llano) sobre A.
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Rećıprocamente, si B es m-suave (resp. llano) sobre A, un homomorfismo
û : B̂ −→ C/N se restringe a un homomorfismo u : B −→ C/N , que se eleva a un
(único) homomorfismo v : B −→ C, que se extiende a un único homomorfismo
v̂ : B̂ −→ C que eleva a û. Aśı pues, B̂ es m̂-llano (resp. suave) sobre A.

En particular, como A es obviamente m-llano sobre A, el teorema anterior
implica que Â es m̂-llano sobre A.

Teorema 2.7 Sea K/k una extensión de cuerpos.

a) Si es algebraica separable, entonces K es 0-llano sobre k.

b) Si es separablemente generada, entonces K es 0-suave sobre k.

Demostración: a) Sea C una k-álgebra, N ⊂ C un ideal tal que N2 = 0
y u : K −→ C/N un k-homomorfismo. Consideremos una extensión finita
intermedia k ⊂ L ⊂ K. Por el teorema del elemento primitivo, será de la forma
L = k(α). Sea f(X) ∈ k[X] el polinomio mı́nimo de α. La separabilidad nos da
que f ′(α) �= 0. Sea y ∈ C un representante de u(α). Aśı,

[f(y)] = f(u(α)) = u(f(α)) = 0,

luego f(y) ∈ N . Como N2 = 0, para todo n ∈ N tenemos que

f(y + n) = f(y) + f ′(y)n.

(La igualdad es k-lineal en f , luego basta probarla para f = Xi.) Pero f ′(α)
es una unidad en K, luego u(f ′(α)) = [f ′(y)] es una unidad en C/N , de donde
se sigue que f ′(y) es una unidad en C. (Por el mismo argumento empleado
en la prueba del teorema anterior.) Tomemos entonces n = −f(y)/f ′(y) ∈ N .
De este modo, f(y + n) = 0. Cambiando y por y + n tenemos que f(y) = 0.
Ahora podemos definir vL : L = k[X]/(f(X)) −→ C mediante vL(α) = y, que
claramente es una elevación de u|L.

Observemos que la elevación vL es única, ya que, si tuviéramos dos, cum-
pliŕıan que v1(α) = v2(α) + n, con n ∈ y f(v1(α)) = f(v2(α)) = 0, luego
f ′(v1(α))n = 0 y, según hemos visto, f ′(v1(α)) seŕıa una unidad en C, luego
n = 0, luego v1(α) = v2(α), luego v1 = v2.

Esta unicidad permite extender todas las elevaciones vL hasta un (único)
k-homomorfismo v : K −→ C, que es una elevación de u.

b) La hipótesis significa que K es separable sobre una extensión puramente
trascendente k(X) de k (donde X es un conjunto de indeterminadas). Por 2.3 y
el apartado anterior, podemos suponer que K = k(X). La 0-suavidad se sigue
inmediatamente de la definición: si tenemos un homomorfismo u : K −→ C/N ,
tomamos un conjunto Y ⊂ C cuyas clases módulo N sean las imágenes por u de
las indeterminadas de X. Existe un k-homomorfismo de anillos v0 : k[X] −→ C
que biyecta X con Y , de modo que compuesto con C −→ C/N es la restricción
de u. Los elementos de v0[k[X]] son unidades en C/N (porque están en el
cuerpo u[K]), luego también son unidades en C. Esto permite extender v0 a un
monomorfismo v : K −→ C que obviamente eleva a u.
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Para obtener otros ejemplos de suavidad formal vamos a necesitar varios
resultados previos. El primero es elemental:

Teorema 2.8 Sea A un anillo noetheriano local cuyo ideal maximal sea nilpo-
tente. Entonces un A-módulo es plano si y sólo si es libre.

Demostración: En general, todo módulo libre es plano. Supongamos
ahora que M es un A-módulo plano, sea m el ideal maximal de A y sea k = A/m
el cuerpo de restos. Tomemos un conjunto B ⊂M tal que las imágenes de B en
M/mM = M ⊗A k sean una k-base y vamos a probar que B es una A-base de
M . Sea N el submódulo generado por B. Tenemos que M = N + mM , luego

M/N = m(M/N) = m2(M/N) = m3(M/N) = · · ·

Como m es nilpotente, concluimos que M/N = 0, luego B es un sistema
generador de M .

Ahora basta demostrar que si m1, . . . ,mn ∈ M son k-linealmente indepen-
dientes en M/mM , entonces son también A-linealmente independientes. Razo-
namos por inducción sobre n. Si n = 1, suponemos que am1 = 0 y hemos de
probar que a = 0.

Sea K ⊂ A el núcleo del homomorfismo A −→ A dado por la multiplicación
por a. La sucesión exacta K −→ A

a−→ A da lugar a otra sucesión exacta

K ⊗A M −→M
a−→M.

Como x1 está en el núcleo de la multiplicación por a, podemos expresarlo
como x1 = b1y1 + · · · + bryr, donde bi ∈ A y abi = 0. Como x1 no es nulo
en M/mM , no todos los bi están en m, es decir, algún bi es una unidad, luego
a = 0.

Supongamos ahora que a1x1 + · · · + anxn = 0, con n > 1. Razonamos
igualmente, pero ahora partiendo del homomorfismo An −→ A determinado
por (b1, . . . , bn) �→ a1b1 + · · ·+ anbn. Ahora tenemos una sucesión exacta

K ⊗A M −→Mn −→M

y (x1, . . . , xn) está en el núcleo del segundo homomorfismo, luego

xi =
∑
j

bijyij ,
∑
i

aibij = 0.

Como xn /∈ mM , ha de ser bnj /∈ m para algún j. Aśı, bnj es una unidad, lo
que nos permite expresar an como combinación lineal de los otros ai, digamos
an = c1a1 + · · · + cn−1an−1. Sustituyendo en la combinación lineal original,
resulta que

a1(x1 + c1xn) + · · ·+ an−1(xn−1 + cn−1xn) = 0

Es claro que los elementos xi + cixn son k-linealmente independientes en
M/mM , luego, por hipótesis de inducción, concluimos que a1 = · · · = an−1 = 0,
de donde también an = 0, ya que es combinación lineal de los ai.

Seguidamente probamos algunos resultados sobre la cohomoloǵıa de las ex-
tensiones de anillos:
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Definición 2.9 Sea A un anillo, B una A-álgebra, I un ideal de B y N un B-
módulo tal que InN = 0 para cierto n > 0. Un 2-cociclo continuo simétrico es
una aplicación A-bilineal simétrica f : B×B −→ N que cumpla las condiciones
siguientes:

a) Para todos los x, y, z ∈ B, se cumple la relación

xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y)z = 0.

b) Existe un m ≥ n tal que f(x, y) = 0 cuando x ∈ Im o y ∈ Im.

Vamos a ver que un cociclo en estas condiciones nos permite definir lo que
se llama una extensión de N por B. Definimos τ = f(1, 1), con lo que la
propiedad a) nos da que xτ = f(x, 1) para todo x ∈ B. Consideramos el
A-módulo C = (B/Im)⊕N , y definimos en él el producto dado por

(x̄, ξ)(ȳ, η) = (x̄ȳ, xη + yξ − f(x, y)).

Una comprobación rutinaria muestra que C es aśı un anillo conmutativo con
unidad (1, τ) y que N es un ideal que cumple N2 = 0 y C/N ∼= B/Im. La
aplicación A −→ C dada por a �→ (ā, aτ) es un homomorfismo de anillos y el
diagrama siguiente es conmutativo:

B
u �� C/N

A

��

�� C

��

Diremos que el cociclo f se escinde si existe un A-homomorfismo g : B −→ N
tal que f = ∂g, donde

(∂g)(x, y) = xg(y)− g(xy) + g(x)y.

Ésta es la condición necesaria y suficiente para u se eleve a un A-homomor-
fismo v : B −→ C. En efecto, si existe g, basta definir v(x) = (x̄, g(x)).
Rećıprocamente, si existe v, basta llamar g a la composición de v con la pro-
yección en la segunda componente.

Teorema 2.10 Sea A un anillo, B una A-álgebra e I un ideal de B.

a) Si B es I-suave sobre A, entonces todo 2-cociclo continuo simétrico se
escinde.

b) Si B/In es un A-módulo proyectivo para infinitos valores de n y todo
2-cociclo continuo simétrico se escinde, entonces B es I-suave sobre A.
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Demostración: El apartado a) es consecuencia inmediata de la discusión
previa al teorema. Veamos b). Para ello suponemos un diagrama conmutativo

B
u �� C/N

A

��

�� C

��

en el que u[In] = 0 y N2 = 0. El ideal N puede verse como C/N -módulo y, a
través de u, como B-módulo tal que InN = 0. Cambiando n por un natural
mayor, podemos suponer que B/In es un A-módulo proyectivo. Por definición,
esto significa que el homomorfismo B/In −→ C/N se eleva a un homomorfismo
de A-módulos B/In −→ C o, equivalentemente, que existe un homomorfismo
de A-módulos λ : B −→ C que induce a u y cumple además que λ[In] = 0. Sólo
hemos de probar que podemos exigir que λ sea un homomorfismo de anillos.

Para cada x, y ∈ B, definimos f(x, y) = λ(xy) − λ(x)λ(y). Puesto que λ
induce un homomorfismo de anillos módulo N , se cumple que f(x, y) ∈ N . Aśı,
f : B×B −→ N es una forma A-bilineal simétrica. Observemos que λ convierte
a C en un B-módulo con el producto dado por xξ = λ(x)ξ. Puesto que N es
un ideal de B, también es un B-submódulo. Con esto es inmediato comprobar
que f es un 2-cociclo continuo simétrico.

Por hipótesis, existe un A-homomorfismo g : B −→ N tal que

λ(xy)− λ(x)λ(y) = f(x, y) = xg(y)− g(xy) + g(x)y.

Por consiguiente, llamando v = λ + g, tenemos que

v(xy) = λ(x)λ(y) + λ(x)g(y) + λ(y)g(x) = v(x)v(y),

(puesto que g(x)g(y) ∈ N2 = 0).

Esto prueba que g es un homomorfismo de A-álgebras, y obviamente eleva
a u, al igual que λ.

Esto es todo lo que necesitamos para probar el teorema siguiente:

Teorema 2.11 Sea A un anillo local, sea m su ideal maximal y k = A/m su
cuerpo de restos. Si B es una A-álgebra plana y B ⊗A k es 0-suave sobre k,
entonces B es mB-suave sobre A.

Demostración: Basta probar que B/mnB es 0-suave sobre A/mn para
todo n > 0. En efecto, en tal caso, dado un A-homomorfismo u : B −→ C/N
tal que u[mnB] = 0, tenemos que mn(C/N) = 0, luego mnC ⊂ N , con lo que
m2nC ⊂ N2 = 0. Cambiando n por 2n podemos suponer que mnC = 0, con lo
que C es una A/mn-álgebra. Por otra parte, u induce un A/mn-homomorfismo
ū : B/mnB −→ C/N . Si B/mnB es 0-suave, entonces ū se eleva a un A/mn-
homomorfismo v̄ : B/mnB −→ C. El homomorfismo v : B −→ C deducido de
v̄ es una elevación de u.
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Notemos ahora que B/mnB = B⊗A (A/mn) es plano sobre A/mn, aśı como
que (B/mnB) ⊗A/mn k ∼= B ⊗A k, luego podemos sustituir ambos anillos por
los cocientes y suponer que mn = 0. El teorema 2.8 nos da entonces que B
es un A-módulo libre, luego es proyectivo, y también lo es B/mnB para todo
n suficientemente grande (ya que mn = 0). Esto nos sitúa en las hipótesis del
teorema anterior, luego basta probar que todo 2-cociclo continuo simétrico se
escinde.

Tomemos, pues, f : B ×B −→ N , donde miN = 0. Supongamos en primer
lugar que mN = 0. Entonces, llamando B0 = B/mB = B ⊗A k, tenemos que
N es un B0-módulo, y f induce una aplicación bilineal f0 : B0 × B0 −→ N ,
que claramente es un 2-cociclo continuo simétrico. Como B0 es 0-suave sobre
k, el teorema anterior nos da que f0 se escinde, es decir, que existe un k-
homomorfismo g0 : B0 −→ N tal que f0 = ∂g0. Si definimos g(x) = g0(x̄),
tenemos un A-homomorfismo g : B −→ N tal que f = ∂g.

En el caso general, sea f1 : B × B −→ N/mN la composición de f con
el epimorfismo natural N −→ N/mN . Es claro que se trata de un 2-cociclo
continuo simétrico, y se escinde por el caso anterior. Aśı pues, f1 = ∂ḡ1, para
cierto A-homomorfismo ḡ1 : B −→ N/mN . Como B es proyectivo sobre A,
existe un A-homomorfismo g1 : B −→ N que induce a ḡ1 módulo N . Entonces
f2 = f1 − ∂g1 es un 2-cociclo continuo simétrico con valores en mN .

Repitiendo la construcción obtenemos g2 : B −→ mN tal que el cociclo
f3 = f1 − ∂(g1 + g2) toma valores en m2N . Como m es nilpotente, tras un
número finito de pasos, llegamos a que f = ∂(g1 + · · ·+ gn).

2.2 Los teoremas de estructura

Aqúı vamos a aplicar los resultados de la sección anterior para demostrar
ciertos teoremas de estructura para anillos locales completos. En general, si A
es un anillo local y k es su cuerpo de restos, podemos distinguir cuatro casos:

I) carA = car k = 0.

II) carA = car k = p, para cierto primo p.

III) carA = 0, car k = p, para cierto primo p.

IV) carA = pn, car k = p, para cierto primo p y cierto n > 1.

En los dos primeros casos diremos que el anillo A es equicaracteŕıstico. El
caso IV es el más complicado y no nos va a interesar. Notemos que no puede
darse si, por ejemplo, A es un dominio ı́ntegro.

Por ejemplo, si A = k[[X1, . . . , Xn]] es un anillo de series formales de po-
tencias sobre un cuerpo k, entonces su cuerpo de restos es k, luego es un anillo
local completo equicaracteŕıstico. Veremos que, rećıprocamente, los anillos lo-
cales completos equicaracteŕısticos están cerca de ser anillos de series formales
de potencias. La parte delicada de la prueba consiste en demostrar que tienen
cuerpos de coeficientes, en el sentido de la definición siguiente:
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Definición 2.12 Sea A un anillo local equicaracteŕıstico y k su cuerpo de res-
tos. Un cuerpo de coeficientes de A es un subcuerpo K de A tal que el epimor-
fismo canónico A −→ k se restringe a un isomorfismo K −→ k.

Teorema 2.13 Todo anillo local completo equicaracteŕıstico tiene un cuerpo de
coeficientes.

Demostración: Sea A un anillo local completo equicaracteŕıstico, sea m

su ideal maximal y sea k = A/m su cuerpo de restos. Si carA = 0, entonces A
contiene a Z y Z∩m = 0 o, de lo contrario, k tendŕıa caracteŕıstica prima. Por
consiguiente A contiene a Q. Tanto en este caso como si A tiene caracteŕıstica
prima, tenemos que A contiene un cuerpo perfecto k0, y k puede verse como una
extensión de k0 a través del epimorfismo natural A −→ k. Por [GA 1.32], dicha
extensión es separablemente generada, es decir, tiene una base de trascendencia
S ⊂ k tal que k/k0(S) es algebraica separable. Sea S′ ⊂ A un conjunto de
representantes de los elementos de S. Es claro entonces que k0[S′] ∩ m = 0,
luego A contiene un cuerpo K = k0(S) cuya imagen en k es k0(S).

Por 2.7 sabemos que k/K es 0-llano y, por 2.2, la identidad k −→ A/m da
lugar a un K-homomorfismo continuo k −→ A cuya imagen es un cuerpo de
coeficientes de A.

Si A es un anillo local en el caso III) de la división que hemos hecho al
principio de la sección, entonces A contiene a Z y su ideal maximal m contiene
al primo p. Vamos a empezar estudiando el caso más sencillo:

Definición 2.14 Diremos que un anillo de valoración discreta A de caracteŕıs-
tica 0 es un p-anillo si su ideal maximal está generado por el primo p ∈ Z.

Si K es un cuerpo de caracteŕıstica prima p, existe un p-anillo cuyo cuerpo
de restos es isomorfo a K. Esto resulta de aplicar el teorema siguiente a A = Zp.

Teorema 2.15 Sea A un anillo de valoración discreta, sea m = (π) su ideal
maximal, sea k su cuerpo de restos y K una extensión de k. Entonces existe
un anillo de valoración discreta B que contiene a A, cuyo ideal maximal está
generado también por π y cuyo cuerpo de restos es isomorfo a K.

Demostración: Sea S una base de trascendencia de K sobre k y sea
k1 = k(S). Sea A′ = A[X] un anillo de polinomios, donde X es un conjunto
de indeterminadas en biyección con S. Podemos definir una valoración en A′

asignando a cada polinomio el mı́nimo de los valores de sus coeficientes no nulos
(respecto de la valoración de A). Su anillo de enteros es A1 = A′

πA′ , que es, por
lo tanto, un anillo de valoración discreta. Además A1/πA1

∼= k1.
Esto nos permite reducir el problema al caso en que el cuerpo K es algebraico

sobre k. Fijamos una clausura algebraica L del cuerpo de cocientes de A. Apli-
camos el lema de Zorn al conjunto de todos los pares (B,φ), donde A ⊂ B ⊂ L,
B es un anillo de valoración discreta en el que π es primo y φ : B −→ K es un
A-homomorfismo cuyo núcleo es el ideal generado por π en B. Consideramos el
orden dado por (B,φ) ≤ (B′, φ′) si B ⊂ B′ y φ′|B = φ.
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Si tenemos una cadena de tales pares, es obvio que la unión de sus anillos es
un subanillo B de L, que los homomorfismos se extienden a un homomorfismo
φ : B −→ K con núcleo πB, y que las valoraciones en cada anillo se extienden
a una valoración en B con primo π respecto a la que B es el anillo de enteros.
Aśı pues, (B,φ) es una cota superior de la cadena. Por consiguiente, existe un
par maximal (B,φ), y hemos de probar que la imagen de φ es todo K.

Dicha imagen es un cuerpo K0
∼= B/πB. Si K0 � K podemos tomar un

α ∈ K \ K0. Su polinomio mı́nimo sobre K0 será la imagen de un polinomio
mónico f(X) ∈ B[X]. Obviamente, f(X) ha de ser irreducible en B[X], luego
también en B0[X] (donde B0 es el cuerpo de cocientes de B). Sea α′ una ráız
de f(X) en L y sea B′ = B[α′] ∼= B[X]/(f). Es claro que φ se extiende a un
homomorfismo φ′ : B′ −→ K tal que φ′(α′) = α. Además

B′/πB′ ∼= B[X]/(π, f) ∼= K0[X]/(f) ∼= K0[α].

En particular, πB′ es un ideal maximal. Como B′ es entero sobre B, tenemos
que todo ideal maximal de B′ contiene a π (teorema [AC 3.63]), luego πB′ es
el único ideal maximal de B′. En definitiva, B′ es un anillo noetheriano local
cuyo ideal maximal es principal. Esto implica que B′ es un anillo de valoración
discreta, ya que todo elemento no nulo de B′ puede escribirse como επn, donde
ε es una unidad, luego B′ es el anillo de enteros de la valoración asociada al
primo π. Con esto tenemos probado que (B′, φ′) contradice la maximalidad de
(B,φ).

Concluimos que B/πB ∼= K, luego B cumple el teorema.

Ahora usamos la noción de suavidad formal para probar un teorema de
existencia de homomorfismos:

Teorema 2.16 Sea B un p-anillo y A un anillo completo local. Para cada
monomorfismo φ0 : k −→ K entre sus cuerpos de restos respectivos, existe un
homomorfismo φ : B −→ A que induce a φ0.

Demostración: Sea k0 ⊂ k el cuerpo primo. Como K ha de tener ca-
racteŕıstica p, vemos que el ideal maximal de A, llamémoslo m, contiene a p,
y no puede contener a ningún otro primo. Por consiguiente, el homomorfismo
natural Z −→ A se extiende a un homomorfismo local Zp −→ A.

Por otra parte, B ⊗Zp k0 = B/pB = k es una extensión separablemente
generada de k0 (porque k0 es perfecto, de nuevo por [GA 1.32]), luego es 0-
suave sobre k0, por el teorema 2.7. Además, B es un Zp-módulo libre de torsión,
luego es plano (Teorema [AC A8]). El teorema 2.11 nos da que B es pB-suave
sobre Zp y el teorema 2.2 nos da un A-homomorfismo φ que hace conmutativo
el diagrama siguiente:

B ��

φ

���
�

�
� K

Zp

��

�� A

��
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La flecha horizontal superior es la composición B −→ k
φ0−→ K, luego φ

cumple lo pedido.

De aqúı se deduce un teorema de unicidad sobre p-anillos:

Teorema 2.17 Para cada cuerpo k de caracteŕıstica prima p, existe (salvo iso-
morfismo) un único p-anillo completo local que tiene a k por cuerpo de restos.

Demostración: Ya hemos visto (por el teorema 2.15) que existe un p-anillo
cuyo cuerpo de restos es isomorfo a k. Su compleción será un p-anillo completo
local con el mismo cuerpo de restos. Falta probar la unicidad. Supongamos
que B y B′ cumplen ambos estas condiciones. El teorema anterior nos da un
homomorfismo φ : B −→ B′ que induce la identidad entre los cuerpos de restos.

Claramente φ(p) = p, y B′ = φ[B] + pB′. Aśı, todo elemento x ∈ B′ puede
expresarse como

x = φ(b0) + px1 = φ(b0 + pb1) + p2x2 = φ(b0 + pb1 + p2b2) + p3x3 = · · ·

En definitiva, si llamamos

yn =
n∑
i=0

bip
i, y =

∞∑
i=0

bip
i ∈ B,

tenemos que x − φ(y) = x − φ(yn) − φ(y − yn) ∈ pn+1B′, para todo n, luego
x = φ(y). Por consiguiente, φ es suprayectivo. Entonces, su núcleo ha de ser un
ideal primo, pero, ciertamente, no es pB, luego ha de ser 0, lo que nos da que φ
es un isomorfismo.

Es obvio que un anillo local no equicaracteŕıstico no puede tener un cuerpo
de coeficientes, pero ahora es fácil probar que śı tiene un anillo de coeficientes
en el sentido de la definición siguiente:

Definición 2.18 Sea A un anillo completo local de caracteŕıstica 0 cuyo cuerpo
de restos tenga caracteŕıstica prima p, sea m su ideal maximal. Un anillo de
coeficientes de A es un anillo noetheriano local completo A0 ⊂ A, cuyo ideal
maximal es pA0 y tal que A = A0 +m o, equivalentemente, k = A/m ∼= A0/pA0.

Teorema 2.19 Si A es un anillo completo local de caracteŕıstica 0 cuyo cuerpo
de restos tiene caracteŕıstica prima, entonces tiene un anillo de coeficientes que
es un anillo de valoración discreta completo.

Demostración: Por el teorema anterior existe un p-anillo completo A0

cuyo cuerpo de restos es el de A. Por 2.16 existe un homomorfismo φ : A0 −→ A
que induce un isomorfismo entre los cuerpos de restos. Se cumple que φ es
inyectivo, pues los únicos ideales no nulos de A0 son los de la forma pnA0 y
ninguno de ellos está contenido en el núcleo (porque A tiene caracteŕıstica 0).
Obviamente, A0 cumple lo pedido.

Notemos que si consideramos a los cuerpos como 0-anillos, entonces un
cuerpo de coeficientes en el sentido de la definición 2.12 puede considerarse
un anillo de coeficientes en el sentido de 2.18.
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Para llegar a los teoremas de estructura necesitamos un último resultado
técnico elemental sobre anillos completos:

Teorema 2.20 Sea A un anillo, I un ideal y M un A-módulo. Supongamos
que A es completo con la topoloǵıa I-ádica y que la topoloǵıa I-ádica en M es
de Hausdorff. Si M/IM está generado sobre A/I por ω̄1, . . . , ω̄n, para ciertos
ω1, . . . , ωn ∈M , entonces éstos son un generador de M sobre A.

Demostración: Sea N ⊂M el submódulo generado por ω1, . . . , ωn. Tene-
mos que M = N + IM . Aśı, todo ξ ∈M puede expresarse como

ξ = a1ω1 + · · ·+ anωn + ξ1, ξ1 ∈ IM.

A su vez, ξ1 = a11ω1 + · · · + an1ωn + ξ2, donde ai1 ∈ I, ξ2 ∈ I2M . De
nuevo, ξ2 = a12ω1 + · · ·+ an2ωn + ξ3, donde ai2 ∈ I2, ξ3 ∈ I3M . De este modo
obtenemos expresiones de la forma

ξ = (a1 + a11 + · · ·+ a1m)ω1 + · · ·+ (an + an1 + · · ·+ anm)ωn + ξm+1,

donde aij ∈ Ij , ξm+1 ∈ Im+1M . Sea bi =
∑
j

aij ∈ A, de modo que

ξ − b1ω1 − · · · − bnωn ∈
⋂
m
ImM = 0.

Aśı pues, ξ ∈ N .

Teorema 2.21 Sea A un anillo noetheriano local completo. En el caso en que
no sea equicaracteŕıstico, supongamos además que A es un dominio ı́ntegro.
Entonces A contiene un subanillo A′ local, regular y completo, con el mismo
cuerpo de restos, de modo que A es una A′-álgebra finita.

Demostración: Sea m el ideal maximal de A y k = A/m su cuerpo de
restos. Vamos a tratar simultáneamente el caso en que carA = car k (caso 1) y
el caso en que A es un dominio ı́ntegro de caracteŕıstica 0 y k es un cuerpo de
caracteŕıstica prima p (caso 2).

Sea A0 un anillo de coeficientes de A, entendiendo que es un cuerpo en el
caso 1 (teorema 2.13) y un anillo de valoración discreta completo en el caso 2.

En el caso 2 tenemos que dimA/pA < dimA, luego el teorema [A 5.18] nos da
un sistema de parámetros y1, . . . , yn de A tal que y1 = p. En el caso 1 tomamos
un sistema de parámetros arbitrario y1, . . . , yn. Notemos que n = dimA.

Sea A0[[Y ]] el anillo de las series formales de potencias con coeficientes en
A0 e indeterminadas Y1, . . . , Yn en el caso 1 o Y2, . . . , Yn en el caso 2. Podemos
definir un A0-homomorfismo de anillos φ : A0[[Y ]] −→ A mediante Yi �→ yi.
En el caso 2 convenimos en llamar Y1 = p ∈ A0, de modo que también se
cumple φ(Y1) = y1. Sea A′ ⊂ A la imagen de φ, sea m′ = (y1, . . . , yn)A′ y sea
m0 = (Y1, . . . , Yn)A0[[Y ]].

Observemos que m′ está formado por las series de potencias en y1, . . . , yn
con término independiente nulo en el caso 1 o por las series de potencias en



2.2. Los teoremas de estructura 35

y2, . . . , yn con término independiente múltiplo de p en el caso 2. En ambos
casos, los elementos de A′ que no están en m′ son unidades, pues son series de
potencias cuyo término independiente es una unidad de A0. Por lo tanto, m′

es el único ideal maximal de A′. Claramente, A′ es un anillo noetheriano local
completo. Tenemos monomorfismos

k = A0[[Y ]]/m0 −→ A′/m′ −→ A/m = k.

(El segundo es inyectivo porque si una serie de potencias en y1, . . . , yn con
coeficientes en A0 está en m, necesariamente su término independiente está en
m ∩A0 ⊂ m′.) Aśı pues, A′/m′ = A/m.

Si M es un A-módulo de longitud finita, sus factores de composición son
A-módulos isomorfos a A/m, luego también son A′-módulos isomorfos a A′/m′

y toda serie de composición de M como A-módulo es también una serie de
composición de M como A′-módulo, luego lA(M) = lA′(M).

Como m′A es un ideal m-primario, el anillo A/m′A tiene dimensión 0, luego
tiene longitud finita como A-módulo y, según acabamos de observar, también
como A′-módulo, y también como A′/m′-módulo. En particular, es un A-módulo
finitamente generado. Según el teorema [AC 4.21] la topoloǵıa m′-ádica en A es
de Hausdorff. Esto nos permite aplicar el teorema 2.20, según el cual A es un
A′-módulo finitamente generado (es decir, una A′-álgebra finita).

Por [AC 3.68] concluimos que dimA′ = dimA = n. Por otra parte, A0[Y ] es
un dominio ı́ntegro de dimensión n (por [AC 4.57] y [AC 4.63]). Si el epimorfismo
φ : A0[[Y ]] −→ A′ no fuera inyectivo, su núcleo seŕıa un ideal primo no nulo,
luego seŕıa dimA′ < n. Aśı pues, A′ ∼= A0[[Y ]], lo que implica que A′ es regular
(por [AC 5.11] y [AC 5.65]).

Notemos que, según hemos visto en la prueba, el anillo A′ es, concreta-
mente, un anillo de series formales de potencias sobre un anillo de coeficientes
de A. También podemos expresar los anillos locales completos como cocientes
de anillos de series formales de potencias:

Teorema 2.22 Sea A un anillo local completo. En el caso en que no sea
equicaracteŕıstico, supongamos además que A es un dominio ı́ntegro. Sea A0

un anillo de coeficientes de A. Si el ideal maximal de A es finitamente ge-
nerado, digamos m = (x1, . . . , xn), entonces tenemos un epimorfismo natural
A0[[X1, . . . , Xn]] −→ A. En particular A es noetheriano.

Demostración: Como en la prueba del teorema anterior, entendemos que
A0 es un cuerpo en el caso equicaracteŕıstico. Basta observar que todo a ∈ A
puede expresarse como serie de potencias en x1, . . . , xn y coeficientes en A0. En
efecto, por definición de anillo de coeficientes, podemos tomar un a0 ∈ A0 tal
que a ≡ a0 (mód m). Aśı

a− a0 =
n∑
i=1

cixi, ci ∈ A.
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A su vez, ci = ai + bi, para un a1
i ∈ A0 y un b1i ∈ m. Por consiguiente,

a− a0 −
n∑
i=1

aixi =
n∑

i,j=1

cijxixj , cij ∈ A.

Ahora podemos descomponer cij = aij + bij , con aij ∈ A0 y bij ∈ m.
Procediendo de este modo, vamos obteniendo formas Fm ∈ A0[X1, . . . , Xn] y
Gm ∈ A[X1, . . . , Xn] de grado m tales que

a−
r∑

m=0
Fm(x1, . . . , xn) = Gr+1(x1, . . . , xn) ∈ mr+1.

Es claro entonces que a =
∞∑
m=0

Fm(x1, . . . , xn).

Notemos que si A es equicaracteŕıstico y regular, podemos suponer que n
es la dimensión de A, con lo que, considerando las dimensiones, vemos que el
epimorfismo del teorema anterior ha de ser, de hecho, un isomorfismo, tal y
como se prueba en [AC 5.12].

Como última aplicación de la existencia de cuerpos de coeficientes demos-
traremos una relación entre la suavidad formal y la regularidad:

Teorema 2.23 Sea A un anillo noetheriano local que contenga un cuerpo k0,
sea m su ideal maximal y k = A/m el cuerpo de restos. Si A es m suave
sobre k0, entonces A es regular. El rećıproco es cierto si la extensión k/k0 es
separablemente generada.

Demostración: Sea Â la compleción de A respecto de la topoloǵıa m-ádica.
Notemos que Â es plano sobre A y, según la observación tras el teorema 2.6,
sabemos que Â es m̂-suave sobre A. Por transitividad y el teorema [AC 5.11]
podemos suponer que A es completo.

Es claro que A es equicaracteŕıstico, luego podemos identificar a k con un
subcuerpo de A. Consideremos ahora el cuerpo primo k′

0 ⊂ k ∩ k0. Como k′
0

es perfecto, la extensión k0/k
′
0 es separablemente generada, luego k0 es 0-suave

sobre k′
0 por el teorema 2.7. Por transitividad, tenemos que A también es m-

suave sobre k′
0, luego podemos suponer que k0 es perfecto y que está contenido

en k.
Sea x1, . . . , xn un generador minimal de m. Observemos que 1, x1, . . . , xn

forman una k-base de A/m2, ya que si a0 + a1x1 + · · ·+ anxn ∈ m2 con ai ∈ k,
entonces a0 ∈ k ∩ m = 0 y tenemos a1x1 + · · · + anxn = 0 en m/m2, luego
todos los ai son nulos, ya que los xi son k-una base de m/m2. Esto hace que el
epimorfismo de k-álgebras

k[X1, . . . , Xn]/(X1, . . . , Xn)2 −→ A/m2

haga corresponder dos k-bases, luego es un isomorfismo. Por lo tanto, podemos
definir un homomorfismo de k-álgebras

A −→ A/m2 −→ k[X1, . . . , Xn]/(X1, . . . , Xn)2 −→ k[[X1, . . . , Xn]]/m′2,
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donde m′ = (X1, . . . , Xn). Por hipótesis, este homomorfismo se eleva a un
homomorfismo φ : A −→ k[[X1, . . . , Xn]]. Podemos aplicar el teorema 2.20 con
I = m y M = k[[X1, . . . , Xn]] con la estructura de A-módulo dada por φ.

Notemos que φ(xi) ≡ Xi (mód m′2), luego por [AC 4.52] concluimos que
las series formales φ(xi) generan m′, lo que a su vez significa que la topoloǵıa
m-ádica en k[[X1, . . . , Xn]] es la topoloǵıa m′-ádica. Además, M/mM = k está
generado por 1 como k-espacio vectorial, luego también M está generado por 1,
luego φ es suprayectivo.

Esto implica que dimA ≥ n, luego A es regular.

Supongamos ahora que A es regular y que la extensión k/k0 es separable-
mente generada. Por el teorema 2.6, basta probar que Â es m̂-suave sobre k0.
Como Â sigue siendo regular (teorema [AC 5.11]) podemos suponer que A es
completo. Ahora bien, según la observación tras el teorema 2.22, sabemos que
A = k[[X1, . . . , Xn]], que es m-suave sobre k por ser la compleción de una loca-
lización de un anillo de polinomios. Por último, el teorema 2.7 nos da que k es
0-suave sobre k0, luego por transitividad A es m-suave sobre k0.

2.3 El criterio jacobiano de Nagata

En esta sección demostraremos un teorema similar a [AC 5.73] para anillos
de series formales de potencias sobre un cuerpo en lugar de anillos de polino-
mios. Esto nos permitirá demostrar a su vez un análogo de [AC 5.74], que es
el resultado que necesitaremos más adelante. En realidad nos va a interesar
únicamente el caso de cuerpos de caracteŕıstica prima, aunque para situar en
su contexto el primer concepto que vamos a discutir empezaremos demostrando
un resultado en caracteŕıstica 0:

Teorema 2.24 Sea K/k una extensión de cuerpos de caracteŕıstica 0, conside-
remos un conjunto B ⊂ K y sea dB = {db | b ∈ B} ⊂ Ω1

K/k.

a) B es algebraicamente independiente sobre k si y sólo si d|B es inyectiva y
dB es K-linealmente independiente.

b) B es una base de trascendencia de K/k si y sólo si d|B es inyectiva y dB
es una K-base de Ω1

K/k.

Demostración: Supongamos en primer lugar que B es una base de tras-
cendencia de K/k y sea L = k(B). Si V es un L-espacio vectorial, es claro
que toda aplicación i : B −→ V se extiende de forma única a una k-derivación
D : L −→ V dada por

D(a) =
∑
i

∂F

∂Xi

∣∣∣∣
(b1,...,bn)

i(bi),

donde F ∈ k[X1, . . . , Xn] y a = F (b1, . . . , bn). Según el teorema [E 7.31] existe
una única aplicación L-lineal φ : Ω1

L/k −→ V tal que D = d ◦ φ. En particular,
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φ(db) = i(b), para todo b ∈ B. Para que esto sea posible (para cualquier
elección de i) es necesario que d|B sea inyectiva. Además tenemos que cualquier
aplicación dB −→ V se extiende a una única aplicación lineal sobre Ω1

L/k, lo
cual sólo es posible si dB es una L-base de Ω1

L/k.
Si L ⊂ L′ ⊂ K y L′/L es una extensión finita, el teorema [E 7.38] nos da

que el homomorfismo natural Ω1
L/k ⊗L L′ −→ Ω1

L′/k es un isomorfismo.
Las k-derivaciones dL′ : L′ −→ Ω1

L′/k −→ Ω1
L/k ⊗L L′ −→ Ω1

L/k ⊗L K se
extienden a una k-derivación dK : K −→ Ω1

K/k ⊗L K.

Por otra parte, una k-derivación D : K −→ V está completamente deter-
minada por sus restricciones DL′ : L′ −→ V , donde L′ recorre las extensiones
finitas de L. Cada una de ellas es una k-derivación que determina una aplicación
L′-lineal φL′ : Ω1

L′/k −→ V . A su vez, las aplicaciones ψL′ : Ω1
L/k ⊗L L′ −→ V

determinan una aplicación K-lineal ψ : Ω1
L/k ⊗L K −→ V tal que D = dK ◦ ψ.

Esto significa que Ω1
L/k ⊗LK y dK cumplen la propiedad universal del teorema

[E 7.31], de donde se sigue que Ω1
K/k

∼= Ω1
L/k⊗LK, aśı como que d|B es inyectiva

y dB es una K-base de Ω1
K/k.

Como todo conjunto algebraicamente independiente B se extiende a una base
de trascendencia, concluimos también que dB es, en este caso, K-linealmente
independiente.

Rećıprocamente, si d|B es inyectiva y dB es K-linealmente independiente,
entonces B ha de ser algebraicamente independiente. En caso contrario exis-
tiŕıan b1, . . . , bn ∈ B distintos dos a dos y un polinomio F ∈ k[X1, . . . , Xn] no
nulo tal que F (b1, . . . , bn) = 0. Podemos tomar F de grado mı́nimo. Entonces

0 = d0 =
∑
i

∂F

∂Xi

∣∣∣∣
(b1,...,bn)

dbi,

donde las derivadas no son nulas porque tienen grado menor que F (y aqúı
usamos que los cuerpos tienen caracteŕıstica 0), lo que nos lleva a que los dbi no
son linealmente independientes.

Si dB es una K-base de Ω1
K/k, tenemos que B es algebraicamente indepen-

diente, luego está contenido en una base de trascendencia B′, luego d|B′ es
inyectiva y dB′ es una K-base de Ω1

K/k, luego dB = dB′, luego B = B′.

Para extensiones de cuerpos de caracteŕıstica prima p, la condición necesaria
y suficiente para que dB sea una base de Ω1

K/k no es que B sea una base de
trascendencia de K/k, sino que sea una p-base, en el sentido de la definición
siguiente:

Definición 2.25 Sea K/k una extensión de cuerpos de caracteŕıstica prima
p. Un conjunto B ⊂ K es p-independiente sobre k si los monomios be11 · · · benn ,
donde b1, . . . , bn ∈ B son distintos dos a dos y 0 ≤ ei < p, son linealmente
independientes sobre kKp. (Notemos que los elementos de k son algebraicos
sobre Kp, de donde se sigue que kKp = k[Kp] = Kp[k] es un cuerpo.)
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Diremos que B es una p-base de K sobre k si es p-independiente y además
K = kKp[B], es decir, si todo elemento de K se expresa de forma única como un
polinomio con coeficientes en kKp, cuyos monomios tienen grado menor que p en
cada variable, evaluado en elementos de B. (A tales polinomios los llamaremos
polinomios reducidos.)

Es claro que un conjunto B ⊂ K es p-independiente si y sólo si lo son todos
sus subconjuntos finitos. Si B es finito, entonces es p-independiente si y sólo si
|kKp[B] : kKp| = p|B| (ya que los p|B| monomios reducidos en b1, . . . , bn son,
en cualquier caso, un generador de kKp[B] sobre kKp).

Notemos también que una p-base es un sistema p-independiente maximal
respecto de la inclusión, ya que si B es p-independiente pero kKp[B] � K,
entonces cualquier b ∈ K \ kKp[B] cumple que las potencias 1, b, b2, . . . , bp−1

son linealmente independientes sobre kKp[B], luego (por la prueba del teorema
de transitividad de grados) los monomios reducidos en B ∪ {p} son linealmente
independientes sobre kKp. Aśı pues, B ∪ {b} es también p-independiente. El
lema de Zorn implica entonces que todo sistema p-independiente puede exten-
derse hasta una p-base.

Ahora ya podemos demostrar el análogo del teorema 2.24:

Teorema 2.26 Sea K/k una extensión de cuerpos de caracteŕıstica prima p,
sea B ⊂ K y sea dB = {db | b ∈ B} ⊂ Ω1

K/k.

a) B es p-independiente sobre k si y sólo si d|B es inyectiva y dB es K-
linealmente independiente.

b) B es una p-base si y sólo si d|B es inyectiva y dB es una K-base de Ω1
K/k.

Demostración: Supongamos en primer lugar que B es una p-base de K
sobre k. Si V es un K-espacio vectorial, toda aplicación i : B −→ V se extiende
de forma única a una k-derivación D : K −→ V mediante

D(a) =
∑
i

∂F

∂Xi

∣∣∣∣
(b1,...,bn)

i(bi),

donde F ∈ kKp[X1, . . . , Xn] es un polinomio reducido y a = F (b1, . . . , bn).

En efecto, notemos que todo monomio puede expresarse en la forma

F = αXr1p
1 · · ·Xrnp

n G,

donde α ∈ kKp y G es un monomio reducido. Si F ∗ = αbr1p1 · · · brnpn G, tenemos
que F (b1, . . . , bn) = F ∗(b1, . . . , bn) y

∂F

∂Xi

∣∣∣∣
(b1,...,bn)

=
∂F ∗

∂Xi

∣∣∣∣
(b1,...,bn)

.

Esto implica que la fórmula que define a D vale para cualquier monomio F ,
no necesariamente reducido y, por linealidad, para cualquier polinomio F , no
necesariamente reducido. De aqúı se sigue que D es ciertamente una derivación.



40 Caṕıtulo 2. Anillos locales completos

Al igual que en la prueba de 2.24, esto implica que d|B es inyectiva y que
dB es una K-base de Ω1

K/k.

Si B es p-independiente, se extiende a una p-base B′, luego dB ⊂ dB′ es
K-linealmente independiente.

Si B no es p-independiente pero d|B es inyectiva, B tiene un subconjunto
finito que no es p-independiente. Esto significa que existe un polinomio reducido
F ∈ kKp[X1, . . . , Xn] no nulo tal que F (b1, . . . , bn) = 0, para ciertos elementos
b1, . . . , bn ∈ B distintos dos a dos. Podemos elegirlo de grado mı́nimo. Entonces

0 = d0 =
∑
i

∂F

∂Xi

∣∣∣∣
(b1,...,bn)

dbi,

donde las derivadas no son idénticamente nulas porque F es reducido, y no se
anulan en (b1, . . . , bn) por la minimalidad de F . Esto significa que db1, . . . , dbn
no son linealmente independientes.

Aśı termina la prueba de a). Para terminar la prueba de b) suponemos
que d|B es inyectiva y que dB es una K-base de Ω1

K/k. Por a) sabemos que B

es p-independiente, luego está contenido en una p-base B′. Entonces, d|B′ es
inyectiva, dB ⊂ dB′ y dB′ es K-linealmente independiente, luego dB = dB′,
luego B = B′.

Definición 2.27 Sea A un anillo, sean x1, . . . , xr ∈ A y consideremos derivacio-
nes D1, . . . , Ds ∈ Der(A) = DerZ(A,A). Llamaremos matriz jacobiana asociada
a estos elementos a la matriz J(x1, . . . , xr;D1, . . . , Ds) = (Dixj)i,j . Si P es un
ideal de A, llamaremos J(x1, . . . , xr;D1, . . . , Ds)(P) a la matriz formada por
las clases módulo P de los coeficientes de la matriz jacobiana. Si P es un ideal
primo y contiene a x1, . . . , xr, entonces el rango de esta matriz sólo depende del
ideal I = (x1, . . . , xr), por lo que lo representaremos por rangJ(I;D1, . . . , Ds).

(Nos referimos al rango de la matriz considerada como matriz con coeficientes
en el cuerpo de cocientes de A/P. Más en general, si A es un dominio ı́ntegro
con cuerpo de cocientes K y M es un A-módulo, llamaremos rango de M a la
dimensión de M ⊗A K.)

En efecto, si y1, . . . , yt es otro generador de I, tenemos que

yl =
∑
j

ajxj , Diyl =
∑
j

(ajDixj + xjDiaj) ≡
∑
j

ajDixj (mód P),

luego

rangJ(x1, . . . , xr;D1, . . . , Ds) = rangJ(x1, . . . , xr, y1, . . . , yt;D1, . . . , Ds)

= rangJ(y1, . . . , yt;D1, . . . , Ds).

Si ∆ ⊂ Der(A), definimos rangJ(I; ∆)(P) como el máximo de los rangos
rangJ(I;D1, . . . , Ds)(P), donde las derivaciones D1, . . . , Ds recorren los sub-
conjuntos finitos de ∆.
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Observemos que, en realidad, si IP = (x1, . . . , xr)AP, entonces

rangJ(I; ∆)(P) = rangJ(x1, . . . , xr; ∆)(P).

En efecto, si y ∈ I, tenemos que

sy =
∑
j

ajxj , aj ∈ A, s ∈ A \P.

luego si Di ∈ ∆, se cumple que,

sDiy ≡
∑
j

ajDixj (mód P), s �≡ 0 (mód P),

por lo que rangJ(x1, . . . , xr; ∆)(P) = rangJ(x1, . . . , xr, y; ∆)(P).

El teorema siguiente nos da una condición suficiente para que un punto de
un espectro Esp(A/I), donde A es un anillo regular, sea también regular:

Teorema 2.28 Sea A un anillo regular, I un ideal de A y P ∈ EspA tal que
I ⊂ P. Sea r = alt IP y ∆ ⊂ Der(A). Entonces:

a) rangJ(I; ∆)(P) ≤ r.

b) Si rangJ(f1, . . . , fr; ∆)(P) = r para ciertos f1, . . . , fr ∈ I, entonces IP =
(f1, . . . , fr)P y AP/IP es regular.

Demostración: Sea Q un ideal primo tal que I ⊂ Q ⊂ P y altQ = r.
Entonces, considerando determinantes vemos que

rangJ(I; ∆)(P) ≤ rangJ(I; ∆)(Q).

Tenemos que AQ es un anillo local regular de dimensión r, luego existen
g1, . . . , gr ∈ Q tales que QAQ = (g1, . . . , gr)Q. Aśı, todo f ∈ I satisface una
relación de la forma sf =

∑
i

aigi, con ai ∈ A, s ∈ A \Q.

Si D ∈ ∆, tenemos que

sDf ≡
∑
i

aiDgi (mód Q),

lo que significa que la fila de la matriz J(I; ∆)(Q) correspondiente a f es combi-
nación lineal de las filas correspondientes a g1, . . . , gr, luego rangJ(I; ∆)(Q) ≤ r.

b) Sea m = PAP, el ideal maximal de AP. Vamos a probar que las clases
de f1, . . . , fr en m/m2 son linealmente independientes módulo m. Para ello
suponemos que

a1f1 + · · ·+ arfr ∈ m2, ai ∈ AP,

y hemos de probar que ai ∈ m. Multiplicando por un elemento adecuado de
A \ P podemos suponer que ai ∈ A, con lo que la combinación lineal está, de
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hecho, en P2. Por hipótesis, existen D1, . . . , Dn ∈ ∆ tales que la matriz (Difj)
tiene determinante no nulo módulo P. Como

a1Dif1 + · · ·+ arDifr ≡ 0 (mód P),

ha de ser aj ∈ P para todo j.
Por consiguiente, f1, . . . , fr se extienden a un sistema regular de parámetros

de AP (teorema [AC 4.52]) y el teorema [AC 5.26] nos da que (f1, . . . , fr)P es
un ideal primo de altura r, luego ha de ser IAP (pues existe un primo Q de
altura r tal que (f1, . . . , fr)P ⊂ IP ⊂ QAP). El cociente AP/IP es regular por
[AC 5.19].

Bajo ciertas condiciones, tenemos una condición necesaria y suficiente:

Teorema 2.29 Sea A un anillo regular, sea P ∈ EspA y ∆ ⊂ Der(A). Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) rangJ(P; ∆)(P) = altP.

b) Para cada primo Q ⊂ P, el cociente AP/QAP es regular si y sólo si
rangJ(Q; ∆)(P) = altQ.

Demostración: a) es el caso particular Q = P de b). Suponiendo a),
si rangJ(Q; ∆)(P) = altQ, tenemos que AP/QAP es regular por el teorema
anterior aplicado a I = Q.

Rećıprocamente, si el cociente es regular, [AC 5.19] nos da que existen
f1, . . . , fr ∈ P, tales que PAP = (f1, . . . , fr)AP y QAP = (f1, . . . , fs)AP,
donde r = altP, s = altQ. Por a), tenemos que rangJ(f1, . . . , fr; ∆)(P) = r,
luego

rangJ(Q; ∆)(P) = rangJ(f1, . . . , fs; ∆)(P) = s.

Vamos a probar que la condición a) del teorema anterior se cumple para todo
P cuando A es un anillo de series formales de potencias. Para ello necesitamos
varios resultados previos.

Teorema 2.30 Sea K/k una extensión de cuerpos de caracteŕıstica prima p y
sea F una familia de cuerpos intermedios tal que la intersección de dos cuales-
quiera de ellos contenga a un tercero. Las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

a)
⋂
L∈F

LKp = kKp.

b) La aplicación natural Ω1
K/k −→←−ĺımL∈F

Ω1
K/L es inyectiva.

c) Para cada B ⊂ K finito y p-independiente sobre k, existe un L ∈ F tal
que B es p-independiente sobre L.

d) Existe una p-base B de K sobre k tal que para cada subconjunto finito de
B existe un L ∈ F sobre el que es p-independiente.
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Demostración: Observemos que si k ⊂ L ⊂ L′ ⊂ K, tenemos aplicaciones
K-lineales naturales Ω1

K/L −→ Ω1
K/L′ , determinados por que db �→ db. Más

concretamente, se trata del homomorfismo dado por el teorema [E 7.31] a partir
de la L-derivación d : K −→ Ω1

K/L′ .
Estos homomorfismos convierten a {Ω1

K/L}L∈F en un sistema inverso (en
un sentido que generaliza de forma obvia a la definición [AC 4.4]). Por el
mismo motivo tenemos aplicaciones K-lineales Ω1

K/k −→ Ω1
K/L, que inducen un

homomorfismo natural Ω1
K/k −→←−ĺımL∈F

Ω1
K/L.

a) ⇒ c) Sean v1, . . . , vn los monomios reducidos en los elementos de B, que,
por hipótesis, son linealmente independientes sobre kKp. Podemos tomar un
L ∈ F tal que el rango de dichos monomios sobre L sea máximo. Si este rango es
r < n, entonces tenemos r monomios L-independientes, digamos v1, . . . , vr, pero
vn = c1v1 + · · ·+ crvr, con ci ∈ L. Por la independencia sobre kKp, para algún
ı́ndice, por ejemplo i = 1, se cumple que c1 /∈ kKp. Por a) tenemos que c1 /∈ L′,
para cierto L′ ∈ F que podemos tomar contenido en L. Entonces v1, . . . , vr, vn
son L′-independientes, pues v1, . . . , vr lo son por ser L-independientes, luego, si
fueran L′-dependientes, vn debeŕıa ser combinación lineal de los otros, pero, por
la unicidad de las coordenadas, la primera debeŕıa ser c1, lo cual es imposible.
Esto contradice la maximalidad del rango.

c) ⇒ d) es trivial. (Sirve cualquier p-base.)

d)⇒ b) Sea ω ∈ Ω1
K/k no nulo. Como dB es una K-base, podemos expresarlo

como ω = c1db1 + · · · + cndbn, para ciertos bi ∈ B y ci ∈ K. Por d), existe
un L ∈ F tal que b1, . . . , bn son p-independientes sobre L. Por consiguiente,
db1, . . . , dbn son linealmente independientes en Ω1

K/L, luego la imagen de ω en
Ω1
K/L es no nula, al igual que su imagen en el ĺımite inverso.

b)⇒ a) Si a ∈ K\kKp, entonces es p-independiente sobre k, luego da ∈ Ω1
K/k

es no nulo. Por b), existe un L ∈ F tal que da ∈ Ω1
K/L también es nulo, lo que

implica que a /∈ LKp.

Teorema 2.31 Sean K/k y F como en el teorema anterior y sea E/K una
extensión finitamente generada. Si

⋂
L∈F

LKp = kKp, entonces
⋂
L∈F

LEp = kEp.

Demostración: La extensión E/K puede descomponerse en un número
finito de extensiones simples, por lo que no perdemos generalidad si suponemos
que E = K(a). Distinguiremos varios casos:

1) Si a es trascendente sobre K, entonces⋂
L∈F

LEp =
⋂
L∈F

LKp(ap) = kKp(ap) = kEp.

(El paso no trivial es la segunda igualdad: notemos que un elemento de LKp(ap)
es de la forma b = F (ap), para un cierto F ∈ LKp[X] uńıvocamente determi-
nado. Si b está en la intersección, entonces F ∈ kKp[X], luego b ∈ kKp(ap).)
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2) Supongamos ahora que a es algebraico separable sobre K. Entonces,
según [E 7.38] tenemos que Ω1

K/k ⊗K E ∼= Ω1
E/k, por lo que una p-base de K/k

es también una p-base de E/k y basta usar el apartado d) del teorema anterior.

3) Ahora supongamos que a es puramente inseparable sobre K. Descom-
poniendo la extensión E/K en más extensiones simples, podemos suponer que
ap = b ∈ K. Entonces E = K[X]/(Xp − b) y [E 7.34] nos da que

Ω1
E/k

∼= (Ω1
K[X]/k ⊗K[X] E)/ 〈db⊗ 1〉 .

Por otra parte, la prueba del teorema [E 7.37] aplicado a I = 0 nos da un
isomorfismo

Ω1
K[X]/k

∼= (Ω1
K/k ⊗K K[X])⊕ Ω1

K[X]/K .

Más expĺıcitamente, es Ω1
K[X]/k

∼= (Ω1
K/k ⊗K K[X])⊕ 〈dX〉K[X]. Por consi-

guiente,
Ω1
K[X]/k ⊗K[X] E ∼= (Ω1

K/k ⊗K E)⊕ 〈1⊗ da〉E ,

y a su vez,
Ω1
E/k

∼=
(
(Ω1

K/k/ 〈db〉)⊗K E
)
⊕ 〈da〉 .

Lo mismo es válido para cualquier L ∈ F en lugar de k, es decir:

Ω1
E/L

∼=
(
(Ω1

K/L/ 〈db〉)⊗K E
)
⊕ 〈da〉 .

Si db �= 0, entonces b /∈ kKp, por lo que es p-independiente y podemos
extenderlo hasta una p-base de K sobre k, digamos {b} ∪B. Aśı, {db} ∪ dB es
una K-base de Ω1

K/k, luego {da}∪ dB es una E-base de Ω1
E/k, luego {a}∪B es

una p-base de E sobre k.
Más aún, podemos suponer que B resulta de eliminar un elemento adecuado

de una p-base de K sobre k que cumpla la propiedad d) del teorema anterior.
Entonces, si b, b1, . . . , bn son p-independientes en K sobre un L ∈ F, tenemos
que a, b1, . . . , bn son p-independientes en E sobre L.

Si db = 0 tomamos como B cualquier p-base de K sobre k que cumpla la
citada propiedad d) y tenemos igualmente que {a}∪B es una p-base de E sobre
k que cumple dicha propiedad para E.

Teorema 2.32 Sea K un cuerpo de caracteŕıstica prima p, sea F una familia
de subcuerpos tal que la intersección de dos cualesquiera de ellos contenga a un
tercero. Supongamos además que para todo L ∈ F se cumple |K : L| < ∞,
aśı como que

⋂
L∈F

L = Kp. Sea E/K una extensión finita. Entonces existe un

L ∈ F tal que, para todo subcuerpo K ′ ⊂ L que cumpla |K : K ′| <∞, tenemos
que dimE Ω1

E/K′ = dimK Ω1
K/K′ .

Demostración: Sea K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kt = E una cadena de
cuerpos intermedios de modo que Ki = Ki−1(ai), donde xi es separable sobre
Ki−1 o bien api ∈ Ki−1. El teorema anterior aplicado a k = Kp nos da que
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⋂
L∈F

LKp
i = Kp

i . Esto hace que baste probar el teorema para cada una de las

extensiones Ki/Ki−1, ya que en tal caso podemos tomar un mismo L ∈ F que
sirva para todos los tramos, y aśı, si K ′ ⊂ L, |K : K ′| <∞, también K ′ ⊂ LKp

i ,
|Ki;K ′| <∞, luego

dimE Ω1
E/K′ = dimKt−1 Ω1

Kt−1/K′ = · · · = dimK Ω1
K/K′ .

Equivalentemente, podemos suponer que E = K(a). Si a es separable,
según [E 7.38] tenemos que Ω1

E/K′ = Ω1
K/K′ ⊗K E, y el resultado es cierto para

cualquier L.
Supongamos ahora que ap = b ∈ K, pero que b /∈ Kp. Entonces existe un

L ∈ F tal que b /∈ L. Si K ′ ⊂ L cumple |K : K ′| <∞, al igual que en la prueba
del teorema anterior vemos que

Ω1
E/K′ ∼=

(
(Ω1

K/K′/ 〈db〉)⊗K E
)
⊕ 〈da〉 .

Como K ′Kp ⊂ L, tenemos que b /∈ K ′Kp, luego es p-independiente sobre
K ′, luego db �= 0, lo que implica la igualdad de las dimensiones.

Teorema 2.33 Sea k un cuerpo de caracteŕıstica p, sea R = k[[X1, . . . , Xn]],
sea P ∈ EspR y sea A = R/P. Sea F una familia de subcuerpos de k tal que
la intersección de dos cualesquiera de ellos contenga a un tercero. Supongamos
además que |k : L| <∞ para todo L ∈ F y que

⋂
L∈F

L = kp. Entonces existe un

L ∈ F tal que para todo cuerpo intermedio kp ⊂ k′ ⊂ L tal que |k : k′| <∞, se
cumple que

rangA Derk′A = dimA + dimk Derk′k.

Demostración: Sea n = dimA y sea x1, . . . , xn un sistema de parámetros
de A. En la prueba del teorema 2.21 hemos visto que si B = k[[x1, . . . , xn]],
entonces B es isomorfo a k[[X1, . . . , Xn]] y que A es una B-álgebra finita.

Tomemos un cuerpo intermedio kp ⊂ k′ ⊂ k tal que |k : k′| < ∞. Entonces
|k : k′| = pr. Si u1, . . . , ur es una p-base de k sobre k′, entonces

Derk′k = Homk(Ω1
k/k′ , k),

luego dimk Derk′k = dimk Ω1
k/k′ = r.

Si C = k′[[xp1, . . . , x
p
n]], entonces B es un C-módulo libre con base el conjunto

de los monomios reducidos en u1, . . . , ur, x1, . . . , xn.

El mismo argumento empleado en la prueba del teorema 2.26 prueba enton-
ces que Ω1

B/C es un B-módulo libre de base du1, . . . , dur, dx1, . . . , dxn. Concre-
tamente, si B = {u1, . . . , ur, x1, . . . , xn} y V es un B-módulo, cada aplicación
i : B −→ V se extiende de forma única a una C-derivación D : B −→ V dada
por

D(a) =
∑
i

i(ui)
∂F

∂Xi

∣∣∣∣
(u1,...,ur,x1,...,xn)

+
∑
i

i(xi)
∂F

∂Yi

∣∣∣∣
(u1,...,ur,x1,...,xn)

,
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donde F ∈ C[X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Yn] es un polinomio reducido y

a = F (u1, . . . , ur, x1, . . . , xn).

De aqúı obtenemos un único homomorfismo de B-módulos φ : Ω1
B/C −→ V

que cumple φ(dui) = i(ui), φ(dxi) = i(xi). Esto sólo puede ocurrir si Ω1
B/C es

un B-módulo libre con la base indicada.

Notemos ahora que toda derivación D : B −→ B es continua, ya que, clara-
mente, D[mm

B ] ⊂ m
m−1
B , luego las derivaciones atraviesan las sumas infinitas y,

por consiguiente, toda D ∈ Derk′(B) se anula en C. Aśı pues,

Derk′B = DerCB = HomB(Ω1
B/C , B).

Como Ω1
B/C es un B-módulo libre de rango r + n, lo mismo le sucede al

B-módulo de homomorfismos en B, luego concluimos que

rang Derk′B = rangBΩ1
B/C = n + r = dimA + dimk Derk′k,

luego se cumple el teorema cuando A = B.

Como antes, tenemos que

Derk′A = DerCA = HomA(Ω1
A/C , A).

Como A es un C-módulo finitamente generado, se cumple que Ω1
A/C es un

A-módulo finitamente generado ([E 7.35]). Por lo tanto, si K ′ ⊂ K ⊂ E son los
cuerpos de cocientes respectivos de C ⊂ B ⊂ A,

Derk′A⊗A E = HomA(Ω1
A/C , A)⊗A E

∼= HomE(Ω1
A/C ⊗A E,E) ∼= HomE(Ω1

E/K′ , E)

(El primer isomorfismo es una relación natural entre módulos de homomorfis-
mos y productos tensoriales que sólo usa que Ω1

A/C es un A-módulo finitamente
generado; el segundo isomorfismo se sigue de [E 7.34 c)], que nos da el isomor-
fismo Ω1

A/C ⊗A E ∼= Ω1
E/C , junto con [E 7.34 b)] y [E 7.33], que nos dan que

Ω1
E/C

∼= Ω1
E/K′ .) Aśı pues,

rangADerk′A = dimE(Derk′A⊗A E) = dimK Ω1
E/K′ .

Por el caso A = B, que hemos probado antes, todo se reduce a demostrar
que dimK Ω1

E/K′ = rangBΩ1
B/C o, por el mismo argumento anterior, que

dimK Ω1
E/K′ = dimF Ω1

K/K′ .

Más concretamente, recordemos que K ′ es el cuerpo de cocientes del anillo
C = k′[[xp1, . . . , x

p
n]] y hay que probar esto para todo k′ contenido en un cierto

L ∈ F tal que |k : k′| <∞.
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Para cada L ∈ F, sea FL el cuerpo de cocientes de CL = L[[xp1, . . . , x
p
n]].

Como B es un CL-módulo finitamente generado, es entero sobre CL y, como
éste es ı́ntegramente cerrado (por ser regular) resulta que B ∩ FL = CL.

Si a ∈
⋂
L∈F

FL ⊂ K, podemos expresarlo en la forma a = u/v, con u,

v ∈ B. Multiplicando por vp−1 podemos suponer que v ∈ Bp ⊂ FL. Entonces
u ∈ B ∩ FL = CL para todo L ∈ F, luego u ∈

⋂
L∈F

CL = Bp. Esto prueba que

⋂
L∈F

FL = Kp.

Ahora basta aplicar el teorema anterior, ya que si k′ ⊂ L cumple |k : k′| <∞,
entonces K ′ ⊂ FL cumple |K : K ′| <∞.

Ahora ya podemos probar el resultado que persegúıamos:

Teorema 2.34 (Nagata) Sea k un cuerpo de caracteŕıstica prima p, sea R =
k[[X1, . . . , Xn]] y sea P ∈ EspR. Entonces rangJ(P; Der(R))(P) = altP.

Demostración: Sea A = R/P y s = dimA. Fijemos una p-base de k sobre
kp y sea F la familia de cuerpos intermedios que resultan de adjuntar a kp todos
los elementos de la p-base salvo un número finito de ellos. Es claro que estamos
en las condiciones del teorema anterior, por lo que existe un cuerpo kp ⊂ k′ ⊂ k
tal que |k : k′| <∞ y

rangADerk′A = s + r,

donde r = dimk Derk′k y, según hemos visto en la prueba, cumple también que
|k : k′| = pr.

Por otra parte, en la prueba del teorema anterior, particularizada para p = 0
(es decir, para A = R), muestra que si u1, . . . , ur es una p-base de k sobre
k′ y llamamos ur+i = Xi, entonces cada aplicación {u1, . . . , ur+n} −→ A se
extiende a una única k′-derivación de R en A. Llamamos Di : R −→ A a la
única derivación que cumple

Diuj =
{

1 si i = j,
0 si i �= j.

Es claro entonces que D1, . . . , Dr+n son una A-base de Derk′(R,A). Sea
ahora D ∈ Derk′(A) y sea ci = D(φ(ui)) ∈ A. Sea D0 =

∑
ciDi ∈ Derk′(R,A),

de modo que D = D0 ◦ φ. Vemos aśı que D está completamente determinada
por los ci. Por otra parte, para que unos (c1, . . . , cr+n) ∈ Ar+n determinen una
derivación D, es necesario y suficiente que cumplan las ecuaciones lineales

r+n∑
i=1

ciDi(f) = 0, f ∈ P.

Es claro entonces que

rang Derk′(A) = r + n− rangJ(P, D1, . . . , Dr+n)(P).
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Por consiguiente,

rangJ(P, D1, . . . , Dr+n)(P) = n− s = altP,

por [AC 5.44], ya que R es un anillo local regular, luego es de Cohen-Macaulay.
Esto implica que rangJ(P,DerR)(P) ≥ altP, y la otra desigualdad se cumple
por 2.28.

Combinando esto con 2.29, tenemos finalmente:

Teorema 2.35 Sea k un cuerpo de caracteŕıstica prima, R = k[[X1, . . . , Xn]]
y A = R/I, donde I es un ideal de R. Entonces, el conjunto de los puntos
regulares de EspA es abierto.

Demostración: Sea p = P/I un punto regular de EspA. Entonces, en
particular, Ap = RP/IP es un dominio ı́ntegro, luego IP = QRP, para un
cierto Q ∈ EspR, Q ⊂ P. El teorema 2.29, junto con el teorema anterior,
implica que rangJ(Q; DerR)(P) = altQ = alt IQ.

Sea r = alt IQ. Entonces existen f1, . . . , fr ∈ I tales que IP = (f1, . . . , fr)P.
Podemos tomar g ∈ R \P tal que Ig = (f1, . . . , fr)g. Sean D1, . . . , Dr ∈ DerR
tales que h = det(Difj) /∈ P. Aśı, si p′ = P′/I ∈ EspA cumple que gh /∈ P′,
entonces IP′ = (f1, . . . , fr)P′ y rangJ(I,DerR)(P′) = r. El teorema 2.28
implica entonces que Ap′ es regular. Aśı pues, el conjunto de los puntos regulares
de EspA contiene al abierto principal D(gh), que es un entorno de p.

2.4 Suavidad formal y formas diferenciales

Para terminar el caṕıtulo demostraremos una caracterización de la suavidad
formal en términos de los espacios de formas diferenciales. Necesitamos varios
resultados previos, el primero de los cuales requiere un concepto auxiliar:

Definición 2.36 Sean k −→ A −→ B homomorfismos de anillos y sea I un
ideal en B. Diremos que B es I-suave sobre A con respecto a k si para toda
A-álgebra C, todo ideal N de C tal que N2 = 0 y todo A-homomorfismo
u : B −→ C/N que cumpla u[In] = 0 para cierto n ≥ 1, si u se eleva a
un k-homomorfismo v′ : B −→ C, entonces también puede elevarse a un A-
homomorfismo v : B −→ C.

Teorema 2.37 Sean k −→ A −→ B homomorfismos de anillos y sea I un ideal
de B. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) B es I-suave sobre A con respecto a k.

b) Si N es un B-módulo tal que InN = 0 para cierto n ≥ 1, entonces la
aplicación natural Derk(B,N) −→ Derk(A,N) es suprayectiva.

c) Para cada n ≥ 1, la aplicación Ω1
A/k⊗A (B/In) −→ Ω1

B/k⊗B (B/In) tiene
una inversa por la derecha.
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Demostración: Llamemos k
f−→ A

g−→ B a los homomorfismos dados.

a) ⇒ b) Sea C = (B/In) ∗N la extensión construida tras la definición 2.9 a
partir del cociclo nulo. Sea u : B −→ B/In = C/N el homomorfismo natural.
Dada D ∈ Derk(A,N), definimos λ : A −→ C mediante λ(a) = (u(g(a)), D(a)).
Claramente es un homomorfismo, que nos permite considerar a C como A-
álgebra. Por otra parte, v′ : B −→ C dado por v′(b) = (u(b), 0) es un k-
homomorfismo que eleva a u. Por hipótesis, existe también un A-homomorfismo
v : B −→ C que eleva a u. Necesariamente, será de la forma v(b) = (u(b), D′(b)),
donde D′ ∈ Derk(B,N). Que v sea un A-homomorfismo significa que gv = λ,
luego gD′ = D, luego se cumple b).

b) ⇒ a) Supongamos dado un diagrama conmutativo

B
u �� C/N

k
f

�� A

g

��

λ
�� C

j

��

según exige la definición de I-suavidad relativa a k. Supongamos que existe
un k-homomorfismo v′ : B −→ C que eleva a u. Que eleve a u significa que
v′j = u, y que sea un k-homomorfismo significa que fgv′ = fλ. Entonces
D = λ− gv′ ∈ Derk(A,N). En efecto, tenemos que Dj = λj − gu = 0, luego D
toma imágenes en N . Además, multiplicando

v′(g(a)) = λ(a)−D(a) por v′(g(a′)) = λ(a′)−D(a′)

y teniendo en cuenta que D(a)D(a′) ∈ N2 = 0, vemos que

v′(g(aa′)) = λ(aa′)− λ(a)D(a′)− λ(a′)D(a),

luego D(aa′) = aD(a′) + a′D(a). Por último, fD = 0, luego D es una k-
derivación.

Consideramos a N como B-módulo a través de v′. Si u[In] = 0, entonces
v′[In] ⊂ N , luego InN ⊂ N2 = 0. Por hipótesis, existe D′ ∈ Derk(B,N) tal
que D = gD′. Llamamos v = v′ + D′. Claramente,

v(b)v(b′) = v′(bb′) + v′(b)D′(b′) + v′(b′)D′(b) = v′(bb′) + D′(bb′) = v(bb′),

luego v es un homomorfismo. Además,

vj = v′j + D′j = u y gv = gv′ + gD′ = gv′ + D = λ,

luego v es una elevación de u y un A-homomorfismo.

b) ⇔ c) Observemos, en general, que una condición necesaria y suficiente
para que un homomorfismo de A-módulos α : M −→ N tenga inverso por la
derecha (es decir, que exista un β : N −→M tal que αβ = 1) es que para todo
A-módulo P , el homomorfismo HomA(M,P ) −→ HomA(N,P ) sea suprayectivo.
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En nuestro caso, c) equivale a que para todo B-módulo N tal que InB = 0,
el homomorfismo natural

HomB/In(Ω1
B/k ⊗B (B/In), N) −→ HomB/In(Ω1

A/k ⊗A (B/In), N)

sea suprayectivo. A través de dos isomorfismos canónicos, este homomorfismo
se corresponde con

HomB(Ω1
B/k, N) −→ HomA(Ω1

A/k, N),

que a su vez se corresponde con

Derk(B,N) −→ Derk(A,N),

luego, ciertamente, b) es equivalente a c).

Teorema 2.38 Sea A un anillo, B una A-álgebra e I un ideal de B. Si B es
I-suave sobre A, entonces Ω1

B/A ⊗B (B/I) es un B/I-módulo proyectivo.

Demostración: Hemos de probar que si φ : L −→ M es un epimorfismo
de B/I-módulos, entonces el homomorfismo

HomB/I(Ω1
B/A ⊗B (B/I), L) −→ HomB/I(Ω1

B/A ⊗B (B/I),M)

también es suprayectivo. A través de isomorfismos canónicos, este homomor-
fismo se corresponde con

HomB(Ω1
B/A, L) −→ HomB(Ω1

B/A,M),

y éste a su vez con DerA(B,L) −→ DerA(B,M).

Sea C = (B/I) ∗ L la extensión construida tras la definición 2.9 a partir del
cociclo nulo, y sea N ⊂ L el núcleo de φ. Podemos considerar tanto a N como a
L como ideales de C, de modo que L2 = 0 y, por consiguiente, también N2 = 0.
Además C/L = B/I, mientras que C/N = (B/I) ∗M .

Para cada D ∈ DerA(B,M), tenemos un A-homomorfismo u : B −→ C/N
dado por u(b) = (b̄, D(b)). Por hipótesis podemos elevarlo a un A-homomorfismo
v : B −→ C, que será de la forma v(b) = (b,D′(b)), donde D′ ∈ DerA(B,L) es
una antiimagen de D.

Teorema 2.39 Sea B un anillo, e I un ideal nilpotente. Sea u : L −→ M un
homomorfismo de B-módulos, donde M es proyectivo. Entonces u tiene inverso
por la derecha si y sólo si lo tiene ū : L/IL −→M/IM .

Demostración: Una implicación es trivial. Si v̄ : M/IM −→ L/IL es un
inverso por la derecha de ū, como M es proyectivo, existe un homomorfismo v
que hace conmutativo el diagrama siguiente:

M
v ��

��

L

��
M/IM

v̄
�� L/IL
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Llamemos w = uv : L −→ L. Aśı w induce la identidad en L/IL, lo que
implica que L = w[L] + IL. Por lo tanto,

L/w[L] = I(L/w[L]) = I2(L/w[L]) = · · ·

Como I es nilpotente, concluimos que w es suprayectivo. Por otra parte, si
x ∈ Nw, entonces 0 = w(x) ≡ x (mód I)L, luego x ∈ IL. Por lo tanto,
x =

∑
aiyi, con ai ∈ I, yi ∈ L. De aqúı,

0 = w(x) =
∑

aiw(yi) ≡
∑

aiyi (mód I2L),

luego x ∈ I2L. Prosiguiendo de este modo concluimos que x ∈ InL = 0. Aśı
pues, w es un automorfismo de L y vw−1 es un inverso por la derecha de u, ya
que uvw−1 = ww−1 = 1.

Finalmente podemos probar:

Teorema 2.40 Sean k −→ A −→ B homomorfismos de anillos y sea I un ideal
de B tal que B sea I-suave sobre k. Entonces B es I-suave sobre A si y sólo si
el homomorfismo natural Ω1

A/k ⊗A (B/I) −→ Ω1
B/k ⊗B (B/I) tiene inverso por

la derecha.

Demostración: Si B es I suave sobre A, entonces también es I suave
sobre A con respecto a k, luego basta aplicar el teorema 2.37. Rećıprocamente,
si n ≥ 1, llamemos Bn = B/In. Como la I-suavidad es lo mismo que la In-
suavidad, el teorema 2.38 nos da que Ω1

B/k ⊗B Bn es un Bn-módulo proyectivo.
Sea In = I/In, de modo que In es nilpotente y Bn/In = B/I. Más aún,

(Ω1
A/k ⊗A Bn)/In(Ω1

A/k ⊗A Bn) ∼= Ω1
A/k ⊗A (B/I),

e igualmente con B en lugar de A. El teorema anterior nos da entonces que el
homomorfismo

Ω1
B/k ⊗B Bn −→ Ω1

A/k ⊗A Bn

tiene inverso por la derecha, luego el teorema 2.37 implica que B es I-suave
sobre A con respecto a k. Como también es I-suave sobre k, concluimos que es
I-suave sobre A.

En realidad nos interesará la siguiente consecuencia inmediata:

Teorema 2.41 Sea A un anillo local regular que contenga un cuerpo k0, sea m

su ideal maximal y k = A/m su cuerpo de restos. Entonces A es m-suave sobre
k0 si y sólo si el homomorfismo Ω1

k0/Z
⊗k0 k −→ Ω1

A/Z
⊗A k es inyectivo.

Demostración: Sea k′ ⊂ k0 el cuerpo primo. Entonces A es m-suave sobre
k′ por el teorema 2.23. Basta aplicar el teorema anterior a k′ −→ k0 −→ A.
(Notemos que Ω1

k0/Z
= Ω1

k0/k′ , e igualmente con A en lugar de k0.)





Caṕıtulo III

Anillos excelentes

La clase de los anillos excelentes contiene a la de las álgebras de tipo finito
sobre un cuerpo y conserva sus propiedades más importantes; pero es mucho
más extensa, hasta el punto de que contiene casi todos los anillos que aparecen
de forma natural en geometŕıa algebraica, en especial los anillos noetherianos
locales completos. La definición es un tanto técnica, y dedicaremos secciones
sucesivas a describir las propiedades que aparecen en ella y otras relacionadas.

3.1 Anillos universalmente catenarios

La propiedad que estudiamos aqúı está relacionada con el comportamiento
de la dimensión de Krull:

Definición 3.1 Un anillo noetheriano A es catenario si para toda terna de
ideales primos q ⊂ p ⊂ m se cumple la igualdad

alt(m/q) = alt(m/p) + alt(p/q).

Diremos que A es universalmente catenario si toda A-álgebra finitamente ge-
nerada es catenaria. (Y, en tal caso, es obvio que, de hecho, es universalmente
catenaria.)

Recordemos que, por definición, alt(m/q) es el máximo de las longitudes n
de las cadenas de ideales primos

q = p0 � p1 � · · · � pn = m.

Se cumple que un anillo noetheriano A es catenario si y sólo si toda cadena
maximal que una q con m tiene longitud n = alt(m/q). En efecto, si A es
catenario y la cadena anterior es maximal, entonces

alt(m/q) = alt(p1/p0) + · · ·+ alt(pn/pn−1),

pero es obvio que alt(pi/pi−1) = 1, luego alt(m/n) = n. Rećıprocamente, dados
ideales q ⊂ p ⊂ m, tomamos cadenas maximales que unan q con p y p con m,
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cuyas longitudes serán alt(p/q) y alt(m/p), respectivamente. La unión de ambas
cadenas será una cadena maximal que une q con m, luego su longitud será
alt(m/q) = alt(m/p) + alt(p/q).

Teorema 3.2 Sea A un anillo noetheriano.

a) A es universalmente catenario si y sólo si A[X1, . . . , Xn] es catenario para
todo n ≥ 1.

b) Toda localización y todo cociente de un anillo (universalmente) catenario
es (universalmente) catenario.

c) A es (universalmente) catenario si y sólo si Ap es (universalmente) cate-
nario, para todo ideal maximal p de A.

Demostración: Es evidente que las localizaciones y los cocientes de los
anillos catenarios son catenarios, de donde se sigue a). Veamos que esto implica
la parte de b) para anillos universalmente catenarios.

En efecto, si A es universalmente catenario y S ⊂ A es un conjunto multipli-
cativo, entonces (S−1A)[X1, . . . , Xn] = S−1(A[X1, . . . , Xn]), luego es catenario.
Similarmente, si I es un ideal de A, entonces

(A/I)[X1, . . . , Xn] = A[X1, . . . , Xn]/I[X1, . . . , Xn],

luego es catenario.

Una implicación de c) es un caso particular de b). También es claro que
si Ap es catenario para todo ideal maximal p, entonces A es catenario. (Para
comprobar la definición para tres primos p ⊂ q ⊂ m localizamos A respecto de
un ideal maximal que contenga a m.)

Supongamos ahora que Ap es universalmente catenario, para todo ideal ma-
ximal p, y hemos de probar que A[X1, . . . , Xn] es catenario, para lo cual a su
vez basta probar que lo es A[X1, . . . , Xn]P, para un ideal maximal P. Tomamos
p = A ∩ P, que es un ideal maximal de A, ya que si a ∈ A \ p, entonces a es
una unidad módulo P, luego existe un polinomio F tal que aF − 1 ∈ P, luego
aF (0)− 1 ∈ p, luego a es una unidad módulo p.

Es claro que A[X1, . . . , Xn]P = Ap[X1, . . . , Xn]P′ , donde P′ = Pp, y este
anillo es catenario por ser una localización de una Ap-álgebra finitamente gene-
rada.

Si A es un dominio ı́ntegro catenario, aplicando la definición para q = 0
obtenemos la relación

altm = alt(m/p) + alt p

y, rećıprocamente, esta relación (para todo par de ideales primos p ⊂ m) implica
que A es catenario, aunque no sea un dominio ı́ntegro.

El ejemplo más importante de anillos universalmente catenarios es el si-
guiente:
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Teorema 3.3 Toda álgebra af́ın sobre un cuerpo es universalmente catenaria.

Demostración: Puesto que toda álgebra af́ın es un cociente de un anillo
de polinomios, basta probar que el anillo A = k[X1, . . . , Xn] es catenario. Si
q ⊂ p son dos ideales primos, entonces A/q es una k-álgebra af́ın ı́ntegra, luego
[AC 3.75] nos da que

dimA/q = alt(p/q) + dimA/p.

Por el mismo teorema aplicado a A vemos que

dimA = alt p + dimA/p, dimA = alt q + dimA/q,

y aśı concluimos que alt p = alt(p/q) + alt q.

Otra familia notable de anillos catenarios es la de los anillos locales regulares.
Más en general:

Teorema 3.4 Todo anillo local de Cohen-Macaulay es catenario.

Demostración: Sea A un anillo local de Cohen-Macaulay y sea p un ideal
primo de A. Por el teorema [AC 5.44] tenemos que

dimA = alt p + dim(A/p).

Si p ⊂ q es otro ideal primo, el teorema [AC 5.43] implica que Aq también
es un anillo local de Cohen-Macaulay, y la igualdad precedente aplicada a Aq es

dimAq = alt(pAq) + dim(Aq/pAq),

que equivale a alt q = alt p + alt(q/p).

Pasamos ahora a la propiedad correspondiente en esquemas:

Definición 3.5 Diremos que un esquema localmente noetheriano X es (uni-
versalmente) catenario si los anillos OX,P son (universalmente) catenarios, para
todo punto P ∈ X.

Es claro que X es (universalmente) catenario si y sólo si, para cada abierto
af́ın U ⊂ X, el anillo OX(U) es (universalmente) catenario o, también, si X
puede cubrirse por abiertos afines U con esta propiedad. En particular, un
anillo A es (universalmente) catenario si y sólo si lo es el esquema EspA.

Por otra parte, observemos que X es universalmente catenario si y sólo si el
producto An

X = An
Z ×Z X es catenario. En efecto, basta tener en cuenta que, si

U ⊂ X recorre los abiertos afines de X, los abiertos An
U cubren An

X y se cumple
que OAn

X
(An

U ) = OX(U)[X1, . . . , Xn].

Un esquema localmente noetheriano X es catenario si y sólo si para toda
terna de cerrados irreducibles no vaćıos W ⊂ Y ⊂ Z ⊂ X se cumple que

codimZ(W ) = codimZ(Y ) + codimY (W ).
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En efecto, si P es el punto genérico de W , entonces W , Y , Z se corresponden
con tres ideales primos de OX,P , de modo que la igualdad anterior equivale a la
igualdad que define a los anillos catenarios.

El teorema siguiente es una mera reformulación de 3.3:

Teorema 3.6 Todo conjunto algebraico sobre un cuerpo es universalmente ca-
tenario.

Por otra parte:

Teorema 3.7 Todo esquema regular localmente noetheriano es universalmente
catenario.

Demostración: Sea X un esquema regular localmente noetheriano. Como
An

Z es suave sobre Z, tenemos que An
X es suave sobre X, luego [E 7.50] implica

que An
X también es regular, luego es catenario, pues los anillos locales regulares

son catenarios.

Terminamos la sección con algunas consecuencias sobre la dimensión de
Krull:

Teorema 3.8 Sea f : X −→ Y un homomorfismo denso localmente de tipo
finito entre esquemas ı́ntegros localmente noetherianos, sea x ∈ X y llamemos
y = f(x). Entonces

dimOX,x + grad.tr.k(y)k(x) ≤ dimOY,y + grad.tr.K(Y )K(X),

y si Y es universalmente catenario se cumple la igualdad.

Demostración: No perdemos generalidad si suponemos que X = EspB
e Y = EspA son afines noetherianos y que f es de tipo finito, con lo que se
corresponde con un homomorfismo de anillos A −→ B que convierte a B en una
A-álgebra finitamente generada. Que f sea denso se traduce en que el punto
genérico de X se corresponde con el punto genérico de Y , luego A −→ B es un
monomorfismo de anillos. Pongamos que B = A[b1, . . . , bn]. Los puntos x e y
se identifican con ideales primos P y p de B y A tales que p = P∩A. En estos
términos, el teorema equivale a que

dimBP − dimAp ≤ grad.tr.A0
B0 − grad.tr.k(p)k(P),

y se cumple la igualdad si A es universalmente catenario. (Notemos que las
localizaciones A0 y B0 son los respectivos cuerpos de fracciones.) Consideremos
las A-álgebras Bi = A[b1, . . . , bi] con los ideales Pi = P ∩ Bi. Si A es univer-
salmente catenario, todos los Bi lo son. Cada extensión Bi ⊂ Bi+1 cumple las
mismas hipótesis que la extensión A ⊂ B. Si probamos la fórmula para cada
una de ellas, tenemos que

dimBi+1Pi+1 − dimBiPi ≤ grad.tr.Bi+1,0
Bi,0 − grad.tr.k(Pi)k(Pi+1)
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(con igualdad si A es universalmente catenario). Sumando todas las desigualda-
des (o igualdades) obtenemos la correspondiente a A ⊂ B. Equivalentemente,
podemos suponer que n = 1 o, lo que es lo mismo, que B = A[b].

Cambiando A por Ap y B por Bp = Ap[b] no se modifican ni las localizaciones
ni los grados de trascendencia que aparecen en la desigualdad. Además, si A es
universalmente catenario también lo es Ap. Equivalentemente, podemos suponer
que A es un anillo local y que p es su ideal maximal. Llamemos k = k(p) = A/p
y sea B = A[b] = A[X]/I, donde I es un ideal primo de A[X].

Si I = 0, entonces B = A[X], grad.tr.A0
B0 = 1 y B/pB = k[X] tiene

dimensión 1, luego

alt(P/pB) =
{

1 si pB � P,
0 si pB = P.

En el primer caso P′ = P/pB es un ideal maximal de k[X], luego P es
un ideal maximal de B, luego k(P) = B/P es una extensión finita de k, pues
P′ es un punto cerrado del conjunto algebraico Esp k[X], y esto implica que
k(P′) = k(P) es una extensión finita de k. Por consiguiente, grad.tr.kk(P) = 0.
En el segundo caso k(P) ∼= k(X), luego grad.tr.kk(P) = 1. En ambos casos
concluimos que

alt(P/pB) = 1− grad.tr.kk(P) = grad.tr.A0
B0 − grad.tr.kk(P).

Por otra parte, B es un A-módulo libre, luego es plano, luego podemos
aplicar el teorema [E 4.52], que en términos de anillos afirma que

alt(P/pB) = dimBP − dimAp.

(Observemos que la fibra de p es B ⊗A (A/p) ∼= B/pB y que P se corresponde
en este anillo con P/pB.) Uniendo las dos igualdades obtenemos que la fórmula
del enunciado se cumple con igualdad.

Supongamos ahora que I �= 0. Entonces b es ráız de cualquier polinomio no
nulo de I, por lo que es algebraico sobre k, y esto hace que grad.tr.A0

B0 = 0.
Sea P = P∗/I. Como A −→ A[X]/I es inyectiva, tenemos que A∩ I = 0, luego
alt I = alt IA0[X], pues A0[X] = S−1A[X], donde S = A \ {0}, y los ideales
primos de este anillo se corresponden con los ideales de A[X] disjuntos con S.
Aśı pues,

alt I = alt IA0[X] ≤ dimA0[X] = 1

y, puesto que I �= 0, ha de ser alt I = 1. Por consiguiente,

altP ≤ altP∗ − alt I = altP∗ − 1,

y si A es universalmente catenario, entonces A[X] es catenario y tenemos la
igualdad.

Por otra parte, es claro que P∗ ∩A = p, aśı como que k(P∗) = k(P), por lo
que podemos aplicar el caso I = 0, ya probado, a la extensión A ⊂ A[X] y el
ideal P∗. Esto nos da la igualdad

altP∗ − alt p = 1− grad.tr.k(p)k(P).
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Combinando ambas resulta

altP− alt p ≤ −grad.tr.k(p)k(P),

y si A es universalmente catenario se cumple la igualdad. Es claro que esto
equivale a la fórmula del enunciado.

Como consecuencia obtenemos la siguiente generalización de [E 4.53]:

Teorema 3.9 Sea f : X −→ Y un homomorfismo plano, suprayectivo y de
tipo finito entre esquemas ı́ntegros noetherianos, y supongamos además que Y
es universalmente catenario. Entonces, para todo y ∈ Y , la fibra Xy tiene todas
sus componentes irreducibles de la misma dimensión, y ésta es igual a

dimXy = dimX − dimY.

Demostración: La fibra Xy es un conjunto algebraico sobre k(y), luego
contiene un punto cerrado x ∈ Xy. Entonces k(x) es una extensión finita de
k(y). Según el teorema anterior:

dimOX,x − dimOY,y = d,

donde d = grad.tr.K(Y )K(X) no depende de x ni de y. El teorema [E 4.52] nos
da que dimOXy,x = d, para todo punto cerrado x ∈ Xy, lo que implica que
todas las componentes irreducibles de Xy tienen la misma dimensión d.

Si ahora tomamos como y ∈ Y un punto cerrado, entonces dimOY,y = dimY
y, como la fibra Xy es cerrada en X, el punto x también es cerrado en X, luego
dimOX,x = dimX, de donde se sigue que d = dimX − dimY .

Ahora podemos demostrar otro hecho destacable:

Teorema 3.10 Sea f : X −→ Y un homomorfismo propio y birracional entre
esquemas ı́ntegros localmente noetherianos. Entonces dimX = dimY .

Demostración: Para todo x ∈ X, llamando y = f(x), tenemos que

dimOX,x ≤ dimOY,y + grad.tr.K(Y )K(X)− grad.tr.k(y)k(x) ≤ dimOY,y

porque K(X) = K(Y ). Si en X podemos formar una cadena creciente de n+ 1
cerrados irreducibles, cualquier x que pertenezca al primero de ellos cumple
dimOX,x ≥ n, luego existe un y ∈ Y tal que dimY ≥ dimOY,y ≥ n, luego
dimX ≤ dimY (entendiendo que si X tiene dimensión infinita, lo mismo le
sucede a Y ).

Ahora vamos a probar la desigualdad opuesta, dimX ≥ dimY . Basta probar
que si U ⊂ Y es un abierto noetheriano, entonces dimU ≤ dimX, pues la
dimensión de Y es el supremo de las dimensiones de los abiertos U . (Ver la
prueba de [E 3.22].) Como dimX ≥ dim f−1[U ], basta probar el teorema para
la restricción f−1[U ] −→ U o, equivalentemente, podemos suponer que X e
Y son noetherianos. (notemos que f−1[U ] es noetheriano porque f es de tipo
finito.)
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En general, la desigualdad dimX ≥ dimY es válida para cualquier aplicación
continua, cerrada y suprayectiva entre espacios topológicos noetherianos. En
efecto, si X tiene dimensión infinita no hay nada que probar. En caso contrario,
razonamos por inducción sobre la dimensión de X.

Supongamos que dimX = n y que el resultado es cierto para espacios de
dimensión menor que n. Sea X = X1 ∪ · · · ∪ Xm la descomposición de X en
componentes irreducibles. Entonces,

Y = f [X1] ∪ · · · ∪ f [Xm]

es una descomposición de Y en cerrados irreducibles (aunque puede que alguno
sea redundante, por estar contenido en la unión de los otros). Basta probar que
dimXi ≥ dim f [Xi], pues entonces

dimX = máx
i

dimXi ≥ máx
i

dim f [Xi] = dimY.

Como la restricción f |Xi : Xi −→ f [Xi] cumple las mismas hipótesis que f ,
concluimos que no perdemos generalidad si suponemos que X es irreducible.
(En principio, puede ser dimXi < n, pero entonces tenemos la desigualdad por
hipótesis de inducción. Aśı pues, mantenemos la hipótesis de que dimX = n.)
Si X es irreducible, también lo es Y . Si dimY = 0 no hay nada que probar.
Sea, pues,

Y0 � Y1 � · · · � Ym = Y

una cadena de cerrados irreducibles en Y , con m ≥ 1. Entonces f−1[Ym−1] � X
es cerrado y obviamente dim f−1[Ym−1] < n, luego, por hipótesis de inducción
m− 1 ≤ dimYm−1 < n, luego m ≤ n. Esto prueba que dimY ≤ n.

3.2 Anillos de Nagata

Ahora nos ocupamos de una propiedad relacionada con las clausuras enteras
(en términos de anillos) o con las normalizaciones (en términos de esquemas).

Definición 3.11 Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano y K su cuerpo de co-
cientes. Diremos que A cumple la propiedad N1 si la clausura entera de A en
K es un A-módulo finitamente generado. Diremos que A cumple la propiedad
N2 si, para toda extensión finita L de K, la clausura entera de A en L es un
A-módulo finitamente generado. Diremos que un anillo noetheriano B es un
anillo de Nagata si, para todo ideal primo p de B, el dominio ı́ntegro B/p tiene
la propiedad N2.

Estas propiedades se conservan por localización. Para probarlo, conviene
observar un hecho elemental:

Teorema 3.12 Sea A un dominio ı́ntegro, sea K su cuerpo de cocientes, sea
L/K una extensión finita, sea B la clausura entera de A en L y sea S ⊂ A un
conjunto multiplicativo. Entonces, la clausura entera de S−1A en L es S−1B.
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Demostración: Si x ∈ L es entero sobre S−1A, entonces satisface una
ecuación de la forma

xn +
a1

s
xn−1 +

a2

s
xn−2 + · · ·+ a0

s
= 0,

de donde se sigue que snx ∈ B, luego x ∈ S−1B. El rećıproco se prueba
análogamente.

Con esto podemos probar:

Teorema 3.13 Toda localización de un anillo con la propiedad N1, N2 o de
Nagata cumple la misma propiedad.

Demostración: Sea A un dominio ı́ntegro y S ⊂ A un subconjunto multi-
plicativo. Sea K el cuerpo de cocientes de A, sea L/K una extensión finita y B
la clausura entera de A en L. Según el teorema anterior, la clausura entera de
S−1A en L es S−1B, por lo que si A es N2 (o es N1 y tomamos L = K), sabemos
que B es un A-módulo finitamente generado, luego S−1B es un S−1A-módulo
finitamente generado, lo que prueba que S−1A tiene la propiedad N2 (o N1).

Supongamos ahora que A es un anillo de Nagata (no necesariamente un
dominio ı́ntegro). Un ideal primo de S−1A es de la forma S−1p, donde p es
un primo de A disjunto con S. Entonces, S−1A/S−1p = S′−1(A/p) , donde
S′ ⊂ A/p está formado por las clases de los elementos de S. Como A/p tiene la
propiedad N2, por la parte ya probada, lo mismo vale para S−1A/S−1p, luego
S−1A también es un anillo de Nagata.

El teorema siguiente muestra que la distancia entre las propiedades N1 y N2

es menor de lo que parece:

Teorema 3.14 Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano ı́ntegramente cerrado y
K su cuerpo de cocientes, sea L una extensión finita separable de K y sea B la
clausura entera de A en L. Entonces B es un A-módulo finitamente generado.

Demostración: Como A es noetheriano, podemos sustituir L por una
extensión finita separable, y suponer que la extensión L/K es finita de Galois.
Fijemos una K-base ω1, . . . , ωn de L y sea ω∗

1 , . . . , ω
∗
n su base dual, es decir, la

que cumple que TrLK(ωiω∗
j ) = δij . (Existe porque, al ser la extensión separable,

la forma bilineal definida por la traza es regular.1) Multiplicando los ω∗
i por un

elemento adecuado de A (lo que exige dividir cada ωi por el mismo elemento,
para que las bases sigan siendo duales), podemos exigir que cada ω∗

i sea entero
sobre A.

Aśı, todo α ∈ B se expresa como combinación lineal α = α1ω1 + · · ·+ αnωn
donde αi = TrLK(αω∗

i ) ∈ K es entero sobre A, luego αi ∈ A. Esto significa
que B es un submódulo del A-módulo generado por ω1, . . . , ωn, luego B es un
A-módulo finitamente generado.

Como consecuencia inmediata:
1Ver el teorema 10.29 de mi libro de Álgebra.
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Teorema 3.15 Un dominio ı́ntegro noetheriano de caracteŕıstica 0 tiene la pro-
piedad N2 si y sólo si tiene la propiedad N1.

Demostración: Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano de caracteŕıstica 0
y sea K su cuerpo de cocientes. Si tiene la propiedad N1 y L es una extensión
finita de K, entonces la clausura entera B de A en L es finitamente generada
sobre la clausura entera en K (por el teorema anterior) y ésta es finitamente
generada sobre A (por la propiedad N1), luego B es un A-módulo finitamente
generado.

En caracteŕıstica prima, la propiedad N2 se reduce al caso de extensiones
puramente inseparables:

Teorema 3.16 Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano y K su cuerpo de co-
cientes. Entonces A tiene la propiedad N2 si y sólo si para toda extensión finita
puramente inseparable L/K se cumple que la clausura entera de A en L es un
A-módulo finitamente generado.

Demostración: Basta tener en cuenta que toda extensión finita puede des-
componerse en una extensión puramente inseparable seguida de una extensión
separable.

El teorema siguiente nos permitirá probar que los anillos locales completos
son anillos de Nagata:

Teorema 3.17 (Tate) Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano ı́ntegramente ce-
rrado y sea x ∈ A un elemento no nulo tal que p = Ax es un ideal primo. Su-
pongamos que A es completo con la topoloǵıa p-ádica y que A/p es N2. Entonces
A es N2.

Demostración: Por el teorema 3.15, podemos suponer que A tiene carac-
teŕıstica prima p. Sea K el cuerpo de cocientes de A, sea L/K una extensión
finita puramente inseparable y sea B la clausura entera de A en L. Sea e = pf

tal que Le ⊂ K. Hemos de probar que B es un A-módulo finitamente gene-
rado. Como A es noetheriano, podemos sustituir L por una extensión, lo que
nos permite suponer que existe y ∈ L tal que x = ye. Como A es ı́ntegramente
cerrado, resulta que B = {b ∈ L | be ∈ A}. En particular, y ∈ B.

Vamos a probar que B es un A-módulo finitamente generado mediante el
teorema 2.20. Tenemos que A es completo con la topoloǵıa p-ádica, luego nos
falta probar que la topoloǵıa p-ádica en B es de Hausdorff y que B/pB es un
A/p-módulo finitamente generado.

Tomemos un ideal primo P de B tal que P ∩A = p. Entonces

P = {b ∈ B | be ∈ p} = yB.

(Si u ∈ P, entonces ue = yea, luego (u/y)e ∈ A, luego b = u/y ∈ B, luego
u ∈ yB.) Por lo tanto, pB = xB = (yB)e = Pe.
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Aśı, Ap y BP son dominios ı́ntegros noetherianos locales cuyos ideales ma-
ximales son principales y no nulos. Esto implica que son anillos de valoración
discreta (pues, por ejemplo, todo elemento de A es de la forma εxn, donde ε es
una unidad).

Observemos que |k(P) : k(p)| ≤ |L : K|. Esto es un caso particular de
la conocida fórmula n = ef , pero podemos dar una prueba elemental: basta
ver que si ω1, . . . , ωf ∈ BP son linealmente independientes en k(P) sobre k(p),
entonces son linealmente independientes sobre K. En caso contrario, tendŕıamos
una combinación lineal α1ω1 + · · ·+ αfωf = 0, con αi ∈ K. Multiplicando por
la potencia adecuada de x podemos exigir que αi ∈ Ap para todo i y que al
menos uno de ellos sea una unidad. Pero entonces, al tomar clases módulo P

tendŕıamos una combinación lineal no trivial de los ωi igualada a 0.

Es claro que B/P está contenido en la clausura entera de A/p en k(P),
luego, por hipótesis, B/P es un A/p-módulo finitamente generado. Aśı, la serie

0 = Pe/Pe ⊂ Pe−1/Pe ⊂ · · · ⊂ P/Pe ⊂ B/Pe

muestra que B/Pe = B/pB también es un A/p-módulo finitamente generado,
ya que todos los factores Pi/Pi+1 ∼= B/P son finitamente generados.

Por otra parte, de la relación pB = Pe se sigue que la topoloǵıa p-ádica en B
es la misma que la topoloǵıa P-ádica. Sólo nos falta probar que es de Hausdorff.
Ahora bien, es claro que ynBP ∩B = ynB, luego⋂

n≥1

Pn =
⋂
n≥1

ynB ⊂
⋂
n≥1

ynBP = 0,

puesto que BP es un anillo local y su topoloǵıa P-ádica es de Hausdorff.

Teorema 3.18 (Nagata) Todo anillo noetheriano local y completo es un anillo
de Nagata.

Demostración: Sea A un anillo noetheriano local y completo. Si p es un
ideal primo, entonces A/p también es un anillo noetheriano local y completo,
luego basta probar que todo dominio ı́ntegro noetheriano local y completo tiene
la propiedad N2.

Por el teorema 2.21, tenemos que A contiene un subanillo noetheriano regular
y completo A′ tal que A es un A′-módulo finitamente generado, luego podemos
suponer que A es regular. (Notemos que A es entero sobre A′, por lo que la
clausura entera de A en una extensión finita de su cuerpo de cocientes coincide
con la clausura entera de A′.) Más concretamente, según la observación posterior
al teorema, podemos suponer que A = A0[[X1, . . . , Xn]], donde A0 es un cuerpo
o bien un anillo de valoración discreta completo. Probaremos el teorema por
inducción sobre n.

Si n = 0, entonces A = A0. Si es un cuerpo, entonces tiene trivialmente
la propiedad N2. Si es un anillo de valoración discreta, aplicamos el teorema
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anterior tomando como p su ideal maximal. Tenemos que A/p es un cuerpo,
luego cumple N2, y concluimos que A también cumple N2.

Si el resultado es cierto para n − 1, aplicamos el teorema anterior al ideal
primo p = (Xn). Aśı A/p ∼= A0[[X1, . . . , Xn−1]] tiene la propiedad N2 por
hipótesis de inducción y A = A0[[X1, . . . , Xn−1]][[Xn]] es completo con la topo-
loǵıa p-ádica, luego A cumple la propiedad N2.

Ahora necesitamos estudiar una propiedad intermedia entre la propiedad de
Nagata y la propiedad N1 para anillos locales. Por razones técnicas conviene
definirla para anillos semilocales:

Definición 3.19 Diremos que un anillo semilocal A es anaĺıticamente no rami-
ficado si su compleción Â es reducida. Un ideal primo p de A es anaĺıticamente
no ramificado si la compleción Â/p = (A/p)⊗A Â = Â/pÂ es reducida.

Teorema 3.20 Todo dominio ı́ntegro noetheriano local anaĺıticamente no ra-
mificado tiene la propiedad N1.

Demostración: Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano local anaĺıticamente
no ramificado y sean P1, . . . ,Pr los primos minimales de Â. El teorema 1.13
nos da que el anillo completo de cocientes de Â es C = K1 ⊕ · · · ⊕Kr, donde
Ki es el cuerpo de cocientes de Â/Pi. Es claro entonces que la clausura entera
de Â en C es la suma directa de las clausuras enteras de cada Â/Pi en Ki.
Como Â/Pi es un dominio ı́ntegro local y completo, es un anillo de Nagata,
y en particular tiene la propiedad N1, luego su clausura entera es finitamente
generada. Aśı pues, podemos concluir que la clausura entera de Â en C es un
Â-módulo finitamente generado.

Sea K el cuerpo de cocientes de A y B la clausura entera de A en K. Como Â
es plano sobre A, tenemos que B⊗A Â ⊂ K⊗A Â ⊂ C, y todos los elementos de
B⊗A Â son enteros sobre Â, luego B⊗A Â puede considerarse como submódulo
de la clausura entera de Â en C, luego es un Â-módulo finitamente generado.

Sean b1, . . . , bn ∈ B un generador de B⊗AÂ sobre Â y sea B′ = 〈b1, . . . , bn〉A.
Entonces (B/B′)⊗A Â = 0 y, como Â es fielmente plano sobre A, esto implica
que B = B′, es decir, que B es un A-módulo finitamente generado.

El teorema siguiente nos permitirá probar que los dominios ı́ntegros locales
de Nagata son anaĺıticamente no ramificados:

Teorema 3.21 Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano semilocal y sea x ∈ A
un elemento no nulo que pertenezca a todos los ideales maximales. Suponga-
mos además que todos los primos asociados de A/xA son minimales y (como
primos de A) son regulares y anaĺıticamente no ramificados. Entonces A es
anaĺıticamente no ramificado.

Demostración: Sean p1, . . . , pr los primos minimales (o asociados) de
A/xA. Por hipótesis, Â/piÂ es reducido, luego sus primos asociados son también
minimales y, si los llamamos Pi,1, . . . ,Pi,ni , se cumple que

piÂ =
⋂
j

Pi,j .
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Por el teorema de los ideales principales [AC 5.2], los primos pi tienen al-
tura 1, luego los anillos Api son anillos locales regulares y de dimensión 1. En
particular son dominios de Dedekind locales, es decir, anillos de valoración dis-
creta.2 Sea πi ∈ A tal que piApi = πiApi . Entonces PijÂPij

es el único primo
minimal de piÂPij

, luego PijÂPij
= piÂPij

= πiÂPij
.

Como ÂPij
es plano sobre Â y Â es plano sobre A, resulta que π no es un

divisor de cero en ÂPij
(la multiplicación por π es inyectiva y sigue siéndolo

tras el cambio de base). De nuevo por el teorema de los ideales principales,
concluimos que ÂPij tiene dimensión 1, luego es regular. En particular es
un dominio ı́ntegro, por lo que si llamamos Qij al núcleo del homomorfismo
natural Â −→ ÂPij , vemos que se trata de un ideal primo. Para probar que Â
es reducido basta ver que N =

⋂
i,j

Qij = 0.

La fórmula del teorema 1.9 (ver también las observaciones posteriores) nos
da que

As(Â/xÂ) =
⋃

p∈As(A)

AsÂ(Â/pÂ),

es decir, que los primos asociados de Â/xÂ son exactamente los Pij . Tomando
una descomposición primaria de 0 en este anillo, podemos expresar

xÂ =
⋂
i,j

Iij ,

donde cada Iij es un ideal Pij-primario. Según el teorema 1.5, tenemos que
Iij = Â ∩ ÂPij , luego Qij ⊂ Iij , luego N ⊂ xÂ. Por otra parte, x no es un
divisor de cero en A (porque es un dominio ı́ntegro), luego tampoco lo es de Â,
luego no pertenece a ningún Qij . Por consiguiente, si n ∈ N , será de la forma
n = xa, luego xa ∈ Qij , luego a ∈ Qij , luego a ∈ N . Aśı pues, N = xN . El
lema de Nakayama [AC 4.51] implica que N = 0. (Aqúı usamos la hipótesis de
que x pertenece a todos los ideales maximales de A, luego también a todos los
de Â.)

Teorema 3.22 Todo dominio ı́ntegro semilocal que sea un anillo de Nagata es
anaĺıticamente no ramificado.

Demostración: Sea A un anillo que cumpla las hipótesis. Razonaremos
por inducción sobre dimA. Si dimA = 0 entonces A es un cuerpo y el teorema
es trivial.

Sea B la clausura entera de A en su cuerpo de cocientes. Por hipótesis, B es
un A-módulo finitamente generado, luego también es un anillo de Nagata. Sea
I la intersección de los ideales maximales de A y J la intersección de los ideales
maximales de B. Observemos que si P es un ideal primo de B tal que IB ⊂ P,
entonces I ⊂ P ∩ A, luego P ∩ A ha de ser uno de los ideales maximales de A,
luego P ha de ser uno de los ideales maximales de B (por [AC 3.63]). Aśı pues,

2Para más detalles sobre los dominios de Dedekind ver el principio de la sección 5.1
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J = rad IB, luego existe un n ≥ 1 tal que Jn ⊂ IB ⊂ J . Esto implica que la
topoloǵıa I-ádica en B coincide con la J-ádica, luego podemos considerar a Â
como subanillo de B̂.

Si probamos que B̂ es reducido, también lo será Â. Equivalentemente, no
perdemos generalidad si suponemos que A es ı́ntegramente cerrado. Notemos
también que, según [AC 3.68], dimB = dimA, luego al cambiar A por B man-
tenemos la hipótesis de inducción, según la cual el teorema es cierto para anillos
de dimensión menor que la de A.

Notemos que I �= 0 (o de lo contrario dimA = 0), por lo que podemos tomar
un x ∈ I no nulo. Basta probar que cumple las hipótesis del teorema anterior.
Por el teorema 1.18, tenemos que A cumple la propiedad S2, luego los primos
asociados de A/xA son minimales. Además, tienen altura 1 por el teorema de
los ideales principales [AC 5.2], luego la propiedad R1 nos da que son regulares.
Por último, si p es uno de ellos, tenemos que A/p es un dominio ı́ntegro semilocal
de Nagata tal que dim(A/p) < dimA, luego p es anaĺıticamente no ramificado
por hipótesis de inducción.

Veamos un último resultado técnico que necesitamos para probar el resultado
principal sobre los anillos de Nagata:

Teorema 3.23 Sea A un dominio ı́ntegro noetheriano y K su cuerpo de cocien-
tes. Supongamos que existe un f ∈ A no nulo tal que Af es ı́ntegramente cerrado
y que Ap tiene la propiedad N1 para todo ideal maximal p de A. Entonces A
tiene también la propiedad N1.

Demostración: Representaremos con el signo ′ las clausuras enteras. Si p

es un ideal maximal, tenemos que (Ap)′ = A′
p es un Ap-módulo finitamente gene-

rado. Sea ω1, . . . , ωn ∈ A′ un sistema generador. Llamemos Cp = A[ω1, . . . , ωn],
que es un A-módulo finitamente generado (ya que los ωi son enteros sobre A),
luego es noetheriano.

Llamemos X = EspA y Xp = EspCp. Notemos que (Cp)f = Af es
ı́ntegramente cerrado, luego el teorema 1.19 nos da que el conjunto Fp ⊂ Xp

formado por los puntos que no son normales es cerrado en Xp. Como el homo-
morfismo πp : Xp −→ X es finito, se cumple que πp[Fp] es cerrado en X.

Veamos ahora que p /∈ πp[Fp]. En efecto, si P ∈ Xp cumple que P ∩A = p,
entonces Cp ⊂ (Cp)p ⊂ (Cp)P y (Cp)p = (Ap)′ es ı́ntegramente cerrado. Por
consiguiente, (Cp)P es una localización de un anillo ı́ntegramente cerrado, luego
es también ı́ntegramente cerrado, y aśı P /∈ Fp. Por consiguiente, el conjunto

F =
⋂
p

πp[Fp],

donde p recorre los ideales maximales de A, es un cerrado en X que no contiene
a ningún punto cerrado. Por [E 3.1] ha de ser F = ∅. Aqúı hemos usado que F
es cuasicompacto por ser cerrado en X, que es cuasicompacto por ser af́ın. La
cuasicompacidad de X nos da también que existe un número finito de ideales
maximales p1, . . . , pn tales que

n⋂
i=1

πpi [Fpi ] = ∅.
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Sea C = A[Cp1 , . . . , Cpn ], que es un A-módulo finitamente generado. Vamos
a ver que CQ es ı́ntegramente cerrado, para todo Q ∈ EspC. Esto se debe a que
Q∩A /∈ πpi [Fpi ] para algún i, luego q = Q∩Cpi es normal en Xpi , es decir, que
(Cpi)q es ı́ntegramente cerrado, y A ⊂ (Cpi)q ⊂ CQ. Como C es entero sobre
A, ha de ser C ⊂ (Cpi)q ⊂ CQ, luego CQ = (Cpi)q es ı́ntegramente cerrado.

Aśı pues, el esquema EspC es normal, luego C es ı́ntegramente cerrado,
luego A′ = C es un A-módulo finitamente generado.

Finalmente podemos probar:

Teorema 3.24 (Nagata) Si A es un anillo de Nagata y B es una A-álgebra
finitamente generada, entonces B es también un anillo de Nagata.

Demostración: Es obvio que todo cociente de un anillo de Nagata es
también un anillo de Nagata, luego podemos cambiar A por su imagen en B
y suponer que A ⊂ B. Entonces B = A[x1, . . . , xn], para ciertos xi ∈ B.
Razonando inductivamente, basta considerar el caso en que B = A[x].

Consideremos un primo P ∈ EspB y llamemos p = A ∩ p. Entonces, es
claro que B/P = (A/p)[x̄], donde A/p es un dominio ı́ntegro de Nagata y lo que
tenemos que probar es que B/P tiene la propiedad N2. En definitiva, hemos de
probar lo siguiente:

Si B = A[x] es un dominio ı́ntegro y A es un anillo de Nagata,
entonces B tiene la propiedad N2.

Sea K el cuerpo de cocientes de A y sea A la clausura entera de A en K, que
es un A-módulo finitamente generado. Sea B la adjunción a B de un generador
de A sobre A, de modo que B = A[x]. Es fácil ver que A también es un anillo
de Nagata. (En general, es fácil ver que toda álgebra finita sobre un anillo de
Nagata es un anillo de Nagata.) Como B es una extensión entera de B, la
clausura entera de B en cualquier extensión finita del cuerpo de cocientes de B
es la misma que la de B, por lo que basta probar que B tiene la propiedad N2.
En definitiva, podemos reemplazar A por A y suponer que A es ı́ntegramente
cerrado.

Supongamos en primer lugar que x es trascendente sobre K, con lo que B
es también ı́ntegramente cerrado por 1.14. Si B tiene caracteŕıstica 0, entonces
basta probar que tiene la propiedad N1 por el teorema 3.15, lo cual es trivial.

Si B tiene caracteŕıstica prima p, basta considerar una extensión finita pu-
ramente inseparable L = K(x, α1, . . . , αn) de K(x). Sea m = pe tal que
αmi ∈ K(x) para todo i. Es claro que existe una extensión finita puramente
inseparable K ′/K tal que αi ∈ K ′(x1/m). Sea A la clausura entera de A en
K ′ y B la clausura entera de B en L. Aśı A[x1/m] es ı́ntegramente cerrado por
el teorema 1.14, luego B = A[x] ⊂ B ⊂ A[x1/m]. Como A tiene la propiedad
N2, tenemos que A es un A-módulo finitamente generado, luego A[x1/m] es un
B-módulo finitamente generado, luego B también lo es.

A partir de aqúı podemos suponer que x es algebraico sobre K, con lo que
el cuerpo de cocientes de B es una extensión finita de K. Si L es, a su vez, una
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extensión finita de dicho cuerpo de cocientes, también es finita la extensión L/K.
Como antes, llamamos A y B a las clausuras enteras de A y B en L. Sabemos que
A es un A-módulo finitamente generado, luego A[x] es un B-módulo finitamente
generado, lo que a su vez implica que B = A[x] ⊂ A[x] ⊂ B.

Basta probar que B es finitamente generado sobre A[x]. Ahora bien, A es un
anillo de Nagata porque es un A-módulo finitamente generado y A es un anillo
de Nagata, luego podemos cambiar A por A y B por A[x] (y K por L), con lo
que todo se reduce a probar lo siguiente:

Si A es un dominio ı́ntegro de Nagata ı́ntegramente cerrado, K es
su cuerpo de cocientes y x ∈ K, entonces el anillo B = A[x] tiene
la propiedad N1.

Sea x = b/a, con a, b ∈ A. Entonces Ba = B[1/a] = A[1/a] es ı́ntegramente
cerrado, ya que es una localización de A. Por el teorema 3.23 basta probar que
BP tiene la propiedad N1 para todo ideal maximal P de B.

Llamemos p = P ∩A. Como B/P = (A/p)[x̄] es un cuerpo, x̄ es algebraico
sobre (el cuerpo de cocientes de) A/p, luego existe un polinomio f(X) ∈ A[X] tal
que f(x) ∈ P. Podemos suponer que el coeficiente director c de f(X) cumple
c /∈ p. Entonces BP = (Bc)Pc

, y los anillos Ac y Bc cumplen las mismas
hipótesis que A y B. Aśı pues, no perdemos generalidad si suponemos que c es
una unidad de A o, equivalentemente, que f(X) es mónico.

Sea K ′ la adjunción a K de las ráıces de f(X), sea A′ la clausura entera de
A en K ′ (que contiene a dichas ráıces) y sea B′ = A′[x].

Como A es un anillo de Nagata, tenemos que A′ es un A-módulo finitamente
generado, luego A′ es un dominio ı́ntegro de Nagata ı́ntegramente cerrado y B′

es un B-módulo finitamente generado. Sea P′ cualquier ideal maximal de B′ tal
que P′ ∩B = P (existe por [AC 3.63]). Si B′

P′ tiene la propiedad N1 para todo
P′, lo mismo le sucede a B′

P por 3.23 (notemos que (B′
P)a es una localización

de B′
A = A′

a, luego es ı́ntegramente cerrado). A su vez, si B′
P es N1, lo mismo

le sucede a BP, ya que la clausura entera de BP está contenida en la de B′
P,

que es finitamente generada sobre B′
P y éste es finitamente generado sobre BP.

En resumen, podemos cambiar A por A′, etc., por lo que podemos suponer
que f(X) tiene todas sus ráıces en K (luego, de hecho, en A) y, en particular,
que x ≡ c (mód P), donde c es una de dichas ráıces. Como B no se altera si
cambiamos x por x− c, podemos suponer que x ∈ P.

Sea Q el núcleo del homomorfismo A[X] −→ A[x] = B dado por X �→ x.
Vamos a probar que Q está generado por los polinomios aX−b tales que x = b/a.
En efecto, si F (X) = a0X

n+a1X
n−1 + · · ·+an ∈ Q, entonces b = a0x es entero

sobre A, luego b ∈ A porque A es ı́ntegramente cerrado. Consecuentemente,
F (X)− (a0X−b)Xn−1 ∈ Q, y basta razonar por inducción sobre el grado de F .

Sea I el ideal generado por todos los b ∈ A tales que x = b/a, es decir,
I = xA ∩A. Es claro entonces que XA[X] + Q = XA[X] + I, luego

B/xB ∼= A[X]/(XA[X] + Q) = A[X]/(XA[X] + I) ∼= A/I.
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Vamos a aplicar el teorema 3.21 al anillo BP, lo que nos dará que es anaĺıtica-
mente no ramificado y, por 3.20 tendrá la propiedad N1, tal y como queremos
probar. Hemos de ver que los primos asociados de BP/xBP son minimales y
que, como primos de BP, son regulares y anaĺıticamente no ramificados.

Por [E 7.4], sabemos que A =
⋂
q

Aq, donde q recorre los ideales primos de

altura 1. Es claro entonces que xA =
⋂
q

xAq, luego I = xA ∩A =
⋂
q

(xAq ∩A).

Ahora bien, si x /∈ qAq, entonces xAq = Aq y xAq∩A = A, luego en realidad

I =
s⋂
i=1

(xAqi ∩A),

donde q1, . . . , qs son los primos de altura 1 tales que x ∈ qiAqi .

Los primos asociados de BP/xBP = (B/xB)P
∼= (A/I)P son parte de

los primos asociados de A/I. Vamos a ver que todos ellos son minimales. Si
I ⊂ q ⊂ A es un primo asociado de A/I y u ∈ q, entonces u es un divisor de cero
de A/I, luego existe un v ∈ A \ I tal que uv ∈ I. Existe un i tal que v /∈ xAqi ,
pero uv ∈ xAqi , luego u es un divisor de cero de Aqi/xAqi . En particular, u no
es una unidad, luego u ∈ qiAqi ∩A = qi.

Con esto hemos probado que q ⊂ q1 ∪ · · · ∪ qs y, por [AC 3.51], de hecho
q ⊂ qi para un i. Como qi tiene altura 1 y (salvo en el caso trivial x = 0) se
cumple que I �= 0, ha de ser q = qi, un primo minimal de I.

Consideremos ahora un primo minimal p de BP/xBP. Hemos de probar que
(BP)p = Bp′ es regular, donde p′ = p∩B. Tenemos que p′ es un primo minimal
de B/xB, que se corresponde con un primo minimal de A/I, concretamente con
q = p′ ∩ A. El primo q es uno de los qi que hemos considerado antes, luego
x ∈ qAq, de donde se sigue inmediatamente que Bp′ = Aq. Ahora basta tener
en cuenta que Aq es regular porque A es ı́ntegramente cerrado y q tiene altura 1.
(Es la propiedad R1 del teorema 1.18.)

Finalmente, BP/p = (B/p′)P y B/p′ ∼= A/q. El cociente A/q es obvia-
mente un anillo de Nagata y, por 3.13, también lo es BP/p, luego por 3.22 es
anaĺıticamente no ramificado.

3.3 Las propiedades J

Las propiedades de esta sección tienen que ver con la existencia de puntos
regulares en un esquema (o de ideales primos con localización regular en un ani-
llo). Empezamos demostrando un resultado que usaremos en varias ocasiones:

Teorema 3.25 Sea φ : A −→ B un homomorfismo plano entre anillos locales.
Si B es regular, entonces A también lo es.

Demostración: Si k es el cuerpo de restos de A, se cumple que

TorAq (k, k)⊗A B ∼= TorBq (k ⊗A B, k ⊗A B).
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En efecto, si partimos de una resolución libre de k, digamos:

· · · −→ L1 −→ L0 −→ k −→ 0,

entonces
· · · −→ L1 ⊗A B −→ L0 ⊗A B −→ k ⊗A B −→ 0

es una resolución libre de k ⊗A B. Teniendo en cuenta que

(Li ⊗A B)⊗B (k ⊗A B) ∼= Li ⊗A (k ⊗A B),

resulta que los B-módulos TorBq (k⊗AB, k⊗AB) son los grupos de cohomoloǵıa
del complejo

· · · −→ (Li+1 ⊗A k)⊗A B −→ (Li ⊗A k)⊗A B −→ · · ·

y el teorema [AC 1.37] nos da el isomorfismo indicado. Según los teoremas
[AC 5.55] y [AC 5.51], concluimos que TorAq (k, k) ⊗A B = 0 para q > dimB.
Como B es fielmente plano sobre A, concluimos que TorAq (k, k) = 0, luego, según
[AC 5.51] resulta que dp k ≤ dimB y [AC 5.61] nos permite concluir que A es
regular.

Si X es un esquema, representaremos por RegX el conjunto de los puntos
regulares de X. Vamos a enunciar unas condiciones técnicas para que RegX
sea abierto en X.

Teorema 3.26 Sea A un anillo noetheriano y X = EspA. Para que el conjunto
de puntos regulares de X sea abierto

a) es necesario y suficiente que, para cada punto p ∈ RegX, el conjunto
RegX contenga un abierto no vaćıo de V (p).

b) es suficiente que, para cada punto p ∈ RegX, el conjunto RegV (p) con-
tenga un abierto no vaćıo.

Demostración: a) es el teorema [AC A19], ya que la primera propiedad
de dicho teorema es trivial en este contexto, pues las localizaciones de anillos
regulares son regulares. Basta probar que b) ⇒ a).

Sea p ∈ RegX y sea a1, . . . , ar ∈ p un sistema regular de parámetros de Ap.
Sea I = (a1, . . . , ar) Como IAp = pAp, existe un f ∈ A \ p tal que IAf = pAf .

Tenemos que U = D(f) es un entorno de p. Como V (p) = Esp(A/p) es
un esquema ı́ntegro, el abierto U ∩ V (p) cortará al abierto no vaćıo de puntos
regulares que existe por hipótesis y, por otra parte, basta probar que U contiene
un abierto no vaćıo de U ∩ V (p). Aśı pues, podemos sustituir A por Af , lo que
equivale a suponer que I = p.

Basta probar que si q ∈ Reg(V (p)), entonces q ∈ RegX. Tenemos que el
anillo (A/p)q = Aq/pAq es regular, es decir, que qAq/pAq admite un generador
con d = dim(Aq/pAq) elementos.
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Por otra parte, pAq está generado por una sucesión regular (en Ap, luego
también en Aq) de r elementos, luego dimAq = d+ r. Puesto que, obviamente,
qAq admite un generador con d + r elementos, concluimos que Aq es regular.

Ahora conviene introducir algunos nombres:

Definición 3.27 Sea A un anillo noetheriano. Diremos que A cumple la pro-
piedad J0 si EspA contiene un abierto no vaćıo de puntos regulares, y diremos
que cumple la propiedad J1 si el conjunto de puntos regulares en EspA es abierto
(tal vez vaćıo).

Notemos que si A es un dominio ı́ntegro, entonces el ideal nulo es siempre
regular en EspA, luego todo dominio ı́ntegro J1 es también J0.

En realidad, la propiedad que nos va a interesar es la propiedad J2 que
introduciremos enseguida, pero antes conviene demostrar un par de teoremas
técnicos:

Teorema 3.28 Sean A ⊂ B dominios ı́ntegros y K ⊂ K ′ sus cuerpos de co-
cientes. Supongamos que B es un A-módulo finitamente generado, que A es
regular y que la extensión K ′/K es separablemente generada. Entonces B tiene
la propiedad J0.

Demostración: Sea t1, . . . , tn ∈ B una base de trascendencia de K ′ sobre
K tal que K ′ es separable sobre K1 = K(t1, . . . , tn). Como A es regular,
también lo es A1 = A[t1, . . . , tn], luego podemos cambiar A por A1 y suponer
que la extensión K ′/K es finita separable. Sea ω1, . . . , ωr ∈ B una K-base de
K ′, que podemos suponer entera sobre A. Como B está finitamente generada
sobre A, existe un s ∈ A no nulo tal que todos los elementos de B tienen
coordenadas en As. Más aún, todos los elementos de Bs tendrán coordenadas
en As y, como As ⊂ Bs, el rećıproco es obvio. Por lo tanto, cambiando A y B
por As y Bs, podemos suponer que B es un A-módulo libre y, en particular,
plano.

Si demostramos que la fibra genérica del homomorfismo EspB −→ EspA es
suave, el teorema [E A34] nos da que EspB contiene un abierto no vaćıo formado
por puntos llanos, cuya imagen será abierta por 1.30 y, aplicando [E 7.50] a la
restricción a este abierto, concluimos que EspB contiene un abierto de puntos
regulares, tal y como queremos demostrar.

La fibra genérica es Esp(B ⊗A K), que es un conjunto algebraico finito,
porque, al ser B un A-módulo finitamente generado, el homomorfismo es finito.
Si K es la clausura algebraica de K, también será un conjunto algebraico finito
el cambio de base Esp(B ⊗A K), luego será regular si es reducido (pues en tal
caso será una suma directa de cuerpos).

Como K es plano sobre K y éste a su vez lo es sobre A (por ser una locali-
zación), la inclusión B −→ K ′ induce un monomorfismo B⊗AK −→ K ′⊗AK.
Basta probar, pues, que K ′⊗AK = K ′⊗KK es reducido. Ahora bien, podemos
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ver a EspK ′ como un conjunto algebraico sobre K y basta aplicar [E 3.57], ya
que la extensión K ′/K es separable.

Teorema 3.29 Si K ′/K es una extensión de cuerpos finitamente generada,
existe una extensión finita puramente inseparable K1/K tal que la extensión
K ′K1/K1 es separablemente generada.

Demostración: Consideremos un generador finito K ′ = K(S) y llamemos
B = K[S], de modo que K ′ es el cuerpo de cocientes de B. Sea K una clausura
algebraica de K. Vamos a estudiar B ⊗K K. Llamemos R′ a su radical.

Como el anillo es noetheriano, R′ estará generado por un número finito de
elementos, cada uno de los cuales será a su vez suma de un número finito de
elementos de la forma b⊗ α, con b ∈ B y α ∈ K. Sea R ⊂ B el ideal generado
por los elementos b y K0 una extensión finita de K que contenga a los elementos
α. Podemos identificar a B⊗KK0 con un subanillo de B⊗KK. Los generadores
de R′ pueden verse también como elementos de B⊗KK0 o, más concretamente,
del ideal R⊗K K0.

Es claro que R⊗K K0 = R′ ∩ (B ⊗K K0), y esto implica que R⊗K K0 es el
radical de B ⊗K K0. Por otra parte,

R′ = R⊗K K = (R⊗K K0)⊗K0 K, B ⊗K K = (B ⊗K K0)⊗K0 K,

de donde
(B ⊗K K)/R′ ∼= ((B ⊗K K0)/(R⊗K K0))⊗K0 K,

es decir, (B ⊗K K)red ∼= (B ⊗K K0)red ⊗K0 K. En términos de X = EspB, lo
que hemos probado es que (XK0)red es geométricamente reducido.

Llamemos ahora K1 a la clausura puramente inseparable de K en K0, de
modo que tenemos extensiones finitas K ⊂ K1 ⊂ K0, donde la primera es
puramente inseparable y la segunda es separable. Se cumple que

(XK1)red ⊗K1 EspK0
∼= (XK0)red.

En efecto, el esquema EspK0 es un conjunto algebraico sobre K1 geométrica-
mente reducido por [E 3.64], luego el miembro izquierdo es reducido por [E 3.57].
Por otra parte, tenemos inmersiones cerradas naturales de ambos esquemas en
XK0 , y las dos son homeomorfismos, luego ambos esquemas son isomorfos a la
única estructura de subesquema cerrado reducido de XK0 . Esto implica que
(XK1)red también es geométricamente reducido. Tenemos inmersiones cerradas

(XK1)red −→ XK1 −→ X.

La primera es ciertamente un homeomorfismo, y la segunda también, ya que
K1/K es puramente inseparable (de nuevo por [E 3.57]). Como X es ı́ntegro,
concluimos que (XK1)red es irreducible, luego también es ı́ntegro.

Llamamos ahora B1 = (B ⊗K K1)red, que, según acabamos de ver, es un
dominio ı́ntegro. Por el teorema [E 3.64], su cuerpo de fracciones, digamos K ′

1,
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es separablemente generado sobre K1. La inclusión B ⊂ B ⊗K K1 induce una
inclusión B ⊂ B1 que a su vez induce una inclusión K ′ ⊂ K ′

1, luego también
K ′K1 ⊂ K ′

1. Por [E 3.64] aplicado a EspK ′
1 tenemos que K ′

1⊗K1 K es reducido,
y la inclusión K ′K1 ⊗K1 K ⊂ K ′

1 ⊗K1 K implica que K ′K1 ⊗K1 K también
lo es, luego, por el mismo teorema, la extensión K ′K1/K

′
1 es separablemente

generada.

Diremos que A cumple la propiedad J2 si satisface las propiedades del teo-
rema siguiente:

Teorema 3.30 (Nagata) Si A es un anillo noetheriano, las propiedades si-
guientes son equivalentes:

a) Toda A-álgebra finitamente generada cumple la propiedad J1.

b) Toda A-álgebra finita (como A-módulo) cumple la propiedad J1.

c) Para todo p ∈ EspA y toda extensión finita puramente inseparable K ′ de
k(p) = Ap/pAp, existe una A-álgebra finita A′ tal que A/p ⊂ A′ ⊂ K ′,
cuyo cuerpo de cocientes es K ′ y que cumple la propiedad J0.

Demostración: Es obvio que a) ⇒ b), aśı como que b) ⇒ c), sin más que
observar que k(p) es el cuerpo de cocientes de A/p, que K ′ = k(p)[α1, . . . , αn],
que los αi se pueden tomar enteros sobre k(p) y aśı A′ = (A/p)[α1, . . . , αn]
cumple lo pedido.

Veamos que c) ⇒ a). En primer lugar consideremos un primo p una A-
álgebra A′ que cumplan c). Sea ω1, . . . , ωn ∈ A′ una k(p)-base de K ′. Existe
un f ∈ A/p no nulo tal que ω1, . . . , ωn es una base de A′

f sobre (A/p)f . Aśı,
A′
f es libre sobre (A/p)f y, en particular, plano. Si Q es un primo en A′

f y
q = Q ∩ (A/p)f , entonces A′

Q es plano sobre (A/p)q, y el teorema 3.25 nos da
que (A/p)q es regular.

El homomorfismo EspA′
f −→ Esp(A/p)f es finito, luego es cerrado. Sabe-

mos que el primer esquema contiene un abierto U formado por puntos regula-
res. Por 1.30 tenemos que su imagen es abierta en Esp(A/p)f , luego también
en Esp(A/p), y acabamos de probar que dicha imagen está formada por puntos
regulares. En definitiva, tenemos que A/p cumple la propiedad J0.

Más aún, hemos probado que para cada primo p ∈ EspA, el cerrado V (p)
contiene un abierto no vaćıo formado por puntos regulares. Según el teorema
3.26 b), esto implica que A tiene la propiedad J1, al igual que todos los anillos
A/p (aplicando el teorema a los primos que contienen a p).

También por dicho teorema, basta probar que si P es un ideal primo de
B, entonces el anillo B/P tiene la propiedad J0. Ahora bien, llamando p a
la antiimagen de p en A, tenemos que B/P es un dominio ı́ntegro finitamente
generado sobre A/p. Por lo tanto, basta probar lo siguiente:

Si B es un dominio ı́ntegro que contiene a un anillo cociente A/p, para cierto
p ∈ EspA, y es finitamente generado sobre A/p, entonces tiene la propiedad J0.
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Ahora bien, A/p también cumple la propiedad c), luego en el enunciado
anterior podemos cambiar A/p por A y suponer que A ⊂ B es un dominio
ı́ntegro. Más aún, hemos probado que EspA contiene un abierto de puntos
regulares, que podemos tomar principal, digamos de la forma EspAf , para un
f ∈ A. Entonces Af ⊂ Bf y, si probamos que Bf cumple J0, lo mismo valdrá
para Af . Más aún, Af también cumple la propiedad c), luego no perdemos
generalidad si suponemos además que A es regular.

Aśı pues, tenemos una extensión de dominios ı́ntegros A ⊂ B que es finita-
mente generada, A es regular, cumple c) y queremos probar que B es J0. Sean
K ⊂ K ′ los cuerpos de cocientes de A y B.

Por el teorema anterior existe una extensión finita puramente inseparable
K1/K tal que K ′

1 = K ′K1 es separablemente generado sobre K1. La propie-
dad c) nos da que K1 contiene una A-álgebra finita A1 tal que EspA1 contiene
un abierto no vaćıo de puntos regulares.

Sea B′
1 la imagen del homomorfismo B ⊗A A1 −→ K ′

1. Entonces B′
1 es una

A1-álgebra finitamente generada, una B-álgebra finita, un dominio ı́ntegro y su
cuerpo de fracciones es K ′

1.

El teorema 3.28 aplicado a los anillos A1 y B′
1 nos da que EspB′

1 contiene
un abierto no vaćıo de puntos regulares. El mismo razonamiento aplicado en la
prueba de dicho teorema a los anillos A y B nos permite ahora sustituir B y
B′

1 por abiertos adecuados para que B′
1 sea un B-módulo libre y, en particular,

plano. (Notemos que, al ser B′
1 un dominio ı́ntegro, el abierto que tomamos

corta necesariamente al abierto de puntos regulares, luego no perdemos esta
propiedad.) El teorema 3.25 nos da que las imágenes de los puntos regulares de
EspB′

1 por el homomorfismo EspB′
1 −→ EspB son regulares, y 1.30 nos da que

EspB contiene un abierto no vaćıo de puntos regulares.

Veamos algunas propiedades elementales de los anillos J2:

Teorema 3.31 Sea A un anillo con la propiedad J2. Entonces:

a) A tiene la propiedad J1, es decir, el conjunto de los puntos regulares de
EspA es abierto.

b) Toda A-álgebra finitamente generada tiene la propiedad J2.

c) Toda localización de A tiene la propiedad J2.

Demostración: a) y b) son consecuencias inmediatas de la propiedad a)
del teorema anterior, mientras que c) es consecuencia de la propiedad c) del
mismo teorema. En efecto, si S ⊂ A es un conjunto multiplicativo, un primo de
S−1A es de la forma S−1p, donde p es un primo de A disjunto con S. Entonces

S−1AS−1p = Ap, S−1A/S−1p = S−1(A/p), k(S−1p) = k(p).

Si K ′ es una extensión puramente inseparable de k(p) y A′ es la extensión
de A/p que cumple la propiedad c), entonces S−1A′ es una extensión finita de
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S−1A/S−1p y EspS−1A′ tiene un abierto no vaćıo de puntos regulares por el
teorema 3.25, ya que el homomorfismo EspS−1A′ −→ EspA′ es plano.

Para el próximo teorema necesitamos la siguiente observación elemental: Si
A y B son dos anillos, entonces el esquema X = Esp(A⊕B) es la unión disjunta
de dos abiertos isomorfos a EspA y EspB.

En efecto, basta observar que los cerrados UA = V (0⊕B) y UB = V (A⊕ 0)
están formados por los ideales primos de A⊕ B que contienen a (0, 1) y (1, 0),
respectivamente. Como (1, 0) + (0, 1) es la identidad de A ⊕ B, vemos que
UA ∩ UB = ∅ y, como (1, 0)(0, 1) = (0, 0), resulta que X = UA ∪ UB , luego UA
y UB son también abiertos. Es claro que UA ∼= EspA y UB ∼= EspB.

Teorema 3.32 Todo anillo noetheriano local y completo tiene la propiedad J2.

Demostración: Sea A un anillo noetheriano local y completo. Basta pro-
bar que toda A-álgebra finita B tiene la propiedad J1. Tenemos un homomor-
fismo A −→ B. Cambiando A por el cociente sobre el núcleo, podemos suponer
que B es una extensión de A. Por [AC 3.63 y 3.64] tenemos que B tiene un
número finito de ideales maximales, m1, . . . ,mn. Si m es el ideal maximal de
A, su fibra es Esp(B/mB), luego m1, . . . ,mn son los únicos ideales primos por
encima de mB, luego m′ = m1 ∩ · · · ∩ mn es el radical de mB. Por lo tanto,
existe un r ≥ 1 tal que m′r ⊂ mB, luego la topoloǵıa m′-ádica en B coincide
con la topoloǵıa m-ádica, que es completa.

Según hemos probado tras 1.12, se cumple que B = B̂ = B̂1⊕· · ·⊕B̂n, donde
B̂i es la compleción de B respecto de la topoloǵıa mi-ádica. Por la observación
previa a este teorema, EspB es unión disjunta de abiertos isomorfos a Esp B̂i,
para i = 1, . . . , n, luego B tiene la propiedad J1 si y sólo si la tiene cada B̂i.
En definitiva, basta probar que todo anillo noetheriano local y completo tiene
la propiedad J1.

Vamos a aplicar el criterio 3.26 b). Sea A un anillo noetheriano local y
completo y consideremos un ideal primo p. Hemos de probar que Esp(A/p)
contiene un abierto no vaćıo de puntos regulares. Ahora bien, A/p también es
un anillo noetheriano local y completo, luego podemos suponer que A es un
dominio ı́ntegro y sólo hemos de probar que EspA contiene un abierto no vaćıo
de puntos regulares.

Por el teorema 2.21, sabemos que A es finito sobre una subálgebra regular
A′. Si A tiene caracteŕıstica 0, la extensión de sus cuerpos de cocientes será
separablemente generada, luego podemos aplicar el teorema 3.28 para concluir
que EspA tiene un abierto no vaćıo de puntos regulares.

Si A tiene caracteŕıstica prima, entonces es equicaracteŕıstico, y el teo-
rema 2.22 nos da un epimorfismo K[[X1, . . . , Xn]] −→ A. Finalmente basta
aplicar el teorema 2.35.

En particular, todo cuerpo k tiene la propiedad J2, luego toda k-álgebra af́ın
tiene la propiedad J1, luego su conjunto de puntos regulares es abierto. Es fácil
ver que si es reducida entonces dicho conjunto es no vaćıo, lo cual generaliza al
teorema [E 7.21].



3.4. Homomorfismos suaves 75

3.4 Homomorfismos suaves

De acuerdo con [E 7.49], podŕıamos decir que un homomorfismo de anillos
A −→ B es “suave” si es plano, convierte a B en una A-álgebra finitamente
generada y, para cada p ∈ EspA, la fibra B ⊗A k(p) es una k(p)-álgebra af́ın
geométricamente regular. Sin embargo, necesitamos generalizar estos conceptos
(tanto la suavidad como la regularidad geométrica) eliminando la condición de
finitud, y a ello dedicamos esta sección.

Definición 3.33 Sea A un anillo noetheriano y k ⊂ A un subcuerpo. Diremos
que A es geométricamente regular sobre k si A ⊗k K es regular, para toda
extensión finita K/k.

Observemos que si A es una k-álgebra de tipo finito, entonces EspA es un
conjunto algebraico af́ın geométricamente regular en el sentido de la definición
[E 7.23], pero la definición anterior no requiere la hipótesis de finitud.

Por definición, A⊗kK es regular si y sólo si lo es (A⊗kK)P, para cada ideal
maximal P. Observemos que A⊗kK es una A-álgebra finita, luego entera, luego
p = A∩P es un ideal maximal de A, por [AC 3.63] (y todo ideal maximal p de
A es de la forma p = A∩P). Además, es claro que (A⊗k K)P = (Ap ⊗k K)P′ ,
donde P′ = Pp. Todo lo dicho vale igual para ideales primos en lugar de
maximales, luego hemos probado lo siguiente:

Teorema 3.34 Sea A un anillo y k ⊂ A un subcuerpo. Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) A es geométricamente regular sobre k.

b) Ap es geométricamente regular sobre k, para todo ideal primo p de A.

c) Ap es geométricamente regular sobre k, para todo ideal maximal p de A.

El concepto de suavidad formal nos ayudará también a estudiar la regulari-
dad geométrica debido al resultado siguiente:

Teorema 3.35 Sea A un anillo noetheriano local que contenga un cuerpo k0.
Sea m su ideal maximal y k = A/m su cuerpo de restos. Si A es m-suave sobre
k0, entonces A es geométricamente regular sobre k0.

Demostración: Sea K/k0 una extensión finita. Entonces A′ = A⊗k K es
mA′-suave sobre K por cambio de base. Sea n un ideal maximal de A′. Como
A′ es un A-módulo finitamente generado, es entero sobre A, y [AC 3.63] implica
que mA′ ⊂ n. Por consiguiente, si llamamos A′′ = A′

n y m′′ = nA′′, tenemos
que el homomorfismo A′ −→ A′′ es continuo para las topoloǵıas mA′-ádica y
m′′-ádica.

Por otro lado, el teorema 2.5 implica que A′′ es 0-llano sobre A′, luego en
particular es m′′-llano. Por transitividad concluimos que A′′ es m′′-suave sobre
K. Ahora bien, A′′ es un anillo noetheriano local que contiene a K, luego, por
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el teorema 2.23, sabemos que es regular. Como esto es válido para todo ideal
maximal n de A′, hemos probado que A′ es regular.

Puede probarse que el rećıproco también es cierto, pero es más complicado
y no nos va a hacer falta. De momento podemos demostrar lo siguiente:

Teorema 3.36 Si A es un anillo noetheriano regular y k ⊂ A es un subcuerpo
perfecto, entonces A es geométricamente regular sobre k.

Demostración: Si p es un ideal primo de A, tenemos que Ap es regular y
k(p) es separablemente generado sobre k, luego Ap es p-suave sobre k por 2.23,
luego es geométricamente regular por el teorema anterior. Como esto es cierto
para todo primo p, concluimos que A es geométricamente regular sobre k.

Definición 3.37 Diremos que un homomorfismo de anillos φ : A −→ B es
suave si es plano y, para cada p ∈ EspA, la fibra B⊗A k(p) es geométricamente
regular sobre k(p).

Tal y como hemos indicado, al comparar con [E 7.49] debemos tener presente
que no exigimos que B sea una A-álgebra finitamente generada.

Teorema 3.38 Si φ : A −→ B es un homomorfismo suave de anillos, un ideal
p ∈ EspB es regular si y sólo si lo es P = φ−1[P] ∈ EspA.

Demostración: El homomorfismo φP : AP −→ Bp es plano. Además,
la fibra de p respecto a él es la misma que la fibra respecto de φ, que es
geométricamente regular y, en particular, regular.

En estas condiciones, hemos de probar que AP es regular si y sólo si lo
es Bp. Una implicación es el teorema 3.25. Supongamos ahora que AP es
regular. El teorema [E 4.52] nos da la relación dimBp = dimAP+dimBp/PBp.
La conclusión es inmediata: Como AP es regular, el ideal P está generado
por dimAP elementos, que también generan PBp y, unidos a un generador de
p/PBp con dimBp/PBp elementos (que existe porque Bp/PBp es regular), nos
da un generador de p con dimBp elementos, luego Bp es regular.

Teorema 3.39 Sean A
φ−→ B

ψ−→ C homomorfismos de anillos.

a) Si φ y ψ son suaves, entonces φ ◦ ψ también lo es.

b) Si φ ◦ ψ es suave y ψ es fielmente plano, entonces φ es regular.

Demostración: a) Sabemos que φ ◦ ψ es plano. Sea p ∈ EspA y L una
extensión finita de k(p). Hemos de probar que el anillo C ⊗A L es regular.

Como φ es suave, tenemos que el anillo B ⊗A L es regular. Por el teorema
anterior, basta probar que ψ ⊗ 1 : B ⊗A L −→ C ⊗A L es suave.

Ciertamente, es plano. Si P ∈ Esp(B ⊗A L) y F es una extensión finita de
k(P) (en particular, una extensión de L), entonces (C⊗AL)⊗B⊗ALF

∼= C⊗BF ,
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luego hemos de ver que este anillo es regular. Si Q = P∩B, por la regularidad
de ψ, basta probar que F es una extensión finita de k(Q), lo cual se debe a que
la extensión k(Q)/k(P) es finita, ya que B ⊗A L es un B-módulo finitamente
generado.

b) Se cumple que B es plano sobre A, porque si M −→ N es un monomor-
fismo de A-módulos, también lo es M ⊗AB⊗B C −→ N ⊗AB⊗B C, porque C
es plano sobre A, luego también M ⊗A B −→ N ⊗A B, porque C es fielmente
plano sobre B.

Tomemos nuevamente un p ∈ EspA y una extensión finita L de k(p). Como
antes, tenemos que B ⊗A L −→ C ⊗A L es suave, pero ahora sabemos que
C ⊗A L es regular y queremos probar que B ⊗A L también lo es. Nuevamente,
esto es consecuencia del teorema anterior, aunque ahora necesitamos también
1.24.

Teorema 3.40 Si A −→ B es un homomorfismo suave de anillos y A′ es una
A-álgebra finitamente generada, entonces A′ −→ B ⊗A A′ también es suave.

Demostración: Sea P′ ∈ EspA′ y P = P′∩A. Sea k = k(P) y K = k(P′).
El homomorfismo A′ −→ B⊗AA′ es plano por cambio de base. Hemos de probar
que la fibra de P′ es geométricamente regular o, lo que es lo mismo, que si L es
una extensión finita de K, el anillo

B ⊗A A′ ⊗A′ K ⊗K L = B ⊗K L = (B ⊗A k)⊗k L

es regular. Como K es finitamente generado sobre k, lo mismo le sucede a L.
Por 3.29 existe una extensión finita puramente inseparable k′/k tal que L′ = Lk′

es separablemente generada sobre k′.
Observemos que (B ⊗A A′) ⊗A′ L′ = ((B ⊗A A′) ⊗A′ L) ⊗L L′ es fielmente

plano sobre (B ⊗A A′) ⊗A′ L (por que L′ es plano sobre L). Si probamos
que (B ⊗A A′) ⊗A′ L′ es regular, el teorema 3.25 (aplicado a las localizaciones
del homomorfismo natural entre ambos, que induce una aplicación suprayectiva
entre sus espectros) nos da que (B ⊗A A′) ⊗A′ L también es regular, que es lo
que queremos probar.

Por hipótesis, T = B ⊗A k′ es regular. Por otra parte, se cumple que

(B ⊗A A′)⊗A′ L′ = B ⊗A L′ = (B ⊗A k′)⊗k′ L′ = T ⊗k′ L′.

Basta probar que el homomorfismo T −→ T ⊗k′ L′ es suave, ya que entonces
T ⊗k′ L′ será regular por el teorema anterior. Esto se reduce a probar que las
fibras k(p) ⊗T T ⊗k′ L′ (para p ∈ EspT ) son geométricamente regulares o, lo
que es lo mismo, que si E es una extensión finita de k(p), entonces E ⊗k′ L′

es regular. Sea k′ ⊂ F ⊂ L′, donde F = k′(X1, . . . , Xn) es una extensión
puramente trascendente de k′ tal que L′/F sea finita separable. Tenemos un
monomorfismo

E ⊗k′ F −→ E(X1, . . . , Xn)
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cuya imagen está formada por las fracciones con denominador en k′[X1, . . . , Xn],
luego E ⊗k′ F es isomorfo a una localización de E[X1, . . . , Xn], luego es un
dominio ı́ntegro regular.

Como E ⊗k′ L′ = E ⊗k′ F ⊗F L′, basta probar que si A es una F -álgebra
regular, y L′/F es una extensión finita separable, entonces A⊗F L′ es regular.
Por el teorema anterior, basta probar que el homomorfismo A −→ A ⊗F L′ es
suave, para lo cual, a su vez, basta probar que si E es una extensión de F ,
entonces E ⊗F L′ es regular.

Ahora bien, EspL′ es un conjunto algebraico geométricamente regular sobre
F por el teorema [E 7.24], luego E ⊗F L′ es regular por el teorema [E 7.29].

Como consecuencia obtenemos:

Teorema 3.41 Si f : A −→ B es un homomorfismo fielmente plano y suave
entre anillos noetherianos y B tiene la propiedad J2, entonces A también la
tiene.

Demostración: Llamemos X = EspB, Y = EspA y consideremos el
homomorfismo de esquemas φ : X −→ Y asociado a f . Por el teorema 3.38
sabemos que φ−1[RegY ] = RegX. El teorema 1.33 implica que RegX es abierto
en X si y sólo si RegY es abierto en Y , es decir, que B tiene la propiedad J1 si
y sólo si la tiene A. Si B tiene la propiedad J2, el teorema anterior implica que
A también la tiene.

Los homomorfismos suaves conservan más propiedades. Para mostrar más
ejemplos necesitamos el teorema siguiente:

Teorema 3.42 Sea f : A −→ B un homomorfismo plano entre anillos locales
y sea m el ideal maximal de A. Entonces

pr(B) = pr(A) + pr(B/mB).

Demostración: Sea n el ideal maximal de B. Consideremos una su-
cesión regular maximal x1, . . . , xr ∈ m y una sucesión B/mB-regular maxi-
mal y1, . . . , ys ∈ n. Llamemos x′

i a la imagen de xi en B y probemos que
x′

1, . . . , x
′
r, y1, . . . , ys ∈ n es una sucesión regular maximal de B.

Como la multiplicación por x1 es un monomorfismo A −→ A y B es plano
sobre A, la multiplicación por x′

1 es un monomorfismo B −→ B, luego x′
1 es

regular en B. Ahora tenemos en cuenta que x2 no es un divisor de cero de A/x1A
y concluimos que x′

2 no es un divisor de cero de A/x1A⊗A B ∼= B/x′
1B, luego

x′
1, x

′
2 es también una sucesión regular. Procediendo de este modo, llegamos a

que x′
1, . . . , x

′
r es una sucesión regular.

Llamemos Ar = A/(x1, . . . , xr). Entonces m ∈ AsA(Ar) y

Ar ⊗A B ∼= B/(x′
1, . . . , x

′
r).

El teorema [AC A.15] nos da que y1 es regular en B y que B/y1B es plano
sobre A, luego la sucesión exacta

0 −→ B
y1−→ B −→ B/y1B −→ 0
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nos da (por [AC A.3]) una sucesión exacta

0 −→ Ar ⊗A B −→ Ar ⊗A B −→ Ar ⊗A (B/y1B) −→ 0.

Esto prueba que la sucesión x′
1, . . . , x

′
r, y1 es regular. Ahora aplicamos

[AC A.15] a y2 y al anillo B/y1B, ya que

(B/y1B)
/

m(B/y1B) ∼= B/(m + (y1))B ∼= (B/mB)
/
y1(B/mB),

y sabemos que y2 no es un divisor de cero del último cociente. Concluimos que
y2 es regular en B/y1B y que B/(y1, y2)B es plano sobre A, de donde, razonando
como antes, concluimos que x′

1, . . . , x
′
r, y1, y2 es una sucesión regular. Tras un

número finito de pasos, llegamos a que x′
1, . . . , x

′
r, y1, . . . , ys es regular. Falta

probar que es una sucesión maximal o, lo que es lo mismo, que si llamamos
Bs = B/(y1, . . . , ys), el cociente

B/(x′
1, . . . , x

′
r, y1, . . . , ys) ∼= Ar ⊗A Bs

tiene profundidad 0 o, lo que es lo mismo, que n ∈ As(Ar ⊗A Bs). Ahora bien,
esto es consecuencia inmediata de 1.9, que nos da la fórmula

AsB(Ar ⊗A Bs) =
⋃

p∈As(Ar)

AsB(Bs/pBs)

y, ciertamente, n ∈ AsB(Bs/mBs).

Teorema 3.43 Sea f : A −→ B un homomorfismo fielmente plano y suave
entre anillos noetherianos. Entonces A cumple la propiedad Ri o Si de 1.15 si
y sólo si la cumple B.

Demostración: Sea p ∈ EspA y tomemos P ∈ EspB minimal entre los
primos que cumplen P∩A = p. Sea k = k(p). Entonces, la fibra de pAp respecto
del homomorfismo Ap −→ BP contiene únicamente al ideal PBP, es decir, que
BP⊗Ak sólo tiene un ideal primo, por lo que dim(BP⊗Ak) = pr(BP⊗Ak) = 0.
El teorema [E 4.52] nos da que dimBP = dimAp, y el teorema anterior nos da
que prBP = prAp.

Si B cumple la propiedad Si, entonces

prAp = prBP ≥ mı́n{i,dimBP} = mı́n{i,dimAp},
luego A también cumple Si.

Si B cumple la propiedad Ri y suponemos que dimAp ≤ i, entonces también
dimBP ≤ i, luego BP es regular, y Ap también lo es por 3.38. Aśı pues, A
también cumple Ri. Observemos que en estas implicaciones no hemos usado la
suavidad de f .

Supongamos ahora que A cumple Si. Sea P ∈ EspB y llamemos p = P∩A,
k = k(p). Sabemos que la fibra B ⊗A k ∼= BP ⊗Ap

k es regular, luego también
cumple la propiedad Sk. Por el teorema anterior,

prBP = prAp + pr(BP ⊗Ap
k) ≥ mı́n{i,dimAp}+ mı́n{i,dim(BP ⊗Ap

k)}
≥ mı́n{i,dimAp + dim(BP ⊗Ap

k)} = mı́n{i,dimBP},
donde hemos aplicado nuevamente el teorema [E 4.52].
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Si A cumple Ri y dimBP ≤ i, entonces dimAp ≤ dimBP ≤ i (porque
fP es suprayectivo), luego Ap es regular y BP también lo es por 3.38. Por
consiguiente, B también cumple Ri.

En particular, los teoremas 1.16 y 1.18 nos dan que, en las condiciones del
teorema anterior, A es reducido o normal si y sólo si lo es B.

3.5 La propiedad G

Nos ocupamos ahora de la tercera y última propiedad que define a los anillos
excelentes, debida a Grothendieck.

Definición 3.44 Diremos que un anillo noetheriano A tiene la propiedad G si,
para cada ideal primo p de A, el homomorfismo natural φp : Ap −→ Âp (de Ap

en su compleción) es suave. Notemos que φp siempre es plano, luego lo que exige
realmente la propiedad G es que sus fibras sean geométricamente regulares.

Los homomorfismos φp no son, en general, finitamente generados, y ésta es la
razón por la que en la sección anterior hemos tenido que generalizar la suavidad
al caso de homomorfismos que no sean necesariamente finitamente generados.

Teorema 3.45 Si un anillo A tiene la propiedad G, también la tiene toda lo-
calización y todo cociente de A.

Demostración: Sea S ⊂ A un subconjunto multiplicativo. Un ideal primo
de S−1A es de la forma S−1p, donde p es un ideal primo disjunto con S, y
S−1AS−1p = Ap. La conclusión es inmediata.

Si I es un ideal de A, todo primo de Ā = A/I es de la forma p̄ = p/I, donde
p es un primo de A, y Āp̄ = Ap/Ip. Notemos que, por [AC 4.17], la compleción
de Āp̄ es Âp ⊗Ap

Āp̄. Hemos de estudiar las fibras del homomorfismo natural
Āp̄ −→ Âp ⊗Ap

Āp̄. Para ello, tomamos un primo de Āp̄, que será de la forma
q̄ = qAp/Ip, donde I ⊂ q ⊂ p. Su fibra es

Âp ⊗Ap
Āp̄ ⊗Āp̄

k(q̄) = Âp ⊗Ap
k(q̄) = Âp ⊗Ap

k(q),

donde hemos usado que

k(q̄) = (Ap/Ip)qAp/Ip

/
(qAp/Ip)(Ap/Ip)qAp/Ip

∼= (Aq/Iq)
/

(qAq/Iq) ∼= Aq/qAq = k(q).

Aśı pues, la fibra de q̄ coincide con la fibra de qAp respecto al homomorfismo
Ap −→ Âp, que, por hipótesis, es geométricamente regular sobre k(q).

Ahora es inmediato que un anillo noetheriano A tiene la propiedad G si y
sólo si la tienen todas sus localizaciones Ap, donde p recorre los ideales primos
de A. Más aún, basta con que esto se cumpla para los ideales maximales, ya
que, si p ⊂ m, entonces Ap es una localización de Am.
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Similarmente, la prueba del teorema anterior muestra que si A/I tiene la
propiedad G para todo ideal I de A, entonces A tiene la propiedad G. Más aún,
basta con que esto suceda para todo ideal primo.

Teorema 3.46 Si un anillo noetheriano local tiene la propiedad G, también
tiene la propiedad J2.

Demostración: Si A es un anillo local con la propiedad G, el homomor-
fismo A −→ Â es suave y fielmente plano, y Â tiene la propiedad J2 por 3.32,
luego basta aplicar el teorema 3.41.

Teorema 3.47 Si φ : A −→ B es un homomorfismo de anillos suave y fiel-
mente plano y B tiene la propiedad G, entonces A también la tiene.

Demostración: Si p ∈ EspA, el teorema 1.24 nos da un P ∈ EspB tal
que φ−1[P] = p. Consideremos el diagrama conmutativo

Âp

φ̂p �� B̂P

Ap
φp

��

α

��

BP

β

��

Por hipótesis, β es suave, y es fácil ver que φp también lo es por serlo φ. Por
otra parte, φ̂p es plano. Esto es consecuencia del teorema [AC A.14]: como B̂P

es plano sobre Ap, llamando m = pAp, tenemos que m⊗Ap
B̂P

∼= mB̂P = m̂B̂P,
pero, según [AC 4.18],

m⊗Ap
B̂P

∼= m⊗Ap
Âp ⊗Âp

B̂P
∼= m̂⊗Âp

B̂P,

luego también m̂ ⊗Âp
B̂P

∼= m̂B̂P, y el isomorfismo es el natural. Aplicando

de nuevo [AC A.14] concluimos que B̂P es plano sobre Âp, tal y como hemos
afirmado.

Como los anillos son locales, φ̂p es, de hecho, fielmente plano. Ahora basta
aplicar el teorema 3.39, según el cual α ◦ φ̂p = φp ◦ β es suave, luego también lo
es α. Esto prueba que A tiene la propiedad G.

Como todas las propiedades que estamos estudiando, la propiedad G la cum-
plen los anillos locales completos:

Teorema 3.48 Todo anillo noetheriano local y completo tiene la propiedad G.

Demostración: Sea A un anillo noetheriano local y completo y tome-
mos p ∈ EspA. Hemos de probar que el homomorfismo Ap −→ Âp es suave.
Para ello tomamos un primo p′ de Ap y hemos de probar que la fibra de p′ es
geométricamente regular sobre k(p′).
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Notemos que p′ = qAp, donde q ⊂ p es un primo de A. En la prueba del
teorema 3.45 (tomando I = q) hemos visto que, si Ā = A/q y p̄ = p/q, la fibra de
p′ coincide con la fibra de 0 respecto al homomorfismo de Āp̄ en su compleción.
Como Ā también es un anillo noetheriano completo, no perdemos generalidad si
suponemos que A es un dominio ı́ntegro y que p′ = 0. En definitiva, si llamamos
L al cuerpo de cocientes de A, lo que hemos de probar es que Âp ⊗Ap

L es
geométricamente regular sobre L.

Según el teorema 2.21, tenemos que A contiene un anillo local regular y
completo R tal que A es una R-álgebra finita. Sea q = p ∩ R. Consideremos
la localización Aq = A ⊗R Rq. Por el [AC 3.63 y 3.64] vemos que Aq tiene
un número finito de ideales maximales (en correspondencia con los ideales ma-
ximales de A cuya antiimagen en R es q, uno de los cuales es p) y Ap es la
localización de Aq respecto de uno de ellos. El mismo argumento empleado
en la prueba del teorema 3.32 muestra que Âp es un sumando directo de la
compleción Âq = R̂q ⊗Rq

Aq. Si llamamos K al cuerpo de cocientes de R, la
situación es la siguiente:

Âq
�� Âp

A �� Aq

��

�� Ap
��

��

L

R

��

�� Rq

��

�� K

��

Ahora observamos que Âp⊗Ap
L = Âp⊗Aq

L (porque, en Âp⊗Aq
L se cumple

que a(a′/s)⊗ b = a(a′/s)⊗ (s/s)b = a⊗ (a′/s)b, para todo a′/s ∈ Ap). Por lo
tanto, es un sumando directo de Âq ⊗Aq

L = R̂q ⊗Rq
L = (R̂q ⊗Rq

K)⊗K L.
Por consiguiente, si probamos que R̂q ⊗Rq

K es geométricamente regular
sobre K, tendremos que Âq ⊗Aq

L será geométricamente regular sobre L, y lo
mismo valdrá para Âp ⊗Ap

L.
Equivalentemente, cambiando A por R, podemos suponer que A es un anillo

local regular y completo, con lo que también son regulares Ap, Âp y Âp ⊗Ap
L

(el tercero por ser una localización del segundo). Si L tiene caracteŕıstica 0,
entonces Âp⊗Ap

L es geométricamente regular sobre L por el teorema 3.36. Aśı
pues, en adelante podemos suponer que L tiene caracteŕıstica prima p. Por la
observación tras 2.22, tenemos que A = k[[X1, . . . , Xn]].

Recordemos que queremos probar que Âp⊗Ap
L es geométricamente regular

sobre L, para lo cual basta probar que lo son sus localizaciones en cada uno de
sus primos P. Como se trata de la fibra del homomorfismo Ap −→ Âp, el primo
P puede identificarse con un primo P ∈ Esp Âp tal que P ∩ Ap = 0. Más aún,
por [E 3.47] resulta que, a través de dicha identificación, la localización en P

es isomorfa a (Âp)P. Basta probar, pues, que este anillo es geométricamente
regular sobre L.
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Fijemos un generador de k/kp y llamemos F a la familia de todos los cuerpos
intermedios kp ⊂ F ⊂ k que resultan de adjuntar a kp todos los elementos del
generador salvo un número finito de ellos. Aśı, los ı́ndices |k : F | son finitos y

⋂
F∈F

F = kp.

Para cada F ∈ F, llamemos AF = F [[Xp
1 , . . . , X

p
n]] y sea LF ⊂ L su cuerpo

de cocientes. Tenemos que A es un AF -módulo finitamente generado, luego
la extensión A/AF es entera. Además AF es ı́ntegramente cerrado, porque es
regular, luego A ∩ LF = AF .

Si a ∈
⋂
F∈F

LF ⊂ L, podemos expresarlo en la forma a = u/v, para ciertos u,

v ∈ A. Multiplicando por vp−1 podemos suponer que v ∈ Ap ⊂ LF . Entonces
u ∈ A ∩ LF = AF para todo F ∈ F, luego u ∈

⋂
F∈F

AF = Ap. Esto prueba que

⋂
F∈F

LF = Lp.

Llamemos pF = p ∩ AF . Del hecho de que Ap ⊂ AF ⊂ A se sigue que
Ap = A⊗AF

AF,pF , pues s ∈ AF \pF , entonces s ∈ A\p o, de lo contrario, sp ∈ pF

y también s ∈ pF . Esto permite definir un homomorfismo A⊗AF
AF,pF −→ Ap,

que claramente es un isomorfismo.
Como A es un AF -módulo finitamente generado, Ap es también un AF,pF -

módulo finitamente generado. Más aún, es claro que, a través del isomorfismo
anterior, pFAp = p, es decir, la topoloǵıa p-ádica en Ap coincide con la to-
poloǵıa pF -ádica al considerarlo como AF,pF -módulo. Esto nos da a su vez la
identificación Âp = Ap ⊗AF,pF

ÂF,pF .

Vamos a probar que Âp es 0-suave sobre Ap con respecto a AF,pF . Para ello
consideramos un diagrama conmutativo

ÂF,pF
�� Âp

u �� C/N

AF,pF

��

�� Ap

��

u′
�� C

��

donde C es un anillo y N un ideal tal que N2 = 0. Suponemos que u se eleva a
un AF,pF -homomorfismo de álgebras v′ : Âp −→ C. Llamamos w = v′|ÂF,pF

y

v = u′ ⊗ w : Âp = Ap ⊗AF,pF
ÂF,pF −→ C. Es fácil ver que v eleva a u y es un

Ap-homomorfismo.

De aqúı se sigue a su vez que (Âp)P es 0-suave sobre L con respecto a LF .
En efecto, basta considerar el diagrama siguiente:
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Âp
�� (Âp)P

u �� C/N

Ap

��

�� L

��

�� C

��

AF,pF

��

�� LF

��

Si u se levanta a un LF -homomorfismo v′ : (Âp)P −→ C, la restricción de
v′ a Âp es un AF,pF -homomorfismo que levanta a la restricción de u. Según
hemos visto, la restricción de u se levanta entonces a un Ap-homomorfismo
v′′ : Âp −→ C. Las imágenes por u de los elementos de Âp \ P son unidades
de C/N , luego las imágenes por v′′ de dichos elementos son unidades en C
(véase la prueba de 2.5). Esto implica que v′′ se extiende a un L-homomorfismo
v : (Âp)P −→ C que eleva a u.

Vamos a llamar E = (Âp)P, que es un anillo local con ideal maximal P. Al
ser 0-suave, también es P-suave sobre L con respecto a LF . Según 2.37, esto
implica que el homomorfismo

Ω1
L/LF

⊗L (E/P) −→ Ω1
E/LF

⊗E (E/P)

tiene inverso por la derecha y, en particular, es inyectivo. Por otra parte, el
teorema 2.30 aplicado a la extensión L/Lp nos da que el homomorfismo

Ω1
L/Z −→←−ĺımF∈F

Ω1
L/F

también es inyectivo (notemos que Ω1
L/Lp = Ω1

L/Z
), y lo mismo vale para

Ω1
L/Z ⊗L (E/P) −→←−ĺımF∈F

(Ω1
L/F ⊗L (E/P)).

Por último, el diagrama conmutativo:

Ω1
L/Z

⊗L (E/P) ��

��

Ω1
E/Z

⊗E (E/P)

��

←−ĺımF∈F
(Ω1

L/LF
⊗L (E/P)) �� ←−ĺımF∈F

(Ω1
E/LF

⊗E (E/P))

nos da que el homomorfismo Ω1
L/Z

⊗L (E/P) −→ Ω1
E/Z

⊗E (E/P) es inyectivo.
Aśı pues, el teorema 2.41 implica que E es P-suave sobre L y 3.35 nos permite
concluir que es geométricamente regular sobre L.

Combinando los dos últimos teoremas, obtenemos una condición caracteri-
zación débil de la propiedad G:
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Teorema 3.49 Si A es un anillo noetheriano y para todo ideal maximal m de
A el homomorfismo Am −→ Âm es suave, entonces A tiene la propiedad G.

Demostración: Por el teorema anterior, Âm tiene la propiedad G, y por
el teorema 3.47 también la tiene Am. Como esto vale para todo ideal maximal
de A, las observaciones tras el teorema 3.45 implican que A tiene la propiedad G.

Ahora necesitamos un último resultado técnico:

Teorema 3.50 Sea A un anillo noetheriano y X = EspA. Si Z ⊂ X es la
intersección de un abierto con un cerrado y Z �= ∅, entonces existe un p ∈ Z
tal que dimA/p ≤ 1.

Demostración: Podemos suponer que Z = D(f)∩V (P), donde f ∈ A\P.
Entonces Z es isomorfo a Esp((A/P)f̄ ), donde f̄ es la clase de f módulo P. Sea
m un ideal maximal de (A/P)f̄ y sea p su imagen en A. Entonces m = (p/P)f̄ ,
con lo que es evidente que p ∈ Z. Por otra parte, es fácil ver que, si g es la clase
de f módulo p, entonces

(A/p)g ∼= Af/pAf
∼= (A/P)f̄

/
m

es un cuerpo. Esto significa que g está contenido en todos los ideales no nulos
del dominio ı́ntegro D = A/p. En particular, los primos minimales de g son
todos los primos de altura 1 de D, que, en particular, son un número finito.

Si p′ es cualquier ideal primo de D y d ∈ p′ no es nulo, entonces d pertenece a
cualquiera de sus primos minimales, que, por el teorema de los ideales principales
[AC 5.2], tiene altura 1. Aśı pues, p′ está contenido en la unión de los primos
minimales de g y por [AC 3.51] es uno de ellos. Aśı pues alt p′ ≤ 1. Esto prueba
que dimD ≤ 1.

Teorema 3.51 Si un anillo A tiene la propiedad G y B es una A-álgebra fini-
tamente generada, entonces B tiene también la propiedad G.

Demostración: No perdemos generalidad si suponemos que B = A[t].
Tomamos un ideal maximal P de B y hemos de probar que el homomorfismo
BP −→ B̂P es suave. Sea m = P ∩ A. Como BP es la localización de Am[t]
respecto de un ideal maximal y Am también tiene la propiedad G, no perdemos
generalidad si suponemos que A es un anillo local y que m es su ideal maximal.

El teorema 3.40 nos da que el homomorfismo natural B −→ B′ = B ⊗A Â
es suave, y claramente es fielmente plano, por lo que podemos tomar un ideal
maximal P′ de B′ cuya antiimagen en B sea P. La prueba de 3.47 muestra que
si B′

P′ −→ B̂′
P′ es suave, también lo es BP −→ B̂P. Como B′ = Â[t], podemos

suponer que A es un anillo local completo.

Llamemos C = BP. Hemos de probar que C −→ Ĉ es suave. Para ello
tomamos un primo p ∈ EspC y una extensión finita L de k(p). Hemos de
probar que Ĉ ⊗C L es regular. Como k(P) es el cuerpo de cocientes de C/p,
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podemos tomar una k(p)-base de L formada por elementos enteros sobre C/p.
Sea D ⊂ L la adjunción a C/p de dicha base, con lo que D es una C-álgebra
finita y L es su cuerpo de cocientes. Aśı, podemos ver a Ĉ ⊗C L como la fibra
genérica del homomorfismo D −→ Ĉ⊗CD = D̂. Teniendo en cuenta el teorema
[E 3.47], basta probar que si Q ∈ Esp D̂ cumple Q ∩ D = 0, entonces D̂Q es
regular.

En definitiva, tenemos los anillos siguientes:

A −→ B = A[t] −→ C = BP −→ D −→ D̂ −→ D̂Q.

Observemos que D es un dominio ı́ntegro, por lo que el núcleo N del homo-
morfismo C −→ D es un ideal primo. Podemos cambiar A por A/(A ∩ N), B
por B/(B∩N) y P por P/N , con lo que A sigue siendo un anillo local completo,
sólo que ahora es además un dominio ı́ntegro.

Notemos que, como D es una extensión finita de C, se trata de un anillo
semilocal, y la fibra de P respecto al homomorfismo C −→ D es D/PD. Por lo
tanto, si I es la intersección de los ideales maximales de D, resulta que I/PD
es el radical de D/PD, luego existe un n ≥ 1 tal que In ⊂ PD ⊂ I, luego la
topoloǵıa I-ádica en D coincide con la P-ádica, luego D̂ es la compleción de D
en el sentido usual para anillos semilocales.

Sean X = EspD, X ′ = Esp D̂ y f : X ′ −→ X el homomorfismo natural.
Basta probar que f−1[Reg(X)] ⊂ Reg(X ′), pues, como D es ı́ntegro, tenemos
que f(Q) = 0 ∈ Reg(X), y lo que queremos probar es que Q ∈ Reg(X ′).

Sabemos que A es J2 por el teorema 3.32, luego también lo son B, C y D. En
particular D es J1, es decir, Reg(X) es abierto en X. Por otra parte, Reg(X ′)
es abierto en X ′ de nuevo por 3.32.

Supongamos que f−1[Reg(X)] \ Reg(X ′) �= ∅ y vamos a llegar a una con-
tradicción. Por el teorema anterior existe un primo p′ ∈ f−1[Reg(X)]\Reg(X ′)
tal que dim D̂/p′ ≤ 1.

No puede suceder que el ideal p′ sea maximal en D̂, ya que entonces tendŕı-
amos que I ⊂ p′ ∩D = f(p′), luego f(p′) seŕıa un ideal maximal de D. Si los
ideales maximales de D son m1 = f(p′),m2, . . . ,mr, según hemos visto tras la
definición 1.12, D̂ = D̂m1 ⊕ · · · ⊕ D̂mr

. Por la observación previa a 3.32, resulta
que Esp D̂ es unión disjunta de abiertos isomorfos a los espectros de los anillos
D̂mi

, y es fácil ver que, a través de estos isomorfismos, D̂p′ = D̂m1 (o, con más
precisión: (D̂)p′ = D̂m1). Pero esto es contradictorio, pues tenemos que Dm1 es
regular, luego también lo es su compleción, y por otra parte tenemos que D̂p′

no es regular.

Aśı pues, podemos concluir que dim D̂/p′ = 1. Llamemos p = p′ ∩ D.
Estamos suponiendo que Dp es regular pero D̂p′ no.

El homomorfismo Dp −→ D̂p′ es plano. Si la fibra D̂p′/pD̂p′ fuera regular, el
mismo argumento empleado en la prueba de 3.38 nos daŕıa que D̂p′ es regular.
Aśı pues, D̂p′/pD̂p′ ∼= (D̂/pD̂)

p′/pD̂ no es regular.
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Esto nos permite cambiar D por D/p (luego D̂ por D̂/pD̂, C por C/(p∩C),
etc.) y suponer que p = 0. De este modo tenemos las inclusiones:

A −→ B = A[t] −→ C = BP −→ D −→ D̂/p′,

donde A es un anillo local completo y D es una C-álgebra finita.

Llamemos E = D̂/p′ y sea J la intersección de los ideales maximales de E.
Recordemos que I es la intersección de los ideales maximales de D y que m es
el ideal maximal de A.

Como C/PC ∼= B/P = (A/m)[t̄] es un cuerpo, tenemos que t̄ es algebraico,
luego la extensión k(P)/k(m) es finita. Como D es finito sobre C, también
D/I ∼= D̂/Î tiene dimensión finita sobre k(P), luego sobre k(m). El epimorfismo
D̂/Î −→ E/J , nos da que E/J es un k(p)-espacio vectorial de dimensión finita.
Si Jn admite un sistema generador con g elementos, tenemos una aplicación
k(m)-lineal suprayectiva (E/J)e −→ Jn/Jn+1, lo que nos da que todos los
cocientes Jn/Jn+1 tienen dimensión finita, y lo mismo vale para E/Jn.

Vamos a probar que A es un cuerpo. En caso contrario, m �= 0, luego
también mE �= 0. Como dimE = 1, los primos minimales de mE son ideales
maximales, luego, J ⊂ rad(mE), con lo que existe un n ≥ 1 tal que Jn ⊂ mE y
el epimorfismo E/Jn −→ E/mE nos da que E/mE es un k(m)-espacio vectorial
de dimensión finita. El teorema 2.20 nos da que E es un A-módulo finitamente
generado. (Notemos que mE ⊂ J y como, por [AC 4.21], la topoloǵıa J-ádica
es de Hausdorff, lo mismo vale para la topoloǵıa m-ádica en E.)

Como A es noetheriano y D ⊂ E, resulta que D también es un A-módulo
finitamente generado. Esto implica que la topoloǵıa I-ádica en D coincide con
la topoloǵıa m-ádica. Por consiguiente, D̂ = D ⊗A Â = D, luego p′ = 0, y esto
es una contradicción, ya que p′ no es regular.

Tenemos, pues, que A es un cuerpo, luego dimB ≤ 1 por [AC 4.63], luego
dimC ≤ 1 y dimD ≤ 1 porque es finito sobre C (teorema [AC 3.68]). El teorema
[AC 4.57], junto con las observaciones tras 1.12 nos dan que dim D̂ = 1. Como
p′ no es un ideal maximal, ha de ser un primo minimal. Ahora bien, A es un
anillo de Nagata por 3.18, B también lo es por 3.24, C también lo es por 3.13
y D lo es también por 3.24. El teorema 3.22 nos da que D̂ es reducido, luego
D̂p′ es regular por 1.16, contradicción

3.6 Anillos y esquemas excelentes

Finalmente, vamos a recoger en una definición todas las propiedades que
hemos estudiado en las secciones precedentes:

Definición 3.52 Un anillo noetheriano A es excelente si cumple las tres pro-
piedades siguientes:

a) es universalmente catenario,
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b) tiene la propiedad J2,

c) tiene la propiedad G.

Muchas de las propiedades de los anillos excelentes dependen únicamente de
las propiedades b) y c), por lo que es conveniente llamar anillos cuasiexcelentes
a los anillos noetherianos que cumplen estas dos propiedades, aunque no sean
universalmente catenarios.

Las propiedades básicas de los anillos excelentes son consecuencias inmedia-
tas de los teoremas que ya hemos probado. De ellas se desprende que todos
la inmensa mayoŕıa de los anillos que aparecen de forma natural en geometŕıa
algebraica son excelentes:

Teorema 3.53 Se cumplen los hechos siguientes:

a) Toda localización de un anillo (cuasi)excelente es también (cuasi)excelente.

b) Toda álgebra finitamente generada sobre un anillo (cuasi)excelente es tam-
bién (cuasi)excelente.

c) Un anillo A es (cuasi)excelente si y sólo si lo es A/I, para todo ideal I de
A, si y sólo si lo es A/P, para todo P ∈ EspA.

d) Todo anillo noetheriano semilocal y completo (en particular, todo cuerpo)
es excelente.

e) Un anillo noetheriano local es cuasiexcelente si y sólo si tiene la propie-
dad G.

Demostración: a) Es consecuencia de 3.2, 3.31 y 3.45.

b) Por 3.1, 3.31 y 3.51.

c) Basta probar la equivalencia para ideales primos, pues implica trivial-
mente la equivalencia para ideales cualesquiera. La equivalencia es cierta para
la propiedad de ser universalmente catenario, lo cual se sigue inmediatamente
de la definición. Para la propiedad J2 basta tener en cuenta la equivalencia c)
en el teorema 3.30, ya que si p/P ∈ Esp(A/P), entonces

k(p/P) = (A/P)p/P

/
(p/P)(A/P)p/P

= (Ap/PAp)
/

(pAp/PAp) = Ap/pAp = k(p),

y (A/P)/(p/P) ∼= A/p, de donde se sigue que el ideal p/P cumple dicha pro-
piedad c) para A/p si y sólo si la cumple p para A.

Para la propiedad G basta tener en cuenta el teorema 3.45 y las observaciones
posteriores.

d) Veamos en primer lugar que si A es un anillo noetheriano local y completo,
entonces es excelente. Teniendo en cuenta los teoremas 3.32 y 3.48, sólo nos falta
probar que A es universalmente catenario. Por el apartado c) que acabamos de
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probar, basta probar que A/p es universalmente catenario para todo p ∈ EspA.
Como A/p también es un anillo noetheriano local y completo, no perdemos ge-
neralidad si suponemos que A es un dominio ı́ntegro. Entonces, el teorema 2.21
nos da que A es finito sobre un anillo regular, que es universalmente catenario
por 3.7, luego A también es universalmente catenario.

En general, si A es semilocal, por las observaciones tras 1.12 sabemos que
A = A1 ⊕ · · · ⊕ An, donde cada Ai es un anillo noetheriano local y completo
(la compleción de A respecto a uno de sus ideales maximales). En particular,
los Ai son anillos excelentes. Por la observación previa a 3.32, sabemos que
EspA es unión disjunta de abiertos isomorfos a EspAi, luego la localización de
A respecto a un ideal primo coincide con la localización de un Ai respecto a uno
de sus ideales primos. El teorema 3.2 y la observación tras 3.45 implican que
A es universalmente catenario y tiene la propiedad G. Respecto a la propiedad
J2, puesto que toda A-álgebra finita es también un anillo noetheriano semilocal
y completo, basta probar que A cumple la propiedad J1, pero es obvio que si
Reg(Ai) es abierto en EspAi, también Reg(A) es abierto en EspA.

e) Por el teorema 3.46.

Un caso particular de la propiedad c) es que un anillo A es (cuasi)excelente
si y sólo si lo es Ared.

Como ya se ha podido apreciar en las demostraciones precedentes, la propie-
dad de ser universalmente catenario y la propiedad G son locales, en el sentido
de que A las cumple si y sólo si las cumplen las localizaciones Ap, para todo
p ∈ EspA (o incluso para todo ideal maximal de A), mientras que la propiedad
J2 es global, ya que se cumple localmente siempre que A tiene la propiedad G
y eso no implica necesariamente que la cumpla A.

La propiedad de Nagata no interviene en la definición de los anillos excelentes
porque es consecuencia de las otras:

Teorema 3.54 Todo anillo cuasiexcelente es un anillo de Nagata.

Demostración: Sea A un anillo cuasiexcelente y p ∈ EspA, sea K el
cuerpo de cocientes de A/p, L una extensión finita de K y B la clausura entera
de A en L. Hemos de probar que B es un A-módulo finitamente generado.
Podemos tomar una K-base de L formada por elementos enteros sobre A/p.
Al adjuntarlos a A/p obtenemos una A-álgebra finitamente generada A′ cuyo
cuerpo de cocientes es L. Como A′ también es un anillo cuasiexcelente, basta
probar que todo dominio ı́ntegro cuasiexcelente tiene la propiedad N1.

Sabemos que Reg(A) es abierto en EspA, y además es no vaćıo porque
contiene al ideal nulo, luego EspA contiene, en particular, un abierto no vaćıo
de puntos normales, que podemos tomar de la forma EspAf , para cierto f ∈ A.
En particular, el esquema EspAf es normal, luego Af es ı́ntegramente cerrado.
El teorema 3.23 nos reduce el problema a demostrar que Am tiene la propiedad
N1 para todo ideal maximal m de A.

Ahora bien, tenemos que el homomorfismo Am −→ Âm es suave y fielmente
plano, y Am es reducido, luego las observaciones tras 3.43 nos dan que Âm
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también es reducido, es decir, que Am es anaĺıticamente no ramificado, luego
tiene la propiedad N1 por 3.20.

Veamos un último ejemplo de anillos excelentes, que conecta la teoŕıa con la
geometŕıa aritmética:

Teorema 3.55 Todo dominio de Dedekind de caracteŕıstica 0 es excelente.

Demostración: Sea D un dominio de Dedekind de caracteŕıstica 0 y sea
K su cuerpo de cocientes. Si p ∈ EspD, entonces Dp es regular,3 luego es
universalmente catenario por 3.7. Por consiguiente, 3.2 implica que D es uni-
versalmente catenario.

Para demostrar que D tiene la propiedad G basta considerar un ideal ma-
ximal p ∈ EspD y probar que el homomorfismo Ap −→ Âp es suave. Sabemos
que Ap es un anillo de valoración discreta de caracteŕıstica 0, luego tenemos
únicamente dos fibras. Una es la del ideal maximal, que se corresponde con el
anillo

Âp ⊗Ap
(Ap/p) ∼= Âp/pÂp = k(p).

Obviamente, k(p) es geométricamente regular sobre śı mismo. La otra fibra
es la fibra genérica, correspondiente al anillo K̂ = Âp ⊗Ap

K, que no es sino el
cuerpo de cocientes de Âp, ya que se trata de una localización de este anillo en
la que el generador de su único ideal maximal pasa a ser una unidad. Como K
es perfecto, el teorema 3.36 nos da que K̂ es geométricamente regular sobre K.
Esto prueba que D tiene la propiedad G.

Para probar que D cumple la propiedad J2 usaremos la caracterización c) del
teorema 3.30. Tomamos un primo p ∈ EspD y una extensión finita puramente
inseparable K ′ de k(p).

Si p = 0 entonces ha de ser K ′ = k(p) = K y basta tomar D′ = D ⊂ K ′, de
forma que D′, al ser regular, cumple la propiedad J0.

La otra posibilidad es que p sea un ideal maximal, en cuyo caso, D/p = k(p),
con lo que basta tomar como D′ la adjunción a k(p) de una base de K ′ formada
por elementos enteros sobre D. Aśı, D′ es una D-álgebra finita y, como también
es un álgebra (́ıntegra) finitamente generada sobre un cuerpo, es excelente y
tiene la propiedad J0.

Definición 3.56 Un esquema X es excelente si admite un cubrimiento por
abiertos afines Ui tales que los anillos OX(Ui) son excelentes.

Notemos también que, por definición, los esquemas excelentes son localmente
noetherianos. El teorema siguiente muestra que si la definición se cumple con
un cubrimiento abierto, se cumple con cualquier otro (que esté formado por
abiertos afines noetherianos).

Teorema 3.57 Si X es un esquema excelente y U ⊂ X es un abierto af́ın,
entonces el anillo OX(U) es excelente.

3Para más detalles sobre los dominios de Dedekind ver el principio de la sección 5.1
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Demostración: Sea Ui un cubrimiento de X según la definición de esquema
excelente. Para cada x ∈ U existe un ı́ndice i tal que x ∈ U ∩ Ui, luego existe
un f ∈ OX(Ui) tal que x ∈ V = D(f) ⊂ U ∩ Ui, aśı, OX(V ) = OX(Ui)f
es un anillo excelente. Esto prueba que U es también un esquema excelente.
Equivalentemente, podemos suponer que X = U = EspA, y hemos de probar
que A es excelente.

Ciertamente, A es universalmente catenario y tiene la propiedad G, ya que
ambas propiedades son locales. Falta probar que tiene la propiedad J2. Para
ello consideramos una A-álgebra B finitamente generada, y hemos de probar
que tiene la propiedad J1.

Sea Y = EspB. Tenemos un homomorfismo f : Y −→ X de tipo finito. Para
cada y ∈ Y , podemos tomar un abierto af́ın y ∈ Vy ⊂ f−1[Ui], para cierto ı́ndi-
ce i, luego Y admite un cubrimiento por abiertos afines V tales que cada OY (V )
es un álgebra de tipo finito sobre un anillo OX(Ui), luego los anillos OY (V ) son
excelentes. Esto prueba que Y es un anillo af́ın noetheriano y excelente, luego,
cambiando X por Y , basta probar que A tiene la propiedad J1, es decir, que el
conjunto de puntos regulares de X es abierto.

Ahora bien, el conjunto de puntos regulares de X es la unión de los conjuntos
de puntos regulares de los Ui, que son abiertos porque los anillos OX(Ui) son
excelentes.

En particular, un anillo A es excelente si y sólo si el esquema EspA es
excelente. Ahora ya es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 3.58 Si X es un esquema excelente, también lo es todo abierto, todo
cerrado y todo esquema de tipo finito sobre X. Además, si X es ı́ntegro, su
normalización π : X ′ −→ X en cualquier extensión finita de K(X) es un ho-
momorfismo finito.

También es evidente que, en un esquema excelente reducido, el conjunto de
los puntos regulares es abierto.
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Caṕıtulo IV

Preliminares

4.1 Curvas planas

Aqúı vamos a mostrar la relación entre el tratamiento clásico de las varie-
dades algebraicas, que es el utilizado en [CE], con el tratamiento moderno en
términos de la teoŕıa de esquemas expuesta en [E]. El lector debeŕıa tener claro
que ambos son equivalentes, pero aqúı se trata de explicitar esa equivalencia
de cara a tratar con ejemplos concretos. Por ello nos limitaremos al caso más
simple, que es el único en el que nos será útil comparar ambos planteamientos, a
saber, el de las curvas planas. Todos los hechos que aqúı enunciamos sin demos-
tración, o incluso que empleamos tácitamente, son hechos con los que el lector
deberá estar familiarizado, todos los cuales han sido tratados convenientemente
en [AC] o [E].

A lo largo de toda esta sección K será un cuerpo arbitrario, K̄ será su
clausura algebraica y F (X,Y, Z) ∈ K[X,Y, Z] será un polinomio homogéneo no
constante.

Recordemos que, en términos clásicos, el conjunto algebraico proyectivo C/K
definido por F es el conjunto V (F ) formado por todos los puntos del plano
proyectivo P2(K̄) cuyas coordenadas homogéneas cumplen F (X,Y, Z) = 0. De-
cimos que es un conjunto “definido sobre K” para expresar que la ecuación que
lo define tiene sus coeficientes en K. Los puntos de C que admiten un sistema
de coordenadas homogéneas en K3 se llaman puntos racionales de C/K.

A la hora de estudiar propiedades locales de los puntos de C, podemos
restringirnos a un abierto af́ın deshomogeneizando la ecuación. Más detallada-
mente, todo punto de P2(K̄) tiene al menos una coordenada no nula. Suponga-
mos, por ejemplo, que queremos estudiar un punto que cumple Z �= 0. Entonces
podemos identificar el plano af́ın A2(K̄) con el abierto D(Z) ⊂ P2(K̄) formado
por los puntos cuya tercera coordenada homogénea es no nula. Concretamente,
la identificación es

(x, y) �→ (x, y, 1), (x, y, z) �→ (x/z, y/z).

95
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Una vez fijada la identificación A2(K̄) = D(Z), es costumbre llamar “puntos
finitos” a los puntos de A2(K̄) y “puntos infinitos” a los de la “recta del infinito”
V (Z), aunque hemos de tener presente que podŕıamos haber elegido cualquier
recta de P2(K̄) como “recta del infinito”, a la hora de identificar A2(K̄) con un
abierto af́ın en P2(K̄).

El abierto af́ın U = C ∩ A2(K̄), es decir, el abierto de los puntos finitos de
C, es el conjunto U = V (f) formado por los puntos de A2(K̄) que cumplen la
ecuación f(X,Y ) = 0, donde f(X,Y ) = F (X,Y, 1) es la deshomogeneización
de F respecto de Z. Los puntos racionales de U son los puntos de U cuyas
coordenadas (afines) son racionales.

En términos de la teoŕıa de esquemas, el conjunto algebraico proyectivo C/K
definido por F es el esquema

C = Proy(K[X,Y, Z]/(F )).

Ahora, el hecho de que C “está definido sobre K” significa que el homo-
morfismo natural K −→ K[X,Y, Z]/(F ) induce un homomorfismo de esquemas
C −→ EspK al que llamamos homomorfismo estructural de C/K.

Los puntos de C son ahora los ideales primos homogéneos (es decir, generados
por un conjunto de polinomios homogéneos) de K[x, y, z] = K[X,Y, Z]/(F )
distintos de M = (x, y, z). (Notemos que, por ser homogéneo, todo p ∈ C
cumple p � (x, y, z).) Los puntos cerrados de C son los ideales “maximales” en
el sentido de que no están estrictamente contenidos en otro ideal de C.

Según acabamos de indicar, un punto de C no puede contener a x, y, z.
Si, por ejemplo, no contiene a z, esto significa, por definición, que pertenece al
abierto af́ın U = D(z), que se identifica de forma natural con

U = EspK[x̄, ȳ],

donde K[x̄, ȳ] = K[x, y, z](z) es el anillo de cocientes de grado 0 en la localización
K[x, y, z]z, cuyos generadores son x̄ = x/z, ȳ = y/z. La inmersión abierta
U −→ C está inducida por el homomorfismo

φ : K[x, y, z] −→ K[x̄, ȳ]

dado por x �→ x̄, y �→ ȳ, z �→ 1. En la práctica, basta tener en cuenta que

K[x̄, ȳ] ∼= K[X,Y ]/(f),

donde f es la deshomogeneización de F respecto de Z. Como aqúı sólo vamos
a trabajar expĺıcitamente con los puntos de C identificándolos con puntos de
U , a partir de aqúı escribiremos x e y en lugar de x̄ y ȳ e identificaremos
K[x, y] = K[X,Y ]/(f). Los puntos de U son los ideales primos de K[x, y], que
son de la forma p = P/(f), donde P es un ideal primo de K[X,Y ] que contiene
a f . Los puntos cerrados de U son los ideales maximales de K[x, y], que se
corresponden con los ideales maximales de K[X,Y ] que contienen a f .
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De este modo, el esquema U es el análogo abstracto del conjunto U ⊂ A2(K̄)
en sentido clásico. Para relacionar ambos conjuntos observamos en primer lugar
que cada punto racional (a, b) ∈ U ⊂ A2(K̄) determina un punto cerrado de C,
a saber, el ideal p = (x− a, y − b). Notemos que p es un ideal maximal, porque
K[x, y]/p ∼= K. De hecho, esto significa que p es un punto racional de U en el
sentido de la teoŕıa de esquemas.

En efecto, por definición, p ∈ U es un punto racional si

k(p) = OU,p/mp = K,

donde OU,p = K[x, y]p, pero entonces existen (a, b) ∈ K2 tales que x− a ∈ mp,
y − b ∈ mp, pero esto implica que x − a, y − b ∈ p, luego p = (x − a, y − b).
Rećıprocamente, si p es un ideal maximal de K[x, y], se cumple que

k(p) ∼= K[x, y]/p.

(Más en general: si p es un ideal primo arbitrario, el miembro izquierdo es el
cuerpo de cocientes del miembro derecho), luego si p cumple K[x, y]/p ∼= K,
entonces es racional. Con esto hemos probado que la aplicación

(a, b) �→ (x− a, y − b)

biyecta los puntos (a, b) ∈ K2 que cumplen la ecuación f(X,Y ) = 0 con los pun-
tos racionales del esquema af́ın U . Los demás puntos que cumplen la ecuación se
corresponden con los demás puntos cerrados de U , pero no de forma biyectiva.
Para entender la situación consideramos la extensión de constantes

UK̄ = Esp K̄[x, y] = Esp(K̄[X,Y ]/(f)).

Se trata del esquema análogo a U que resulta de cambiar K por K̄. Como K
era un cuerpo arbitrario, todo lo que hemos visto para U vale también para el
esquema UK̄ . La diferencia es que, por una parte, todos los puntos del conjunto
algebraico U (en sentido clásico) son trivialmente racionales respecto de K̄ y,
por otra parte, los puntos cerrados del esquema UK̄ coinciden con los puntos
racionales. Esto es porque, en general, si p es un punto cerrado, la extensión de
cuerpos k(p)/K es finita, luego, para el caso de K̄, ha de ser trivial.

Por consiguiente, tenemos que los puntos de U ⊂ A2(K̄), es decir, los puntos
de A2(K̄) que cumplen la ecuación f(X,Y ) = 0, se corresponden biuńıvocamen-
te con los puntos cerrados de UK̄ .

Por otra parte, los puntos de UK̄ se relacionan con los de U a través de la
proyección p : UK̄ −→ U inducida por el homomorfismo natural

φ : K[x, y] −→ K̄[x, y]

inducido por la inclusión K[X,Y ] ⊂ K̄[X,Y ]. (Concretamente, p(p) = φ−1[p].)
Esta aplicación es finita y suprayectiva, pero no inyectiva, y transforma puntos
cerrados en puntos cerrados, por lo que cada punto cerrado de U se corresponde
con un número finito de puntos cerrados de UK̄ .



98 Caṕıtulo 4. Preliminares

Conviene observar que, más en general, tenemos definida p : CK̄ −→ C, de
modo que UK̄ = p−1[U ] y la proyección sobre UK̄ que estamos considerando es
la restricción de la proyección sobre CK̄ .

Observemos ahora que cada punto racional de C tiene una única antiimagen
en CK̄ . En efecto, como UK̄ = p−1[U ], podemos trabajar con U y UK̄ . Según
hemos visto, un punto racional de U es de la forma p = (x− a, y− b) ⊂ K[x, y],
para ciertos a, b ∈ K, y su única antiimagen en UK̄ es p′ = (x−a, y−b) ⊂ K̄[x, y].
En efecto, tenemos que p ⊂ φ−1[p′], luego p = φ−1[p′] = p(p′). Por otra parte,
si p(q) = p, entonces x− a, y − b ∈ q, luego ha de ser q = p′.

De este modo, si identificamos cada punto racional de U con su única antii-
magen en UK̄ , tenemos que la biyección entre los puntos de U en sentido clásico
y los puntos cerrados de UK̄ como esquema extiende a la biyección entre los
puntos racionales de U en sentido clásico y los puntos racionales de U como
esquema.

Ejemplo Consideremos el caso concreto en el que U/R es el esquema af́ın (o el
conjunto algebraico af́ın en sentido clásico) definido por la ecuación X2+Y 2 = 1.

El punto racional (1, 0) ∈ U se corresponde con el ideal (x− 1, y), mientras
que el par de puntos conjugados (2,±

√
3 i) se corresponde con los ideales

p1 = (x− 2, y +
√

3 i), p2 = (x− 2, y −
√

3 i)

de UC, los cuales se corresponden ambos con el punto cerrado p = (x−2, y2 +3)
de U . En efecto, p es un ideal maximal de k[x, y], pues k[x, y]/p ∼= C y, como
y2 + 3 = (y +

√
3 i)(y −

√
3 i) ∈ pi, tenemos que p ⊂ p(pi), luego, por la

maximalidad, p(pi) = p. Rećıprocamente, un ideal q ∈ UC tal que p(q) = p ha
de contener a x− 2 y a (y +

√
3 i)(y −

√
3 i) luego, al ser primo, ha de contener

a uno de los dos elementos y ±
√

3 i, luego ha de ser q = pi, para un i.

Volviendo al esquema proyectivo C/K, sus puntos no cerrados se correspon-
den con los factores irreducibles del polinomio F . Observemos que son todos
homogéneos, porque si f = fr11 · · · frnn es la descomposición de f en factores
irreducibles en K[X,Y ] y llamamos f∗

i a la homogeneización de fi respecto de
Z, ésta es irreducible en K[X,Y, Z] y F = f∗r1

1 · · · f∗rn
n Zrn+1 (con rn+1 ≥ 0)

es la descomposición de F en factores irreducibles en K[X,Y, Z]. Llamemos
Fi = f∗

i y Fn+1 = Z si es que rn+1 > 0. Aśı, F = F r1
1 · · ·F rm

m , donde cada Fi
es un polinomio homogéneo irreducible (y m es n o n + 1).

El ideal pi = (Fi)/(F ) = (Fi(x, y, z)) es un ideal primo de K[x, y, z] y, como
todo punto de C contiene a f(x, y, z), también ha de contener a uno de los pi.
Por consiguiente, si Γi = V (pi) es el conjunto de puntos de C que contienen a
pi, tenemos que

C = Γ1 ∪ · · · ∪ Γm

es la descomposición de C en componentes irreducibles. Los puntos de Γi se
corresponden con los ideales homogéneos de K[X,Y, Z] que contienen a Fi, luego
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podemos identificar a Γi con el esquema proyectivo ı́ntegro

Γi = Proy(K[X,Y, Z]/(Fi)).

Tenemos, pues, que los puntos pi son los puntos genéricos de las componentes
irreducibles de C, es decir, los puntos cuasigenéricos de C.

Cada componente Γi corta a D(z) salvo si Fi = Z. Excluyendo este caso, las
intersecciones Γi ∩D(z) son las componentes irreducibles de U . Más concreta-
mente, si pi = (f∗

i (x, y, z)), entonces, a través de la inmersión abierta U −→ C,
el punto pi se corresponde con pi = (fi(x, y)) y Γi ∩ D(z) = V (pi), enten-
dido ahora como el conjunto de puntos de U que contienen a pi. Aśı pues, la
descomposición en componentes irreducibles de U es

U = Γ1 ∪ · · · ∪ Γn,

donde Γi se identifica con el esquema af́ın ı́ntegro Γi = Esp(K[X,Y ]/(fi)). Las
álgebras K[X,Y ]/(fi) tienen todas dimensión 1 (por ejemplo, por [AC 4.58],
teniendo en cuenta que K[X,Y ] tiene dimensión 2). Por lo tanto, sus únicos
ideales primos aparte del ideal nulo (que se corresponde con el ideal pi de U)
son maximales, y se corresponden con puntos cerrados de U .

Aśı pues, los únicos puntos de U son los puntos cerrados y sus puntos cua-
sigenéricos, y lo mismo vale para C. Incidentalmente, esto prueba que C tiene
dimensión 1 (y, más precisamente, que todas las componentes irreducibles de
C tienen dimensión 1), lo cual es, por otra parte, una consecuencia general del
hecho de que C es una hipersuperficie.

En todo este libro, llamaremos curva a cualquier conjunto algebraico (es
decir, un esquema de tipo finito sobre un cuerpo) cuyas componentes irreducibles
tienen todas dimensión 1, sin exigir que sea reducido o irreducible.

En estos términos, C es una curva proyectiva y U es una curva af́ın.

Observemos que, términos clásicos, no hay diferencia entre el conjunto alge-
braico proyectivo definido por las ecuaciones

F r1
1 · · ·F rm

m = 0 y F1 · · ·Fm = 0,

mientras que los esquemas

Proy(K[X,Y, Z]/(F r1
1 · · ·F rm

m )) y Proy(K[X,Y, Z]/(F1 · · ·Fm))

no son isomorfos (salvo en el caso obvio en que todos los exponentes son 1). Por
ello, cuando hablemos de “la curva definida por la ecuación F = 0”, entendida
como un esquema, deberemos tener presente que, en realidad, nos referimos a
la curva definida por el polinomio F , y no por ningún otro polinomio que dé
lugar a una ecuación equivalente, por ejemplo, alterando los exponentes de sus
factores irreducibles.
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Lo que sucede es que, en la curva definida por F r1
1 · · ·F rm

m , la componente
irreducible Γi tiene multiplicidad ri, pero dejamos para la sección 4.2 la dis-
cusión del concepto de multiplicidad de una componente irreducible, pues es
más conveniente hacerlo en términos de divisores.

El teorema [AC 5.73] conecta la noción clásica de regularidad con el concepto
abstracto definido en [AC]. Vamos a particularizarlo al caso de curvas planas:

Teorema 4.1 (Criterio jacobiano para curvas planas) Sea K un cuerpo
algebraicamente cerrado, sea U = EspA, donde A = K[X,Y ]/(f), para cierto
polinomio f ∈ K[X,Y ] no constante. Sea p = P/(f) un punto cerrado de U ,
donde P = (X − a, Y − b) es un ideal maximal de K[X,Y ]. Entonces, el punto
p es regular en U si y sólo si alguna de las derivadas

∂f

∂X

∣∣∣∣
(a,b)

,
∂f

∂X

∣∣∣∣
(a,b)

es no nula.

En efecto, basta observar que a y b son los valores definidos como (ξ1, . . . , ξn)
antes de [AC 5.73], con lo que la matriz J(p) definida alĺı es el vector formado
por las dos derivadas del enunciado. Por otra parte, es claro que dimOU,p = 1,
luego, por la primera nota posterior a [AC 5.73], la regularidad de p equivale a
que este vector tenga rango 1, es decir, a que alguna de las dos derivadas no sea
nula.

Para referencias posteriores, enunciamos como teorema la fórmula deducida
en la nota tras el teorema [E 3.34]:

Teorema 4.2 Si C/K es una curva proyectiva plana de grado d, su género
aritmético es

pa =
(
d− 1

2

)
=

(d− 1)(d− 2)
2

.

4.2 Divisores

En esta sección recogeremos algunos resultados sobre divisores en esquemas
contenidos expĺıcita o impĺıcitamente en [E] junto con alguno nuevo.

Recordemos ([E 8.20]) que un divisor de Cartier D en un esquema localmente
noetheriano X está determinado por una familia de pares (Ui, fi), donde los
abiertos Ui son un cubrimiento de X y cada fi es un cociente de elementos
regulares de OX(Ui) (que cumplen una condición de compatibilidad). El divisor
D es entero si los fi son elementos regulares de OX(Ui). El conjunto Divc(X)
formado por los divisores de Cartier de X tiene una estructura natural de grupo
abeliano.

Cada divisor de Cartier tiene asignado un haz coherente OX(D−1) (defi-
nición [E 8.27]) determinado por que OX(D−1)|Ui = fiOX(Ui). Si D es entero,
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entonces OX(D−1) es un haz coherente de ideales de OX , luego, según el teo-
rema [E 5.10], determina un subesquema cerrado de X, que representaremos
por (D,OD).

Notemos que D, considerado como subconjunto de X, está formado por los
puntos P ∈ X tales que OX(D−1)P �= OX,P , lo que equivale a que fiP no sea
una unidad en OX,P (donde i es un ı́ndice tal que P ∈ Ui), y esto equivale a que
P pertenezca al soporte de D, considerado como divisor (definición [E 8.22]).
El haz OD está determinado por que, para cada abierto af́ın U ⊂ X, tenemos
que OD(U ∩ D) = OX(U)/OX(D−1)(U). En particular, si P ∈ D, se cumple
que OD,P = OX,P /OX(D−1)P .

Ejemplo Las curvas planas son un caso particular de la situación que acaba-
mos de describir. En efecto, en el caso af́ın tomamos X = A2

K = EspK[X,Y ].
Cada f ∈ K[X,Y ] puede identificarse con el divisor de Cartier D determinado
por un único abierto U = X y f ∈ OX(X). El haz coherente asociado es
OX(D−1) = fOX(X) = (f), y el esquema que determina es

D = Esp(K[X,Y ]/(f)),

es decir, la curva plana determinada por f .

En el caso proyectivo partimos de X = P2
K = Proy(K[X,Y, Z]). Cada

polinomio homogéneo F ∈ K[X,Y, Z], de grado n, determina un divisor de
Cartier entero D tomando como abiertos U1 = D(X), U2 = D(Y ), U3 = D(Z)
y, en cada uno de ellos, f1 = F/Xn, f2 = F/Y n, f3 = F/Zn.

Recordemos que, por ejemplo, OX(U1) = K[X,Y, Z](X) es el anillo de los
cocientes de grado 0 en la localización K[X,Y, Z]X . Este anillo es isomorfo a
K[Y,Z] y, a través del isomorfismo, f1 se corresponde con la deshomogeneización
de F respecto de la variable X. Lo mismo vale para los otros dos abiertos.

Los tres pares (Ui, fi) determinan ciertamente un divisor de Cartier porque,
por ejemplo, f1/f2 = (Y/X)n es una unidad en OX(U1∩U2), pues, a través de la
identificación OX(U1) ∼= K[Y,Z], tenemos que U1 se identifica con EspK[Y,Z]
y U1 ∩ U2 se identifica con el abierto principal D(Y ), luego OX(U1 ∩ U2) se
identifica con la localización K[Y,Z]Y , y f1/f2 es claramente una unidad de
este anillo.

Ahora, el haz OX(D−1) está determinado por que OX(D−1)|Ui = (fi), luego
D ∩ Ui es la curva af́ın definida por el polinomio fi. Más precisamente, si
llamamos Y = Proy(K[X,Y, Z]/(F )), tenemos inmersiones cerradas

i : D −→ P2
K , j : Y −→ P2

K ,

de modo que D ∩ Ui ∼= Y ∩ Ui, y es fácil ver que los isomorfismos coinciden en
las intersecciones, de modo que determinan un isomorfismo D ∼= Y .

En el teorema siguiente recogemos algunas propiedades de la estructura de
esquema de un divisor.

Teorema 4.3 Sea X un esquema irreducible localmente noetheriano y sea
D ∈ Divc(X) un divisor entero no trivial, considerado como subesquema ce-
rrado de X.
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a) Las componentes irreducibles de D tienen codimensión 1 en X.

b) La inmersión i : D −→ X es regular.

c) Si X es regular, entonces D es un esquema de Cohen-Macaulay, es decir,
que los anillos OD,P son de Cohen-Macaulay. En particular, los únicos
puntos asociados de D (definición [E 3.18]) son sus puntos cuasigenéricos.

d) La misma conclusión es válida si X es normal y dimX ≤ 2.

Demostración: Hemos visto que D, como conjunto, coincide con el soporte
de D como divisor, luego a) es el teorema [E 8.29].

b) Para todo P ∈ D, el núcleo de OX,P −→ OD,P es OX(D−1)P , que está
generado por un elemento regular de OX,P , luego, por definición, la inmersión
cerrada es regular.

c) Las inmersiones regulares son localmente intersecciones completas, luego
el teorema [E 7.68] implica que D es un esquema de Cohen-Macaulay. El teo-
rema [AC 5.38] implica que los puntos asociados de D coinciden con sus puntos
cuasigenéricos.

d) Si P ∈ D, entonces OX,P es un dominio ı́ntegramente cerrado de di-
mensión ≤ 2. Por el teorema 1.18 tiene la propiedad S2, luego es un anillo de
Cohen-Macaulay y, por [AC 5.37], también lo es OD,P .

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, si D | E son dos
divisores enteros, tenemos que E = DF , para un tercer divisor entero F , luego

OX(E−1) ∼= OX(D−1)⊗OX
OX(F−1) ∼= OX(D−1)OX(F−1) ⊂ OX(D−1)

(El último isomorfismo se sigue fácilmente de que los haces de ideales son lo-
calmente libres de rango 1.) Esto implica a su vez que existe una inmersión
cerrada natural i : D −→ E.

Los puntos (o, equivalentemente, los subespacios cerrados irreducibles) de
codimensión 1 en X se llaman divisores primos de X, y los productos formales
de divisores primos con exponentes enteros se llaman divisores de Weil de X. Si
P ∈ X es un divisor primo, está definido ([E 8.26]) un homomorfismo de grupos
vP : Divc(X) −→ Z tal que, si D es un divisor entero,

vP (D) = l(OX,P /OX(D−1)P ).

Más concretamente, si (Ui, fi) es uno de los pares que definen al divisor D
tal que P ∈ Ui, con lo que fi ∈ OX(Ui) (porque D es entero) y fi,P ∈ OX,P ,
podemos escribir

vP (D) = l(OX,P /(fi,P )).

Las observaciones posteriores a [E 8.26] muestran cómo calcular esta longitud
cuando X es noetheriano y normal. En tal caso, OX,P es un anillo de valoración
discreta, mP = (π), para cierto primo π, y vP (D) = vπ(fi,P ) no es sino el
exponente de π en fi,P . (En realidad, no es necesario que X sea normal, sino
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que basta con que sea normal en codimensión 1, es decir, que los puntos de
codimensión 1 sean normales.)

De aqúı se sigue que si X es noetheriano y normal en codimensión 1, en-
tonces vP (D) = 0 excepto si P ∈ D, en cuyo caso P es un punto cuasigenérico
de D como subesquema de X. Más en general, aunque X no sea normal o D
no sea entero, se cumple que vP (D) = 0 salvo para un número finito de divi-
sores primos, por lo que los homomorfismos vP determinan un homomorfismo
Divc(X) −→ Div(X) entre el grupo de los divisores de Cartier y el grupo de los
divisores de Weil de X. Si además X es regular, entonces es un isomorfismo.

Para referencias posteriores recogemos en un teorema parte de la discusión
precedente:

Teorema 4.4 Si X es un esquema noetheriano y normal en codimensión 1,
cada divisor de Cartier D puede identificarse con un divisor de Weil, de modo
que si P es un divisor primo su exponente en D es vP (D) = vP (DP ), donde vP
es la valoración del anillo de valoración discreta OX,P y DP es la localización
a P de cualquier función que defina al divisor D en un entorno de P . Si D
es entero podemos considerar a D como subesquema cerrado de X, y vP (D) es
entonces la multiplicidad de P como componente irreducible de D.

Ejemplo Si X = P2
K , los divisores primos de X se corresponden biuńıvoca-

mente con los ideales principales (F ), donde F ∈ K[X,Y, Z] es un polinomio
homogéneo irreducible. Cada cada polinomio homogéneo se descompone en
producto de factores irreducibles, los cuales son también homogéneos, digamos
F = F r1

1 · · ·F rm
m , con lo que podemos asociar a F el divisor de Weil entero

D = (F1)r1 · · · (Fm)rm .

Es claro que todo divisor de Weil entero es de esta forma, y que dos poli-
nomios homogéneos F y G determinan el mismo divisor de Weil si y sólo si se
diferencian en una unidad, es decir, si (F ) = (G). Aśı pues, los divisores de
Weil enteros de P2

K se corresponden biuńıvocamente con los ideales principales
homogéneos de K[X,Y, Z]. Por otra parte, en el ejemplo precedente hab́ıamos
asignado un divisor de Cartier entero a cada polinomio homogéneo F . Vamos a
probar ahora que uno y otro se corresponden a través del isomorfismo natural
entre los divisores de Cartier y los divisores de Weil de P2

K .

En efecto, llamemos D al divisor de Cartier asociado al polinomio homogéneo
F = F r1

1 · · ·F rm
m . Hemos visto que, como esquema, se corresponde con

D = Proy(K[X,Y, Z]/(F )),

luego los únicos divisores de Weil P para los que vP (D) �= 0 son los puntos
cuasigenéricos de esta curva plana, que, según hemos visto, son los ideales primos
(Fi)/(F ). Vistos como puntos de X, son los ideales primos Pi = (Fi).

Notemos que vPi(D) depende únicamente de OX,Pi , luego, para calcularlo,
podemos restringirnos a un entorno af́ın de Pi. Si suponemos, por ejemplo,
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que Fi �= Z, podemos restringirnos al abierto principal D(Z) = A2
K . Sabemos

que D ∩ Z es la curva plana en A2
K determinada por la deshomogeneización

f(X,Y ) = F (X,Y, 1) o, también, el divisor de Cartier asociado a f en A2
K .

La descomposición de f en factores irreducibles en K[X,Y ] es f = fr11 · · · frnn ,
donde n = m si Z no aparećıa entre los factores irreducibles de F o bien
n = m − 1 si Fm = Z. En cualquier caso, el divisor primo Pi, como punto
de A2

K , es Pi = (fi). Ahora basta observar que, en OX,Pi = K[X,Y ]fi , se
cumple que mPi = (fi), luego vPi(D) = vfi(f) = ri.

Aśı pues, el divisor de Weil asociado al divisor de Cartier D asociado a F
resulta ser D = (F1)r1 · · · (Fm)rm . También hemos probado el resultado análogo
para divisores de A2

K .

El ejemplo anterior muestra cómo los exponentes los factores irreducibles de
un polinomio están determinados por el divisor asociado al polinomio, aunque
en realidad hemos probado que, de hecho, están determinados por la estructura
de esquema asociada al divisor. La mejor forma de explicitarlo es a través de la
noción de multiplicidad de una componente irreducible:

Definición 4.5 Si X es un esquema y Γ es una componente irreducible con
punto genérico ξ, el anillo OX,ξ tiene dimensión 0, luego tiene longitud finita, y
dicha longitud se llama la multiplicidad de Γ en X.

Si D es un divisor de Cartier entero en un esquema noetheriano y normal X
y P es el punto genérico de una componente irreducible Γ de D, considerado
como subesquema cerrado de D, entonces la multiplicidad de Γ en D es

l(OD,P ) = l(OX,P /OX(D−1)P ) = vP (D).

Vemos, pues, que el divisor de Weil asociado a D está completamente de-
terminado por la estructura de esquema de D (pues el exponente en D de cada
divisor primo es su multiplicidad en D como esquema).

Teorema 4.6 Sea X un esquema regular y D un divisor de Cartier (conside-
rado como subesquema cerrado de X). Un punto x ∈ D cumple que OD,x es
reducido si y sólo si pertenece únicamente a componentes irreducibles de multi-
plicidad 1 en D. En particular, D es reducido si y sólo si todas sus componentes
irreducibles tienen multiplicidad 1.

Demostración: Pongamos que D está definido por f ∈ OX,x en un entorno
de x, de modo que OD,x = OX,x/(f).

Como OX,x es un dominio de factorización única, podemos descomponer
f = επr11 · · ·πrmm , donde los πi ∈ OX,x son primos no asociados dos a dos y ε
es una unidad. Podemos tomar un entorno af́ın U de x tal que f , ε y πi sean
localizaciones de funciones de OX(U) y de modo que la factorización de f sea
válida también en OX(U). Sea q el ideal primo de OX(U) que se corresponde
con x.

Los ideales pi = (πi) ⊂ OX,x son los primos minimales de f , y se correspon-
den con los primos minimales de f en OX(U) contenidos en q, los cuales, a su
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vez, se corresponden con los primos minimales de OX(U)/(f) = OD(U ∩D) con-
tenidos en q/(f), que son los puntos genéricos de las componentes irreducibles de
D que contienen a x. Aśı pues, la multiplicidad de cada una de esas componen-
tes es vπi(f) = ri. Aśı pues, las componentes irreducibles tienen multiplicidad
1 si y sólo si f es libre de cuadrados en OX,x, lo cual equivale claramente a que
OD,x sea reducido.

Observemos que, en este teorema, la hipótesis de que las componentes irre-
ducibles de D tengan multiplicidad 1 equivale a que el divisor de Weil asociado
a D sea libre de cuadrados. En particular, la estructura de esquema asociada al
divisor de Cartier asociada a un divisor primo es la estructura de subesquema
cerrado reducido.

Nota Una consecuencia útil del teorema anterior es la siguiente: manteniendo
las mismas hipótesis, sea Γ una componente conexa de D con multiplicidad 1.
Sea i : Γ −→ D la inmersión cerrada correspondiente a la estructura de su-
besquema cerrado reducido, sea U ⊂ D el complementario de la unión de las
componentes irreducibles de D distintas de Γ y sea Γ0 = i−1[U ], es decir, el
abierto que resulta de quitarle a Γ los puntos donde corta a otras componentes.
La restricción i|Γ0 : Γ0 −→ U es también una inmersión cerrada, pero ahora
es biyectiva y ambos esquemas son reducidos. Por la unicidad de la estructura
de subesquema cerrado reducido, ha de ser un isomorfismo y, como aplicación
i|Γ0 : Γ0 −→ D es una inmersión abierta. De este modo, los puntos de Γ0,
como puntos de D, no sólo son reducidos, sino que tienen todas las propiedades
locales que tengan como puntos de Γ con la estructura de subesquema cerrado
reducido.

Ejemplo Consideremos la curva plana D = Esp(K[X,Y ]/(XY 2)). Clara-
mente tiene dos componentes irreducibles, Γ1 y Γ2, correspondientes a los idea-
les primos (x) e (y), respectivamente. La primera tiene multiplicidad 1 y la
segunda multiplicidad 2. Sus estructuras de subesquema cerrado reducido son,
respectivamente, Esp(K[X,Y ]/(X)) y Esp(K[X,Y ]/(Y )), con las cuales ambas
son isomorfas a A1

K y se cortan en el punto p = (x, y). En particular, con dicha
estructura, ambas componentes irreducibles son geométricamente regulares. Sin
embargo, su situación en D es muy distinta. Por la observación precedente, los
puntos de Γ1 distintos de p son geométricamente regulares en D, mientras que
los puntos de Γ2 no son siquiera regulares, pues sus anillos locales OD,x no son
reducidos.

Si X/k es una curva (un conjunto algebraico de dimensión 1 sobre un
cuerpo k) entonces los divisores primos de X son los puntos cerrados, luego
está definido su grado gradk P = |k(P ) : k|. Este grado se extiende de forma
obvia a un homomorfismo gradk : Div(X) −→ Z y, en particular, podemos
definir el grado de un divisor de Cartier como

gradk D =
∑
P

vP (D) gradk P,

donde P recorre los puntos cerrados de X.
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Recordemos ahora que, para toda curva proyectiva E sobre un cuerpo k y
todo haz coherente M sobre E tenemos definida [E 6.31] la caracteŕıstica de
Euler χk(M). Cuando el haz coherente es de la forma M = OE(D), para cierto
D ∈ Divc(E), el teorema [E 10.11] nos da la relación

gradk(D) = χk(OE(D))− χk(OE).

Esto nos lleva a la definición siguiente:

Definición 4.7 Si E/k es una curva proyectiva, definimos el grado (de un haz)
de un haz inversible L en E como

gradk L = χk(L)− χk(OE).

En estos términos acabamos de probar que, para todo divisor D ∈ Divc(E),
se cumple que gradk(OE(D)) = gradk(D). Más aún, el teorema [E 8.34] nos
garantiza que D �→ OE(D) induce un isomorfismo Clc(E) ∼= Pic(E), luego el
grado grad : Pic(E) −→ Z es un homomorfismo de grupos.

En [E 10.24] demostramos que, en una curva proyectiva X, un divisor
D es amplio si y sólo si gradD > 0, pero bajo el supuesto de que X sea
geométricamente regular y geométricamente conexa. Ahora vamos a probar
que dichas hipótesis no son necesarias:

Teorema 4.8 Sea X/k una curva proyectiva ı́ntegra y D ∈ Divc(X). Entonces
D es amplio si y sólo si gradD > 0.

Demostración: El teorema [E 10.16] nos da que si gradD < 0 entonces
OX(Dn)(X) = 0, luego OX(Dn) no puede tener un generador global, luego
D no puede ser amplio. Si gradD = 0 y OX(Dn) es muy amplio, entonces,
por [E 10.16 c)], OX(Dn) ∼= OX , pero OX no puede ser muy amplio, ya que
K = OX(X) es un cuerpo, por [E 4.26] y tendŕıamos una inmersión cerrada
X −→ P0

K = EspK, lo cual es imposible. Aśı pues, para que D sea amplio es
necesario que gradD > 0.

Supongamos ahora que gradD > 0 y sea E ∈ Divc(X) un divisor amplio.
El teorema [E 10.11], junto con las definiciones de la caracteŕıstica de Euler y
de la dimensión de un divisor, nos da que

dim(Dn/E) ≥ grad(Dn/E) + χ(OX),

luego, si n es suficientemente grande, tenemos que dim(Dn/E) �= 0. Tomamos
un f ∈ OX(Dn/E)(X) no nulo, de modo que (f)Dn/E es entero. Queremos
probar que OX(Dn) tiene un generador global, pero este haz es el mismo que
OX((f)Dn), luego podemos sustituir D por (f)Dn y suponer que E | D. Fije-
mos, de nuevo, un n ≥ 1, de modo que En | Dn, y sea F = Dn/En, que es un
divisor entero.

El teorema [E 10.10] nos da una sucesión exacta

0 −→ OX(En) −→ OX(Dn) −→ i∗OF −→ 0,
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donde i : F −→ X es la inmersión cerrada canónica. Consideremos ahora en X
un haz coherente F arbitrario, que nos da una sucesión exacta

F ⊗OX
OX(En) α−→ F ⊗OX

OX(Dn) −→ F ⊗OX
i∗OF −→ 0.

De ella deducimos a su vez las sucesiones exactas de cohomoloǵıa

H1(X,F ⊗OX
OX(En)) −→ H1(X, Imα) −→ H2(X,N(α)),

H1(X, Imα) −→ H1(X,F ⊗OX
OX(Dn)) −→ H1(X,F ⊗OX

i∗OF ).

Ahora bien, como X tiene dimensión 1, sabemos que H2(X,N(α)) = 0 y, por
otra parte, F⊗OX

i∗OF se anula en X\F , luego también H1(X,F⊗OX
i∗OF ) = 0.

En efecto, basta calcular este grupo mediante la cohomoloǵıa de Čech asociada
a un cubrimiento af́ın formado por un abierto af́ın de X que contenga a F
(teorema [E 4.37]) y abiertos afines disjuntos con F .

Por el teorema [E 6.25] sabemos que H1(X,F ⊗OX
OX(En)) = 0 para todo

n suficientemente grande, luego las sucesiones exactas precedentes nos dan que
también H1(X,F⊗OX

OX(Dn)) = 0, luego, por el mismo teorema, el haz OX(D)
es amplio.

Para terminar, demostramos otro resultado que no está probado en [E], el
cual se basa en un resultado técnico de álgebra conmutativa:

Definición 4.9 Sea A un anillo, M un A-módulo y a ∈ A. Consideramos el
submódulo M [a] = {m ∈ M | am = 0}. Si M/aM y M [a] tienen longitud
finita, definimos

eA(a,M) = lA(M/aM)− lA(M [a]).

Teorema 4.10 Sea A un anillo y 0 −→ M ′ −→ M −→ M ′′ −→ 0 una su-
cesión exacta de A-módulos. Si eA(a,M ′) y eA(a,M ′′) son finitos, también lo
es eA(a,M), y además eA(a,M) = eA(a,M ′) + eA(a,M ′′).

Demostración: Sea N = (aM ∩ M ′)/aM ′, que es un submódulo de
M ′/aM ′, luego tiene longitud finita. Es fácil definir de forma natural suce-
siones exactas

0 −→ N −→M ′/aM ′ −→M/aM −→M ′′/aM ′′ −→ 0,

0 −→M ′[a] −→M [a] −→M ′′[a] −→ N −→ 0.

Por ejemplo, para definir el epimorfismo δ de la segunda sucesión, llamando α
y β a los homomorfismos de la sucesión exacta dada en el enunciado, tomamos
m′′ ∈ M ′′[a], tomamos m ∈ M tal que β(m) = m′′, con lo que am ∈ M ′.
Tomamos δ(m′′) = [am] ∈ N . Es fácil ver que no depende de la elección de m.

Las sucesiones anteriores implican que M/aM y M [a] tienen longitud finita,
pues todos los demás módulos tienen longitud finita. Además,

lA(N)− lA(M ′/aM ′) + lA(M/aM)− lA(M ′′/aM ′′) = 0,

lA(M ′[a])− lA(M [a]) + lA(M ′′[a])− lA(N) = 0.

Sumando ambas ecuaciones obtenemos la ecuación del enunciado.
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Teorema 4.11 Sea X/k una curva, sean Γ1, . . . ,Γr sus componentes irreduci-
bles, consideradas como subesquemas cerrados con la estructura reducida y sean
m1, . . . ,mr sus multiplicidades. Entonces, si L ∈ Pic(X), se cumple que

gradk L =
∑
i

mi gradk L|Γi
,

donde L|Γi
es la imagen inversa de L por la inmersión cerrada Γi −→ X.

Demostración: Por [E 8.34] podemos suponer que L = OX(D), para cierto
D ∈ Divc(X). Si llamamos ξi al punto genérico de Γi, la fórmula que hemos de
probar puede escribirse en la forma

gradk D =
∑
i

l(OX,ξi) gradk D|Γi .

Como todo divisor es cociente de dos divisores enteros (teorema [E 10.7])
podemos suponer que D es entero. Por definición,

gradk D =
∑
P

vP (D) gradk P,

donde P recorre los puntos cerrados de X o, equivalentemente, el conjunto
finito de puntos que forman el soporte de D. Si P es uno de estos puntos, sea
A = OX,P y sea a ∈ A un generador de OX(D−1)P , que es un elemento regular
de A. Aśı

vP (D) = lA(A/aA).

Pongamos que P pertenece a las componentes irreducibles Γ1, . . . ,Γs. Éstas
se corresponden con los primos minimales de A. Llamémoslos p1, . . . , ps. Obser-
vemos que OΓi

(D|−1
Γi

)P = (a, pi)/pi, luego vP (D|Γi
) = lA/pi(A/(a, pi)). Basta

probar que
lA(A/aA) =

∑
i

lApi
(Api) lA/pi(A/(a, pi)).

Como a es regular, se cumple que A[a] = 0, luego el miembro izquierdo es
eA(a,A). Vamos a probar, más en general, que si M es un A-módulo finitamente
generado, se cumple que

eA(a,M) =
∑
i

lApi
(Mpi) lA/pi(A/(a, pi)).

Podemos suponer que M �= 0. Tomamos un primo q1 asociado a M , de modo
que M tiene un submódulo M1 isomorfo a A/p1. Si M1 � M , podemos tomar
un primo q2 asociado a M/M1, lo que nos da un submódulo M2 tal que M2/M1

es isomorfo a A/q2. Como A es noetheriano, la sucesión 0 � M1 � M2 � · · ·
tiene que terminar en M .

Supongamos demostrada la fórmula para módulos de la forma A/q. Entonces
consideramos la sucesión exacta

0 −→M1 −→M2 −→M2/M1 −→ 0.
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La fórmula se cumple para M1 y M2/M2, y lA/pi(−) cumple la misma re-
lación que en el teorema anterior hemos probado para eA(a,−). De estos hechos
se sigue fácilmente que la fórmula es válida para M2. Entonces, la sucesión
exacta

0 −→M2 −→M3 −→M3/M2 −→ 0

nos da que también se cumple para M3 y, tras un número finito de pasos,
llegamos a que se cumple para M .

Supongamos, pues, que M = A/q. Si q es el ideal maximal, entonces tenemos
que Mpi = 0, y también eA(a,M) = 0 (notemos que a ∈ q porque P está en el
soporte de D).

Si q no es el ideal maximal, ha de ser uno de los primos minimales pj .
Entonces Mpi = 0 para i �= j y Mpj es el cuerpo de cocientes de A/pj , que tiene
longitud 1. Aśı pues, la fórmula se reduce a

eA(a,A/pj) = lA/pj (A/(a, pj)),

y esto es cierto, pues, por una parte, (A/pj)[a] = 0, ya que a /∈ pj (a es regular),
y por otra parte a(A/pj) = (a, pj)/pj .

4.3 Cónicas

La aplicación principal de las técnicas que expondremos en los caṕıtulos
siguientes será el estudio de las curvas eĺıpticas, que son una familia de cúbicas
planas. Ahora vamos a estudiar las curvas planas cuadráticas, es decir, las
cónicas. Aqúı entenderemos por cónica cualquier curva proyectiva plana de
grado 2 sobre un cuerpo K, es decir, definida por una ecuación de la forma

aX2 + bY 2 + cZ2 + dXY + eXZ + fY Z = 0,

con a, b, c, d, e, f ∈ K no todos nulos. En particular, no exigimos que el polino-
mio sea irreducible.

El teorema 4.2 nos da que las cónicas tienen género pa = 0, y el teorema
[E 10.23] nos da lo siguiente:

Teorema 4.12 Toda cónica regular C/K con un punto racional es isomorfa a
la recta proyectiva P1

K .

Los polinomios homogéneos de grado 2 se llaman también formas cuadrá-
ticas, y es conocido1 que toda forma cuadrática sobre un cuerpo K de carac-
teŕıstica �= 2 se transforma con un cambio de variables lineal en otra de la forma
aX2 + bY 2 + cZ2. Con esto podemos describir las cónicas sobre cuerpos de
caracteŕıstica distinta de 2:

1Teorema 8.3 de mi Teoŕıa de Números. La hipótesis car k �= 2 se supone desde el principio
del caṕıtulo.
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Teorema 4.13 Si K es un cuerpo tal que carK �= 2, toda cónica C/K es
isomorfa a otra definida por una ecuación de la forma

aX2 + bY 2 + cZ2 = 0,

con a, b, c ∈ K no todos nulos. Además:

a) C/K es geométricamente regular si y sólo si abc �= 0. En tal caso también
es geométricamente ı́ntegra.

b) Si (exactamente) dos de los coeficientes a, b, c son no nulos, C/K es
geométricamente reducible y geométricamente reducida, y tiene un único
punto geométricamente singular, que, de hecho, es singular y racional.

c) Si sólo uno de los coeficientes es no nulo, entonces C es una recta doble,
con lo que es geométricamente irreducible pero no es reducida en ningún
punto y, en particular, no tiene puntos regulares.

Demostración: Acabamos de explicar que C/K se transforma en una
cónica definida por una ecuación como la del enunciado mediante un cambio de
variables lineal (que, en abstracto, corresponde a un isomorfismo).

a) Supongamos que C/K es geométricamente singular, es decir, que la ex-
tensión de constantes CK̄ tiene un punto singular, donde K̄ es la clausura alge-
braica de K. No perdemos generalidad si suponemos que dicho punto singular
está en el abierto af́ın U = V (z), que es la curva definida por la ecuación

aX2 + bY 2 + c = 0.

Un punto cualquiera de U es un ideal de la forma (x−u, y− v), para ciertos
u, v ∈ K̄ tales que au2 + bv2 + c = 0. Si es singular, el criterio jacobiano nos
da que (u, v) cumple las ecuaciones 2au = 2bv = 0, luego u = v = 0, pero
entonces (u, v) no cumple la ecuación de la cónica. Aśı pues, CK̄ es regular y C
es geométricamente regular.

Por otra parte es geométricamente ı́ntegra, ya que CK̄ es una cónica regular
con un punto racional, luego, por el teorema anterior, CK̄

∼= P1
K̄

es una curva
ı́ntegra.

Los apartados b) y c) implican el rećıproco de a).

b) Si, por ejemplo, c = 0 y ab �= 0, entonces la ecuación (homogénea) de la
cónica se reduce a

aX2 + bY 2 = (
√
aX +

√
−b Y )(

√
aX −

√
−b Y ) = 0.

La hipótesis de que carK �= 2 implica que los dos factores son distintos,
luego CK̄ es reducida y tiene dos componentes irreducibles, que son dos rectas
isomorfas a P1

K̄
. Por consiguiente, CK̄ es reducida (pero no irreducible) y todos

sus puntos son regulares salvo el punto de intersección de las rectas, que es el
ideal homogéneo (x, y). La proyección de este punto en C es el punto racional
(x, y) ∈ C, que es, pues, el único punto geométricamente singular de C. De
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hecho, es singular, puesto que, si fuera regular, el teorema anterior nos daŕıa
que C ∼= P1

K , pero entonces seŕıa geométricamente regular.

El apartado c) es inmediato.

En caracteŕıstica 2, para obtener un resultado análogo añadiremos la hipó-
tesis de que el cuerpo sea perfecto:

Teorema 4.14 Si K es un cuerpo perfecto de caracteŕıstica 2, toda cónica C/K
es isomorfa a otra definida por una ecuación de la forma

aX2 + bY 2 + cZ2 + dXY = 0,

con a, b, c, d ∈ K no todos nulos. Además:

a) Si c y d son no nulos, la ecuación se puede transformar hasta Z2+XY = 0,
con lo que C/K es geométricamente regular y tiene un punto racional. Por
consiguiente, C ∼= P1

K .

b) Si d �= 0 y c = 0, entonces C/K es geométricamente reducible y geométri-
camente reducida. Tiene un único punto geométricamente singular que,
de hecho, es singular y racional.

c) Si d = 0, un cambio de variables lineal transforma C/K en la cónica
dada por la ecuación X2 = 0, luego es una recta doble, geométricamente
irreducible pero no reducida, con lo que no tiene puntos regulares.

Demostración: En principio, C/K está definida por una ecuación de la
forma

aX2 + bY 2 + cZ2 + dXY + eXZ + fY Z = 0.

Si d = e = f = 0, ya tiene la forma exigida por el enunciado. En caso
contrario, no perdemos generalidad si suponemos que d �= 0. Dividiendo la
ecuación entre d podemos suponer que d = 1.

El cambio de variables X = X ′ + fZ, Y = Y ′ + eZ transforma la ecuación
en

aX2 + bY 2 + (c + af2 + be2 + ef)Z2 + XY = 0,

que tiene la forma indicada.

Supongamos, pues, que C/K está definida por la ecuación

aX2 + bY 2 + cZ2 + dXY = 0.

Hemos probado que si d �= 0 podemos exigir, de hecho, que d = 1. Si
además c �= 0, el cambio Z ′ =

√
cZ hace que también c = 1, y el cambio

Z = Z ′+
√
aX+

√
bY reduce la ecuación a XY +Z2 = 0, que es geométricamente

regular por el criterio jacobiano y, obviamente, tiene el punto racional [1, 1, 1].
Esto prueba a).

Bajo las hipótesis de b), la ecuación se reduce a aX2 + XY + bY 2 = 0. El
polinomio se descompone (en una clausura algebraica de K) en producto de
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dos factores irreducibles distintos, que definen dos rectas isomorfas a P1
K̄

que
se cortan en el punto racional [0, 0, 1]. Desde aqúı se llega a la conclusión igual
que en el apartado análogo del teorema anterior.

Por último, si d = 0, no perdemos generalidad si suponemos que a �= 0. El
cambio de variables X ′ =

√
aX hace que a = 1. Llamando b′ =

√
b, c′ =

√
c, la

ecuación puede escribirse como (X + b′Y + c′Z)2 = 0, y el cambio de variables
X ′ = X + b′Y + c′Z la transforma en X2 = 0, con lo que tenemos c).

Ahora vamos a caracterizar intŕınsecamente las cónicas, es decir, mediante
propiedades geométricas de una curva que no hagan referencia a las ecuaciones
que la definen.

Recordemos que el género aritmético de una curva C/K es

pa(C) = 1− dimK H0(C,OC) + dimK H1(C,OC).

Si C/K es geométricamente ı́ntegra, el teorema [E 4.26] reduce la expresión
a pa(C) = dimK H1(C,OX) ≥ 0, pero en general el género de una curva podŕıa
incluso ser negativo (pero no el de una hipersuperficie de P2

K , por el teorema 4.2).
Ahora bien, una cónica C/K puede pasar a tener género negativo si la con-

sideramos sobre “el cuerpo equivocado”. En efecto, supongamos que K/k es
una extensión de cuerpos de grado n. Podemos considerar a C definida sobre k
tomando como homomorfismo estructural la composición

C −→ EspK −→ Esp k.

Con esto no estamos alterando el esquema C, luego los grupos H0(C,OC) y
H1(C,OC) siguen siendo los mismos. No obstante, su dimensión sobre k no es
la misma que sobre K, por lo que el género de C/k es

pa(C) = 1− dimk H
0(C,OC) + dimk H

1(C,OC)

= 1− n dimK H0(C,OC) + n dimK H1(C,OC) = −(n− 1) ≤ 0,

donde hemos usado que el género de C/K es 0.

En particular, si la extensión K/k no es trivial, vemos que C/k no es una
cónica, puesto que tiene género negativo. (La definición de cónica es relativa al
cuerpo: una curva es una cónica sobre K si es isomorfa a una hipersuperficie de
grado 2 en P2

K .) En el supuesto de que la ecuación F que define a C/K tenga
sus coeficientes en k, es importante no confundir la curva C/k con la cónica
definida sobre k por la misma ecuación. La primera es el mismo esquema

C = Proy(K[X,Y, Z]/(F ))

(con otro homomorfismo estructural), mientras que la segunda es el esquema

C ′ = Proy(k[X,Y, Z]/(F )),

que, obviamente, también es una cónica.
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Ejemplo Vamos a estudiar con más detenimiento el fenómeno que acabamos
de señalar. Para ello consideremos un conjunto algebraico proyectivo arbitrario
X/k, sea k′/k una extensión finita de cuerpos que, por simplicidad supondremos
finita y separable, de modo que k′ = k(α), para cierto α ∈ k′. Llamemos

X∗ = Xk′ = X ×k Esp k′.

De este modo, X∗ es un conjunto algebraico sobre k′ definido por ecuaciones
con coeficientes en k. Ahora vamos a considerar el esquema X∗/k, que, según
veremos, no es el mismo que X/k. Vamos a calcular

X∗
k′ = X ×k Esp k′ ×k Esp k′ = X ×k Esp(k′ ⊗k k′).

Si p(X) es el polinomio mı́nimo de α en k[X], tenemos que k′ = k[X]/(p),
luego

k′ ⊗k k′ = k′[X]/(p).

Sea p(X) = (X − α)p2(X) · · · pn(X) la descomposición de p(X) en factores
irreducibles de k′[X]. Entonces,

Esp(k′ ⊗k k′) = P1 ∪ · · · ∪ Pn

donde cada Pi es un abierto Pi ∼= Esp ki, donde ki = k′[X]/(pi(X)). Por
consiguiente,

X∗
k′ = Xk1 ∪ · · · ∪Xkn .

El caso más simple se da cuando X/k es geométricamente irreducible y la
extensión k′/k es finita de Galois, de modo que p(X) tiene sus ráıces en k′, con lo
que ki = k′. Entonces vemos que X∗/k ya no es geométricamente irreducible, ni
geométricamente conexo, sino que X∗

k′ es unión de n componentes irreducibles
disjuntas, todas ellas isomorfas a Xk′ .

En particular, si X/k es una cónica geométricamente irreducible y k′/k es fi-
nita de Galois no trivial, entonces X∗/k′ también es una cónica geométricamente
irreducible, pero X∗/k no puede ser una cónica, ya que las cónicas son geométri-
camente conexas.

Probamos ahora un resultado técnico que vamos a necesitar:

Teorema 4.15 Sea X/A un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano A
tal que las fibras de los puntos de EspA tengan dimensión ≤ 1 y H1(X,OX) = 0.
Si F, G son dos haces coherentes en X con generadores globales, entonces, el
homomorfismo

φ : F(X)⊗A G(X) −→ (F ⊗OX
G)(X)

es suprayectivo.

Demostración: Como F(X) y G(X) son A-módulos finitamente generados,
tenemos sucesiones exactas

0 −→ N1 −→ O
p
X

α−→ F −→ 0, 0 −→ N2 −→ O
q
X

β−→ G −→ 0,
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de donde obtenemos una sucesión exacta

H0(X,Op
U ) −→ H0(X,F) −→ H1(X,N1) −→ H1(X,OX) = 0.

Podemos elegir α y p de modo que el homomorfismo de la izquierda sea supra-
yectivo, con lo que H1(X,N1) = 0, e igualmente H1(X,N2) = 0.

Por otra parte, es fácil construir un isomorfismo natural

(Op
X ⊗OX

O
q
X)/

(
(N1 ⊗OX

O
q
X) + (Op

X ⊗OX
N1)

) ∼= F ⊗OX
G.

Si llamamos N al denominador del primer miembro, tenemos sucesiones exac-
tas

0 −→ N −→ O
p
X ⊗OX

O
q
X −→ F ⊗OX

G −→ 0

y
0 −→ N′ −→ (N1 ⊗OX

O
q
X)⊕ (Op

X ⊗OX
N1) −→ N −→ 0.

Por la hipótesis sobre las fibras del homomorfismo estructural, el teorema
[E A15] nos da que el grupo de cohomoloǵıa de orden 2 de cualquier haz cohe-
rente en X es nulo. Por lo tanto tenemos una sucesión exacta

H1(X, (N1 ⊗OX
O
q
X)⊕ (Op

X ⊗OX
N1)) −→ H1(X,N) −→ 0.

El primer haz es simplemente N
q
1 ⊕N

p
2, donde los exponentes indican suma

directa, y es claro que H1(X,Nq
1⊕N

p
2) = 0. Por consiguiente, también tenemos

que H1(X,N) = 0. Aśı pues, el homomorfismo

H0(X,Op
X ⊗OX

O
q
X) −→ H0(F ⊗OX

G)

es suprayectivo. Notemos ahora que

H0(X,Op
X)⊗A H0(X,Oq

X) ∼= H0(X,OX)p ⊗A H0(X,OX)q

∼= H0(X,OX)pq ∼= H0(X,Opq
X ) ∼= H0(X,Op

X ⊗OX
O
q
X).

Finalmente, basta considerar el diagrama conmutativo

H0(X,Op
X)⊗A H0(X,Oq

X) ��

∼=
��

H0(X,F)⊗A H0(X,G)

φ

��
H0(X,Op

X ⊗OX
O
q
X) �� H0(X,F ⊗OX

G)

del que deducimos que φ es suprayectivo.

Finalmente probamos la caracterización intŕınseca de las cónicas:

Teorema 4.16 Sea C/k una curva ı́ntegra proyectiva que sea localmente una
intersección completa. Supongamos que pa(C) ≤ 0 y sea K = H0(C,OC).
Entonces podemos considerar a C como curva definida sobre K de modo que
C/K es una cónica.
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Demostración: Observemos que K es un cuerpo por [E 4.26], más aún, es
una extensión finita de k. Las restricciones K = OC(C) −→ OC(U), para cada
abierto U de C, convierten a OC en un haz de K-álgebras, lo cual determina
un homomorfismo C −→ EspK definido sobre k. Como C/k es proyectivo,
también lo es C/K. Según la definición del género aritmético:

pa(C) = 1− dimk H
0(C,OC) + dimk H

1(C,OC)

= 1− |K : k|+ |K : k|dimK H1(C,OC).

Es claro entonces que la hipótesis pa(C) ≤ 0 equivale a que H1(C,OC) = 0.
Cambiando k por K podemos suponer que K = k, con lo que pa(C) = 0.

Si ωC/k es el haz canónico, se cumple que gradωC/k = 2(pa−1) = −2, luego
dimk H

0(C,ω∗
C/k) = 3. (Ver los resultados tras el teorema de Riemann-Roch

[E 10.20].) Vamos a probar que el haz ω∗
C/k es muy amplio.

Sea D ∈ Divc(C) tal que ω∗
C/k

∼= OC(D). Teniendo en cuenta [E 8.30],
podemos tomarlo entero, ya que basta sustituirlo por (f)D, con f ∈ OC(D)(C)
no nulo.

Notemos que los anillos de L = OC(D) son subanillos de K(C), y todos ellos
contienen a k. En particular, si x ∈ C no pertenece al soporte de D, se cumple
que Lx = OC,x y 1 ∈ L(C) es un generador global de L en x. Vamos a probar
que L también tiene generadores globales para los puntos del soporte de D, es
decir, que L tiene un generador global.

Representaremos por k(x) al haz rascacielos en C que en cada entorno U de
x está definido como el OC(U)-módulo k(x), que es obviamente un OC-módulo.
El haz L⊗OC

k(x) es también un haz rascacielos, que en los entornos de x viene
dado por Lx/mxLx. Tenemos una sucesión exacta

0 −→ IL −→ L −→ L⊗OC
k(x) −→ 0,

donde I es el haz de ideales de OC asociado al subesquema cerrado reducido x.
Vamos a probar que H1(C, IL) = 0. Esto implicará que el homomorfismo natu-
ral L(C) −→ Lx/mxLx es suprayectivo. Más aún, si llamamos I al OC,x-módulo
generado por la imagen del homomorfismo natural L(C) −→ Lx, tenemos una
sucesión exacta

I ⊗OC,x
k(x) −→ Lx ⊗OC,x

k(x) −→ (Lx/I)⊗OC,x
k(x) −→ 0.

El primer homomorfismo es suprayectivo, luego (Lx/I)⊗OC,x
k(x) = 0, y el lema

de Nakayama implica entonces que I = Lx. Por lo tanto, C tiene un generador
global en x.

Para probar que, en efecto, H1(C, IL) = 0, consideramos la sucesión exacta

0 −→ OC(D−1) −→ I −→ F −→ 0,

donde F tiene su soporte contenido en D. Como L es localmente libre, al
multiplicar por ⊗OC

L, seguimos teniendo una sucesión exacta:

0 −→ OC −→ IL −→ F ⊗OC
L −→ 0.
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(El isomorfismo IL ∼= I ⊗OC
L es también una consecuencia inmediata de que

L es localmente libre de rango 1.)
El haz N = F⊗OC

L tiene también su soporte contenido en D, y claramente
cumple que OC(D−1)N = 0, luego por [AC B6] tenemos que N = i∗i∗N, donde
i : D −→ C es la inmersión cerrada natural. Por consiguiente, tenemos que
H1(C,N) = H1(D, i∗N) = 0, ya que D tiene dimensión 0. Esto nos da la
sucesión exacta de cohomoloǵıa:

0 = H1(C,OC) −→ H1(C, IL) −→ 0,

que nos da H1(C, IL) = 0 y, en definitiva, que L tiene un generador global.
En particular, una k-base de L(C) es un generador global de L, luego pode-

mos considerar su homomorfismo asociado φ : C −→ P2
k. Vamos a probar que

es una inmersión cerrada.

Llamemos U ⊂ C al complementario del soporte de D y para cada n ≥ 1, sea
L(Dn) = OC(Dn)(C). Notemos que L(Dn) ⊂ OC(U). En efecto, un elemento
h ∈ L(Dn) es un elemento h ∈ K(C)∗ tal que (h)Dn ≥ 1. Si x ∈ U y f
representa al divisor D en un entorno de x, tenemos que fx ∈ O∗

C,x, aśı como
que hxf

n
x ∈ OC,x, luego también hx ∈ OC,x, lo que prueba que h ∈ OC(U). Más

aún, se cumple que
OC(U) =

⋃
n≥1

L(Dn).

En efecto, si h ∈ OC(U) y x ∈ C \U , entonces hx = a/b, con a, b ∈ OC,x. El
anillo OC,x/bOC,x tiene dimensión 0, luego su ideal maximal es su único ideal
primo, luego sus elementos son nilpotentes. Si f es un representante de D en un
entorno de x, tenemos que fx pertenece a dicho ideal maximal luego fnx ∈ bOC,x,
para todo n suficientemente grande, luego hxf

n
x ∈ OC,x. Obviamente, el mismo

n sirve para todos los puntos de un entorno de x, luego por compacidad existe un
n que vale para todo x (y esto es trivialmente cierto si x ∈ U). Por consiguiente,
(h)Dn ≥ 1 y h ∈ L(Dn).

Aplicando a C/k el teorema 4.15 obtenemos que el homomorfismo natural

L(D)⊗k
n· · · ⊗kL(D) −→ L(Dn)

es suprayectivo, para todo n ≥ 1.

Si, como base de L(D), tomamos una de la forma 1, s, t, entonces, por de-
finición, U = C1, y φ se restringe al homomorfismo U −→ A2

k asociado al ho-
momorfismo k[X,Y ] −→ OC(U) dado por X �→ s, Y �→ t. Según los resultados
precedentes, es un epimorfismo, luego φ|U es una inmersión cerrada.

A través del isomorfismo ω∗
C/k

∼= OC(D), lo que hemos probado es que existe
una base de ω∗

C/k(C) cuyo homomorfismo asociado C −→ P2
k se restringe a una

inmersión cerrada U −→ A2
k. Si x ∈ C \ U , como OC(D) tiene un generador

global, existe un f ∈ L(D) tal que fxOC,x = OC(D)x, luego x no está en el
soporte de D′ = (f)D. Por consiguiente, trabajando con D′ en lugar de con
D, obtenemos otra base de ω∗

C/k(C) que define un homomorfismo que es una
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inmersión cerrada en un entorno de x. Los homomorfismos asociados a dos
bases de ω∗

C/k se diferencian en un automorfismo de P2
k, luego también φ ha de

ser una inmersión cerrada en un entorno de x. En definitiva, concluimos que φ
es una inmersión cerrada.

Ahora podemos considerar a C/k como una hipersuperficie de P2
k, luego

es de la forma Proy k[X,Y, Z]/(F ), para un cierto polinomio homogéneo F de
grado d. Por el teorema 4.2 tenemos que

0 = pa(C) =
(d− 1)(d− 2)

2
,

luego d ≤ 2. Si d = 2 tenemos que C/k es una cónica, mientras que si d = 1
entonces C ∼= P1

k, y también es isomorfo a una cónica.

Observemos que en la prueba del teorema anterior hemos visto que toda
cónica posee un divisor entero D de grado 2. Podemos extraer más conse-
cuencias de este teorema, pero para ello necesitamos un resultado general sobre
normalizaciones de curvas:

Teorema 4.17 Sea π : C ′ −→ C la normalización de una curva ı́ntegra proyec-
tiva C/k. Para cada punto P ∈ C existe un número natural δP tal que δP = 0
si y sólo si P es regular en C y

pa(C) = pa(C ′) +
∑
P∈C

|k(P ) : k| δP .

Demostración: Como el homomorfismo π es birracional, podemos iden-
tificar K = k(C ′) = k(C) y considerar a todos los anillos de OC′ y OC como
subanillos de K, de modo que los homomorfismos naturales se corresponden con
inclusiones. Tenemos entonces una sucesión exacta

0 −→ OC −→ π∗OC′ −→ F −→ 0,

de modo que, para cada punto P ∈ C, se cumple que FP = π∗OC′,P /OC,P . Los
dos primeros haces de la sucesión son coherentes, luego F también lo es.

Notemos que π∗OC′,P es la clausura entera de OC,P , por lo que FP = 0 si
y sólo si P es normal o, equivalentemente, regular en C. El hecho de que el
soporte de F sea finito implica que H1(C,F) = 0. Aśı:

χ(F) = dimk H
0(C,F) =

∑
P

dimk FP

(donde P recorre los puntos singulares de C). En particular, resulta que la
longitud δP = lOC,P

FP es finita, ya que los OC,P -submódulos de FP son k-
espacios vectoriales. Más precisamente, los OC,P -módulos simples son isomorfos
a k(P ), luego dimk FP = |k(P ) : k| δP .

Por la aditividad de la caracteŕıstica de Euler, χ(π∗OC′) = χ(OC) + χ(F).
Como π es finito, el teorema [E A10] nos da que χ(π∗OC′) = χ(OC′). En
definitiva, tenemos que

pa(C) = 1− χ(OC) = 1− χ(OC′) + χ(F) = pa(C ′) +
∑
P∈C

|k(P ) : k| δP .
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Teorema 4.18 Si C/k es una cónica ı́ntegra, entonces el homomorfismo

grad : Pic(C) −→ Z

es inyectivo. Si es suprayectivo, entonces C ∼= P1
k. En caso contrario, C tiene

a lo sumo un punto singular, necesariamente racional y, si es aśı, su normali-
zación es isomorfa a P1

k′ , donde k′/k es una extensión cuadrática.

Demostración: Si L ∈ Pic(C) tiene grado 0, entonces L(C) �= 0 por el
ejemplo tras la definición [E 10.21], luego L ∼= OC por [E 10.16 c)]. Esto prueba
que el homomorfismo dado por el grado es inyectivo. Su imagen será de la forma
dZ, para cierto d ≥ 1. En la prueba del teorema 4.16 hemos visto que C/k tiene
un divisor entero de grado 2, luego ha de ser d = 1, 2.

Consideremos la normalización π : C ′ −→ C. El teorema [E 10.9] nos da
que C ′/k tiene también un divisor entero de grado d, que podemos identificar
con un divisor de Weil, que será de la forma D = P 2, donde P ∈ C ′ es un punto
racional, o bien de la forma D = P , donde gradk P = 1, 2.

Por el teorema anterior, como pa(C) = 0, resulta que pa(C ′) ≤ 0, luego el
teorema 4.16 implica que C ′/k′ es una cónica, donde k′ = H0(C ′,OC′) es una
extensión de k. Ahora bien, es claro que k ⊂ k′ ⊂ k(P ), luego |k′ : k| ≤ 2. Más
aún, en la prueba de 4.16 hemos visto también que H1(C ′,OC′) = 0, luego

pa(C ′) = 1− |k′ : k|.

Si d = 1, entonces D = P es un punto racional, luego k′ = k y pa(C ′) = 0.
El teorema anterior implica entonces que C es regular y tiene un divisor de
grado 1, luego el teorema [E 10.22] (junto con el ejemplo previo) implica que
C ∼= P1

k.
Rećıprocamente, si C no es regular, entonces pa(C ′) = −1, y la fórmula del

teorema anterior nos da que C/k tiene un único punto singular, que además es
racional. Por otra parte, la extensión k′/k es cuadrática y

gradk′ D =
1
2

gradk D = 1,

luego C ′ ∼= P1
k′ , por el mismo argumento anterior.

En particular tenemos un refinamiento de 4.12:

Teorema 4.19 Toda cónica ı́ntegra C/k con un punto racional regular es iso-
morfa a P1

k.

Demostración: Basta observar que un punto racional regular P define
un divisor de Cartier de grado 1. En efecto, basta considerar un entorno af́ın
regular U de P , donde P , como divisor de Weil, se identifica con un divisor de
Cartier de U de grado 1. Restringiendo U , podemos suponer que el divisor es
principal, es decir, que está determinado por un único par (U, f), para cierta
f ∈ OC(U). Entonces, los pares (U, f) y (C \ {P}, 1) definen un divisor de
Cartier en C cuyo divisor de Weil asociado es P . Claramente, su grado sigue
siendo 1.
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4.4 Curvas eĺıpticas

Recordamos ahora las propiedades básicas de las curvas eĺıpticas expues-
tas en el caṕıtulo II de [CE], aunque aqúı las presentaremos en el lenguaje de
la teoŕıa de esquemas desarrollada en [E]. Debemos señalar que en [CE] tra-
bajábamos únicamente con curvas definidas sobre cuerpos perfectos, mientras
que aqúı no necesitaremos esa hipótesis salvo cuando lo indiquemos expĺıcita-
mente.

Recordemos que una ecuación de Weierstrass (homogénea) con coeficientes
en un cuerpo K es una ecuación cúbica de la forma

F = Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z2 −X3 − a2X
2Z − a4XZ2 − a6Z

3 = 0,

con ai ∈ K.

Sea K̄ una clausura algebraica de K. En primer lugar demostraremos que
F es irreducible en K̄[X,Y, Z] (luego también en K[X,Y, Z]). Para ello es más
práctico razonar en términos de la geometŕıa clásica. Consideremos el conjunto
algebraico proyectivo V (F ) ⊂ P2(K̄) en sentido clásico, es decir, el conjunto
de los puntos de P2(K̄) cuyas coordenadas homogéneas cumplen la ecuación.
Observamos que corta a la recta Z = 0 únicamente en el punto o = [0, 1, 0].
Para estudiar este punto podemos deshomogeneizar la ecuación respecto de Y ,
con lo que nos queda la ecuación

F∗(X,Z) = Z + a1XZ + a3Z
2 −X3 − a2X

2Z − a4XZ2 − a6Z
3 = 0.

El punto o se corresponde ahora con o = (0, 0).

Consideremos un factor irreducible F0 de F en K̄[X,Y, Z], que será un po-
linomio homogéneo que definirá una curva irreducible V (F0). Es claro que
no puede ser F0 = Z, luego V (F0) corta a V (Z) al menos en un punto (por
[GA 3.24]). Ahora bien, como V (F0) ⊂ V (F ), dicho punto no puede ser sino o.
Esto implica que F0∗(0, 0) = 0. Por consiguiente, si F puede descomponerse
en factores irreducibles, esta factorización dará lugar a una descomposición de
F∗(X,Z) en otros tantos factores, todos los cuales se anularán en (0, 0). Si hay
más de uno (no necesariamente distintos), podemos factorizar F∗ = f1f2, con
f1(0, 0) = f2(0, 0) = 0. Aplicando la regla de derivación del producto, esto
implica que

∂F∗
∂Z

∣∣∣∣
(0,0)

= 0,

mientras que un calculo directo muestra que la derivada vale 1, contradicción.

A partir de aqúı consideraremos la curva proyectiva en sentido abstracto

C/K = Proy(K[X,Y, Z]/(F )) = ProyK[x, y, z].

Puesto que, según acabamos de ver, el polinomio F es irreducible, tenemos que
C/K es una curva ı́ntegra y, más aún, geométricamente ı́ntegra.
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El hecho de que, en términos clásicos, la curva corte a la recta Z = 0 sólo en el
punto [0, 1, 0], se traduce ahora en que el cerrado V (z) ⊂ C contiene únicamente
al punto o = (x, z). Esto es algo que podemos constatar directamente: Por una
parte, o es ciertamente un ideal primo homogéneo de K[x, y, z]. Es primo porque

K[x, y, z]/o ∼= K[X,Y, Z]/(X,Z) ∼= K[Y ],

que es un dominio ı́ntegro. Por otra parte, los generadores x, y, z satisfacen la
ecuación de Weierstrass,

y2z + a1xyz + a3yz
2 = x3 + a2x

2z + a4xz
2 + a6z

3

luego un ideal primo homogéneo p ∈ C que contenga a z debe contener también
a x3, luego a x, de modo que o ⊂ p. Además se ha de dar la igualdad, pues
si tuviera algún generador homogéneo no contenido en o, seŕıa de la forma yn,
luego tendŕıamos que y ∈ p y, por consiguiente, p = (x, y, z), contradicción.

Para estudiar el punto o consideramos su entorno af́ın

D(y) = Esp(K[X,Z]/(F∗)),

en el cual se corresponde con el punto o = (x, z), visto ahora como ideal de
K[X,X]/(F∗). Vemos que es un punto racional, y además es geométricamente
regular, pues su única antiimagen en UK̄ , que es también o = (x, z), es regular,
según se desprende del criterio jacobiano 4.1, ya que

∂F∗
∂Z

∣∣∣∣
(0,0)

= 1.

Como o es geométricamente regular, en particular es regular. Esto es prácti-
camente todo lo que necesitamos saber del punto o: que es racional y geométrica-
mente regular. Para estudiar los restantes puntos de C consideraremos el abierto
af́ın U = D(z) definido por la deshomogeneización de F respecto de Z:

f = Y 2 + a1XY + a3Y −X3 − a2X
2 − a4X − a6 = 0.

En la práctica escribiremos siempre las ecuaciones de Weierstrass en su forma
af́ın f , es decir, deshomogeneizadas respecto de Z. El polinomio f define una
curva af́ın U = Esp(K[X,Y ]/(f)), pero, cuando hablemos de “la curva definida
por una ecuación de Weierstrass (af́ın)”, no nos referiremos a U/K, sino a la
curva proyectiva C/K definida por la ecuación homogénea correspondiente. A
los puntos de U los llamaremos “puntos finitos” de la curva C, mientras que o
(el único punto de C que no está en U) será el “punto infinito” de C.

Recogemos en un teorema todo lo que hemos obtenido:

Teorema 4.20 Sea K un cuerpo y C/K el conjunto algebraico proyectivo de-
finido por una ecuación de Weierstrass

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6

con coeficientes en K. Entonces, C es una curva geométricamente ı́ntegra con
un único punto infinito o, que es racional y geométricamente regular.
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Las curvas definidas por ecuaciones de Weierstrass no son necesariamente
regulares, pero a lo sumo tienen un punto singular:

Teorema 4.21 Si C/K es una curva definida por una ecuación de Weierstrass,
entonces es geométricamente regular salvo a lo sumo en un punto, necesaria-
mente finito. Si tiene un punto singular, entonces es racional, y la normali-
zación de C es isomorfa a P1

K .

Demostración: Como C/K es geométricamente ı́ntegra, su normalización
C ′/k también lo es (por el teorema [E 3.61]). Por consiguiente, pa(C) ≥ 0
y pa(C ′) ≥ 0. Si C/K tiene un punto singular, el teorema 4.17 implica que
pa(C ′) < pa(C) = 1, luego ha de ser pa(C) = 1 y pa(C ′) = 0.

El teorema 4.17 nos da también que C/K sólo puede tener un punto singu-
lar p, necesariamente racional. La restricción de π a C ′ \π−1[{p}] −→ C \{p} es
la normalización de C \{p}, pero esta curva es normal, luego, por la unicidad, la
restricción es un isomorfismo. En particular, como C contiene un punto racional
distinto de p, (el punto infinito), su antiimagen en C ′ también es racional, luego
el teorema [E 10.23] nos da que C ′ ∼= P1

K .
Si aplicamos la parte ya probada a CK̄ , donde K̄ es la clausura algebraica

de K, dado que CK̄/K̄ también es una curva definida por una ecuación de
Weierstrass, concluimos que CK̄ tiene a lo sumo un punto singular, luego C/K
tiene a lo sumo un punto geométricamente singular, necesariamente finito, pues
ya hemos visto que el punto infinito es geométricamente regular.

Vamos a probar que, salvo en casos muy particulares, si una curva definida
por una ecuación de Weierstrass tiene un punto geométricamente singular, de
hecho es singular, pero para ello necesitamos estudiar más a fondo las ecuaciones.
El primer paso es recordar las definiciones siguientes:

Definición 4.22 A cada ecuación de Weierstrass se le asocian las cantidades
siguientes:

b2 = a2
1 + 4a2, c4 = b22 − 24b4,

b4 = 2a4 + a1a3, c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6,
b6 = a2

3 + 4a6, ∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6,
b8 = a2

1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − a2

4, j = c34/∆.

En particular, ∆ es el discriminante de la ecuación y j (definido sólo cuando
∆ �= 0) es su invariante.

Una simple comprobación muestra que todo cambio de variables de la forma

X = u2X ′ + r, Y = u3Y ′ + su2X ′ + t, u, r, s, t ∈ K, u �= 0,

transforma una ecuación de Weierstrass en otra. En términos más conceptuales,
se comprueba que el homomorfismo de anillos K[X,Y, Z] −→ K[X ′, Y ′, Z ′] dado
por

X �→ u2X ′ + r, Y �→ u3Y ′ + su2X ′ + t, Z �→ Z ′
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define un automorfismo de K-álgebras, que a su vez induce un K-automorfismo

K[X,Y, Z]/(F ) −→ K[X ′, Y ′, Z ′]/(F ′),

donde F ′ es la ecuación de Weierstrass que resulta del cambio de variables. A
su vez, este automorfismo induce un isomorfismo

Proy(K[X ′, Y ′, Z ′]/(F ′)) −→ Proy(K[X,Y, Z]/(F ))

que transforma el punto infinito en el punto infinito y que, restringido a los
abiertos definidos por las ecuaciones afines, se identifica con el automorfismo

Esp(K[X ′, Y ′]/(f ′)) −→ Esp(K[X,Y ]/(f))

inducido por el automorfismo de K-álgebras K[X,Y ] −→ K[X,Y ] determi-
nado por el cambio de variables. En definitiva: tenemos que las ecuaciones de
Weierstrass relacionadas por un cambio de variables del tipo indicado determi-
nan curvas isomorfas.

Una comprobación rutinaria demuestra el teorema siguiente:

Teorema 4.23 Al aplicar a una ecuación de Weierstrass un cambio de varia-
bles de la forma

X = u2X ′ + r, Y = u3Y ′ + su2X ′ + t, u, r, s, t ∈ K, u �= 0,

sus constantes se transforman según las fórmulas siguientes:

ua′1 = a1 + 2s,
u2a′2 = a2 − sa1 + 3r − s2,
u3a′3 = a3 + ra1 + 2t,
u4a′4 = a4 − sa3 + 2ra2 − (t + rs)a1 + 3r2 − 2st,
u6a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1,

u2b′2 = b2 + 12r,
u4b′4 = b4 + rb2 + 6r2,
u6b′6 = b6 + 2rb4 + r2b2 + 4r3,
u8b′8 = b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4,

u4c′4 = c4,

u6c′6 = c6,
u12∆′ = ∆,

j′ = j.

El teorema [EC 2.7] muestra las simplificaciones que pueden llevarse a cabo
en una ecuación de Weierstrass mediante la aplicación de cambios de variables
oportunos. Dichas simplificaciones permiten a su vez estudiar el posible punto
geométricamente singular de una curva definida por una ecuación de Weiers-
trass, precisando el teorema 4.21:
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Teorema 4.24 Sea C/K la curva definida por una ecuación de Weierstrass
de discriminante ∆. Si carK = 2, 3 supondremos que K es perfecto. Enton-
ces C/K es geométricamente regular si y sólo si ∆ �= 0, y en caso contrario
tiene un único punto geométricamente singular, necesariamente singular, finito
y racional.

Demostración: La prueba es exactamente la misma que la de [CE 2.8]
(y no la repetiremos). Sólo hemos de hacer algunas observaciones derivadas del
hecho de que en [CE] supońıamos que el cuerpo K es perfecto, cosa que no vamos
a hacer aqúı. Cuando K es perfecto, la regularidad coincide con la regularidad
geométrica y por ello, aunque en el enunciado de [CE 2.8] se dice que C/K es
regular salvo a lo sumo en un punto, lo que realmente se demuestra es que es
geométricamente regular salvo a lo sumo en un punto, pues lo que se hace en
la prueba puede interpretarse como la aplicación del criterio jacobiano 4.1 a la
curva CK̄ (es decir, se prueba que todos los puntos de CK̄ son regulares salvo a
lo sumo uno de ellos).

Por lo demás, el carácter perfecto de K sólo se utiliza para probar que el
punto geométricamente singular es racional cuando la caracteŕıstica de K es 2
o 3, y por ello hemos incluido esta hipótesis en el enunciado.

Por último, en [CE 2.8] se prueba que si ∆ = 0 hay un punto finito, racional
que no es geométricamente regular, pero, si K no es perfecto, eso no implica
que sea singular. Es lo único que tendremos que demostrar aqúı.

Concretamente, lo que se prueba en [CE 2.8] bajo la hipótesis de que ∆ = 0,
es que existe un par (r, t) ∈ K2 que cumple la ecuación de Weierstrass y que
anula sus dos derivadas parciales. Haciendo el cambio de variables X = X ′ + r,
Y = Y ′ + t podemos cambiar la ecuación de Weierstrass y suponer que el punto
geométricamente singular es P = (0, 0).

Que el punto cumpla la ecuación de Weierstrass equivale a que a6 = 0, y
que anule a las derivadas equivale a que a3 = a4 = 0, luego la ecuación de
Weierstrass se reduce ahora a

f(X,Y ) = Y 2 + a1XY −X3 − a2X
2 = 0.

En términos de ideales, el punto racional (0, 0) se corresponde con el ideal
p = (X,Y ) de

K[x, y] = K[X,Y ]/(f).

Éste es el único punto de C que es geométricamente singular, y hemos de ver que
es singular. Para ello consideramos su anillo local OC,p, que es la localización
respecto de p de K[x, y] y cumple dimOC,p = 1. Su ideal maximal es m = (x, y)
y lo que hemos de probar es que m no es principal.

Ahora bien, según [AC 5.52], el número mı́nimo de generadores de m coincide
con la dimensión de m/m2 como espacio vectorial sobre K = OC,p/m. Por con-
siguiente, basta ver que las clases x̄, ȳ ∈ m/m2 son linealmente independientes
sobre K. Para ello tomamos α, β ∈ K y suponemos que αx̄ + βȳ = 0. Hemos
de probar que α = β = 0.
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Tenemos que αx + βy ∈ m2, es decir, que αx + βy = u/v, donde u ∈ p2 y
v ∈ K[x, y] \ p. Si u = Ū , v = V̄ , con U, V ∈ K[X,Y ], tenemos que

V (αX + βY )− U ∈ (f), U ∈ (X,Y )2 = (X2, Y 2, XY ), V /∈ (X,Y ).

Como f ∈ (X,Y )2, vemos que V (αX + βY ) ∈ (X2, Y 2, XY ) y, teniendo
en cuenta que el término independiente de V ha de ser no nulo, esto implica
inmediatamente que α = β = 0.

Definición 4.25 Si K es un cuerpo, una curva eĺıptica definida sobre K es una
curva proyectiva ı́ntegra y geométricamente regular E/K de género 1 en la que
hemos seleccionado un punto racional o ∈ E(K).

El teorema [CE 2.3] prueba que toda curva eĺıptica E/K es isomorfa a una
curva definida por una ecuación de Weierstrass con coeficientes en K, de modo
que el isomorfismo hace corresponder el punto racional o con el punto infinito de
la ecuación de Weierstrass. Además, dos ecuaciones de Weierstrass que definan
curvas isomorfas a E/K están relacionadas por un cambio de variables del tipo
considerado en el teorema 4.23.

Por el teorema 4.2, toda cúbica plana tiene género 1, luego lo único que
necesita cumplir una ecuación de Weierstrass para definir una curva eĺıptica es
que su discriminante sea no nulo.2

En realidad, un isomorfismo entre curvas eĺıpticas se define como un iso-
morfismo entre curvas que hace corresponder el punto racional prefijado de una
con el punto racional prefijado de la otra. Cuando hablemos de la curva eĺıptica
definida por una ecuación de Weierstrass sobrentenderemos que su punto ra-
cional prefijado es su punto infinito. Aśı podemos decir simplemente que toda
curva eĺıptica E/K es isomorfa a una curva eĺıptica definida por una ecuación
de Weierstrass.

Cuando hablemos de una ecuación de Weierstrass asociada a una curva
eĺıptica dada E/K nos referiremos a una ecuación de Weierstrass que defina
una curva eĺıptica isomorfa a E/K.

Observemos que las constantes definidas en 4.22 no pueden asociarse di-
rectamente a una curva eĺıptica dada, sino que dependen concretamente de la
ecuación de Weierstrass que consideremos, salvo en el caso del invariante j, de
modo que podemos hablar del invariante de una curva eĺıptica dada, definido
como el de cualquiera de sus ecuaciones de Weierstrass asociadas.

El teorema [EC 2.9] prueba que dos curvas eĺıpticas E1/K y E2/K tienen el
mismo invariante si y sólo si E1K̄

∼= E2K̄ , aunque esto no implica necesariamente
que E1

∼= E2. Como los cuerpos que vamos a considerar —cuerpos de cocientes
de dominios de Dedekind— no serán algebraicamente cerrados, el invariante no
nos será apenas de ninguna utilidad.

2La condición sobre que el cuerpo sea perfecto en el teorema 4.24 sólo es necesaria para
justificar que si hay un punto geométricamente singular, es racional y singular.



Caṕıtulo V

Superficies fibradas

En este caṕıtulo sentaremos las bases del proyecto que hemos esbozado en la
introducción. En la primera sección introduciremos y estudiaremos el concepto
de superficie fibrada, que nos permitirá reunir en un único objeto geométrico a
una curva proyectiva definida por una ecuación con coeficientes en un dominio
de Dedekind D y sus reducciones módulo los divisores primos de D. En la se-
gunda sección estudiaremos las explosiones, que son una familia de aplicaciones
birracionales con las cuales podremos eliminar o “resolver” las singularidades
de las superficies fibradas obtenidas de este modo, es decir, podremos obtener
una superficie regular birracionalmente equivalente a una superficie dada. De
momento veremos únicamente casos concretos de resolución de singularidades,
y dejaremos para el caṕıtulo siguiente la discusión del problema general. Una
vez estemos provistos de ejemplos suficientes, dedicaremos la tercera sección a
estudiar con más detenimiento las superficies fibradas y terminaremos con una
sección dedicada ı́ntegramente a un ejemplo de resolución de singularidades con
el que ilustraremos los conceptos introducidos hasta el momento.

5.1 Modelos de curvas

Supongamos que tenemos una curva proyectiva C/K definida por una ecua-
ción homogénea F (X,Y, Z) = 0 con coeficientes en un cuerpo K, el cual es,
concretamente, el cuerpo de cocientes de un dominio de Dedekind D. Multipli-
cando la ecuación por una constante adecuada, podemos suponer que tiene sus
coeficientes en D. En tal caso, además del esquema C = Proy(K[X,Y, Z]/(F )),
podemos considerar también el esquema X = Proy(D[X,Y, Z]/(F )). En esta
sección vamos a ver cómo esta idea abre todo un campo de posibilidades para
el estudio de C.

Empecemos recordando los hechos básicos sobre los dominios de Dedekind:

Ante todo, recordemos que un dominio de Dedekind es un dominio ı́ntegro
D en el que cada ideal propio (es decir, distinto de 0 y D) se descompone de
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forma única salvo el orden como producto de ideales primos. Esta definición
incluye trivialmente a los cuerpos, porque no tienen ideales propios.

El teorema de Dedekind [N 3.9] afirma que un dominio ı́ntegro D es un
dominio de Dedekind si y sólo si es noetheriano, ı́ntegramente cerrado y además
dimD ≤ 1. Notemos que un dominio ı́ntegro cumple dimD = 0 si y sólo si es
un cuerpo.

Si D es un dominio de Dedekind y K es su cuerpo de cocientes, cada ideal
primo no nulo p de D induce una valoración vp en K (la determinada por que,
para cada α ∈ D no nulo, vp(α) es la multiplicidad de p en el ideal (α)).

El teorema [N 3.7] implica que el anillo de enteros de vp es la localización de
D respecto de p, es decir, tenemos que Dp = {α ∈ K | vp(α) ≥ 0}.

En otras palabras, Dp es lo que se llama un anillo de valoración discreta.
Los teoremas [N 7.12] y [N 7.13] describen la estructura de estos anillos. En
particular son dominios de ideales principales con un único primo no nulo.
Rećıprocamente, todo dominio de ideales principales con un único primo es un
anillo de valoración discreta, pues es un dominio de Dedekind (local) y coincide
con la localización respecto de su único primo no nulo.

Aunque vamos a trabajar únicamente con esquemas de Dedekind afines,
conviene dar la definición general:

Definición 5.1 Un esquema de Dedekind es un esquema normal, localmente
noetheriano y de dimensión ≤ 1.

De acuerdo con [E 7.1], consideramos que los esquemas normales son irre-
ducibles (y, por consiguiente, ı́ntegros) por definición. Es claro que un esquema
af́ın S = EspD es un esquema de Dedekind si y sólo si D es un dominio de
Dedekind.

Si S es un esquema de Dedekind y s ∈ S, entonces OS,s es un dominio de
Dedekind local, luego es un dominio de ideales principales. En particular, los
esquemas de Dedekind son regulares.

Si U ⊂ S es un abierto, entonces U es también un esquema de Dedekind. El
teorema [E 7.2] nos da que si U es noetheriano entonces OS(U) es un dominio
de Dedekind. Más aún, si S es un esquema ı́ntegro noetheriano, tenemos que S
es un esquema de Dedekind si y sólo si, para todo abierto af́ın U ⊂ S, el anillo
OS(U) es un dominio de Dedekind, si y sólo si, para todo punto cerrado s ∈ S,
el anillo OS,s es un dominio de Dedekind, si y sólo si, para todo punto cerrado
s ∈ S, el anillo OS,s es un dominio de ideales principales.

Ahora introducimos el concepto central en torno al cual gira todo este libro:

Definición 5.2 Una superficie fibrada sobre un dominio de Dedekind D es un
esquema X/D ı́ntegro, proyectivo y plano sobre D y de dimensión 2. Diremos
que X/D es una superficie fibrada normal o regular si X es normal o regular
como esquema. Una superficie aritmética es una superficie fibrada regular sobre
un dominio de Dedekind de dimensión 1.
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A la hora de aplicar la teoŕıa de esquemas resulta útil llamar S = EspD,
de modo que S es un esquema de Dedekind af́ın, y podemos escribir indistin-
tamente X/D o X/S. En realidad, los resultados elementales no requieren que
S sea af́ın. En lo sucesivo, cuando consideremos un esquema de Dedekind S
sobrentenderemos que η ∈ S representa su punto genérico.

Observemos que, en virtud de [E 4.54], que X/D sea plano equivale a que el
homomorfismo estructural π : X −→ S sea suprayectivo. (El caso dimS = 0 es
trivial.)

La fibra Xη se llama fibra genérica de X, mientras que las fibras Xs, donde
s ∈ S es un punto cerrado, se llaman fibras cerradas de X.

Si dimS = 0, entonces S = Esp k, donde k es un cuerpo, tenemos una
única fibra y X es simplemente una superficie proyectiva sobre k. Éste es el
caso geométrico. Por contraposición, en el caso en que dimS = 1 (el caso
aritmético) una superficie fibrada puede verse como una familia de curvas, tal
y como se desprende del teorema siguiente:

Teorema 5.3 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1. Para cada s ∈ S,
la fibra Xs es una curva proyectiva sobre k(s). La fibra genérica Xη es ı́ntegra,
y es normal o regular si X lo es.

Demostración: Por “curva proyectiva” entendemos un conjunto algebraico
proyectivo cuyas componentes irreducibles tienen todas dimensión 1. No supo-
nemos que sea reducido o irreducible. Aśı, las fibras Xs son conjuntos algebrai-
cos proyectivos porque X/S es proyectiva y la proyectividad se conserva por
cambios de base. Además son curvas por el teorema 3.9.

Como el homomorfismo estructural X −→ S es suprayectivo, el punto
genérico de X pertenece a Xη, y es obviamente denso, luego Xη es irreduci-
ble. Por otra parte, para cada punto Q ∈ Xη = X ×S EspOS,η, el teorema
[E 3.47] nos da un isomorfismo OX,Q

∼= OXη,Q. Esto prueba que la fibra Xη es
reducida, luego es ı́ntegra, y es normal o regular si X lo es.

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, si S = EspD
y K es el cuerpo de cocientes de D, tenemos que k(η) = K, luego la fibra
genérica Xη es una curva proyectiva sobre K. Más aún, en la prueba hemos
visto (tomando como Q el punto genérico de Xη, que se corresponde con el
de X), que K(X) = K(Xη).

Cuando la fibra genérica es geométricamente ı́ntegra, podemos realizar cam-
bios de base:

Teorema 5.4 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1 y tal que su fibra
genérica Xη sea geométricamente ı́ntegra. Sea S = EspD y sea S′ = EspD′,
donde D′ es un dominio de Dedekind que extiende a D. Entonces X ′ = X×S S′

es una superficie fibrada sobre S′. Además, si s′ ∈ S′ y s es su imagen en S, se
cumple que

X ′
s′ = Xs ×k(s) Esp k(s′).
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Demostración: Sea p : XS′ −→ X la proyección y sea i : Xη −→ X la
inmersión natural. Obviamente, XS′ es proyectiva y plana sobre S′, pues estas
propiedades se conservan por cambios de base. Si U ⊂ X es un abierto, entonces
OX(U) es plano sobre D, por lo que el homomorfismo

OXS′ (p−1[U ]) = OX(U)⊗D D′ −→ OX(U)⊗D K(S′)

= OX(U)⊗D K(S)⊗K(S) K(S′) = OXη (i
−1[U ])⊗K(S) K(S′)

es inyectivo y el último anillo es uno de los anillos de la extensión de constantes
(Xη)K(S′) que es una curva ı́ntegra, por hipótesis, luego OXS′ (p−1[U ]) es un
dominio ı́ntegro. Esto prueba que XS′ es ı́ntegra.

Si s′ ∈ S′ y s ∈ S es su imagen, entonces

XS′,s′ = X ×S S′ ×S′ Esp k(s′) = X ×S Esp k(s′)

= X ×S Esp k(s)×k(s) Esp k(s′) = Xs ×k(s) Esp k(s′).

El teorema 3.9 aplicado a la fibra genérica nos da que dimXS′ = 2, luego
XS′ es una superficie fibrada.

En particular, mediante un cambio de base, podemos seleccionar una fibra
cerrada de una superficie fibrada:

Teorema 5.5 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1, sea s ∈ S un
punto cerrado y sea S′ = EspOS,s. Entonces X ′ = X ×S S′ es una superficie
fibrada sobre S′ que tiene únicamente dos fibras: X ′

η
∼= Xη y X ′

s
∼= Xs. Además,

para cada x ∈ X ′
s se cumple que OX′,x

∼= OX,x.

Demostración: Sea S = EspD, de modo que s se corresponde con un
ideal primo no nulo p de D. Basta aplicar el teorema anterior con D′ = Dp.
Observemos que no hace falta suponer que Xη es geométricamente ı́ntegra,
porque ahora D y D′ tienen el mismo cuerpo de cocientes, es decir, K(S) =
K(S′). Esto implica en particular que X ′

η
∼= Xη, y, como también k(s) = k(s′),

lo mismo vale para la fibra cerrada. La última parte del enunciado se sigue del
teorema [E 3.47].

Nuestro propósito es estudiar una curva C/K construyendo ciertas superfi-
cies fibradas X/S cuya fibra genérica sea C. En primer lugar damos nombre a
esto:

Definición 5.6 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y
sea S = EspD. Un modelo de una curva proyectiva normal y conexa C/K es
una superficie fibrada normal X/S junto con un isomorfismo Xη −→ C (definido
sobre K).

Diremos que un modelo de una curva es regular, suave, etc. si lo es como
superficie fibrada. Un homomorfismo entre dos modelos X1 y X2 de C/K
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es un homomorfismo de esquemas definido sobre S que induce un diagrama
conmutativo

X1η ��

����������
X2η

��
C

El punto de partida más elemental para conseguir modelos de una curva
dada es el siguiente:

Ejemplo Se D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K. Conside-
remos una curva C/K que sea de la forma

C = Proy(K[X,Y, Z]/(F )),

donde F (X,Y, Z) ∈ D[X,Y, Z] es un polinomio homogéneo no constante irredu-
cible en K[X,Y, Z]. Supongamos además que el máximo común divisor (en D)
de sus coeficientes es igual a 1, lo que implica que también es irreducible en
D[X,Y, Z]. En estas condiciones,

X = Proy(D[X,Y, Z]/(F ))

es obviamente un esquema ı́ntegro proyectivo sobre S = EspD. Si p ∈ S, su
fibra es

Xp = Proy(k(p)[X,Y, Z]/(F̄ )),

donde F̄ es la imagen de F en k(p)[X,Y, Z] (que es no nula porque los coeficientes
de F son primos entre śı). En particular, todas las fibras son curvas no vaćıas,
luego el homomorfismo estructural X −→ S es suprayectivo. El teorema 3.9
nos da que dimX = 2 y, en definitiva, concluimos que X/S es una superficie
fibrada.

Según acabamos de ver, la fibra genérica es la curva C/K, luego lo único
que le falta a X/S para ser un modelo de C/K es ser normal. Esto no tiene por
qué ser cierto en general, sino que dependerá de la curva de partida, o incluso
de la elección del polinomio F .

Observemos que, en términos clásicos, las fibras cerradas de X son las re-
ducciones de C/K módulo los divisores primos de D.

Como complemento a este ejemplo vamos a dar una sencilla condición sufi-
ciente para que una superficie fibrada sea normal. Nos basaremos en el teorema
siguiente:

Teorema 5.7 Sea D un anillo de valoración discreta, sea K su cuerpo de co-
cientes y k su cuerpo de restos. Si X/D es un esquema plano tal que XK es
normal y Xk es reducido, entonces X es normal.

Demostración: Podemos suponer que X = EspA es af́ın, donde A es una
D-álgebra plana. Esto hace que el homomorfismo A −→ A⊗D K sea inyectivo
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y A ⊗D K = OXK
(XK) es un dominio ı́ntegro, luego A también lo es. Hemos

de probar que A es ı́ntegramente cerrado. Sea m = (π) el ideal maximal de D.
Si α es un elemento del cuerpo de cocientes de A entero sobre A, podemos

verlo como un elemento del cuerpo de cocientes de A ⊗D K entero sobre este
anillo, que es ı́ntegramente cerrado, luego α ∈ A ⊗D K. Esto significa que
α = aπ−r, para ciertos a ∈ A, r ∈ Z. Podemos suponer que a /∈ m. Basta
probar que r ≤ 0.

En caso contrario, consideremos una relación

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0 = 0,

con ai ∈ A. Multiplicando por πrn obtenemos que an ∈ m y, como D/m es
reducido, ha de ser a ∈ m, contradicción.

Como consecuencia:

Teorema 5.8 Si X/S es una superficie fibrada cuya fibra genérica es normal
y cuyas fibras cerradas son reducidas, entonces X es normal.

Demostración: Tomemos s ∈ S y x ∈ Xs. Hemos de probar que el anillo
OX,x es ı́ntegramente cerrado.

Sea S′ = EspOS,s y sea X ′ = X ×S S′. El teorema [E 3.47] nos da que x
se corresponde con un punto x′ ∈ X ′ tal que OX,x

∼= OX′,x′ . Aśı pues, basta
probar que X ′ es normal.

Si s es el punto genérico de S, entonces X ′ es la fibra genérica, luego es
normal por hipótesis. Si s es un punto cerrado, entonces X ′/S′ es una superficie
fibrada cuya fibra genérica es normal y cuya fibra cerrada es reducida. Por el
teorema anterior concluimos que X ′ es normal.

Ejemplo Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes y
sea E/K una curva eĺıptica definida sobre K. Consideremos una ecuación de
Weierstrass

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6

asociada a E/K con coeficientes en D. (Observemos que, mediante un cambio
de variables de la forma X = u2X ′, Y = u3Y ′, siempre podemos transformar
una ecuación de Weierstrass arbitraria en otra con coeficientes de D.) Sea
S = EspD y sea W/S la superficie fibrada asociada a (la homogeneización de)
la ecuación según el ejemplo anterior.

La fibra genérica de W es la curva eĺıptica E/K, que es normal, y las fibras
cerradas son las reducciones de dicha curva módulo los divisores primos de D.
En particular son curvas proyectivas sobre cuerpos definidas por ecuaciones de
Weierstrass, luego son ı́ntegras. Por el teorema anterior, W es normal, luego es
un modelo de E/K.
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Definición 5.9 Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes
y sea S = EspD. Un modelo de Weierstrass W/S es una superficie fibrada
determinada por una ecuación de Weierstrass con coeficientes en D (con discri-
minante no nulo) según el ejemplo anterior.

Más precisamente, diremos que W/S es un modelo de Weierstrass de una
curva eĺıptica E/K si W/S es un modelo de Weierstrass y su fibra genérica es
isomorfa a E/K.

Notemos que una misma curva eĺıptica admite diversas ecuaciones de Weiers-
trass con coeficientes en D y, por consiguiente, diversos modelos de Weierstrass
sobre S. No obstante, observemos que si un cambio de variables

X = u2X ′ + r, Y = u3Y ′ + su2X ′ + t

cumple que r, s, t, u ∈ D y u es una unidad en D, entonces el cambio in-
verso tiene también sus coeficientes en D, por lo que induce un automorfismo
de D[X,Y, Z], el cual induce un automorfismo de W . Esto significa que si
dos ecuaciones de Weierstrass con coeficientes en D se relacionan mediante un
cambio de variables en estas condiciones, ambas definen el mismo modelo de
Weierstrass.

Vamos a describir con más detalle los modelos de Weierstrass. Para empezar,
llamemos oη = (x, z) ∈ W . Observemos que oη es ciertamente un ideal primo,
pues, como F ∈ (X,Z), se cumple que oη = (X,Z)/(F ), luego

D[x, y, z]/oη ∼= D[X,Y, Z]/(X,Z) ∼= D[Y ],

que es un dominio ı́ntegro. Llamemos O = {oη}, la clausura de {oη} en la
topoloǵıa de Zariski de W , que no es sino el conjunto de los puntos de W que
contienen a oη. Tomemos un punto P ∈ O y sea p su imagen en S = EspD (tal
vez p = 0). Esto significa que P ∩D = p. En particular, p + (x, z) ⊂ P. Ahora
bien, se ha de dar la igualdad, pues P está generado por elementos homogéneos
de D[x, y, z], y un generador homogéneo que no esté ya en p + (x, z) ha de ser
de la forma dyn, donde d ∈ D \ p. Como P ∩ D = p, ha de ser d /∈ P, luego
y ∈ P, pero entonces (x, y, z) ∈ P, lo cual es imposible.

Si llamamos op = p + (x, z), es claro que op ∈ Wp, y acabamos de probar
que O∩Wp = {op}. Más concretamente, si tenemos en cuenta que la inmersión
Wp −→W es el homomorfismo inducido por el homomorfismo

D[x, y, z] −→ k(p)[x, y, z],

vemos que el punto q ∈ Wp cuya imagen es op contiene a x y a z, luego ha de
ser el punto infinito de Wp.

Por último, observemos que el hecho de que los generadores x, y, z cumplan
la ecuación de Weierstrass implica que x ∈ (z), luego oη = (z). Con esto hemos
probado lo siguiente:
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Teorema 5.10 Sea W/S un modelo de Weierstrass, para cada s ∈ S, sea os el
punto infinito de Ws y consideremos el cerrado O = {oη} ⊂W . Entonces, para
todo s ∈ S se cumple que O ∩Ws = {os}. Además, oη = (z), luego O = V (z) y
W \O = D(z), por lo que podemos identificar el abierto W \O con el esquema
af́ın

U = Esp(D[X,Y ]/(f))

donde f(X,Y ) ∈ D[X,Y ] es la ecuación de Weierstrass deshomogeneizada.

Esto nos permite estudiar los modelos de Weierstrass en términos de un
esquema af́ın tan pronto como podamos desentendernos de los puntos infinitos.
Observemos ahora que si p ∈ S es un punto cerrado, entonces

k(p)[x, y] = k(p)[X,Y ]/(f) = (D/p)[X,Y ]/(f) = D[X,Y ]/(p+(f)) = D[x, y]/p.

Esto implica que si tenemos representado un punto de Up en términos de
un ideal (f̄1(x, y), . . . , f̄n(x, y)), con fi ∈ D[X,Y ] (de modo que f̄i(X,Y ) es su
imagen en k(p)[X,Y ]), entonces, como punto de U se corresponde con el ideal

p + (f1(x, y), . . . , fn(x, y)).

Ejemplo Consideremos el modelo de Weierstrass W/Z correspondiente a la
ecuación

Y 2 = X3 + 6.

Su discriminante es ∆ = −26 · 35, luego W tiene exactamente dos fibras
singulares, W2 y W3. La fibra W2 es la curva definida sobre Z/2Z por la ecuación
Y 2 = X3, cuyo punto singular, visto como punto de U2, es p2 = (x, y) el cual,
como punto de U es p2 = (2, x, y).

Similarmente, la fibra W3 es la curva definida por la misma ecuación que U2,
pero ahora considerada sobre el cuerpo Z/3Z, y su punto singular es p3 = (x, y),
que, como punto de U , es p3 = (3, x, y).

Consideremos ahora un modelo de Weierstrass correspondiente a una ecua-
ción de discriminante ∆ �= 0 y sea p ∈ S un punto cerrado. La fibra Wp

es la cúbica definida por la reducción de la ecuación módulo p, luego será
geométricamente regular salvo si p | ∆, en cuyo caso tendrá un único punto
geométricamente singular. Teniendo en cuenta que W/S es plano, los puntos
geométricamente regulares en su fibra son, por definición, los puntos suaves
de W . Como ∆ sólo puede ser divisible entre un número finito de primos,
concluimos que todos los puntos de W son suaves salvo a lo sumo un número
finito de ellos, uno en cada una de las fibras correspondientes a los primos de D
respecto a los que la ecuación tiene mala reducción. Además, ninguno de estos
puntos excepcionales está en el cerrado O de los puntos infinitos.

Los puntos de W que no son suaves son, de hecho, singulares en su fibra,
pero eso no significa necesariamente que sean singulares en W . Vamos a dar un
criterio sencillo que determina cuándo se da el caso.
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Sea p ∈ S un punto cerrado tal que la fibra Wp sea singular. Su punto
singular es finito y racional, lo cual significa que es un ideal maximal de la
forma (x − r̄, x − t̄) ⊂ k(p)[x, y], para ciertos r, t ∈ D. El cambio de variables
X ′ = X + r, Y = Y ′ + t nos transforma la ecuación de Weierstrass (sin cambiar
el modelo W ) en otra para la cual el punto singular de Wp es (x, y), lo cual
equivale a que p | a3, a4, a6. (Ver la prueba del teorema 4.24.)

Teorema 5.11 Sea D un dominio de Dedekind, sea S = EspD, sea W/S un
modelo de Weierstrass y sea p un divisor primo de D tal que p | a3, a4, a6, de
modo que la fibra Wp tiene un (único) punto singular P . Se cumple que P es
regular en W si y sólo si p2 � a6.

Demostración: Sea S′ = EspOS,p = EspDp y sea

W ′ = W ×S S′ = Proy(Dp[X,Y, Z]/(F )),

donde F es la ecuación de Weierstrass, luego W ′ es también un modelo de
Weierstrass correspondiente a la misma ecuación, pero ahora sobre Dp. Además,
el teorema [E 3.47] nos da que P se corresponde con un punto P ′ ∈W ′ tal que
OW,P

∼= OW ′,P ′ . Como la regularidad de P es, por definición, la regularidad del
anillo OW,P , vemos con esto que no perdemos generalidad si suponemos que D
es un dominio de Dedekind local, de modo que p = (π) es un ideal principal.

Podemos trabajar en el abierto af́ın U de W definido por la ecuación de
Weierstrass af́ın. La fibra Up/k(p) es la curva definida por la ecuación de Weiers-
trass

Y 2 + ā1XY = X3 + ā2X
2,

cuyo punto singular es el ideal (x, y) de k(p)[x, y], que se corresponde con el
ideal (π, x, y) de D[x, y]. Es claro que dimOW,P = 2, luego P es regular en W
si y sólo si (π, x, y) admite un generador con dos elementos.

Si p2 � a6, entonces a6 = επ, donde ε es una unidad de D. Los generadores
x, y cumplen la ecuación de weierstrass

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

y en ella podemos sustituir a6 = επ y despejar π, lo que prueba que π ∈ (x, y),
luego (x, y, π) = (x, y), con lo que P es regular.

Supongamos ahora que p2 | a6. Ahora hemos de ver que π̄, x̄, ȳ ∈ mP /m
2
P

son linealmente independientes sobre k(p) = D[x, y]/p. Tomemos ᾱ, β̄, γ̄ ∈ k(p)
y supongamos que ᾱπ̄ + β̄x̄ + γ̄ȳ ∈ m2

P . Esto significa que

απ + βx + γy = u/v,

con u ∈ (π, x, y)2, v /∈ (π, x, y). Sea f la ecuación de Weierstrass (af́ın), de
modo que

D[x, y] = D[X,Y ]/(f).

Pongamos que u = Ū , v = V̄ , de modo que

V (απ + βX + γY )− U ∈ (f).
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Teniendo en cuenta que π | a3, a4, a6, es claro que f ∈ (π,X, Y )2, luego

V (απ + βX + γY ) ∈ (π2, X2, Y 2, XY, πX, πY ),

donde V /∈ (π,X, Y ), lo cual significa que es un polinomio con término in-
dependiente no divisible entre π. Es claro entonces que π | α, β, γ, luego
ᾱ = β̄ = γ̄ = 0.

Ejemplo Consideremos el modelo de Weierstrass W/Z correspondiente a la
ecuación

Y 2 = X3 + 2X2 + 6.

El discriminante es ∆ = −26 · 3 · 97, luego las fibras singulares son W2, W3

y W97. que son las curvas dadas por las ecuaciones siguientes:

W2 : Y 2 = X3, W3 : Y 2 = X2(X+2), W97 : Y 2 = (X+66)2(X+64).

En el caso de W2, el punto singular es claramente (2, x, y). Como 22 � 6, el
teorema anterior prueba que el punto es regular en W . El punto singular de W3

es (3, x, y), y nuevamente concluimos que es regular en W .

El punto singular de W97 es (97, x− 31, y), y el cambio X = X ′ + 31 trans-
forma a6 en

a′6 = a6 + r2a2 + r3 = 6 + 312 · 2 + 313 = 3 · 97 · 109.

Como no es divisible entre 972, este punto también es regular en W , y
concluimos que el modelo W/S es regular, es decir, es una superficie aritmética.

Ejemplo Consideremos ahora el modelo de Weierstrass W/Z dado por la
ecuación

Y 2 = X3 + 2X2 + 4.

El discriminante es ∆ = −28 · 5 · 7, por lo que hay tres fibras singulares. El
punto singular de W2 es (2, x, y), pero ahora resulta que es singular en W , ya
que 22 | a6. El punto singular de W5 es (5, x− 2, y), y es regular en W , pues el
cambio de variable X = X ′ + 2 transforma a6 en

a′6 = a6 + r2a2 + r3 = 20.

El punto singular de W7 es (7, x− 1, y), que también es regular, pues ahora
a′6 = 7. Aśı pues, W tiene tres puntos no suaves, pero sólo un punto singular.

Vemos aśı cómo las curvas eĺıpticas de los dos ejemplos anteriores tienen la
misma reducción módulo 2, a saber, la cúbica singular Y 2 = X3 y, sin embargo,
acabamos de encontrar una diferencia entre ellas: la primera define un modelo de
Weierstrass regular sobre Z2 mientras que la segunda define un modelo singular.
El ejemplo siguiente muestra que, cuando el modelo de Weierstrass es singular,
podemos encontrar otro modelo de la misma curva que sea regular:
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Ejemplo Sea W/Z5 el modelo de Weierstrass de la curva eĺıptica E/Q dada
por la ecuación

Y 2 = X3 + 25.

Observemos que el anillo Z5 es un anillo de valoración discreta, por lo que
W tiene únicamente dos fibras: la curva eĺıptica sobre Q determinada por la
ecuación y su reducción módulo 5. Vemos que ésta tiene un punto singular
p = (5, x, y). Consideremos, por otra parte, la superficie fibrada

X = Proy(Z5[X,Y, Z]/(Y 2Z − 5X3 − Z3)).

Su fibra genérica es la curva proyectiva Xη/Q definida por la ecuación

Y 2Z = 5X3 + Z3.

El cambio de variables X = 5X ′, Y = 5Y ′, Z ′ = Z determina un automor-
fismo de Q[X,Y, Z] que transforma la ecuación de Weierstrass Y 2Z−X3−25Z3

en 25(Y 2Z − 5X3 − Z3), este automorfismo induce a su vez un isomorfismo1

Xη
∼= E.
Por otra parte, la fibra cerrada X5 es la curva proyectiva sobre K = Z/5Z

determinada por la ecuación

Z(Y + Z)(Y − Z) = 0.

Se trata de una curva plana reducida, con tres componentes irreducibles, las
tres isomorfas a P1

k, luego todos sus puntos son geométricamente regulares salvo
el punto de intersección, que es q = (5, y, z), que es necesariamente singular, pues
por él pasan las tres rectas. Aśı pues, todos los puntos de X/Z5 son suaves (y,
en particular, regulares) excepto q. Por otra parte, el teorema 5.8 nos da que
X/Z5 es normal, luego X/Z5 es también un modelo de la curva E/Q.

Sin embargo, a diferencia de W/Z5, resulta que X/Z5 es regular. En efecto,
sólo hemos de probar que q es regular, para lo cual podemos restringirnos al
abierto af́ın U/S que resulta de deshomogeneizar la ecuación respecto de X:

Y 2Z − Z3 = 5.

Como punto de U , tenemos igualmente que q = (5, y, z), y lo mismo es cierto
si consideramos a q como punto de OX,q. La regularidad equivale a que podamos
eliminar un generador, pero la ecuación muestra que 5 ∈ (y, z), luego q = (y, z)
y concluimos que q es regular en X.

5.2 Explosiones

Las explosiones son una familia muy amplia de homomorfismos birracionales
entre esquemas, que, según veremos, nos permitirán resolver las singularidades

1Notemos que esto implica que la ecuación es irreducible en Q[X,Y, Z] y, como sus coefi-
cientes son primos entre śı, también lo es en Z5[X,Y, Z], lo que justifica que X es realmente
una superficie fibrada.
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de las superficies fibradas, es decir, transformar una superficie fibrada singular
en otra regular. Empezamos definiéndolas en el caso de esquemas afines.

Sea A un anillo noetheriano e I un ideal de A. Consideramos la A-álgebra
graduada

Ã =
⊕
d≥0

Id,

donde entendemos que I0 = A. Pongamos que I = (f1, . . . , fn), y vamos a iden-
tificar cada fi con el correspondiente elemento de Ã0, es decir, con (fi, 0, 0, . . .),
mientras que llamaremos ti = (0, fi, 0, 0, . . .) ∈ Ã1. Es claro que t1, . . . , tm son
un generador de Ã como A-álgebra. Observemos también que si P (T1, . . . , Tn)
es un polinomio homogéneo con coeficientes en A, entonces P (t1, . . . , tn) = 0 si
y sólo si P (f1, . . . , fn) = 0.

Definición 5.12 Si X = EspA es un esquema af́ın noetheriano y C es un
subesquema cerrado, que será de la forma C = Esp(A/I), para cierto ideal I,
llamaremos explosión de X con centro (o sobre) C al esquema X̃ = ProyÃ. La
estructura de A-álgebra de Ã determina un homomorfismo π : X̃ −→ X.

Veamos algunas propiedades:

a) X̃ = ∅ si y sólo si I es nilpotente (lo que equivale a que Cred = Xred).

En efecto, X̃ = ∅ si y sólo si todos los ti son nilpotentes, lo que equivale
a que lo sean todos los fi, lo que equivale a que lo sea I.

b) Ã es reducido o ı́ntegro si y sólo si lo es A.

Una implicación es obvia. Pongamos que A es ı́ntegro pero que a, b ∈ Ã
cumplen ab = 0, pero a �= 0 �= b. Sean am y bn sus componentes ho-
mogéneas de mayor grado. Entonces ambn = 0 (en A) y ambos facto-
res son no nulos, contradicción. El argumento para anillos reducidos es
análogo.

c) Sea B una A-álgebra plana y sea B̃ la B-álgebra graduada asociada a al
ideal IB. Entonces B̃ ∼= B ⊗A Ã.

En efecto, Id ⊗A B ∼= IdB = (IB)d, por lo que

B̃ ∼=
⊕
d≥0

Id ⊗A B ∼= Ã⊗A B.

d) Si I está generado por un elemento regular f1, entonces Ã ∼= A[X], por lo
que X̃ ∼= X.

En efecto, el homomorfismo φ : A[X] −→ Ã dado por X �→ t1 es clara-
mente un isomorfismo.
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e) En general, consideremos el epimorfismo φ : A[X1, . . . , Xn] −→ Ã dado
por Xi �→ ti. Si llamamos xi = Xi/X1, tenemos que φ induce un epimor-
fismo φ1 : A[x2, . . . , xn] −→ Ã(t1) dado por xi �→ ti/t1. Vamos a probar
que un polinomio P ∈ A[x2, . . . , xn] está en el núcleo de φ1 si y sólo si
existe un d ≥ 0 tal que fd1P ∈ (f1x2 − f2, . . . , f1xn − fn).

En efecto, es claro que cada f1xi−fi está en el núcleo de φ1, luego si fd1P
está en el ideal generado por estos polinomios, entonces fd1φ1(P ) = 0.
Pongamos que φ1(P ) = u/tn1 , donde u ∈ In. Entonces tm1 fd1 u = 0, para
cierto m ≥ 0, luego fm+d

1 u = 0, luego φ1(P ) = 0.

Consideremos ahora un polinomio P arbitrario. Dividiendo en el anillo
Af1 [x3, . . . , xn][x2] podemos descomponer

fd1
1 P = Q1(x2, . . . , xn)(f1x2 − f2) + R1(x3, . . . , xn),

para ciertos polinomios Q1, R1 con coeficientes en A y cierto d1 ≥ 0.
(Notemos que para que exista la división eucĺıdea f1 ha de ser una unidad.)
Ahora dividimos R1 entre f1x3 − f3 y, tras un número finito de pasos,
llegamos a que

fd1P =
n∑
i=2

Qi(f1xi − fi) + a,

para cierto a ∈ A y cierto d ≥ 0.

Si P está en el núcleo de φ1, entonces a es nulo en Ã(t1), luego existe un
r ≥ 0 tal que tr1a = 0, lo que equivale a fr1a = 0. Multiplicando por fr1 la
igualdad anterior obtenemos otra igual pero con a = 0.

f) Consideremos ahora el homomorfismo ψ : A[x2, . . . , xn] −→ Af1 dado por
xi �→ fi/f1. El mismo razonamiento anterior nos da que su núcleo es el
mismo que el de φ, luego Ã(t1) es isomorfo a la subálgebra de Af1 generada
por los elementos fi/f1.

g) En particular, si X es un esquema ı́ntegro y ningún fi es nulo, el esquema
X̃ es la unión de los abiertos principales Ui = D(ti), que son de la forma
Ui = EspAi, donde Ai es la A-álgebra generada por los fj/fi en el cuerpo
de cocientes de A.

h) Consideremos el ideal homogéneo J = (fiXj − fjXi)i,j , que claramente
está contenido en el núcleo de φ, y llamemos Z = Proy(A[X1, . . . , Xn]/J),
que es un subesquema cerrado de Pn−1

A y φ induce una inmersión cerrada
X̃ −→ Z. Vamos a probar que si Z es ı́ntegro y f1, . . . , fn es un generador
minimal de I, entonces X̃ ∼= Z.

Para ello basta probar que la inmersión cerrada entre los abiertos principa-
les determinados por ti y Xi, respectivamente, lo que equivale a comprobar
que φ induce un isomorfismo

(A[X1, . . . , Xn]/J)([Xi])
∼= Ã(ti).
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No perdemos generalidad si suponemos i = 1. El miembro izquierdo es
igual a A[x2, . . . , xn]/J1, donde J1 = (fixj − fjxi)i,j , entendiendo que
x1 = 1. Este ideal coincide con J ′

1 = (f1xj − fj)j≥2, pues, módulo J ′
1, se

cumple que fj = f1xj , para j ≥ 1, luego fixj−fjxi = f1xixj−f1xjxi = 0.

Hemos de probar que J ′
1 es el núcleo de φ1, el cual, según hemos probado,

está formado por los polinomios P tales que fd1P ∈ J ′
1. Como Z es ı́ntegro,

sabemos que J ′
1 es primo, luego basta probar que f1 /∈ J ′

1, pues entonces
la condición fd1P ∈ J ′

1 equivaldrá a P ∈ J ′
1. Ahora bien, si f1 ∈ J ′

1,
entonces es combinación lineal de los polinomios f1xi−fj (con coeficientes
polinómicos). Igualando los términos independientes obtenemos que f1 es
combinación lineal de f2, . . . , fn con coeficientes en A, lo que contradice
la hipótesis de que f1, . . . , fn es un generador minimal de I.

En realidad el concepto de explosión que hemos considerado hasta ahora es
la versión local del concepto general que construiremos a continuación.

Definición 5.13 Sea X un esquema. Una OX -álgebra graduada B es un haz
cuasicoherente de OX -álgebras con una graduación B =

⊕
n≥0

Bn, donde los Bn

son OX -módulos cuasicoherentes.

Teorema 5.14 Sea X un esquema y B una OX-álgebra graduada. Entonces
existe (salvo isomorfismo) un único X-esquema f : ProyB −→ X tal que existe
una familia de isomorfismos hU : f−1[U ] −→ ProyB(U) compatible con las
restricciones, donde U recorre los abiertos afines de X.

Demostración: En primer lugar observemos que si U ⊂ X es un abierto
af́ın, entonces B(U) es una OX(U)-álgebra graduada, luego existe un homomor-
fismo natural ProyB(U) −→ U . Vamos a ver que si V ⊂ U son abiertos afines
en X, entonces existe un isomorfismo natural ProyB(V ) ∼= ProyB(U) ×U V .
Esto nos da a su vez una inmersión abierta

ProyB(V ) ∼= ProyB(U)×U V −→ ProyB(U)×U U ∼= ProyB(U).

Más precisamente, Proy B(V ) se identifica aśı con la antiimagen de V en
ProyB(U). Es con estas inmersiones con las que han de ser compatibles los
homomorfismos hU del enunciado. Por otra parte, conviene observar que es-
tas inmersiones no son sino los homomorfismos inducidos por la restricción
B(U) −→ B(V ), que es un homomorfismo graduado.

Supongamos en primer lugar que V = D(a), para un cierto a ∈ OX(U).
Entonces OX(V ) = OX(U)a y B(V ) = B(U)a = B(U) ⊗OX(U) OX(V ), y basta
aplicar el teorema [3.48].

Si V ⊂ U es un abierto af́ın arbitrario, podemos cubrirlo por abiertos prin-
cipales W ⊂ U , que serán también principales en V . Por la parte ya probada,
los esquemas Proy B(W ) se identifican con los esquemas Proy B(V )×V W , que
forman un cubrimiento abierto de ProyB(V ) ×V V ∼= V y, por otra parte,
se identifican con los esquemas ProyB(U) ×U W , que forman un cubrimiento
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abierto de ProyB(U)×U V . Estos isomorfismos se extienden a un isomorfismo
V ∼= ProyB(U)×U V .

Pasemos ya a la prueba del teorema. La unicidad es inmediata, y los resul-
tados que acabamos de obtener prueban la existencia cuando X es af́ın, pues en
tal caso basta tomar ProyB = ProyB(X).

También es inmediato que si existe Proy B y U ⊂ X es un abierto arbitrario,
entonces existe Proy(B|U ) = (ProyB) ×X U . (Si V ⊂ U es un abierto af́ın, su
antiimagen en Proy (B|U ) es (ProyB)×X V , que se identifica con su antiimagen
en ProyB y, por consiguiente, con ProyB(V ) = ProyB|U (V ).)

Todo esto implica que existe ProyB|U , donde U recorre todos los abiertos
de X contenidos en un abierto af́ın. Ahora consideramos la familia {Ui}i de
todos los abiertos afines de X, que determina a su vez la familia de esquemas
πi : Xi = ProyB(Ui) −→ Ui ⊂ X, definidos sobre X.

Consideramos Xij = π−1
i [Ui ∩Uj ], que es un subesquema abierto de Xi que

cumple las condiciones de ProyB|Ui∩Uj
. La unicidad nos da un isomorfismo

fij : Xij −→ Xji. Más concretamente, existe un único isomorfismo fij tal que,
para cada abierto af́ın W ⊂ Ui ∩Uj , se restrinja a la identidad en ProyB(W ) a
través de las inmersiones canónicas

ProyB(W ) ∼= ProyB(Ui)×Ui W −→ ProyB(Ui)×Ui Ui
∼= ProyB(Ui),

ProyB(W ) ∼= ProyB(Uj)×Uj W −→ ProyB(Uj)×Uj Uj ∼= ProyB(Uj).

Esta unicidad hace que se cumplan las hipótesis del teorema [3.40], que nos
da un esquema f : ProyB −→ X que contiene como subesquemas abiertos a
los esquemas Proy B(U). Más concretamente, Proy B(U) = f−1[U ], pues si un
punto P ∈ ProyB cumple que f(P ) ∈ U , entonces existe un abierto af́ın V tal
que P ∈ ProyB(V ), luego existe un abierto af́ın tal que P ∈W ⊂ U ∩ V , luego
P ∈ f |−1

U [W ] = ProyB(W ) ⊂ ProyB(U). Esto prueba el teorema.

Definición 5.15 En las condiciones del teorema anterior, si Y = ProyB y
U ⊂ X es un abierto af́ın, en ProyB(U) tenemos definido el haz inversible
O(1) y, si V ⊂ U es otro abierto af́ın, se comprueba que O(1) se restringe al
correspondiente haz de ProyB(V ). (Basta probarlo cuando V es un abierto
principal de U , en cuyo caso conocemos expĺıcitamente la inmersión abierta.)
Esto hace que los haces O(1) se extienden a un haz inversible en Y , al que
llamaremos OY (1). Notemos que OY (1) no depende únicamente del esquema
Y , sino de la OX -álgebra B.

Ejemplo Si X es un esquema arbitrario, llamamos OX [T0, . . . , Tr] a la OX -
álgebra graduada determinada por que, para cada abierto U ⊂ X, se cumple
que (OX [T0, . . . , Tr])(U) = OX(U)[T0, . . . , Tr], con las restricciones inducidas
por las restricciones de X. Sea P = Proy(OX [T0, . . . , Tr]) y π : P −→ X el
homomorfismo estructural. Entonces, P está determinado por que, para cada
abierto af́ın U ⊂ X, se cumple que

OP (π−1[U ]) ∼= Proy(OX(U)[T0, . . . , Tr]) = Pr
U .
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Obviamente esto lo cumple el espacio Pr
X , luego, por la unicidad, concluimos

que Pr
X = Proy(OX [T0, . . . , Tr]). Teniendo en cuenta la definición anterior y las

observaciones tras la definición [5.49], es claro que el haz OPr
X

(1) es el mismo
en el sentido de ambas definiciones.

Definición 5.16 Sea X un esquema localmente noetheriano y sea Z un subes-
quema cerrado, determinado por un haz coherente I de ideales de OX . Llamamos
explosión de X con centro Z al esquema X̃ = Proy

⊕
n≥0

In −→ X, entendiendo
que I0 = OX .

Notemos que si X es af́ın entonces I = Ĩ, para cierto ideal I de OX(X), y
entonces X̃ coincide con el definido en 5.12. Más aún, por el teorema anterior,
si U ⊂ X es un abierto af́ın, entonces la restricción de π : X̃ −→ X a π−1[U ]
es la explosión de U con centro Z ∩ U (con la estructura de subesquema ce-
rrado determinada por I|U ). En otros términos, toda explosión es localmente la
explosión de un esquema af́ın.

Veamos ahora las propiedades básicas de las explosiones, para lo que conviene
introducir la notación siguiente:

En general, si f : Y −→ X es un homomorfismo de esquemas e I es un haz
cuasicoherente de ideales de OX , entonces tenemos un homomorfismo canónico
f∗I −→ f∗OX = OY . Llamaremos IOY a su imagen.

Teorema 5.17 Sea X un esquema localmente noetheriano, sea Z un subes-
quema cerrado determinado por un haz cuasicoherente I de ideales de OX y
llamemos π : X̃ −→ X a la explosión de centro Z. Entonces:

a) π es un isomorfismo si y sólo si I es inversible.

b) π : X̃ −→ X es un homomorfismo propio.

c) Si f : Y −→ X es un homomorfismo plano de esquemas localmente noe-
therianos y ρ : Ỹ −→ Y es la explosión de Y con centro en el subesquema
determinado por IOY , entonces Ỹ ∼= X̃ ×X Y .

d) π se restringe a un isomorfismo π−1[X \ Z] −→ X \ Z.

e) Si X es ı́ntegro, X̃ también lo es, y si I �= 0 entonces π es birracional y,
por consiguiente, dim X̃ = dimX.

f) IO
X̃

= O
X̃

(1). En particular IO
X̃

es un haz inversible.

g) Si X es af́ın, entonces O
X̃

(1) es muy amplio respecto a π.

Demostración: a) Si I es inversible, entonces X puede cubrirse por abier-
tos afines U tales que I(U) está generado por un elemento regular, luego la
propiedad d) tras la definición 5.12 nos da que π es un isomorfismo.

Si π es un isomorfismo, la propiedad f) de este teorema (cuya prueba no usa
este apartado) implica que IO

X̃
= I es inversible.
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b) Si X es af́ın, entonces π es obviamente proyectivo, luego propio sobre X.
Ser propio es local en la base, luego todas las explosiones son propias.

c) Sea U ⊂ X un abierto af́ın y V ⊂ f−1[U ] un abierto af́ın. La propiedad c)
tras la definición 5.12 implica que Ṽ ∼= Ũ ×U V = Ũ ×X V . Los dos miembros
son abiertos en Ỹ y X̃ ×X Y , respectivamente, y al variar U y V cubren ambos
esquemas. Es fácil ver que los isomorfismos son consistentes entre śı, por lo que
se extienden a un isomorfismo entre los espacios completos.

d) Sea U = X \ Z. Entonces I|U = OX , luego a) implica que la explosión
Ũ = π−1[U ] −→ U es un isomorfismo.

e) La propiedad b) tras la definición 5.12 implica que X̃ es localmente ı́ntegro.
Basta probar que es conexo. Si X̃ = U ∪V , donde U y V son abiertos no vaćıos,
entonces ha de ser π−1[X \ Z] ⊂ U . Tomemos P ∈ V , de modo que π(P ) ∈ Z,
sea W un entorno af́ın de π(P ), que necesariamente cortará a X \Z. Cualquier
punto Q ∈ W \ Z tiene una antiimagen Q′ ∈ U , pero entonces es claro que
π−1[W ] no puede ser conexo, pero ha de serlo por la propiedad b) citada.

Si I �= 0 (puesto que X es ı́ntegro) la propiedad a) tras la definición 5.12 im-
plica que π−1[X \Z] �= ∅, luego π es birracional. La igualdad de las dimensiones
se sigue del teorema 3.10.

f) No perdemos generalidad si suponemos que X = EspA, en cuyo caso I =
Ĩ, donde I = (f1, . . . , fn) es un ideal de A. A partir de aqúı usamos la notación
previa a la definición 5.12. Sea Ui = D(ti), la restricción π|Ui

: Ui −→ X se
corresponde con el homomorfismo natural A −→ Ã(ti).

Por otra parte, (π∗I)(Ui) = I⊗A Ã(ti), de donde se sigue que (IO
X̃

)(Ui) es el
ideal de Ã(ti) generado por f1, . . . , fn. Ahora bien, como fj = fi(tj/ti), resulta
que (IO

X̃
)(Ui) está generado por fi, mientras que el O

X̃
(Ui)-módulo O

X̃
(1)(Ui)

está generado por ti. Las relaciones

fj = fi(tj/ti), tj = ti(tj/ti)

implican que los isomorfismos dados por fi �→ ti se extienden a un isomorfismo
IO

X̃
∼= O

X̃
(1).

g) Mantenemos la notación del apartado anterior. El epimorfismo natural
A[X1, . . . , Xn] −→ Ã induce una inmersión cerrada i : X̃ −→ Pn−1

A , y es claro
que i∗O

P
n−1
A

(1) = O
X̃

(1).

Ahora demostraremos que la explosión de un esquema proyectivo es proyec-
tiva. Para ello necesitamos un resultado previo.

Teorema 5.18 Sea X un esquema, B una OX-álgebra graduada y N un haz
inversible en X. Sea C la OX-álgebra graduada dada por Cn = Nn ⊗OX

Bn.
Entonces existe un isomorfismo ρ : ProyB −→ ProyC tal que ρ∗OProy C(1) =
OProy B(1).
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Demostración: Es fácil ver que C tiene una estructura natural de OX -
álgebra graduada. Sea {Ui} un cubrimiento de X por abiertos afines tales que
existen isomorfismos φi : N|Ui

−→ OUi
. Éstos inducen claramente isomorfismos

de OX(Ui)-álgebras ψi : C|Ui
−→ B|Ui

, que a su vez inducen isomorfismos de
esquemas ρi : (ProyB)|Ui −→ (ProyC)|Ui . Si partimos de otros isomorfismos
φ′
i llegamos a otros isomorfismos ρ′i, de forma que ρ′i ◦ ρ−1

i es el automorfismo
inducido por φ′

i ◦ φ−1
i : OUi

−→ OUi
, que necesariamente está inducido por la

multiplicación por un ai ∈ OX(Ui)∗. Ahora bien, es claro que esto induce la
identidad sobre ProyB(Ui) (induce la identidad en cada anillo B(Ui)(t)), luego
concluimos que ρi = ρ′i. Teniendo esto en cuenta es fácil ver que los ρi se
extienden a un isomorfismo ρ, como indica el enunciado. La última igualdad se
sigue de una comprobación rutinaria a partir de la construcción.

Teorema 5.19 Sea A un anillo noetheriano y X/A un esquema cuasiproyectivo
sobre A. Si π : X̃ −→ X es una explosión con centro en el subesquema cerrado
asociado a un haz de ideales I, entonces π es proyectivo sobre A y IO

X̃
es un

haz muy amplio para π.

Demostración: Sea N un haz amplio en X. Sustituyéndolo por una poten-
cia, podemos suponer que N⊗OX

I tiene un generador global. (Observemos que
I es finitamente generado, pues X es noetheriano.) Consideremos la OX -álgebra

C =
⊕
n≥0

(Nn ⊗OX
In).

(Notemos que la primera potencia se refiere al producto tensorial, mientras que
la segunda al producto de ideales.) El teorema anterior nos da un isomorfismo
ρ : X̃ −→ ProyC. Llamemos f : ProyC −→ X al homomorfismo natural.
El hecho de que C1 tenga un generador global implica (por el teorema [5.32])
que existe un epimorfismo Or+1

X −→ C1. Este epimorfismo induce a su vez un
epimorfismo OX [T0, . . . , Tr] −→ C, el cual induce a su vez una inmersión cerrada

i : ProyC −→ Pr
X ,

de modo que i∗OPr
X

(1) = OProyC(1). Ahora basta considerar el isomorfismo
ρ : X̃ −→ ProyC dado por el teorema anterior, con el que podemos formar la
inmersión cerrada j = ρ ◦ i : X̃ −→ Pr

X , que está definida sobre X y cumple
que j∗OPr

X
(1) = O

X̃
(1).

Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 5.20 Si X/S es una superficie fibrada y π : X̃ −→ X es la explosión
de X respecto de un subesquema cerrado distinto del propio X, entonces X̃/S
es una superficie fibrada.

Demostración: El teorema 5.17 nos da que X̃ es un esquema ı́ntegro de
dimensión 2, acabamos de ver que X̃/S es proyectivo y, como el homomorfismo
estructural es suprayectivo, es plano.

Finalmente estamos en condiciones de manejar ejemplos de explosiones con
una relativa “facilidad”. Empezamos con el caso de una curva:
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Ejemplo Consideremos la curva C/k definida por la ecuación

Y 2 + a1XY = X3 + a2X
2.

(Se trata de una ecuación de Weierstrass con a3 = a4 = a6 = 0, lo cual equivale
a que la curva sea singular en el punto (0, 0).) Vamos a calcular la explosión
π : C̃ −→ C con centro en el punto singular. En principio sabemos que C̃ es
una curva proyectiva ı́ntegra y que π es un homomorfismo birracional, nece-
sariamente finito (todo homomorfismo entre curvas proyectivas es constante o
finito). Vamos a probar que C̃ es normal, con lo que será la normalización de C.
En otras palabras, mediante la explosión habremos “resuelto la singularidad”
de C, en un sentido que precisaremos más adelante.

Puesto que la explosión es un isomorfismo fuera de la fibra del punto singular,
basta probar que las antiimágenes de dicho punto son regulares en X̃. Por
consiguiente, basta estudiar la explosión del abierto af́ın U formado por los
puntos finitos de C. Como punto de U = Esp k[x, y], el punto singular es m =
(x, y). Para ajustarnos a la notación empleada en la definición 5.12, llamamos
A = k[x, y], f1 = x, f2 = y y llamamos t1 = x, t2 = y a los elementos
correspondientes de grado 1 en Ã. Según la propiedad g tras la definición 5.12,
sabemos que Ũ = D(t1) ∪D(t2). Ahora bien, la relación

t22 + a1t1t2 = f1t
2
1 + a2t

2
1

implica que V (t1) = ∅, ya que si t1 pertenece a un ideal p ∈ ProyÃ, entonces
también t22 ∈ p, luego t2 ∈ p, lo cual es imposible. Aśı pues, Ũ = V (t1). La
misma propiedad g nos da que Ũ = Esp k[x, y, y/x] = Esp k[x, t], donde t = y/x.
Obviamente, x, t cumplen la ecuación que resulta de sustituir Y = XT en la
ecuación de C:

X2(T 2 + a1T − a2 −X) = 0.

Como k[x, t] es un dominio ı́ntegro, podemos eliminar el primer factor, y nos
queda que x, t cumplen la ecuación

X = T 2 + a1T − a2.

Claramente es irreducible, luego

Ũ = Esp
(
k[X,T ]/(X − T 2 − a1T + a2)

)
.

El hecho de que X pueda despejarse en la ecuación se traduce en que la
proyección inducida por la inclusión k[T ] −→ k[x, t] sea un isomorfismo, cuyo
inverso está inducido por el homomorfismo k[x, t] −→ k[T ] dado por las susti-
tuciones x �→ T 2 − a1T + a2, t �→ T .

En particular vemos que Ũ ∼= A1
k es regular, como queŕıamos probar. Pero,

más aún, ahora tenemos una descripción expĺıcita de la normalización: El ho-
momorfismo π : Ũ −→ U se corresponde con la inclusión k[x, y] −→ k[x, t]. Si lo
componemos con el isomorfismo que hemos encontrado, obtenemos el homomor-
fismo π : A1

k −→ U inducido por el homomorfismo de k-álgebras k[x, y] −→ k[T ]
dado por

x �→ T 2 + a1T − a2, y �→ T (T 2 + a1T − a2).
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Notemos que Ũ contiene todos los puntos de Ũ excepto uno (la antiimagen
del punto infinito de C). Por el teorema 4.21 sabemos que C̃ ∼= P1

k, luego la
normalización completa

π : P1
k −→ C

es el homomorfismo que, restringido a A1
k coincide con el que acabamos de

calcular y que hace corresponder el punto infinito de P1
k con el punto infinito

de C.
Como aplicación, podemos estudiar la fibra del punto singular, que es el

espectro de

k[T ]⊗k[x,y] k[x, y]/(x, y) = k[T ]/(T 2 + a1T − a2).

Vemos que consta de un único punto racional si b2 = a2
1 + 4a2 = 0, y de dos

puntos (racionales o no) en caso contrario. (Si car k = 2 hemos de suponer que
k es perfecto.)

Ahora vamos a calcular la explosión de una superficie fibrada:

Ejemplo Consideremos de nuevo la superficie de Weierstrass W/Z5 dada por
la ecuación

Y 2 = X3 + 25.

(Véase la página 135.) Su fibra cerrada tiene un punto singular x0, y vamos a
calcular la explosión π : W̃ −→W con centro en dicho punto. Sabemos que W̃
es una superficie fibrada y que π|

W̃\π−1[{x0}]
: W̃ \ π−1[{x0}] −→ W \ {x0} es

un isomorfismo. En particular, W̃ tiene la misma fibra genérica que W . Sólo
hemos de estudiar su fibra cerrada, para lo cual basta calcular la explosión del
abierto U = EspZ5[x, y] formado por los puntos finitos de W . Como punto
de U , el punto singular es x0 = p = (5, x, y).

Ahora tenemos que Ũ es unión de tres abiertos afines, que llamaremos U1,
U2, U3. El primero es, por ejemplo,

U1 = EspZ5[x, y, x/5, y/5] = EspZ5[x1, y1],

donde x1 = x/5, x2 = y/5. Teniendo en cuenta que x, y satisfacen la ecuación
de Weierstrass, tenemos que x1, y1 cumplen la ecuación

25y2
1 = 125x3

1 + 25,

luego y2
1 = 5x3

1 + 1. Es claro que el polinomio Y 2 − 5X3 − 1 es irreducible
en Z5[X,Y ]. (Por ejemplo, porque un cambio de variables lineal en Q[X,Y ] lo
transforma en la ecuación de Weierstrass, y esto implica que es irreducible en
Q[X,Y ], luego también en Z5[X,Y ], teniendo en cuenta que sus coeficientes son
primos entre śı en Z5.) Por consiguiente,

U1 = Esp(Z5[X,Y ]/(Y 2 − 5X3 − 1)).
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Consideremos ahora U2 = EspZ5[x, y, 5/x, y/x] = Z5[x, y′, z], donde hemos
llamado y′ = y/x, z = 5/x. Los generadores cumplen las ecuaciones

x2y′2 = x3 + x2z2, xz = 5.

Como Z5[x, y′, z] es un dominio ı́ntegro (un subanillo del cuerpo de cocientes
de Z5[x, y]), podemos simplificar la primera ecuación y resulta

y′2 = x + z2, xz = 5.

El hecho de que se pueda despejar x en la primera ecuación se traduce en
que Z5[x, y′, z] = Z5[y′, z] y los generadores satisfacen la ecuación

y′2z − z3 = 5.

Esta ecuación es irreducible, por ejemplo porque al homogeneizarla respecto
de x y deshomogeneizarla respecto de z obtenemos la ecuación de U1, que ya
sabemos que es irreducible. Aśı pues,

U2 = Esp(Z5[Y,Z]/(Y 2Z − Z2 − 5)).

La relación que hemos señalado sobre las ecuaciones de U1 y U2 tiene su in-
terpretación: En primer lugar, observemos que la relación entre los generadores
de Z5[x1, y1] y los de Z5[y′, z] es la dada por

x1 = 1/z, y1 = y′/z, y′ = y1/x1, z = 1/x1,

lo que se interpreta como que U1 ∩ U2 es D(x1) en U1 y D(z) en U2, y las
ecuaciones anteriores definen el isomorfismo entre D(x1) y D(z) que se corres-
ponde con la identidad a través de las identificaciones U1

∼= EspZ5[x1, y1],
U2 = EspZ5[y′, z]. En segundo lugar, si llamamos

X = Proy(Z5[X,Y, Z]/(Y 2Z − 5X3 − Z3)),

que no es sino la superficie fibrada estudiada en el ejemplo de la página 135,
tenemos que U1

∼= D(z) ⊂ X, U2
∼= D(x) ⊂ X y, al representar

D(z) = EspZ5[x̄, ȳ], D(x) = EspZ5[y∗, z∗],

donde x̄ = x/z, ȳ = y/z, y∗ = y/x, z∗ = z/x, la correspondencia entre los
generadores es la misma que la que hemos encontrado entre x1, y1 e y′, z. Esto
implica que los isomorfismos U1

∼= D(z), U2
∼= D(x) se extienden hasta un

isomorfismo U1 ∪ U2 −→ D(z) ∪D(x) ⊂ X.

Nos falta considerar el abierto U3 = Z5[x, y, 5/y, x/y] = Z5[x′, y, z′], donde
x′ = x/y, z′ = 5/y. Los generadores cumplen las ecuaciones

x′3y + z′2 = 1, yz′ = 5.

Las relaciones entre los generadores son:

x1 = x′/z′, y1 = 1/z′, y′ = 1/x′, z = z′/x′,
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de donde se sigue que U1 ∩ U3 = D(z′), U2 ∩ U3 = D(x′), luego un punto de
U3 que no esté en U1 ∪ U2 tendŕıa que estar en V (x′, z′) = ∅ (por la primera
ecuación de U3). Esto significa que U3 ⊂ U1 ∪U2, luego Ũ = U1 ∪U2 y tenemos
una representación de Ũ como el abierto D(z) ∪D(x) ⊂ X.

Podŕıamos probar que este isomorfismo entre el abierto Ũ de W̃ y un abierto
de X se extiende a un isomorfismo W̃ ∼= X, pero más adelante será inmediato.2

Observemos que W̃ \ Ũ consta exactamente de dos puntos, las antiimágenes de
los puntos infinitos de las dos fibras de W y, por otra parte, X \ Ũ también
consta de dos puntos, pues es V (x̄, z̄) ⊂ D(y), donde x̄ = x/y, z̄ = z/y y
D(y) = EspZ5[x̄, z̄]) = EspZ5[X,Z]/(Z − 5X3 − Z3), luego

X \ Ũ = Esp(Z5[X,Z]/(X,Z)) = EspZ5,

que, ciertamente, consta de dos puntos.
Admitiendo a partir de aqúı que W̃ = X, vemos que la fibra cerrada X5 viene

dada por la ecuación homogénea Y 2Z−Z3 = 0, luego consta de tres rectas, que
podemos llamar

Γ1 = (5, Z), Γ2 = (5, Z + Y ), Γ3 = (5, Z − Y ).

Si I es el haz de ideales de OW que determina al punto singular x0 (el centro
de la explosión), es claro que π∗I es el haz de ideales de O

W̃
que determina la

fibra de x0. En la prueba del teorema 5.17 f) hemos visto que

(π∗I)(U1) = (5) ⊂ Z5[x1, y1], (π∗I)(U2) = (x) = (y′2 − z2) ⊂ Z5[y′, z].

Esto significa que π env́ıa a x0 toda la fibra cerrada de U1, que está deter-
minada por la ecuación y2

1 − 1 = 0, es decir, por las dos rectas afines:

Γ2 ∩ U1 = (5, y1 + 1), Γ3 ∩ U1 = (5, y1 − 1).

En cambio, la fibra cerrada de U2 viene dada por la ecuación y′2z − z3 = 0,
por lo que consta de las rectas afines

Γ1 ∩ U2 = (5, z), Γ2 ∩ U2 = (5, y′ + z), Γ3 ∩ U2 = (5, y′ − z),

de las cuales, sólo las dos últimas se contraen a x0, mientras que, por el contrario,
π|Γ1∩U2 : Γ1 ∩ U2 −→ U5 es suprayectiva. (Sabemos a priori que ha de ser aśı,
porque π es suprayectiva, y los puntos de la fibra cerrada U5 no pueden tener
antiimágenes sino en Γ1 ∩U2.) Más aún, necesariamente, el punto de Γ1 que no
está en U2 tiene que ser la antiimagen del punto infinito de U5, luego concluimos
que π|Γ1 : Γ1 −→W5 es suprayectiva.

Con más detalle aún: si componemos con π la inmersión cerrada Γ1 −→ W̃
que resulta de considerar a Γ1 con la estructura de subesquema cerrado redu-
cido, obtenemos un homomorfismo de esquemas π|Γ1 : Γ1 −→W5 suprayectivo,

2Porque W̃ y X son ambas superficies regulares minimales.
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que es un isomorfismo salvo en la antiimagen del punto singular de W5. Por con-
siguiente, se trata de un homomorfismo birracional entre dos curvas proyectivas,
y Γ1

∼= P1
Z/5Z

es regular, luego se trata de la normalización de W5. Considerando
el ejemplo anterior, podemos concluir que, de hecho, π|Γ1 es biyectiva.

Expĺıcitamente: Sabemos que π|U1 es el homomorfismo asociado a la in-
clusión Z5[x, y] ⊂ Z5[y′, z], luego π|Γ1∩U2 es el homomorfismo de esquemas aso-
ciado al homomorfismo de anillos

(Z/5Z)[x, y] = Z5[x, y]/(5) −→ Z5[y′, z]/(5, z) = (Z/5Z)[Y ]

Tenemos que x �→ y′2 − z2, y �→ xy′ = y′3 − y′z2, luego, al formar los
cocientes, la correspondencia se reduce a x �→ Y 2, y �→ Y 3, que es, ciertamente,
la expresión expĺıcita para la normalización que hab́ıamos encontrado en el
ejemplo anterior.

Γ1

W̃η Wη

W5
Γ2 Γ3

π x0

La figura resume la estructura de la ex-
plosión π : W̃ −→ W . Es un isomorfismo
sobre las fibras genéricas y contrae a x0 dos
de las componentes irreducibles de la fibra ce-
rrada de W̃ , mientras que, restringida a Γ1,
es la normalización de la fibra cerrada W5.

Nota En el cálculo expĺıcito de explosiones, el punto técnico más delicado es
encontrar las ecuaciones que determinan la estructura de esquema de los abiertos
afines que en el ejemplo anterior hemos llamado U1, U2 y U3. Mejor dicho, lo
delicado no es encontrarlas, que es fácil, sino justificar que las ecuaciones que
encontramos fácilmente son realmente las que buscamos. En esta nota vamos
a dar un argumento general aplicable en la mayoŕıa de los casos que vamos a
considerar en lo sucesivo.

Partimos de un anillo de valoración discreta D (en el ejemplo anterior Z5)
cuyo ideal maximal esté generado por un primo π (en el ejemplo anterior π = 5),
y consideramos un esquema af́ın

X = Esp(D[X,Y ]/(f(X,Y ))),

donde f(X,Y ) es un polinomio no constante irreducible en D[X,Y ]. Vamos a
determinar expĺıcitamente las ecuaciones que determinan la explosión de X con
centro en el punto p = (π, x, y). Sabemos que X̃ es la unión de tres abiertos
afines. El primero es U1 = EspD[x, y, x/π, y/π] = EspD[x1, y1], donde hemos
llamado x1 = x/π, y1 = y/π. Los generadores x1, y1 cumplen

f(πx1, πy1) = 0,

es decir, son ráıces del polinomio f(πX, πY ). Podemos descomponer este poli-
nomio en la forma

f(πX, πY ) = πdg(X,Y ),
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donde g(X,Y ) ∈ D[X,Y ] no es divisible entre π. Es claro entonces que también
se cumple g(x1, y1) = 0 y la cuestión es justificar que g es irreducible, pues
entonces tenemos un epimorfismo

D[X,Y ]/(g(X,Y )) −→ D[x1, y1],

donde el anillo de la izquierda es un dominio ı́ntegro de dimensión 2. Si no fuera
un isomorfismo, concluiŕıamos que D[x1, y1] tendŕıa dimensión menor que 2, lo
cual es imposible, pues sabemos que las explosiones conservan la dimensión.

El argumento que hemos empleado en el ejemplo anterior vale en general: si
llamamos K al cuerpo de cocientes de D, el automorfismo K[X,Y ] −→ K[X,Y ]
dado por X �→ πX, Y �→ πY transforma f(X,Y ) en πdg(X,Y ), luego éste es
irreducible en K[X,Y ], y lo mismo vale para g(X,Y ). Como sus coeficientes
son primos entre śı, esto implica a su vez que g(X,Y ) es irreducible en D[X,Y ].

Consideremos ahora U2 = EspD[x, y, y/x, π/x] = EspD[x, y′, z], donde he-
mos llamado y′ = y/x, z = π/x. (El caso de U3 es completamente análogo,
aśı que no necesitamos considerarlo.) Vamos a hacer en este contexto general
lo mismo que hemos hecho en el ejemplo anterior. Para ello, observamos que
podemos expresar f(X,Y ) = f(X,Y, π), donde f(X,Y, Z) ∈ D[X,Y, Z] es un
polinomio cuyos coeficientes son todos unidades en D. De este modo,

D[x, y] = D[X,Y ]/(f(X,Y )) = D[X,Y, Z]/(F (X,Y, Z), Z − π).

Los generadores x, y′, z cumplen y = xy′, π = xz, luego son ráıces del
polinomio f(X,XY,XZ). Podemos factorizarlo como

f(X,XY,XZ) = Xdg(X,Y, Z),

donde g no es divisible entre X y sus coeficientes siguen siendo unidades en D.
En particular, esto implica que g /∈ (X,π) ⊂ D[X,Y ]. Vamos a probar que

D[x, y′, z] = D[X,Y, Z]/(g(X,Y, Z), XZ − π).

En el ejemplo anterior hemos tenido la “suerte” de que pod́ıamos despejar
X en g(X,Y, Z) = 0 y reducir el problema a una única ecuación, que además
hemos podido relacionar fácilmente con la ecuación de U1. Todo esto no es
posible en general.

Es claro que x, y′, z son ráıces de los polinomios g(X,Y, Z) y XZ − π.
Hemos de probar que si p(X,Y, Z) ∈ D[X,Y, Z] es un polinomio (que podemos
suponer irreducible) tal que p(x, y′, z) = 0, entonces p ∈ (g,XZ −π). Para ello,
trabajando en el cuerpo K(X,Y, Z), consideramos el natural e que hace que

q(X,Y, Z) = Xep(X,Y/X,Z/X)

sea un polinomio no divisible entre X. Aśı, q(X,XY,XZ) = Xep(X,Y, Z),
luego q(x, y, π) = xep(x, y′, z) = 0, luego

q(X,Y, Z) = a(X,Y, Z)f(X,Y, Z) + b(X,Y, Z)(Z − π),
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para ciertos polinomios a y b. Por consiguiente,

Xep(X,Y, Z) = a(X,XY,XZ)Xdg(X,Y, Z) + b(X,XY,XZ)(XZ − π).

Redefiniendo a y b, hemos llegado a una expresión de la forma

Xep(X,Y, Z) = a(X,Y, Z)Xdg(X,Y, Z) + b(X,Y, Z)(XZ − π).

Consideremos el dominio ı́ntegro A = D[X,Y, Z]/(XZ − π). El ideal (x) es
primo, pues

A/(x) = D[X,Y, Z]/(X,XZ − π) = (D/(π))[Y,Z],

que es un dominio ı́ntegro. Como es un anillo noetheriano, tiene que haber un
máximo exponente m tal que xm | a(x, y, z). Esto significa que

a(X,Y, Z) = Xmu(X,Y, Z) + v(X,Y, Z)(XZ − π).

Esta igualdad nos permite reemplazar a por u, d por d+m y b por b+Xdgv
en la igualdad precedente y suponer que x no divide a a(x, y, z) en el dominio
A. Por otra parte, x tampoco puede dividir a g(x, y, z), ya que esto significaŕıa
que

g(X,Y, Z) = Xu(X,Y, Z) + v(X,Y, Z)(XZ − π) ∈ (X,π).

Aśı pues, la igualdad

xep(x, y, z) = a(x, y, z)xdg(x, y, z)

implica que e ≤ d. Por consiguiente, volviendo a la igualdad en D[X,Y, Z],
concluimos que Xe | b(X,Y, Z), luego p(X,Y, Z) ∈ (g(X,Y, Z), XZ − π), como
hab́ıa que probar.

Terminamos la sección demostrando algunas propiedades adicionales de las
explosiones:

Teorema 5.21 Sea f : W −→ X un homomorfismo entre esquemas localmente
noetherianos, sea I un haz cuasicoherente de ideales de X y J = IOW . Sean
π : X̃ −→ X y ρ : W̃ −→ W las explosiones con centro en los subesquemas
determinados por estos haces. Entonces existe un único homomorfismo de es-
quemas f̃ que hace conmutativo el diagrama siguiente:

W̃

ρ

��

f̃ �� X̃

π

��
W

f
�� X

Demostración: Supongamos en primer lugar que X = EspA, W = EspB.
Entonces f está determinado por un homomorfismo A −→ B, el haz I está
determinado por un ideal I de A, y J está determinado por el ideal J generado
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por la imagen de I. Obviamente, tenemos entonces un homomorfismo graduado
Ã −→ B̃, que induce un homomorfismo W̃ −→ X̃ que cumple lo pedido.

Supongamos ahora que U = EspC y V = EspD son abiertos afines en X
y W respectivamente, de modo que V ⊂ f−1[U ]. Entonces tenemos diagramas
conmutativos correspondientes

W
f �� X A ��

��

B

��
V

f |V
��

i

��

U

j

��

C �� D

Claramente, I(U) = (j∗I)(U) = I ⊗A C, por lo que I|U = IOU está determi-
nado por el ideal generado por I en C. Igualmente, J|V está determinado por
el ideal generado por I en D. Tenemos, pues, un diagrama conmutativo

W̃
f̃ �� X̃

Ṽ
f̃ |V

��

��

Ũ

��

donde las flechas verticales son las inclusiones naturales. En otras palabras, el
homomorfismo f̃ que sabemos construir expĺıcitamente para f e I, se restringe
al que sabemos construir para f |V e I|U .

Esto nos da la existencia en el caso en que los esquemas no son necesaria-
mente afines. En efecto, cubrimos W por abiertos afines Wi, cada uno de los
cuales está contenido en la antiimagen por f de un abierto af́ın Xi de X, de
modo que f se restringe a homomorfismos fi : Wi −→ Xi, para los que sabemos
construir homomorfismos f̃i : W̃i −→ X̃i. Si P ∈ W̃i ∩ W̃j , podemos tomar
abiertos afines f(ρ(P )) ∈ U ⊂ Xi ∩Xj y ρ(P ) ∈ V ⊂ f−1[U ]. Sucede entonces
que f̃i y f̃j se restringen al mismo homomorfismo Ṽ −→ Ũ , luego todos los f̃i
se extienden a un homomorfismo f̃ que cumple el teorema.

Ahora probamos la unicidad. En primer lugar, si U ⊂ X es un abierto
af́ın y V = f−1[U ]. Un homomorfismo f̃ que cumpla el teorema se restringe a
un homomorfismo Ṽ −→ Ũ que también lo cumple, luego basta demostrar la
unicidad cuando X = EspA es af́ın (y noetheriano).

Por otra parte, si llamamos f ′ = ρ ◦ f , es claro que IO
W̃

= JO
W̃

, luego se

trata de un haz inversible, lo que hace que la explosión de W̃ respecto de IO
W̃

sea el propio W̃ . Por lo tanto, un homomorfismo f que cumpla el teorema para
f , lo cumple también para f ′, por lo que basta probar la unicidad en el caso en
que J es un haz inversible en W y, por consiguiente, W̃ = W .

Sea I = Ĩ, donde I es un ideal de A, y sea f1, . . . , fn un generador. Sea
i : X̃ −→ Pn−1

X la inmersión cerrada considerada en la prueba de 5.17 g),
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de modo que O
X̃

(1) = i∗O
P
n−1
X

(1). Para cualquier f̃ que cumpla el teorema,
tenemos el diagrama conmutativo

X̃
i ��

π

����
��

��
��

� Pn−1
X

��
W

f̃

��

f
�� X

luego J = IOW = (IO
X̃

)OW = (O
X̃

(1))OW = (O
P
n−1
X

(1))OW .

Equivalentemente, si llamamos g = f̃ ◦ i, tenemos un epimorfismo

g∗ : g∗O
P
n−1
X

(1) −→ I,

que es un isomorfismo porque ambos haces son inversibles.
Por otra parte, la prueba de 5.17 f) muestra que el isomorfismo IO

X̃
∼= O

X̃
(1)

identifica π∗(fi) ∈ IO
X̃

(X̃) con i∗(Xi) ∈ i∗O
P
n−1
X

(1) = O
X̃

(1). Por consiguiente,
si llamamos ui = f∗(fi) ∈ J(W ), el diagrama conmutativo nos da que

ui = f̃∗(π∗(fi)) = f̃∗(i∗(Xi)) = g∗(Xi).

En resumen, si f̃ cumple el teorema, entonces la composición g = f̃◦i cumple
que g∗O

P
n−1
X

(1) ∼= J y g∗(Xi) = ui. Según el teorema [5.33], esto implica que

f̃ ◦ i está uńıvocamente determinado y, como i es una inmersión cerrada, f̃
también.

De aqúı se deduce inmediatamente que las explosiones están caracterizadas
por la propiedad universal siguiente:

Teorema 5.22 Sea π : X̃ −→ X una explosión de un esquema localmente
noetheriano y sea I el haz de ideales que determina su centro. Entonces, para
todo homomorfismo f : W −→ X tal que IOW es inversible, existe un único
homomorfismo g : W −→ X̃ que hace conmutativo el diagrama

W
g ��

f ���
��

��
��

� X̃

π

��
X

Teorema 5.23 En las condiciones del teorema 5.21, si el homomorfismo f es
una inmersión cerrada, también lo es f̃ .

Demostración: Se deduce de la construcción de f̃ vista en la demostración
del teorema 5.21. Puesto que ser una inmersión cerrada es una propiedad local
en la base, no perdemos generalidad si suponemos que X es af́ın, en cuyo caso
Y también lo es. Si X = EspA, W = EspB, tenemos que el homomorfismo
A −→ B asociado a f es un epimorfismo, luego también lo es el homomorfismo
Ã −→ B̃, de donde se sigue que f̃ es una inmersión cerrada.
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Definición 5.24 Sea π : X̃ −→ X la explosión de un esquema localmente
noetheriano X respecto de un subesquema cerrado Z. Si W es un subesquema
cerrado de X, el subesquema cerrado W̃ de X̃ dado por el teorema anterior se
llama transformada estricta de W .

El teorema siguiente nos describe más detalladamente las explosiones de
esquemas regulares respecto de centros regulares:

Teorema 5.25 Sea π : X̃ −→ X una explosión de un esquema localmente
noetheriano regular con centro en un subesquema regular Y determinado por un
haz de ideales I. Entonces:

a) X̃ es regular.

b) Para cada x ∈ Y , la fibra X̃x es isomorfa a Pr−1
k(x), donde

r = dimxX − dimx Y.

c) Si Y ′ = π−1[Y ], con la estructura de subesquema cerrado dada por IO
X̃

,
entonces la inmersión cerrada Y ′ −→ X̃ es una inmersión regular.

Demostración: El teorema 5.17 d) implica que X̃ es regular en todos los
puntos de π−1[X \ Y ], luego sólo hemos de comprobar la regularidad en los
puntos P ∈ X̃ cuya imagen es un punto x ∈ Y . Si U es un entorno af́ın de x,
entonces Ũ = π−1[U ] es un entorno af́ın de P . Además, la fibra X̃x coincide con
Ũx, luego, tanto para probar a) como para probar b), podemos suponer que X
es af́ın y noetheriano.

Si X = EspA, llamemos X ′ = EspAx y consideremos el diagrama conmu-
tativo

X̃ ′ ��

π′

��

X̃

π

��
X ′ �� X

Por el teorema 5.17 c), sabemos que X̃ ′ = X̃×X X ′. Además, los homomor-
fismos que aparecen en el diagrama son las proyecciones. En particular, es claro
que X̃ ′

x
∼= X̃x, luego para probar b) podemos suponer que X es un esquema

noetheriano local y que x es su punto cerrado. También podemos suponer esto
para la prueba de a), pues si P ′ ∈ X̃ ′ es el punto correspondiente a P en X̃ ′

x, se
cumple que O

X̃′,P ′
∼= O

X̃,P
, pues esto equivale a que (Ãx)P ′ ∼= ÃP (y tenemos

que P ′ = Px y que A \ x ⊂ Ã \ P ).

Pongamos, pues, que X = EspA, donde A es un anillo local regular. Enton-
ces Y = EspA/I, para cierto ideal I de A. Como x es regular tanto en X como
en Y , tenemos que A/I también es regular. Por [AC 5.19] tenemos que el ideal
maximal de A es de la forma m = (f1, . . . , fd), donde d = dimOX,x, y además
I = (f1, . . . , fr), para cierto r ≤ d (que es el que aparece en el enunciado de b).
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Sea J = (fiXj − fjXi)1≤i,j≤r, sea B = A[X1, . . . , Xr]/J y Z = ProyB.
Vamos a probar que Z es ı́ntegro, con lo que la propiedad h) tras la definición
5.12 nos dará que Z ∼= X̃.

En cualquier caso, tenemos una inmersión cerrada X̃ −→ Z definida sobre X.
Veamos que el homomorfismo natural π′ : Z −→ X se restringe a un isomorfismo
π′−1[X \Y ] −→ X \Y . En efecto, X \Y es la unión de los abiertos D(fi), para
1 ≤ i ≤ r, y se cumple que π′−1[D(fi)] = D(fi) = D(fixi). (La última igualdad
se sigue de las relaciones fixj = fjxi.)

La restricción de π′ al abierto D(fixi) se corresponde con el homomorfismo
Afi −→ B(fixi) dado por a/fmi �→ axmi /(fixi)m. Es fácil ver que se trata de
un isomorfismo. Por ejemplo, xj/(fixi) = (fjx2

i )/(fixi)
2 y, usando este tipo de

transformación, se ve fácilmente que todo elemento de B(fixi) es de la forma
axmi /(fixi)m, cuya antiimagen es a/fmi . La inyectividad es inmediata.

Aśı pues, π′ se restringe a un isomorfismo sobre cada π′−1[D(fi)], luego
también sobre π′−1[X \ Y ].

Si y ∈ Y , tenemos que Zy = Z ×X Esp k(y) ∼= Proy(B ⊗A k(y)), y es fácil
ver que

B ⊗A k(y) ∼= k(y)[X1, . . . , Xr],

por lo que Zy ∼= Pr−1
k(y).

De este modo, π′ : Z −→ X es un homomorfismo propio (es proyectivo),
suprayectivo y con fibras conexas. Esto implica que Z es conexo, pues si
pudiéramos descomponer Z = U ∪ V , para ciertos abiertos disjuntos no vaćıos
U y V , entonces cada fibra de π′ está contenida en uno de ellos, luego π′[U ]
y π′[V ] seŕıan cerrados disjuntos no vaćıos en X, lo cual es imposible, pues el
punto cerrado de X pertenece a todos los cerrados no vaćıos.

Si demostramos que Z es regular, en particular será localmente ı́ntegro y,
como es conexo, será ı́ntegro. Esto probará que X̃ ∼= Z y tendremos a). Además,
el isomorfismo hace corresponder a π con π′, y ya hemos comprobado que las
fibras de π′ cumplen b), con lo que ambos apartados estarán demostrados.

Basta probar que Z es regular en cada punto cerrado z ∈ Z. Observemos
que z ∈ Zx, porque Z −→ X es propio. Pongamos que z ∈ D(x1). Es fácil ver
que B(x1) = A[X2, . . . , Xr]/J1, donde J1 = (fi−f1Xi)2≤i≤r. Un entorno de z en
Zx es D(x1)x, que es el espectro de B(x1)⊗A (A/mx) = B(x1)/mxB(x1), de modo
que la inmersión cerrada D(x1)x −→ D(x1) se corresponde con el homomorfismo
natural B(x1) −→ B(x1)/mxB(x1), lo que a su vez implica que el epimorfismo
OZ,z −→ OZx,z tiene por núcleo el ideal generado por f1, . . . , fd. Como OZx,z

es regular de dimensión r − 1, su ideal maximal admite un generador con r − 1
elementos, luego mz = (f1, . . . , fd, g2, . . . , gr), para ciertos gi ∈ mz. Notemos
que en OZ,z se cumplen las relaciones fi = f1xi, para i = 2, . . . , r, luego en
realidad mz = (f1, g2, . . . , gr, fr+1, . . . , fd). Aśı pues, dimOZ,z ≤ µ(mz) ≤ d.

Consideremos ahora la inmersión cerrada EspB(x1) −→ EspA[X2, . . . , Xr],
que nos permite considerar a z como un ideal maximal de A[X2, . . . , Xr] tal que
z ∩A = x. El epimorfismo A[X2, . . . , Xr] −→ k(x)[X2, . . . , Xr] tiene por núcleo
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el ideal generado por x en el anillo de polinomios, luego hace corresponder a z
con un ideal maximal de k(x)[X2, . . . , Xr], cuya altura es obviamente r−1. Por
consiguiente, la altura de z en A[X2, . . . , Xr] es ≥ d+ r− 1. Esto se traduce en
que dimOAr−1

A
,z ≥ d + r − 1.

Por otra parte, tenemos un epimorfismo OAr−1
A

,z −→ OZ,z cuyo núcleo está
generado por los generadores de J1, que son r − 1. Vamos a probar que cada
generador disminuye la dimensión a lo sumo en una unidad, de modo que po-
dremos concluir que dimOZ,z ≥ d+ r− 1− (r− 1) = d. A su vez esto implicará
que dimOZ,z = µ(mz) = d, lo que significa que z es regular en Z.

Lo que hemos de probar es que si A es un anillo noetheriano local y f ∈ A
no es una unidad, entonces dimA/(f) ≥ dimA − 1. Para ello consideramos
una cadena de ideales primos en A: p0 � p1 � · · · � pd. Si f ∈ p0 entonces
en A/(f) tenemos una cadena de la misma longitud, mientras que si f /∈ p0,
entonces f no es un divisor de cero en A/p0, por lo que [AC 4.58] nos da que
dimA/(p0 + (f)) ≥ d− 1, luego también dimA/(f) ≥ d− 1.

Falta probar c). Observemos que, ciertamente, el ideal IO
X̃

define una
estructura de esquema sobre Y ′, es decir, que V (IO

X̃
) = Y ′. Basta comprobar

la igualdad sobre cada abierto Ui = V (ti). En la prueba de 5.17 f) hemos visto
que IO

X̃
(Ui) está generado por f1, . . . , fr o, simplemente, por fi. Aśı, un ideal

p ∈ Ui pertenece a V (IO
X̃

) ∩ Ui si y sólo si fi ∈ p, si y sólo si f1, . . . , fr ∈ p, si
y sólo si f1, . . . , fr ∈ π(p), si y sólo si π(p) ∈ Y .

Ahora, c) es consecuencia inmediata de que el ideal IO
X̃

es inversible.

5.3 La geometŕıa de las superficies fibradas

Presentamos aqúı las propiedades básicas de las superficies fibradas. Entre
las más elementales tenemos ésta, que muestra que, realmente, la fibra genérica
es “genérica”:

Teorema 5.26 Sea S un esquema ı́ntegro, X/S un esquema plano reducido y
sean f, g : X −→ Y dos homomorfismos en un esquema separado Y . Si ambos
coinciden sobre la fibra genérica de X, entonces f = g.

Demostración: Cubrimos S con abiertos afines W . Como f y g se restrin-
gen a homomorfismos π−1

X [W ] −→ π−1
Y [W ] que cumplen las mismas hipótesis,

basta probar el teorema en el caso en que S = EspD. Llamemos K = K(S).
Si U = EspA es un abierto af́ın en Y y V = EspB es un abierto af́ın en

f−1[U ]∩g−1[U ], tenemos que f |V y g|V se corresponden con dos homomorfismos
A −→ B que, compuestos con el monomorfismo B −→ B ⊗D K, son iguales,
luego ambos homomorfismos son iguales, f |V = g|V y f = g por el teorema
[E 4.16].

Según el teorema [E A.16], el teorema siguiente es una condición suficiente
para que las fibras de una superficie fibrada sean conexas:
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Teorema 5.27 Si π : X −→ S es una superficie fibrada con dimS = 1 y
la fibra genérica Xη es geométricamente ı́ntegra, el homomorfismo canónico
OS −→ π∗OX es un isomorfismo.

Demostración: El homomorfismo OX(X) −→ OXη (Xη) inducido por la
proyección es inyectivo, ya que, para cada abierto af́ın U ⊂ X, el homomorfismo
OX(U) −→ OX(U)⊗DK(S) es inyectivo, ya que OX(U) es plano sobre D. Ahora
bien, OXη

(Xη) = K(S) por [E 4.26] y OX(X) es entero sobre D por [E 4.24],
luego ha de ser OX(X) = D. Como π∗OX es cuasicoherente (por [E 5.9]),
concluimos que π∗OX = OS .

Aśı, vemos que las fibras de cualquier modelo de una curva eĺıptica son
siempre conexas. En general, cuando una superficie fibrada tiene fibras discone-
xas, las componentes conexas de cada fibra pueden separarse en fibras distintas
mediante un cambio de base:

Teorema 5.28 Sea X/S una superficie fibrada normal con dimS = 1, sea η
el punto genérico de S y ρ : S′ −→ S la normalización de S en H0(Xη,OXη

).
Entonces:

a) ρ es finito y plano.

b) El homomorfismo estructural π : X −→ S factoriza como X −→ S′ −→ S,
de modo que X/S′ es una superficie fibrada normal con la misma fibra
genérica Xη.

c) Las fibras de X/S′ son conexas.

d) Si s ∈ S es un punto cerrado y s1, . . . , sn son sus antiimágenes en S′,
entonces Xs es unión disjunta de curvas Xi, para i = 1, . . . , n, de modo
que Xsi es un subesquema cerrado de Xi con el mismo espacio topológico
subyacente.

Demostración: Tenemos que S = EspD, donde D es un dominio de
Dedekind. Como X/S es propio, sabemos que A = H0(X,OX) es una D-
álgebra finitamente generada, y además es un dominio ı́ntegro ı́ntegramente
cerrado porque X es normal.

Para cada x ∈ X, el anillo OX,x es un OS,π(x)-módulo plano, luego es libre de
torsión por [AC A8]. Como además es un dominio ı́ntegro, esto equivale a que el
homomorfismo OS,π(x) −→ OX,x es inyectivo, y de aqúı se deduce que lo mismo
sucede con el homomorfismo OS(S) −→ OX(X), es decir, el homomorfismo
D −→ A. A su vez, esto implica que si P es un ideal primo de A y p = P ∩A,
el homomorfismo natural Dp −→ AP sea también inyectivo, por lo que AP es
un Dp-módulo libre de torsión y, por consiguiente, es plano. En definitiva, A es
un D-módulo plano.

Si K es el cuerpo de cocientes de D, por el teorema [E 6.15] sabemos que
L = H0(Xη,OXη ) = A⊗D K. Por [E 4.26] sabemos que L es un cuerpo, luego
ha de ser el cuerpo de cocientes de A. Aśı pues, A es la clausura normal de D
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en L y, por consiguiente, S′ = EspA. En particular, A es también un dominio
de Dedekind.

Ahora a) es evidente y, como todos los anillos de OX son A-álgebras, es claro
que π factoriza como indica b). Es claro que X/S′ es una superficie proyectiva.
Para que sea una superficie fibrada sólo nos falta ver que es plana, para lo cual
basta con que el homomorfismo π′ : X −→ S′ sea suprayectivo. Si s ∈ S,
tenemos que

Xs = X ×S Esp k(s) = X ×S′ S′ ×S Esp k(s) = X ×S′ Esp(A⊗D k(s)).

Cuando s = η es el punto genérico de S, tenemos que k(s) = K y queda
que Xη = X ×S′ EspL, que es la fibra genérica de X/S′. En particular, el
punto genérico de S′ está en la imagen de X, luego ésta es todo S′ y aśı queda
probado b).

c) Es consecuencia del principio de conexión de Zariski (teorema [E A16]),
ya que, por construcción, π′

∗OX = OS′ .

Para probar d) basta observar que, si s ∈ S se corresponde con el ideal
maximal p de A, entonces

S′
s = S′ ×S k(s) = Esp(A⊗D (D/p)) = Esp(A/pA).

Si si se corresponde con el ideal maximal Pi de A, resulta que

OS′
s,si

= (A/pA)Pi
∼= OS′,si/pOS,s.

La fibra S′
s es la unión disjunta de los esquemas Pi = Esp(OS′,si/pOS,s)

y los epimorfismos naturales OS′,si/pOS,s −→ OS′,si/Pi = k(si) dan lugar a
inmersiones cerradas Esp k(si) −→ Pi que son homeomorfismos, pues ambos
esquemas constan de un único punto.

Antes hemos visto que Xs = X ×S′ S′
s, luego Xs es la unión disjunta de los

esquemas Xi = X ×S′ Pi y existen inmersiones cerradas Xsi −→ Xi que son
homeomorfismos, tal y como afirma d).

Ahora describimos los divisores primos de una superficie fibrada:

Teorema 5.29 Sea X/S una superficie fibrada y supongamos que dimS = 1.

a) Si x es un punto cerrado de la fibra genérica Xη, entonces Γ = {x} es
un subconjunto cerrado irreducible de X de dimensión 1. Además, la
restricción Γ −→ S del homomorfismo estructural de X es finita y supra-
yectiva, y es un isomorfismo si x es racional.

b) Si Γ ⊂ X es un cerrado irreducible de dimensión 1, o bien es una compo-
nente irreducible de una fibra cerrada, o bien es de la forma descrita en
el apartado anterior.

Demostración: a) Obviamente Γ es irreducible, pues es la clausura de
un conjunto irreducible. El conjunto π[Γ] es cerrado en S (porque X/S es
proyectivo) y contiene al punto genérico η, luego π[Γ] = S.
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Como x es cerrado en Xη, tenemos que Γ ∩Xη = {x}, luego Γ �= X y, por
consiguiente, dim Γ ≤ 1.

Si s ∈ S es cerrado, el teorema 5.3 nos da que dimXs = 1, luego se cumple
que dim(Γ∩Xs) ≤ 1. Si se diera la igualdad, la intersección tendŕıa una compo-
nente irreducible de dimensión 1, que seŕıa un cerrado irreducible contenido en Γ
y de la misma dimensión que Γ, luego habŕıa de ser todo Γ. Tendŕıamos entonces
que Γ ⊂ Xs, en contradicción con la suprayectividad de π. Aśı pues, las fibras
de π|Γ son finitas, y el teorema [E 4.43] nos da que π|Γ es un homomorfismo
finito. El teorema [AC 3.68] implica ahora que dim Γ = 1.

Si x es racional (como punto de Xη/K), es decir, si k(x) = K = K(S),
entonces π : Γ −→ S es un homomorfismo finito y birracional. Como S es
normal, el teorema [E A.21] implica que es un isomorfismo.

b) Tenemos que π[Γ] es un cerrado irreducible de S, luego, o bien es un
punto, o bien π[Γ] = S. En el primer caso Γ está contenido en la fibra de un
punto cerrado, y como Γ y la fibra tienen ambos dimensión 1, concluimos que
Γ es una componente irreducible de dicha fibra. En el segundo caso Γ contiene
un punto x ∈ Xη, luego también contiene a {x}, que por a) es irreducible y de
dimensión 1, luego Γ = {x}.

Definición 5.30 Sea X/S una superficie fibrada y sea Γ un divisor primo de
X. Diremos que Γ es horizontal si dimS = 1 y π|Γ : Γ −→ S es suprayectiva.
Si π[Γ] se reduce a un punto diremos que Γ es vertical.

En estos términos, el teorema anterior afirma que todo divisor primo es ho-
rizontal o vertical. Más en general, diremos que un divisor de Weil es horizontal
o vertical si todos sus divisores primos lo son.

Ejemplo Si W/S es un modelo de Weierstrass, sus divisores primos verticales
son sus fibras (porque son irreducibles), mientras que el conjunto O descrito en el
teorema 5.10 es un ejemplo de divisor primo horizontal. Es el divisor “infinito”,
que contiene al punto infinito de cada una de las fibras. El hecho de que corte a
cada fibra exactamente en un punto es, como hemos visto, consecuencia de que
el punto oη es racional. Para otros puntos no tiene por qué ser cierto.

Consideremos, por poner un ejemplo concreto, el modelo de Weierstrass W/Z
asociado a la ecuación

Y 2 = X(X2 + 1).

El punto racional u = (x, y) ∈ Wη da lugar al divisor horizontal Γ = {u}
que corta a cada fibra en el punto racional (p, x, y) ∈ Wp. Sin embargo, el
punto cerrado v = (x2 + 1, y) ∈ Wη (que se corresponde con el par de puntos
conjugados (x± i, y) ∈Wη Q̄) cumple que

{v} ∩Wp =



{(2, x + 1, y)} si p = 2,
{(p, x + a, y), (p, x− a, y)} si a2 ≡ −1 (mód p), p �= 2,
{(p, x2 + 1, y)} si p ≡ −1 (mód 4).



158 Caṕıtulo 5. Superficies fibradas

En las superficies aritméticas podemos identificar las fibras cerradas con
divisores:

Teorema 5.31 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1, sea s ∈ S un
punto cerrado y sean Γ1, . . . ,Γd las componentes irreducibles de la fibra Xs.
Entonces, Xs coincide con el subesquema cerrado asociado al divisor de Cartier
π∗(s), donde π : X −→ S es el homomorfismo estructural. Si X/S es normal
en codimensión 1, este divisor se corresponde a su vez con el divisor de Weil
Γr11 · · ·Γrdd , en el que las multiplicidades vienen dadas por ri = vξi(p), donde
ξi ∈ Γi es el punto genérico, p ∈ OS,s es un primo y vξi es la valoración del
anillo de valoración discreta OX,ξi .

Demostración: Podemos ver a s como divisor (primo) de Weil en S. Como
S es regular, s se corresponde a su vez con un divisor de Cartier, lo que nos
permite considerar su imagen inversa D = π∗(s) ∈ Divc(X). Como s es un
divisor entero, también lo es D. Vamos a comprobar que, considerados como
esquemas, Xs = D.

En primer lugar observamos que podemos sustituir S por cualquier entorno
af́ın de s, y de este modo podemos suponer que, si S = EspD, el divisor de
Cartier s está definido por un único p ∈ D. Esto significa que, si p es el ideal de
D que se corresponde con s, se cumple vp(p) = 1 y vq(p) = 0 para todo q �= p.
A su vez, esto implica que p = (p). Si U es un abierto af́ın en X, entonces

OXs
(Xs ∩ U) = OX(U)⊗A (A/(p)) ∼= OX(U)/pOX(U),

de donde deducimos que Xs es el subesquema cerrado asociado de X al haz de
ideales pOX , pero, por definición de π∗(s), es inmediato que OX(D−1) = pOX ,
luego Xs = D como esquemas. Cuando la superficie es normal en codimen-
sión 1, el teorema 4.4 nos da que los exponentes de cada Γi en el divisor de Weil
asociado a D vienen dados por ri = vξi(Dξi) = vξi(p).

De acuerdo con el teorema 4.3, las fibras de las superficies fibradas normales
son esquemas de Cohen-Macaulay, de modo que no tienen puntos asociados que
no sean cuasigenéricos. Ahora vamos a probar que si la superficie es localmente
una intersección completa (en particular, si es regular), lo mismo le sucede a
cada fibra. Recordemos ([E 9.27]) que ésta es la condición para que esté definido
el haz canónico.

Teorema 5.32 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1 y que sea lo-
calmente una intersección completa, sea s ∈ S un punto cerrado y E | Xs un
divisor de Cartier vertical entero. Entonces E/k(s) es también localmente una
intersección completa.

Demostración: Como la propiedad es local, podemos suponer que tenemos
un diagrama conmutativo

E ��

			
		

		
		

	 X �� An
S

Xs

��

�� An
k(s)

��
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donde las flechas horizontales son inmersiones cerradas y las de la fila supe-
rior son regulares. Por definición de inmersión regular, esto significa que, para
cada x ∈ E, tenemos que OE,x = OAn

S
,x/(b1, . . . , bm), donde b1, . . . , bm es una

sucesión regular. En particular (ver las observaciones tras [AC 5.22]) tenemos
que

dimOE,x = dimOAn
S
,x −m.

Por otra parte, como X/S y An
S/S son planos, tenemos ([E 4.52]) que

dimOE,x = dimOXs,x = dimOX,x − dimOS,s,

dimOAn
k(s),x

= dimOAn
S
,x − dimOS,s,

de donde se sigue que dimOE,x = dimOAn
k(s),x

−m. Como

OE,x = OAn
k(s),x

/(b1, . . . , bm),

es fácil ver que b1, . . . , bm son también una sucesión regular en OAn
k(s),x

. (Por
el teorema [AC 5.18], cada bi rebaja a lo sumo la dimensión en una unidad, y
si es un divisor de 0 es claro que no la rebaja.) Esto prueba que la inmersión
E −→ An

k(s) es regular, luego E/k(s) es localmente una inmersión completa.

Notemos que una mı́nima variante del argumento anterior (eliminando el di-
visor) muestra que todas las fibras de X/S (incluida la genérica) son localmente
intersecciones completas.

5.4 Un ejemplo de desingularización

Hemos visto un ejemplo de cómo podemos eliminar un punto singular de
una superficie aritmética mediante una explosión. No obstante, a veces es nece-
sario realizar varias explosiones sucesivas. Dedicamos ı́ntegramente esta última
sección a discutir un ejemplo de desingularización no trivial. Concretamente,
partiremos de la superficie fibrada X/Z definida por la ecuación de Selmer:

3X3 + 4Y 3 + 5Z5 = 0.

El criterio jacobiano implica que esta ecuación define una curva geométrica-
mente regular sobre todo cuerpo de caracteŕıstica distinta de 2, 3 o 5.

No vamos a necesitar este hecho, pero en el último ejemplo del caṕıtulo VIII
de [CE] se demuestra que esta curva no tiene puntos racionales sobre Q, mientras
que śı que los tiene sobre cada cuerpo p-ádico Qp y, por consiguiente, sobre cada
cuerpo finito Z/pZ. Aśı pues, Xη/Q no es una curva eĺıptica, mientras que śı
que lo es cada fibra Xp (sobre Z/pZ) para todo primo p �= 2, 3, 5.

Los únicos posibles puntos singulares de X han de estar en las fibras X2,
X3 o X5. Empezando por la última, vemos que se trata de la curva proyectiva
sobre Z/5Z definida por la ecuación homogénea

3X3 + 4Y 3 = 0.
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El criterio jacobiano muestra que su único punto no geométricamente regular
es el asociado al ideal homogéneo (5, x, y). Ahora bien, un entorno af́ın de
este punto en X es la superficie determinada por la deshomogeneización de la
ecuación respecto de Z, que es

3X3 + 4Y 3 + 5 = 0,

y, como ideal de Z[x, y], el punto es p = (5, x, y) = (x, y), y esto implica que
el ideal maximal de OX,p está generado también por dos elementos, luego p

es regular en X. Aśı pues, en X5 hay un punto no suave, pero ningún punto
singular en X.

Para estudiar la fibra X2 podemos sustituir X por X×Z EspZ2 y considerar
que X está definido sobre el anillo de valoración discreta Z2. La fibra X2 es la
curva proyectiva sobre k = Z/2Z dada por la ecuación

X3 + Z3 = (X + Z)(X2 + XZ + Z2) = 0.

Vemos que consta de dos componentes irreducibles con multiplicidad 1:

Γ1 = (2, x + z), Γ2 = (2, x2 + xz + z2).

La primera es una recta Γ1
∼= P1

k, mientras que la segunda es una cónica
singular, cuyo punto singular es, concretamente, el punto p0 = (2, x, z) en el
que corta a Γ1. Vemos aśı que todos los puntos de la fibra son geométricamente
regulares (luego suaves en X, luego regulares) excepto el punto de intersección
de las componentes.

Podŕıamos probar que p0 es, de hecho, singular en X, pero podremos llegar
a esta conclusión indirectamente al calcular la explosión X̃ −→ X de centro p0.
En efecto, el teorema 5.25 afirma que si p0 fuera regular, su fibra en la explosión
seŕıa isomorfa a P1

k, pero vamos a ver que es una recta doble, de modo que será
isomorfa a P1

k con la estructura de subesquema cerrado reducido, pero no con
la estructura de esquema asociada a la fibra.

Para determinar la fibra de p0 en X̃ y, más en general, la fibra X̃2 de la
explosión, podemos restringirnos al entorno af́ın U de p0 determinado por la
deshomogeneización de la ecuación respecto de Y , que es

3X3 + 5Z3 + 4 = 0.

Como ideal de Z2[x, z], el punto p0 se corresponde con el ideal p = (2, x, z).
La explosión Ũ es unión de tres abiertos. Dejamos que el lector calcule las
ecuaciones de U1 = EspZ2[x, z, x/2, z/2] y que compruebe que su fibra cerrada
es vaćıa, por lo que podemos prescindir de U1.

En cuanto a U2 = EspZ2[x, z, z/x, 2/x] = EspZ2[x, z′, u], sustituyendo
z = xz′, 2 = xu en la ecuación y dividiendo entre x2, llegamos a que está
determinado por las ecuaciones

3x + 5xz′3 + u2 = 0, xu = 2.
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Por último, U3 = EspZ2[x, z, x/z, 2/z] = EspZ2[x′, z, u′] está determinado
por las ecuaciones

3x′3z + 5z + u′2 = 0, zu′ = 2.

Los puntos cuasigenéricos de la fibra cerrada Ũ2 son los primos minimales del
ideal (2) ⊂ Z2[x, z′, u]. Si P es uno de ellos, como 2 ∈ P, la segunda ecuación
implica que x ∈ P o bien u ∈ P. En el primer caso, la primera ecuación
implica que también u ∈ P. En el segundo caso, la primera ecuación nos da
que x(z′3 + 1) = x(z′ + 1)(z′2 + z′ + 1) ∈ P. En total, llegamos a que el ideal
(2) tiene tres primos minimales:

P1 = (2, u, z′ + 1), P2 = (2, u, z′2 + z′ + 1), P3 = (2, u, x).

Podemos comprobar que son realmente primos viendo que sus cocientes son
dominios ı́ntegros. Por ejemplo,

Z2[x, z′, u]/P2
∼= Z2[X,Z,U ]/(2, U, Z2 + Z + 1)

∼= k[X,Z]/(Z2 + Z + 1) ∼= k′[X],

donde k′ = k[Z]/(Z2 + z + 1) es el cuerpo de cuatro elementos.

Similarmente, el ideal (2) ⊂ k[x′, z, u′] tiene los tres primos minimales

Q1 = (2, u′, x′ + 1), Q2 = (2, u′, x′2 + x′ + 1), Q3 = (2, u′, x′).

Aśı pues, las fibras cerradas de Ũ2 y Ũ3 tienen tres componentes irreducibles
cada una, pero éstas resultan ser las intersecciones con los abiertos correspon-
dientes de tres únicas componentes irreducibles de X̃2, a las que llamaremos
Γ1, Γ2 y Γ3. Para comprobar que es aśı observamos que la relación entre los
sistemas coordenados de U2 y U3 es la dada por

x′ = 1/z′, z = xz′, u′ = u/z′, x = x′z, z′ = 1/x′, u = u′/x′.

Esto significa que U2∩U3 es D(z′) en U2 y D(x′) en U3. Aśı, por ejemplo, el
ideal P2 define una componente irreducible en U2 cuya intersección con U2∩U3

viene dada por el ideal (2, u, z′2 +z′+1) ⊂ D(z′) que se corresponde con el ideal

(2, u′/x′, 1/x′2 + 1/x′ + 1) = (2, u′, 1 + x′ + x′2) ⊂ D(x′),

que a su vez se corresponde con el ideal Q2 de U3.

La fibra de p respecto de la explosión es

U2,p = Esp(Z2[x, z′, u]/(x)),

cuyo único primo minimal es P3, pero con multiplicidad mayor que 1. Concre-
tamente, su multiplicidad es vP3(x). Para calcularla observamos que el ideal
maximal de O

Ũ,P3
es P3 = (u), ya que, en este anillo local,

x =
u2

z′3 + 1
.
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En efecto, notemos que z′3 + 1 /∈ P3, porque Z2[x, z′, u]/P3 = k[Z]. Por
consiguiente, vP3(x) = 2. Según observábamos más arriba, esto prueba que p

es singular en X.
Observemos que Γ3 tiene multiplicidad 2 en la fibra X̃p (respecto de la

explosión), pero su multiplicidad en la fibra X̃2 (respecto del homomorfismo
estructural) es vP3(2) = vP3(xu) = 3.

Hemos probado que Γ3 es la única componente irreducible de X̃2 que se
contrae al punto p de X2. Ahora vamos a ver que la explosión transforma Γ1

y Γ2 en las componentes del mismo nombre en X (y ésta es la razón por la
que las hemos llamado aśı). En efecto, la explosión U2 −→ U está asociada al
homomorfismo Z2[x, z] −→ Z2[x, z′, u] dado por

x �→ x, z �→ xz′.

La antiimagen de P1 (es decir, la imagen del punto genérico de Γ1) contiene a 2
y a x + z = x(1 + z′), luego contiene a (2, x + z), y se tiene que dar la igualdad
o, de lo contrario, Γ1 ⊂ Ũ se contraeŕıa a un punto de U , pero sólo Γ3 puede
contraerse a un punto. Similarmente se concluye que Γ2 ⊂ Ũ tiene por imagen
a Γ2 ⊂ U .

Podŕıamos calcular las multiplicidades de Γ1 y Γ2, pero han de ser iguales
a 1, porque la explosión se restringe a un isomorfismo sobre un entorno de sus
puntos genéricos y Γ1 y Γ2 tienen multiplicidad 1 en U .

Notemos que, en Ũ , se cumple que Γ1 ∩ Γ2 = ∅ (pues no se cortan ni en U2

ni en U3), mientras que ambas componentes cortan a Γ3 en puntos distintos,
que, por ejemplo, en U2 vienen dados por los ideales

Γ1 ∩ Γ3 = (2, u, x, z′ + 1), Γ2 ∩ Γ3 = (2, u, x, z′2 + z′ + 1).

(También se cortan en U3, pero los puntos resultan ser los correspondientes a
estos dos por el cambio de coordenadas.)

Por último, vamos a determinar la estructura de subesquema cerrado redu-
cido de Γ1, Γ2 y Γ3. La más simple es Γ3, que está contenida en la unión de los
dos abiertos afines Γ3 ∩ U2 y Γ3 ∩ U3, y los dos son isomorfos a A1

k, pues

Z2[x, z′, u]/P3
∼= k[Z], Z2[x′, z, u′]/Q3

∼= k[Z].

Por consiguiente, Γ3 es una curva proyectiva regular birracionalmente equi-
valente a A1

k, luego Γ3
∼= P1

k, porque dos curvas proyectivas regulares birracio-
nalmente equivalentes son isomorfas.

Lo mismo vale para Γ1 con la única salvedad de que no está cubierto por los
abiertos Γ1 ∩U2 y Γ1 ∩U3, porque Γ1 contiene también la antiimagen del único
punto de Γ1 ⊂ X que no está en U . Ahora bien, como este punto es regular y la
explosión es un isomorfismo fuera de la fibra de p, podemos concluir igualmente
que Γ1 ⊂ X̃ es una curva proyectiva regular birracionalmente equivalente a P1

k,
luego Γ1

∼= P1
k.
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Para Γ2 sucede también que no está cubierta por U2 y U3, pero además
resulta que

Z2[x, z′, u]/P2
∼= k′[X], Z2[x′, z, u′]/Q2

∼= k′[Z],

donde k′ es el cuerpo de 4 elementos. Aśı pues, Γ2 ∩ U2
∼= A1

k′ , Γ2 ∩ U3
∼= A1

k′ .
Más aún, los puntos de Γ2 que no están en Ũ tienen un entorno isomorfo a
Γ2 ∩ D(z) ⊂ X, que es la curva asociada al ideal (2, x2 + x + 1) ⊂ Z2[x, y], y
también

Z2[x, y]/(2, x2 + x + 1) ∼= k′[Y ].

En suma, con la estructura de subesquema cerrado reducido, todo punto de
Γ2 ⊂ X̃ tiene un entorno isomorfo a A1

k′ . Esto prueba que Γ2 (con su estructura
de esquema ya fijada) está definido sobre k′, y resulta ser una curva proyectiva
regular birracionalmente equivalente a P1

k′ . Aśı pues, Γ2
∼= P1

k′ .

En particular, vemos que, aunque Γ2 ⊂ X̃ y Γ2 ⊂ X son birracionalmente
equivalentes, no son isomorfos, pues el primero es regular y, tras una extensión
de constantes, se escinde en dos rectas proyectivas disjuntas, isomorfas a P1

k′ ,
luego es geométricamente regular; por el contrario, el segundo tiene un punto
singular y se escinde en dos rectas proyectivas, también isomorfas a P1

k′ , pero que
se cortan en un punto singular. (Más precisamente, Γ2 ⊂ X̃ es la normalización
de Γ2 ⊂ X.)

Γ3

3

Γ2Γ1
Γ1 Γ2

π
Con esto tenemos ya la estructura de la fibra

cerrada Ũ2. Está formada por dos componentes
simples Γ1

∼= P1
k y Γ2

∼= P1
k′ que se biyectan

con las componentes irreducibles de U2 y una
componente triple Γ2

∼= P1
k que se contrae al

punto singular de U2. De aqúı se sigue que los puntos de Γ1 y Γ2 que no están
en Γ3 son suaves en X̃, y en particular regulares. Los puntos de Γ3 no pueden
ser suaves, pues no son reducidos en la fibra, luego no son regulares en ella, pero
esto no impide que sean regulares en X̃.

Vamos a ver que todos los puntos de Γ3 son regulares en X̃ excepto aquellos
en los que corta a Γ1 y a Γ2. En efecto, consideremos un punto que esté en U2

(con U3 se razona análogamente). Será un ideal P que contiene a P3 pero no a
z′3 + 1. Como Z2[x, z′, u]/P3

∼= k[Z], será, concretamente, de la forma

P = (2, u, x, p(z′)),

y, como ideal de O
X̃,P

, se cumple que P = (u, p(z′)), pues 2 = xu y

x =
u2

z′3 + 1
.

Esto prueba que P es regular. No necesitamos probar que los dos puntos que
faltan son realmente singulares en X̃, pues ahora vamos a calcular la explosión
de X1 = X̃ respecto de Γ3 con la estructura de subesquema cerrado reducido,
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y el teorema 5.25 implica que si fueran regulares sus fibras se reduciŕıan a un
punto cada una. Sin embargo, veremos que no es aśı.

Como sabemos que las fibras de los puntos de Γ3 serán todas triviales excepto
a lo sumo las de los puntos de intersección con Γ1 y Γ2 y ambos puntos están en
U2, podemos limitarnos a calcular la explosión de U2. En este abierto, tenemos
que Γ3 = (2, x, u) = (x, u), luego la explosión será la unión de dos abiertos, U21

y U22.
El primero es U21 = EspZ2[x, z′, u, x/u] = EspZ2[x′, z′, u], cuyos generado-

res cumplen las ecuaciones

3x′ + 5x′z′3 + u = 0, x′u2 = 2.

Como podemos despejar u en la primera ecuación, resulta que

Z2[x′, z′, u] = Z2[x′, z′]

y los generadores cumplen la ecuación

x′3(3 + 5z′3)2 = 2.

Se comprueba que es irreducible. El segundo abierto es

U22 = EspZ2[x, z′, u, u/x] = EspZ2[x, z′, u′],

cuyos generadores cumplen

3 + 5z′3 + xu′2 = 0, x2u′ = 2.

Los puntos genéricos de las componentes irreducibles de la fibra cerrada de
U21 son

P3 = (2, x′), P4 = (2, z′ + 1), P5 = (2, z′2 + z′ + 1),

mientras que los de U22 son

Q1 = (2, u′, z′ + 1), Q2 = (2, u′, z′2 + z′ + 1).

Q4 = (2, x, z′ + 1), Q5 = (2, x, z′2 + z′ + 1),

Los sub́ındices están elegidos de modo que Pi y Qi definen abiertos en la
misma componente irreducible Γi de la fibra cerrada X̃1

2 . Esto se comprueba
sin dificultad teniendo en cuenta que x = ux′ = −x′2(3 + 5z′3) ∈ P4 ∩P5.

También es fácil ver que Γ4 se contrae al punto (2, u, x, z′+1) y Γ5 se contrae
a (2, u, x, z′2 + z′ + 1). Basta tener en cuenta que la explosión U21 −→ U2 está
inducida por el homomorfismo de anillos Z2[x, z′, u] −→ Z2[x′, z′] dado por

x �→ −x′2(3 + 5z′3), u �→ −x′(3 + 5z′3).

Por consiguiente, Γ1, Γ2 y Γ3 han de corresponderse con las componen-
tes irreducibles de la fibra cerrada de U2 con el mismo nombre. (Es fácil ver
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que, concretamente, la correspondencia es la que determina la elección de los
sub́ındices.)

Γ3

Γ4

Γ1 Γ2

Γ52 2
3

La fibra cerrada de U21 tiene ecuación

x′3(z′ + 1)2(z′2 + z′ + 1)2 = 0,

de donde se sigue que Γ3 tiene multiplicidad 3 (esto
ya lo sab́ıamos) y Γ4 y Γ5 tienen multiplicidad 2. Analizando las intersecciones,
se comprueba sin dificultad que la estructura de la fibra cerrada es la que indica
la figura. También es fácil ver que Γ1

∼= Γ2
∼= Γ3

∼= P1
k, Γ4

∼= Γ5
∼= P1

k′ .
Teniendo en cuenta que la explosión es un isomorfismo fuera de la antiimagen

de Γ3, los posibles puntos singulares de X̃1 han de estar en Γ4∪Γ5. Ahora bien,
P4 = (2, z′ + 1) = (z′ + 1), de donde se sigue que todos los puntos de Γ4 ∩ U21

se corresponden con ideales generados por dos elementos, luego son regulares
en X̃1. El único punto de Γ4 que no está en U21 es el punto de intersección con
Γ1, es decir, q = (2, x, z′ + 1, u′). Pero en O

X̃1,q
se cumple que q = (x, u′), pues

z′ + 1 = − (1 + 2z′3)2 + xu′2

z′2 + z′ + 1
.

Similarmente se razona con Γ5. Resulta, pues, que X̃1 es un modelo regular
de la curva de Selmer sobre Z2.

Seguidamente consideramos la superficie fibrada definida por la ecuación de
Selmer sobre Z3. Ahora la fibra cerrada tiene ecuación (Y −Z)3 = 0, luego está
formada por una recta Γ1

∼= P1
k con multiplicidad 3 (donde ahora llamamos

k = Z/3Z). Estudiemos el abierto af́ın D(x) = EspZ3[y, z], cuyos generadores
cumplen la ecuación

3 + 4y3 + 5z3 = 0.

La componente irreducible de la fibra cerrada es (3, y − z). Como

Z3[y, z]/(3, y − z) = k[Y ],

un punto cerrado de la fibra es de la forma p = (3, y− z, p(y)), pero observamos
que

3 + 3y3 + 6y3 + y3 − z3 = 0,

luego
3(1 + y3 + 2z3) = −(y3 − z3) = −(y2 + yz + z2)(y − z),

luego

3 = −y2 + yz + z2

1 + y3 + 2z3
(y − z),

donde el denominador no está en p. Por consiguiente, el ideal maximal de OX,p

admite un generador con dos elementos, y esto prueba que p es regular en X.
Esto sólo nos deja un posible punto singular, el único punto de la fibra cerrada
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que no está en D(x), a saber, (3, x, y−z). Para estudiarlo podemos restringirnos
al abierto af́ın U = D(z), en el que la ecuación de X es

3X3 + 4Y 3 + 5 = 0,

y el punto se corresponde con el ideal p = (3, x, y − 1). Esta vez son necesa-
rias cuatro explosiones sucesivas para llegar a una superficie regular. La figura
resume el proceso:

Γ1

3

Γ1
3

Γ2Γ3
2Γ3

2
Γ2

Γ1
3 Γ4Γ5

42

Γ1
3

Γ5
2

Γ3
2

Γ4
4

Γ6
6 Γ2

Γ7

Γ4

Γ3

3

Γ1 Γ8

Γ9

Γ6
2

4

6

53

Γ2Γ73

4

Γ5

2

Todas las componentes irreducibles son isomorfas a P1
k y tienen la multipli-

cidad indicada (igual a 1 si no se especifica). Los únicos puntos singulares son
los destacados. Nos limitaremos a dar un esbozo del proceso y dejaremos los
detalles a cargo del lector.

En primer lugar, para simplificar los cálculos, hacemos el cambio de variable
y = y′ − 1, con lo que el punto singular pasa a ser (3, x, y). La ecuación se
transforma en:

3x3 + 4y3 + 12y2 + 12y + 9 = 0.

La transformación y = xy1, 3 = xz nos da la superficie definida por las
ecuaciones

3x + 4xy3
1 + 4y1z + z2 = 0, xz = 3.

La fibra cerrada tiene tres componentes irreducibles, cuyos puntos genéricos
son

Γ1 = (3, y1, z), Γ2 = (3, x, y1 + z), Γ3 = (3, x, z).

Las tres se cortan en un único punto singular: (3, x, y1, z) = (x, y1, z). La
transformación y1 = xy2, z = xz1 nos lleva a la superficie determinada por las
ecuaciones

xz1 + 4x2y3
2 + 12y2

2 + 4y2z1 + z2
1 = 0, x2z1 = 3.

La fibra cerrada consta de tres componentes irreducibles, cuyos puntos gené-
ricos son

Γ1 = (3, y2, z1), Γ4 = (3, x, z2), Γ5 = (3, x, y2 + z1).



5.4. Un ejemplo de desingularización 167

Las tres se cortan en un único punto singular: (3, x, y2, z1) = (x, y2, z1). La
transformación y2 = xy3, z2 = xz1 nos lleva a las ecuaciones:

z2 + 4x3y3
3 + 12y2

3 + 4y3z2 + z2
2 = 0, x3z2 = 3.

La fibra cerrada consta de tres componentes irreducibles, cuyos puntos gené-
ricos son

Γ1 = (3, y3, z2), Γ6 = (3, x, z2), Γ7 = (3, x, y3 + z2 + 1).

El único punto singular es la intersección de las dos últimas: (3, x, y3+1, z2).
Hacemos el cambio de variables y3 = y′3− 1, con lo que el punto se convierte en
(x, y3, z2), y las ecuaciones pasan a ser

−3z2+4x3y3
3−12x3y2

3+12x3y3−4x3+12y2
3−24y3+4y3z2+z2

2+12 = 0, x3z2 = 3.

La transformación y4 = xy3, z3 = xz2 nos lleva a las ecuaciones x4z3 = 3,

−x3z2
3 +4x4y3

4−12x3y2
4 +12x2y4−4x+12y2

4−8x3y4z3 +4y4z3 +z2
3 +4x2z3 = 0.

La fibra cerrada consta de tres componentes irreducibles, cuyos puntos gené-
ricos son

Γ1 = (3, xy4 − 1, z3), Γ8 = (3, x, z3), Γ9 = (3, x, y4 + z3).

La superficie obtenida de este modo resulta ser regular.

Terminamos la sección con una observación: hemos trabajado con las curvas
definidas por la ecuación de Selmer sobre Z2 y Z3 por una simple cuestión de
comodidad. Podŕıamos haber trabajado igualmente sobre Z para obtener dos
superficies sobre Z, una con una única singularidad en la fibra del 2 y otra con
una única singularidad en la fibra del 3. A su vez, estas dos superficies pueden
pegarse para formar una superficie regular X/Z cuyas fibras coinciden con las de
la superficie de partida excepto X2 y X3, que tendrán la estructura que hemos
obtenido. No obstante, no merece la pena entrar en ello porque más adelante
será inmediato.3

3Véase el ejemplo de la página 220





Caṕıtulo VI

Superficies regulares

En las tres secciones de este caṕıtulo sentaremos las bases del estudio de las
superficies aritméticas que realizaremos en el caṕıtulo siguiente. En la primera
expondremos los resultados básicos de la teoŕıa de intersecciones de curvas en
superficies regulares; en la segunda estudiaremos las aplicaciones birracionales
entre superficies fibradas normales, y demostraremos, entre otras cosas, que
todo homomorfismo birracional entre superficies fibradas regulares es una com-
posición de explosiones de puntos cerrados; y en la tercera enunciaremos el
teorema de Lipman sobre desingularización de superficies excelentes y, a partir
de él, demostraremos que toda superficie fibrada (con fibra geométricamente
regular) admite una desingularización.

6.1 Intersecciones de curvas

Consideremos un esquema noetheriano regular y conexo X de dimensión 2.
En este contexto los divisores de Weil se identifican con los de Cartier, por
lo que no distinguiremos entre ambos. Sean D, E ∈ Div(X) dos divisores
enteros primos entre śı. Esto se traduce en que D ∩E tiene dimensión 0, luego,
dado cualquier punto cerrado P ∈ X, existe un entorno af́ın U de P tal que
D ∩ E ∩ U ⊂ {P}.

Pongamos que P ∈ D ∩E y que U = EspA, de modo que P se corresponde
con un ideal maximal m de A. Entonces I = OX(D−1)(U)+OX(E−1)(U) es un
ideal de A tal que V (I) = {m}, lo que a su vez implica que el único ideal primo
de Am que contiene a Im es el ideal maximal, luego Am/Im tiene dimensión cero
(pero no es nulo). Si P /∈ D ∩ E, entonces Am/Im = 0.

Aśı pues, hemos probado que, para todo punto cerrado P ∈ X, se cumple
que

OX,P /(OX(D−1)P + OX(E−1)P )

es un anillo noetheriano de dimensión 0, y es nulo si y sólo si P /∈ D ∩ E.

Por el teorema [AC 4.38] sabemos que los anillos noetherianos de dimensión 0
tienen longitud finita, lo cual justifica la definición siguiente:

169
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Definición 6.1 Sea X un esquema noetheriano regular y conexo de dimen-
sión 2 y sean D, E ∈ Div(X) dos divisores enteros primos entre śı. Para cada
punto cerrado P ∈ X definimos el número de intersección de D y E en P como

iP (D,E) = lOX,P

(
OX,P /(OX(D−1)P + OX(E−1)P )

)
.

Es obvio que iP (D,E) = iP (E,D), y hemos visto que iP (D,E) = 0 si y sólo
si P /∈ D ∩ E.

Por el teorema 4.3 sabemos que los puntos asociados de E coinciden con sus
puntos cuasigenéricos, luego el teorema [E 8.32] nos garantiza que está definido
el divisor D|E = i∗(D) ∈ Divc(E). Vamos a probar que, si P ∈ E es un punto
cerrado, entonces

iP (D,E) = vP (D|E).

En efecto, como todas las definiciones son locales, no perdemos generalidad
si suponemos que X = EspA es af́ın y que D y E están definidos por elementos
a, b ∈ A, respectivamente. Aśı, OX(D−1) = (a) y OX(E−1) = (b).

Considerando E como subesquema cerrado de X, es E = Esp(A/(b)). El
divisor i∗(D) está definido por [a] ∈ A/(b), luego, de acuerdo con la definición
[E 8.26], tenemos que

vP (D|E) = l(A/(b))P ((A/(b))P /([a])) = lAP
(AP /(a, b)) = iP (D,E).

De esta relación se deduce que el número de intersección es bilineal, es decir,
que

iP (DF,E) = iP (D,E) + iP (F,E),

donde los tres divisores tienen sus soportes sin componentes irreducibles comu-
nes.

Si D ∈ Div(X) es un divisor cualquiera, podemos expresarlo en la forma
D = D0/D∞, donde los divisores D0 y D∞ no tienen divisores primos comunes
y el soporte de D es la unión de sus soportes. Si E ∈ Div(X) es otro divisor
primo con D, podemos definir

iP (D,E) = iP (D0, E0)− iP (D∞, E0)− iP (D0, E∞) + iP (D∞, E∞).

Es inmediato que esta extensión de iP es también bilineal y simétrica. Ya
sabemos que iP (D,E) = 0 significa que P /∈ D ∩ E. El teorema siguiente nos
da el significado de iP (D,E) = 1 para el caso de divisores primos:

Teorema 6.2 Sea X un esquema noetheriano regular y conexo de dimensión 2,
sean D y E dos divisores primos distintos y P ∈ D ∩ E. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) iP (D,E) = 1.

b) OX(D−1)P + OX(E−1)P = mP .

c) D y E, como esquemas, son regulares en P y TPX = TPD ⊕ TPE.
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Demostración: La condición P ∈ D ∩ E implica que

OX(D−1)P + OX(E−1)P ⊂ mP .

Por definición, a) equivale a que el cociente OX,P /(OX(D−1)P +OX(E−1)P )
tenga longitud 1, y esto equivale claramente a que la inclusión anterior sea una
igualdad, es decir, a que se cumpla b).

Respecto a c), observemos ante todo que la inmersión cerrada D −→ X
induce un monomorfismo de k(P )-espacios vectoriales TPD −→ TPX, que nos
permite considerar a TPD (y análogamente a TPE) como subespacio de TPX.

Pongamos que OX(D−1)P = fOX,P , OX(E−1)P = gOX,P . En estos térmi-
nos, b) equivale a que mP = (f, g), de donde se sigue que el ideal maximal de
OD,P está generado por g, luego dimk(P ) TPD ≤ 1, luego P es regular en D, y
lo mismo sucede con E.

Sean dP f , dP g las clases de f y g en mP /m
2
P = TPX

∗. Suponiendo b) y
teniendo en cuenta que X es regular, resulta que dP f y dP g son una base del
espacio cotangente de X en P . Es claro que TPD se identifica con el subespacio
de TPX anulado por dP f y TPE se identifica con el subespacio anulado por
dP g. Esto implica que TPX = TPD + TPE y, como los dos sumandos tienen
dimensión 1, la suma ha de ser directa. Aśı pues, tenemos c).

Rećıprocamente, si suponemos c), según el teorema [AC 5.19] podemos es-
coger f de modo que, como antes, OX(D−1)P = fOX,P y además mP = (f, f ′),
para cierto f ′. Al igual que antes, vemos que TPD se identifica con el subespacio
de TPX anulado por dP f y, análogamente, podemos tomar g de modo que TPE
sea el subespacio anulado por dP g. La hipótesis sobre la suma directa implica
entonces que TPX

∗ = 〈dP f, dP g〉, es decir, que mP /m
2
P está generado por las

clases de f y g. El teorema [AC 4.52] implica entonces que mP = (f, g), y esto
es la propiedad b).

Definición 6.3 Cuando dos divisores primos D y E cumplan las condiciones
del teorema anterior diremos que se cortan transversalmente en P . Si D y E
son regulares en P y cumplen iP (D,E) ≥ 2, entonces se dice que son tangentes
en P . (Si no exigimos la regularidad, por el propio teorema resultaŕıa que un
divisor singular en un punto dado seŕıa tangente a cualquier otro que pasara
por dicho punto.)

Ejemplo Consideremos X = P2
k, de modo que los divisores primos en X son

simplemente las curvas proyectivas planas ı́ntegras definidas sobre k. Conside-
remos la circunferencia C dada por la ecuación X2 + Y 2 − Z2 = 0 y las rectas
R0 y R1 dadas por X = 0 y X = Z respectivamente. Las intersecciones C ∩Ri

están todas en el plano af́ın A2
k = V (Z), por lo que, para calcular los números de

intersección, podemos deshomogeneizar respecto de Z, con lo que las ecuaciones
pasan a ser:

C : X2 + Y 2 = 1, R1 : X = 0, R2 : X = 1.
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Observamos que C ∩ R1 consta de los puntos (0,±1) que, en términos de
ideales de k[X,Y ], son P1 = (X,Y − 1) y P2 = (X,Y + 1). Como divisor de
Cartier, C está definido en A2

k por la función X2 + Y 2 − 1 ∈ OP2
k
(A2

k) y C|R1

es el divisor de Cartier de R1 que, sobre su parte finita, está definida por la
imagen de esta función por el homomorfismo

k[X,Y ] −→ k[X,Y ]/(X) ∼= k[Y ],

que define la inmersión cerrada i : R1 ∩A2
k −→ A2

k. En suma, C|R1 es el divisor
de Cartier en R1 = A1

k definido por la función Y 2 − 1. Por otra parte, como
punto de R1, el punto P1 es (Y − 1). Aśı pues,

iP1(C,R1) = vP1(Y
2 − 1) = vP1(Y + 1) + vP1(Y − 1) = 1.

Aqúı hemos usado el teorema 4.4, en virtud del cual vP1 es la valoración aso-
ciada al ideal maximal m = (Y − 1) en el anillo de valoración discreta OR1,P1 .
Claramente, tenemos también que iP2(C,R1) = 1, luego la recta y la circunfe-
rencia se cortan transversalmente en sus dos puntos de intersección.

Alternativamente, usando la caracterización b) del teorema 6.2, bastaba ob-
servar que

OX(C−1)P1 + OX(R−1
1 )P1 = (X2 + Y 2 − 1, X) = (Y 2 − 1, X) = (Y − 1, X)

es el ideal maximal de OX,P1 . (Hemos usado que Y + 1 es una unidad en este
anillo, por lo que podemos cambiar Y 2 + 1 por Y − 1.)

Por otra parte, C ∩R2 consta de un único punto P = (X − 1, Y ). Ahora, la
imagen de la ecuación de C por el homomorfismo

k[X,Y ] −→ k[X,Y ]/(X − 1) ∼= k[Y ]

es Y 2 y, como punto de R2 = A1
k, el punto P es (Y ). Aśı pues,

iP (C,R2) = vP (Y 2) = 2,

lo que significa que C y R2 son tangentes en P .

Ejemplo En la sección 5.4, partiendo de la superficie X/Z2 definida por la
curva de Selmer, hemos encontrado una superficie regular X/Z2 cuya fibra ce-
rrada consta de 5 componentes irreducibles. Vamos a ver que todas ellas se
cortan transversalmente. Manteniendo la notación empleada alĺı, tenemos que
los puntos de intersección de Γ3 con Γ4 y Γ5 están contenidos en el abierto af́ın
U21, cuya ecuación es

x′3(z′ + 1)2(z′2 + z′ + 1)2 = 2,

de modo que Γ3 = (2, x′), Γ4 = (2, z′ + 1), Γ5 = (2, z′2 + z′ + 1). Basta
aplicar el teorema 6.2 b), pues, por ejemplo, P = Γ3 ∩ Γ4 = (x′, z′ + 1) (donde
comprobamos que el ideal es primo porque el cociente es un cuerpo), y el ideal

OX(Γ−1
3 ) + OX(Γ−1

4 ) = (x′, z′ + 1)
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es trivialmente el ideal maximal de OX,P . Esto prueba que iP (Γ3 ∩ Γ4) = 1, e
igualmente se razona que iP ′(Γ3 ∩Γ5) = 1, donde P ′ es el punto de intersección
correspondiente. Razonando en el abierto U22 se concluye igualmente que los
cortes de Γ1 ∩ Γ2 y Γ4 ∩ Γ5 son transversales.

El lector que haya calculado la desingularización de X/Z3 puede comprobar
con igual facilidad que las nueve componentes irreducibles de la superficie regular
obtenida se cortan transversalmente.

Ahora vamos a definir el número de intersección global de dos divisores E y F
de una superficie fibrada regular X/S que “cuente” el número de puntos en que
se cortan uno y otro. Ponemos “contar” entre comillas porque queremos contar
cada punto de intersección “algebraicamente”, es decir, tantas veces como indica
la “multiplicidad” u “orden de contacto” dada por el número de intersección
local iP (E,F ) que ya hemos definido. De este modo, los puntos donde los
divisores son tangentes (y donde alguno de ellos es singular) se cuentan dos o
más veces.

Según esto, el número de intersección i(E,F ) debeŕıa ser simplemente la
suma

i(E,F ) =
∑
P

iP (E,F ),

donde P recorre los puntos de E ∩ F (o, equivalentemente, los puntos de la
superficie X/S), pero en realidad hay otro motivo por el que una intersección en
un punto “debeŕıa” contarse varias veces y que no está recogido en la definición
del número de intersección local:

Ejemplo Tomemos X = P2
R y consideremos los divisores primos E y F deter-

minados respectivamente por las ecuaciones

X2 + Y 2 = 0, X = Z.

Vemos que E ∩ F consta de un único punto P , que está contenido en el
abierto af́ın A2

R = V (Z), donde se identifica con el ideal

P = (X2 + Y 2, X − 1) = (X − 1, Y 2 + 1).

Por 6.2 b) es inmediato que iP (E,F ) = 1, pero E es una cónica singular que,
tras la extensión de constantes C/R, se descompone en dos rectas de ecuaciones

X + iY = 0, X − iY = 0,

y F corta a estas rectas en P1 = (X − 1, Y + i), P2 = (X − 1, Y − i), que son
los puntos de A1

C que se identifican con P en A2
R. Aśı pues, resulta razonable

considerar que la intersección de E y F en P es doble, no porque E y F sean
tangentes en P , sino porque el punto P representa en A2

R a un par de puntos
conjugados de A2

C. El valor concreto 2 es gradR P = |k(P ) : R| = 2.

En el caso geométrico, es decir, cuando la superficie X/S con la que traba-
jamos es una superficie sobre un cuerpo S = Esp k, esto nos llevaŕıa a definir el
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número de intersección global de dos divisores E y F como

i(E,F ) =
∑
P

iP (E,F ) gradk P.

Sin embargo, en el caso aritmético, es decir, cuando dimS = 1, no tenemos
un mismo cuerpo base k, sino que, para cada punto P ∈ Xs hemos de considerar
su grado sobre el cuerpo k(s) asociado a su fibra. Para que esta definición “fun-
cione correctamente” nos vemos obligados a restringir la definición del número
de intersección global de dos divisores al caso en que al menos uno de ellos es
vertical.

Consideremos, pues, una superficie fibrada regular arbitraria X/S. Si s ∈ S
es un punto cerrado, llamaremos Divs(X) al conjunto de los divisores de X cuyo
soporte está contenido en la fibra Xs. Obviamente se trata de un subgrupo
de Div(X). Si dimS = 0 y s es el único punto de S, entonces Xs = X y
Divs(X) = Div(X). Si dimS = 1, entonces Divs(X) es el Z-módulo libre
generado por las componentes irreducibles de la curva Xs.

En este segundo caso, si D es un divisor entero no trivial que divide al
divisor Xs, esto significa que existe otro divisor entero E tal que Xs = DE, por
lo que OX(X−1

s ) = OX(D−1)OX(E−1) ⊂ OX(D−1), luego existe una inmersión
cerrada i : D −→ Xs, luego podemos ver a D como curva proyectiva sobre k(s).

En el caso geométrico entenderemos la condición D | Xs como trivial. Puesto
que X es una superficie proyectiva sobre k = k(s), también tenemos trivialmente
que D es una curva proyectiva sobre k.

Teorema 6.4 Sea X/S una superficie fibrada regular y sea s ∈ S un punto
cerrado. Entonces existe una única aplicación bilineal de Z-módulos

is : Div(X)×Divs(X) −→ Z

que cumple las propiedades siguientes:

a) Si D ∈ Div(X) y E ∈ Divs(X) no tienen primos en común, entonces

is(D,E) =
∑
P

iP (D,E) gradk(s) P,

donde P recorre los puntos cerrados de Xs.

b) La restricción de is a Divs(X)×Divs(X) es simétrica.

c) Si D y D′ son linealmente equivalentes, entonces is(D,E) = is(D′, E).

d) Si E | Xs es un divisor entero no trivial, entonces

is(D,E) = gradk(s) OX(D)|E .
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Demostración: La unicidad se deduce de la bilinealidad y de la propie-
dad d), ya que si E ∈ Divs(X), podemos expresarlo de forma única como
E = Γn1

1 · · ·Γnrr , donde los Γi son los divisores primos de Xs en el caso aritmético
o divisores primos arbitrarios de X en el caso geométrico, y ni ∈ Z. En cual-
quier caso son curvas proyectivas (́ıntegras) sobre k(s). La propiedad d) exige
entonces que

is(D,E) =
∑
i

ni gradk(s) OX(D)|Γi
.

Vamos a demostrar que, tomando esta fórmula como definición, se cumplen
las propiedades del enunciado. La bilinealidad es obvia.

a) La bilinealidad de is e iP permite reducir la comprobación al caso en que
D y E son divisores primos distintos. En tal caso está definida la imagen inversa
D|E , de modo que OX(D)|E = OE(D|E), luego

is(D,E) = gradk(s) D|E =
∑
P

vP (D|E) gradk(s) P =
∑
P

iP (D,E) gradk(s) P.

b) Si D = Γm1
1 · · ·Γmr

r , entonces

is(D,E) =
∑
i,j

minjis(Γi,Γj),

y se cumple que is(Γi,Γj) = is(Γj ,Γi), trivialmente si i = j y por a) si i �= j.

c) Por la linealidad, podemos suponer nuevamente que E es primo. Si los
divisores D y D′ son linealmente equivalentes, entonces OX(D) ∼= OX(D′), luego
OX(D)|E ∼= OX(D′)|E y ambos haces tienen el mismo grado.

d) Por el teorema 4.11 tenemos que

gradk(s) OX(D)|E =
∑
i

l(OE,ξi) gradk(s) OX(D)|Γi ,

donde ξi es el punto genérico de Γi. Ahora bien, por la observación tras dicho
teorema, tenemos que l(OE,ξi) = vΓi(E) = ni y, por consiguiente, el miembro
derecho es is(D,E).

Observaciones La definición de is(E,F ) que proporciona el teorema ante-
rior es mucho más general que la fórmula expĺıcita del apartado a), la cual
sólo es válida cuando los divisores no tienen primos comunes. En particular, si
P ∈ Divs(X) es un divisor primo vertical, tenemos definido el número de au-
tointersección is(P, P ), que no puede interpretarse en términos de intersecciones
de divisores.

En la demostración hemos visto que is(E,F ) está completamente determi-
nado por las propiedades a) y d). Por otra parte, puede probarse que todo
divisor D es linealmente equivalente a otro divisor primo con cualquier divisor
E prefijado, por lo que D ·E también está completamente determinado por las
propiedades a) y c).
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Lo que explica por qué conviene “contar” los puntos de intersección con las
multiplicidades que les hemos asignado es que aśı se consigue que el número de
intersección global tenga las propiedades algebraicas que afirma el teorema, en
particular que sea bilineal y compatible con la equivalencia de divisores.

En el caso geométrico tenemos definida una única forma bilineal simétrica
Div(X)×Div(X) −→ Z, que induce una forma bilineal simétrica

Pic(X)× Pic(X) −→ Z.

En lugar de is(D,E) es más habitual la notación D · E, y este número se
llama número de intersección de los dos divisores.

Si los divisores son primos entre śı, el número de intersección puede inter-
pretarse como el número de puntos en D ∩ E, entendiendo, como ya hemos
explicado antes del teorema, que cada punto P representa en realidad a gradP
puntos y que a la intersección hay que asignarle una multiplicidad iP (D,E).
En particular, si D y E son divisores primos regulares como esquemas, que se
cortan únicamente en puntos racionales y lo hacen transversalmente, entonces
D · E es literalmente el número de puntos de D ∩ E.

Para X = P2
k los números de intersección son muy fáciles de calcular. Basta

tener en cuenta que grad : Pic(P2
k) −→ Z es un isomorfismo, por lo que si D y

E son divisores de grados m y n respectivamente y H1, H2 son dos hiperpla-
nos distintos, se cumple que D y E son linealmente equivalentes a Hm

1 y Hn
2

respectivamente, luego

D · E = Hm
1 ·Hn

2 = mn(H1 ·H2) = mn,

ya que H1 y H2 se cortan transversalmente en un único punto racional. La
relación

D · E = (gradD)(gradE)

no es sino una forma del teorema de Bezout.

En el caso aritmético, si E es un divisor vertical, es decir, un divisor cuyos
divisores primos sean todos verticales, podemos definir D ·E como el divisor de
Weil en S dado por

vs(D · E) = is(D,Es),

donde Es representa al divisor compuesto por los divisores primos de E con
soporte en Xs. En otras palabras, no tenemos definido un único número de
intersección, sino un número de intersección para cada fibra.

Vamos a probar algunos resultados fundamentales sobre los números de in-
tersección en el caso aritmético, para lo cual necesitamos primeramente un he-
cho técnico, a saber, la posibilidad de reducir el cálculo al caso de superficies
aritméticas sobre anillos de valoración discreta.

Para ello observamos que si X/S es una superficie aritmética y s ∈ S es
un punto cerrado, entonces X ′ = X ×X EspOS,s es también una superficie
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aritmética (sobre OS,s). Es una superficie fibrada por el teorema 5.5, y es
regular porque si x ∈ X ′ pertenece a la fibra cerrada X ′

s, entonces OX′,x
∼= OX,x

(teorema [E 3.47]), luego x es regular en X ′, y si x pertenece a la fibra genérica
X ′
η, entonces x es regular en X ′

η
∼= C/K y X ′

η es abierta en X ′, luego x también
es regular en X ′. El resultado que necesitamos es el siguiente:

Teorema 6.5 Sea X/S una superficie aritmética, sea s ∈ S un punto cerrado,
sea S′ = EspOS,s, sea X ′ = X ×S S′, sea p : X ′ −→ X la proyección natural y
sean D ∈ Div(X), E ∈ Divs(X). Entonces

D · E = p∗D · p∗E.

Demostración: Podemos suponer que E es primo. Tenemos el diagrama
conmutativo

X ′
s

��

��

X ′ ��

p

��

S′

��
Xs

�� X �� S

donde el homomorfismo entre las fibras es un isomorfismo. El hecho de que
E sea una componente irreducible de Xs se traduce en que, si I es el haz de
ideales de OX asociado a Xs, entonces I ⊂ OX(E−1). Por otra parte, el haz
I′ de ideales de OX′ asociado a X ′

s es p∗I ⊂ p∗OX(E−1) = OX′(p∗E−1). En
efecto, sea V = EspA un entorno af́ın de s (de modo que s se corresponda con
un ideal maximal p de A), sea U = EspB un abierto af́ın de X contenido en la
antiimagen de V , de modo que tenemos la sucesión exacta

0 −→ I(U) −→ B −→ B ⊗A k(p) −→ 0.

De ella obtenemos la sucesión exacta

0 −→ I(U)p −→ Bp −→ Bp ⊗A k(p) −→ 0.

Es fácil ver que el último anillo es igual a Bp⊗Ap
k(p), aśı como que, llamando

U ′ = p−1[U ] = U ×V EspAp, se cumple que

(p∗I)(U ′) = I(U)⊗B B ⊗A Ap = I(U)p.

Por consiguiente, tenemos la sucesión exacta

0 −→ (p∗I)(U ′) −→ OX′(U ′) −→ OX′
s
(U ′ ∩X ′

s) −→ 0,

de la que se deduce que I′(U ′) = (p∗I)(U ′).
Podemos cubrir X ′ por abiertos afines U ′ que sean de la forma indicada

o bien que sean de la forma U ′ = p−1[U ] con U ∩ Xs = ∅, y en este caso la
igualdad anterior es trivial. Esto prueba que I′ = p∗I, como hab́ıamos afirmado.
Esto nos da inmersiones cerradas

p∗E −→ X ′
s −→ X ′.



178 Caṕıtulo 6. Superficies regulares

Ahora es fácil ver que el isomorfismo X ′
s −→ Xs hace corresponder a p∗E con

E como esquemas. En efecto, si, en un abierto af́ın U ⊂ X, el anillo OX(E−1)(U)
está generado por un elemento b ∈ OX(U), entonces OXs

(E−1)(Xs ∩ U) está
generado por la clase de b módulo I(U). Por otra parte, si U ′ = p−1[U ], tene-
mos que OX′(p∗E−1)(U ′) está generado por la imagen de b en OX′(U ′), luego
OX′

s
(p∗E−1)(X ′

s ∩ U) está generado por la clase de esta imagen módulo I′(U ′).
Esto significa que el isomorfismo OXs

(Xs∩U) ∼= OX′
s
(X ′

s∩U ′) hace corresponder
OXs(E

−1)(Xs ∩ U) con OX′
s
(p∗E−1)(X ′

s ∩ U), luego, vistos como subesquemas
de X ′

s y Xs, respectivamente, se cumple que p∗E ∼= E. Más aún, tenemos un
diagrama conmutativo

p∗E
j ��

r

��

X ′

p

��
E

i
�� X

donde r es un isomorfismo. Ahora basta observar que

D · E = gradk(s) i
∗D = gradk(s) r

∗i∗D = gradk(s)(p
∗D)|p∗E = p∗D · p∗E.

Observemos que si, en las condiciones del teorema anterior, llamamos tam-
bién s ∈ S′ al único punto cerrado y ρ : S′ −→ S es el homomorfismo natural,
se cumple que ρ∗s = s, vistos como divisores de Cartier. En efecto, si {(Ui, fi)}i
define a s como divisor de Weil de S y Ui = EspA contiene a s (al que podemos
identificar con un primo p de A), entonces A es un dominio de Dedekind y fi ∈ A
cumple que vp(fi) = 1, luego fi, como elemento de Ap, cumple lo mismo. Dado
que Ap no contiene más primos, concluimos que ρ∗s está definido por el par
(S′, fi), el cual define al divisor de Cartier correspondiente al divisor de Weil s.

Puesto que Xs = π∗s, ahora podemos concluir (siempre en las condiciones
del teorema anterior) que X ′

s = p∗Xs.

Con esto podemos probar un resultado fundamental:

Teorema 6.6 Sea X/S una superficie aritmética y s ∈ S un punto cerrado. Si
E ∈ Divs(X), entonces E ·Xs = 0.

Demostración: Por el teorema anterior y la observación que acabamos
de hacer, no perdemos generalidad si suponemos que S es local, es decir, es
el espectro de un dominio de Dedekind local, que será un dominio de ideales
principales, luego su grupo de clases es trivial y el divisor s es principal. Esto
implica a su vez que Xs = π∗s también es principal. Como is induce una forma
bilineal en Pics(X)×Pics(X) y Xs es trivial en el grupo de clases, la conclusión
es inmediata.

Como primera aplicación observamos que si Γ1, . . . ,Γn son los divisores pri-
mos (las componentes irreducibles) de la fibra Xs, entonces la bilinealidad nos
reduce el cálculo de cualquier producto D · E, con D, E ∈ Divs(X), al cálculo
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de los productos Γi · Γj para i �= j, que pueden calcularse por la propiedad a)
del teorema 6.4, y a las autointersecciones Γ2

i = Γi ·Γi. El teorema anterior nos
proporciona una fórmula sencilla para calcular éstas a partir de aquéllos:

Teorema 6.7 Sea X/S una superficie aritmética, sea s ∈ S un punto cerrado
y sea Xs = Γd1

1 · · ·Γdrr el divisor de Weil asociado a la fibra. Entonces

Γ2
i = − 1

di

∑
j �=i

dj Γj · Γi.

Demostración: Basta desarrollar linealmente la relación Γi ·Xs = 0.

Ejemplo Consideremos la desingularización X/Z5 calculada en el ejemplo de
la página 144. Su fibra cerrada es X5 = Γ1 · Γ2 · Γ3, donde las componentes
se cortan transversalmente en un único punto racional. Esto se traduce en que
Γi · Γj = 1 cuando i �= j. Ahora podemos calcular

Γ2
1 = −Γ2 · Γ1 − Γ3 · Γ1 = −2,

y lo mismo vale para los demás ı́ndices, luego la matriz (Γi ·Γj)i,j que determina
las intersecciones de los divisores verticales resulta ser

 −2 1 1
1 −2 1
1 1 −2


 .

Ejemplo Consideremos ahora la superficie fibrada X/Z2 que hemos obtenido
en la sección 5.4 al desingularizar la ecuación de Selmer. La fibra cerrada es
X2 = Γ1 · Γ2 · Γ3

3 · Γ2
4 · Γ2

5, y todas las componentes se cortan transversalmente
en un punto racional, excepto Γ2 y Γ5, que se cortan entre śı y cortan a Γ3 en
puntos de grado 2. Es fácil calcular entonces la matriz de intersecciones:


−2 0 0 1 0

0 −4 0 0 2
0 0 −2 1 2
1 0 1 −2 0
0 2 2 0 −4




Por ejemplo,

Γ2
5 = −1

2
(Γ2 · Γ5 + 3Γ3 · Γ5) = −4.

El lector puede calcular como ejercicio la matriz correspondiente a la desin-
gularización X/Z3.

Observemos ahora que Divs(X)R = Divs(X)⊗ZR es un espacio vectorial de
dimensión finita, que tiene por base a las componentes irreducibles de Xs. Es
obvio que is determina una forma bilineal simétrica 〈 , 〉s sobre este espacio.
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Teorema 6.8 Sea X/S una superficie aritmética y s ∈ S un punto cerrado.
La forma bilineal 〈 , 〉s en Divs(X)R es semidefinida negativa, es decir, cumple
que 〈v, v〉s ≤ 0 para todo v ∈ Divs(X)R. Si la fibra Xs es conexa, entonces
〈v, v〉s = 0 si y sólo si v ∈ 〈Xs〉R.

Demostración: Sea Xs = Γd1
1 · · ·Γdrr . Podemos suponer que r ≥ 0, ya

que, de lo contrario, la forma bilineal es nula y el teorema es trivial. Llamemos
bij = didjΓi · Γj . Notemos que, por 6.4 a), se cumple que bij ≥ 0 si i �= j. Por
otra parte, ∑

j

bij = Xs · Γdii = 0.

Tomemos v =
∑
i

Γxii ∈ Divs(X)R y sea yi = xi/di. Entonces

〈v, v〉s =
∑
i,j

bij yiyj = −
∑
i<j

bij(yi − yj)2 ≤ 0.

Además, 〈v, v〉s = 0 si y sólo si yi = yj cuando bij �= 0, es decir, cuando
Γi ∩ Γj �= ∅. Si Xs es conexa, esto equivale a que todos los yi sean iguales, es
decir, a que v sea múltiplo de Xs.

Los resultados que hemos probado hasta aqúı han tratado sobre la inter-
sección de divisores verticales. Ahora vamos a ocuparnos de la intersección de
un divisor horizontal con otro vertical. El análogo al teorema 6.6 es el siguiente:

Teorema 6.9 Sea X/S una superficie aritmética, sea s ∈ S un punto cerrado,
sea D un divisor primo horizontal y sea ξ su punto genérico. Entonces

D ·Xs = |k(ξ) : K(S)|.

Demostración: Como D es primo, la estructura de esquema en D como
subesquema de X es la estructura de subesquema cerrado reducido. La in-
clusión induce un epimorfismo OX,ξ −→ OD,ξ = K(D), que a su vez induce
un epimorfismo k(ξ) −→ K(D) que, obviamente, ha de ser un isomorfismo de
cuerpos.

Por otra parte, podemos considerar la restricción h : D −→ S del homo-
morfismo estructural, que es suprayectiva porque D es horizontal. El diagrama
conmutativo

D

h ���
��

��
��

�
i �� X

π

��
S

muestra que el isomorfismo k(ξ) ∼= K(D) es un K(S)-isomorfismo, luego en el
miembro derecho de la fórmula del enunciado podemos sustituir k(ξ) por K(D).
Claramente:

D ·Xs =
∑
P

iP (D,Xs) gradk(s) P =
∑
P

vP (Xs|D) |k(P ) : k(s)| = vs(h∗(Xs|D)),
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(cf. [E 8.41].) Ahora observamos que Xs|D = i∗π∗s = h∗s, luego [E 8.42] nos
da que

D ·Xs = vs(h∗h
∗s) = |K(D) : K(S)|,

como queŕıamos probar.

Estudiamos ahora las autointersecciones de los divisores horizontales. El pro-
blema para calcular D2 mediante el teorema 6.4 d) es calcular el haz OX(D)|D,
lo cual no puede hacerse en términos de divisores (pues no existe D|D).

Teorema 6.10 Sea X un esquema localmente noetheriano y D ∈ Divc(X) un
divisor entero. Entonces OX(D)|D = ωD/X .

Demostración: La inmersión cerrada i : D −→ X es regular, luego, en la
definición de haz canónico [E 9.27] podemos tomar Z = X, de modo que

ωD/X = C∗
D/X .

Notemos que no hemos de calcular el determinante porque el haz normal
C∗
D/X tiene rango 1. En efecto, el esquema D está definido por el haz de ideales

I = OX(D−1), luego, según la definición [E 7.61], tenemos que

CD/X = i∗(I/I2) ∼= i∗(I⊗OX
OX/I) ∼= i∗(OX(D−1))⊗OD

OD
∼= OX(D−1)|D.

Por consiguiente, ωD/X = OX(D)|D.

Esto nos da una relación importante:

Teorema 6.11 Sea X/S una superficie fibrada regular, sea s ∈ S un punto
cerrado y E ∈ Divs(X) un divisor entero no trivial tal que E | Xs. Entonces

ωE/k(s) ∼= (OX(E)⊗OX
ωX/S)|E .

Demostración: Recordemos que la hipótesis E | Xs es vaćıa cuando
dimS = 0. En cualquier caso, nos asegura que tenemos una inmersión cerrada
E −→ Xs que nos permite considerar a E como una curva proyectiva sobre k(s).
En particular, el homomorfismo E −→ S factoriza como E −→ Esp k(s) −→ S,
de donde se sigue fácilmente que E ×S Esp k(s) ∼= E.

Aśı, por una parte, X −→ S es localmente una intersección completa porque
X y S son regulares (teorema [E 7.69 b]), Xs −→ Esp k(s) lo es por ser un
cambio de base, y E −→ Xs lo es por ser un cambio de base de E −→ X, que
es una inmersión regular. Por último, E −→ Esp k(s) lo es por composición
y Esp k(s) −→ S lo es de nuevo por [E 7.69]. También es claro que todos
los homomorfismos son proyectivos, por lo que todos los haces canónicos del
enunciado y los que vamos a considerar en la prueba están bien definidos.

Por una parte tenemos que

ωE/S = ωE/X ⊗OE
ωX/S |E = OX(E)|E ⊗OE

ωX/S |E .

Por otra parte, si f : E −→ Esp k(s) es el homomorfismo estructural,

ωE/S = ωE/k(s) ⊗OE
f∗ωk(s)/S ∼= ωE/k(s).

Aqúı hemos usado que el grupo de Picard de Esp k(s) es trivial.
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Como consecuencia inmediata obtenemos:

Teorema 6.12 (Fórmula de adjunción) Sea X/S una superficie fibrada re-
gular, s ∈ S un punto cerrado, E ∈ Divs(X) un divisor entero no trivial tal que
E | Xs y WX/S un divisor canónico (es decir, un divisor cuya clase en Div(X)
se corresponde con la clase canónica de Pic(X)). Entonces

pa(E) = 1 +
1
2
(E2 + WX/S · E).

Demostración: Basta tomar grados en el isomorfismo del teorema ante-
rior. Teniendo en cuenta las observaciones tras [E 10.20], vemos que

2pa(E)− 2 = grad((EWX/S)|E) = (EWX/S) · E = E2 + WX/S · E.

Ejemplo En el caso particular en que X = P2
k y E es una curva de grado d, el

teorema [E 9.25] nos da que WX/k se corresponde con OX(−3), luego la fórmula
de adjunción se reduce a la fórmula del teorema 4.2:

pa(E) = 1 +
1
2
(d2 − 3d) =

(d− 1)(d− 2)
2

.

Otro caso particular de interés se da cuando tomamos como E toda la fibra.
Podemos enunciarlo aśı:

Teorema 6.13 Sea X/S una superficie fibrada regular, s ∈ S un punto cerrado
y WX/S un divisor canónico. Entonces, el género de la fibra genérica Xη viene
dado por

pa(Xη) = 1 +
1
2
WX/S ·Xs.

Demostración: Basta tener en cuenta que X2
s = 0 por 6.6 y que todas las

fibras tienen el mismo género, por [E 6.38] (ver la observación posterior).

6.2 Aplicaciones birracionales

Para estudiar los homomorfismos entre superficies fibradas necesitaremos el
concepto más general de aplicación racional (o birracional), que es un homo-
morfismo (birracional) no definido necesariamente en todos los puntos, sino que
admite singularidades. En particular, veremos que una forma práctica de defi-
nir un homomorfismo entre dos esquemas es definir en principio una aplicación
racional entre ellos y después demostrar que está definida en todos los puntos.

En primer lugar conviene recordar el teorema [E A.21]:
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Teorema 6.14 Sea f : X −→ Y un homomorfismo propio y birracional, donde
X es un esquema ı́ntegro e Y es un esquema normal localmente noetheriano.
Sea V el conjunto de los puntos de X que son aislados en su fibra. Entonces
existe un abierto U ⊂ Y tal que V = f−1[U ] y f se restringe a un isomorfismo
V −→ U . Además, todas las fibras de f son conexas.

En las condiciones del teorema anterior, el cerrado X \ V se llama lugar
excepcional de f .

Definición 6.15 Sean X, Y dos esquemas ı́ntegros sobre un esquema S de
modo que Y/S sea separado. Una aplicación racional f : X −→ Y definida
sobre S es una clase de equivalencia en el conjunto de homomorfismos U −→ Y
definidos sobre S, donde U es un abierto no vaćıo en X, respecto a la relación
dada por g ∼ h si y sólo si g y h coinciden en la intersección de sus dominios.
El teorema [E 4.16] garantiza que esta relación es ciertamente una relación de
equivalencia.

Es claro que si f : X −→ Y es una aplicación racional y llamamos U a la
unión de todos los dominios de los homomorfismos que componen f , entonces f
contiene un único homomorfismo de dominio U , al que llamaremos también f .
Al abierto U lo llamaremos dominio de definición de f . Diremos que f está
definida en un punto x ∈ X si x pertenece a su dominio de definición.

Diremos que una aplicación racional f : X −→ Y es una aplicación birra-
cional si se restringe a un isomorfismo entre un abierto (no vaćıo) de X y un
abierto de Y .

Podemos identificar los homomorfismos X −→ Y con las aplicaciones racio-
nales X −→ Y cuyo dominio de definición es X. En particular, los homomor-
fismos birracionales X −→ Y (en el sentido de [E 4.6]) se identifican con las
aplicaciones birracionales definidas sobre todo X.

En el estudio de las aplicaciones racionales es útil el concepto de gráfica. Lo
introducimos primero para homomorfismos:

Definición 6.16 Sean X, Y esquemas ı́ntegros definidos sobre un esquema S y
supongamos que Y/S es separado. Sea f : X −→ Y un homomorfismo definido
sobre S. Llamamos gráfica de f a la imagen Γf del homomorfismo natural
X −→ X ×S Y . Observemos que dicho homomorfismo puede descomponerse
como X −→ X ×Y Y −→ X ×S Y , donde la primera parte es un isomorfismo
y la segunda una inmersión cerrada ([E 4.12]), luego la gráfica Γf es cerrada en
X ×S Y y, con la estructura de subesquema cerrado reducido, es isomorfa a X.

Con más detalle, tenemos el diagrama siguiente:

Γf �� X ×S Y














X

��
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en el que la flecha vertical es un isomorfismo, la siguiente es una inmersión
cerrada y la tercera es la proyección. La composición de las tres es la identidad
en X, mientras que la composición de las dos primeras es la inmersión natural.
Equivalentemente, la restricción a Γf de la proyección en X es un isomorfismo.

Definición 6.17 Sean X, Y esquemas ı́ntegros definidos sobre un esquema S
y supongamos que Y/S es separado. Sea f : X −→ Y una aplicación racional
definida sobre S y sea U su dominio de definición. Llamaremos gráfica de f a la
clausura Γf ⊂ X×SY de la gráfica del homomorfismo U −→ Y que determina a
f . Consideraremos a Γf como subesquema cerrado de X×S Y con la estructura
de subesquema cerrado reducido.

Si llamamos Γ0
f ⊂ U ×S Y a la gráfica del homomorfismo que define a f ,

tenemos que Γ0
f es irreducible (es isomorfo a U), luego Γf también es irreducible,

luego es un esquema ı́ntegro. Como Γ0
f es cerrado en U ×S Y , resulta que

Γf ∩ (U ×S Y ) = Γ0
f , luego Γ0

f es abierto en Γf .

Es claro que la proyección en X se restringe a un homomorfismo Γf −→ X
que se restringe a su vez a un isomorfismo Γ0

f −→ U , luego se trata de un
homomorfismo birracional.

Observemos que si f está definida en todo X, entonces Γf es la misma
definida en 6.16, y la aplicación birracional que acabamos de definir es un iso-
morfismo. Rećıprocamente, si la proyección se restringe a un isomorfismo en
Γf , entonces ha de ser U = X. En efecto, tenemos el diagrama conmutativo

X �� Γf �� X ×S Y �� Y

U

��

�� Γ0

��

�� U ×S Y

�� �����������

donde el homomorfismo U −→ Y calculado a través de la fila inferior es f , y
la fila superior es, por lo tanto, una extensión de f a X. Como U es el mayor
dominio posible de f , ha de ser U = X.

Observemos también que si f está definida en un punto x ∈ X, entonces
existe un único punto ξ ∈ Γf tal que pX(ξ) = x. En efecto, existe ξ porque
pX se restringe a un isomorfismo de Γ0

f en U , y es único porque, si pX(ξ) = x,
entonces ξ ∈ (U ×S Y ) ∩ Γf = Γ0

f . Además, es claro que pY (ξ) = f(x).

Aśı pues, podemos considerar al homomorfismo Γf −→ Y como una “modi-
ficación” de la aplicación racional X −→ Y que elimina los puntos donde ésta
no está definida, en el sentido de que tenemos un homomorfismo birracional
Γf −→ X tal que cada punto x ∈ X donde f está definida tiene una única
antiimagen en Γf sobre el que la proyección actúa igual que f .

Esto nos lleva a definir la transformada total de un punto x ∈ X como
f(x) = pY [pX |−1

Γf
[{x}]] ⊂ Y . Según acabamos de ver, cuando f está definida

en x, la transformada total de x es simplemente f(x) en el sentido usual. (En
sentido estricto, es el conjunto {f(x)}, pero podemos pasar por alto el matiz.)
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Teorema 6.18 Sea S f : X −→ Y una aplicación birracional entre superficies
fibradas normales. Si x ∈ X es un punto donde f no está definida, se cumple
que x es un punto cerrado, su transformada total f(x) es un cerrado conexo
cuyas componentes irreducibles tienen dimensión 1 y la aplicación birracional
inversa f−1 : Y −→ X está definida sobre todos los puntos cuasigenéricos de
f(x), y les asigna como imagen el punto x.

Demostración: El teorema [E 7.6] nos da que x ha de tener codimensión
≥ 2, luego ha de ser un punto cerrado. Por otra parte, los esquemas (X×SY )/Y
y Γf/Y son propios, por lo que f(x) es cerrado en Y .

Sea Z = Γf la gráfica de f y consideremos la proyección p : Z −→ X,
que es un homomorfismo propio y birracional. Sea U ⊂ Y el abierto dado
por el teorema 6.14, que claramente ha de ser el dominio de definición de f ,
luego tenemos que x /∈ U . Por consiguiente, la fibra Zx es conexa y no tiene
puntos aislados, luego no puede reducirse a un punto, luego sus componentes
irreducibles han de tener todas dimensión 1.

Ahora consideramos la proyección q : Z −→ Y . Como Zx es conexa, su
imagen, f(x), también lo es. Falta probar que tiene también dimensión 1. Para
ello consideramos el diagrama conmutativo

Z �� X ×S Y �� Y

Zx

��

�� (X ×S Y )x

��

Observemos que, si llamamos s ∈ S a la imagen de x,

(X ×S Y )x = Y ×S Esp k(x) = Ys ×k(s) Esp k(x),

de modo que la proyección Zx −→ Y puede descomponerse como

Zx −→ Ys ×k(s) Esp k(x) −→ Ys −→ Y.

Los homomorfismos primero y último son inmersiones cerradas, mientras que
el central es un homomorfismo finito. En definitiva, la proyección Zx −→ f(x)
es finita y suprayectiva, al igual que su restricción a cada componente irredu-
cible de Zx en su imagen. El teorema [E 4.45] implica entonces que todas las
componentes irreducibles de f(x) tienen también dimensión 1.

Por último, es fácil ver que f y f−1 tienen la misma gráfica (salvo el orden
de los factores), de modo que, si y es un punto cuasigenérico de f(x), podemos
calcular su transformada total por f−1 usando las proyecciones p y q. Notemos
que f−1 está definida en y porque no es un punto cerrado, luego sólo hay un
punto en Z cuya proyección sea y. Dicho punto ha de ser un punto cuasigenérico
de Zx, luego su proyección en X ha de ser x.

Aśı pues, en las condiciones del teorema anterior, una aplicación birracional
f está definida en un punto cerrado si y sólo si su transformada total es un
punto cerrado. (Y en los puntos no cerrados f siempre está definida.)
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Vamos a dar ahora un criterio en términos de valoraciones para que una
aplicación birracional esté definida en un punto

Definición 6.19 Sea X/S un esquema ı́ntegro separado, sea K = K(X), sea
v : K∗ −→ Z una valoración y sea Ov ⊂ K su anillo de enteros. Entonces
EspOv tiene únicamente dos puntos: el punto genérico y el punto cerrado.
Además tenemos una inmersión abierta EspK −→ EspOv cuya imagen es el
punto genérico.

La composición EspK −→ X −→ S determina una aplicación racional
EspOv −→ S. Si esta aplicación está definida también sobre el punto cerrado de
EspOv, diremos que v está definida sobre S. (Y entonces, EspOv es un esquema
definido sobre S y la inmersión EspK −→ EspOv está definida sobre S.)

Por ejemplo, si P ∈ X es un punto normal de codimensión 1, entonces OX,P

es un anillo de valoración discreta que determina una valoración vP : K∗ −→ Z.
Está definida sobre S, pues el homomorfismo natural EspOX,P −→ X −→ S
extiende al homomorfismo EspK −→ X −→ S. A las valoraciones de la forma
vP , donde P es un punto normal de codimensión 1 en X, las llamaremos valo-
raciones normales de X.

Es claro que si X/S es un esquema separado normal, existe una biyección en-
tre los divisores primos de X y las valoraciones normales de X. En efecto, basta
observar que dos primos distintos no pueden determinar la misma valoración v
o, de lo contrario, tendŕıamos dos homomorfismos Esp Ov −→ X definidos sobre
S que extendeŕıan al homomorfismo natural EspK −→ X.

Vamos a dar condiciones para que una valoración dada sea normal.

Definición 6.20 Sea X/S un esquema ı́ntegro separado, sea K = K(X), sea
v : K∗ −→ Z una valoración definida sobre S y sea Ov ⊂ K su anillo de enteros.
Un centro de v es un punto P ∈ X tal que existe un homomorfismo f , definido
sobre S, que hace conmutativo el diagrama siguiente:

EspOv
f �� EspOX,P

EspK

�� ������������

Esto equivale a que tenemos un homomorfismo OX,P −→ Ov (de anillos
locales) que conmuta con las inclusiones en K o, más simplemente, equivale a
las inclusiones OX,P ⊂ Ov, mP ⊂ mv (la segunda condición hace falta para que
la inclusión sea un homomorfismo de anillos locales).

En general, si A ⊂ B ⊂ K son dos anillos locales contenidos en el mismo
cuerpo K, se dice que B domina a A si el ideal maximal de A está contenido en
el ideal maximal de B.

Componiendo con el homomorfismo natural EspOX,P −→ X obtenemos un
homomorfismo Esp Ov −→ X, definido sobre S, cuya imagen es P y que extiende
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al homomorfismo natural EspK −→ X. Esto prueba que si v tiene un centro,
éste es único.

Una valoración v es normal si y sólo si tiene un centro P normal de codi-
mensión 1. En efecto, en tal caso tenemos que OV domina a OX,P , de donde se
sigue la igualdad OX,P = Ov.

En efecto, en general, un anillo de valoración discreta A no puede ser domi-
nado estrictamente por un anillo B contenido en su cuerpo de cocientes, pues,
si b ∈ B \A, tendŕıamos que v(b) > 1, luego v(1/b) < 1, luego 1/b ∈ mA ⊂ mB ,
luego 1 ∈ mB , contradicción.

Por consiguiente, v = vP . (Rećıprocamente, es inmediato que vP tiene centro
P , tomando como f la identidad.)

Teorema 6.21 Si X/S es un esquema ı́ntegro propio, toda valoración en X
definida sobre S tiene un único centro.

Demostración: Basta aplicar el teorema [E 4.29], según el cual, el homo-
morfismo EspK −→ X se extiende a un homomorfismo EspOv −→ X definido
sobre S. Consideramos la imagen P ∈ X del punto cerrado de EspOv. Es claro
que el homomorfismo se descompone como Esp Ov

f−→ EspOX,x −→ X y f está
definido sobre S, luego P es un centro de v.

Si X/S, Y/S son esquemas ı́ntegros separados y f : X −→ Y es una apli-
cación birracional definida sobre S, entonces f nos permite identificar los cuer-
pos K(X) = K(Y ) = K. En particular, cada valoración en X puede verse como
una valoración en Y , y viceversa.

Teorema 6.22 Sea f : X −→ Y una aplicación birracional entre superficies
fibradas normales. Si, para todo divisor primo P de Y , la valoración vP es
normal en X, entonces f está definida sobre todo X.

Demostración: Supongamos que f no está definida en un punto x ∈ X.
Por 6.18 sabemos que x es cerrado y que su transformada total f(x) tiene
dimensión 1. Sea P ∈ f(x) uno cualquiera de sus puntos cuasigenéricos. Lla-
memos Z a la gráfica de f . La proyección q : Z −→ Y es un homomorfismo
birracional. Sea z ∈ ZP . Si identificamos ambos anillos con subanillos de
K(Z) = K(Y ), el homomorfismo qz : OY,P −→ OZ,z nos da que OZ,z domina a
OY,P y, como éste es un anillo de valoración discreta (según hemos visto antes
del teorema 6.21), ha de ser OY,P = OZ,z.

Por otra parte, la proyección p : Z −→ X cumple p(z) = x, luego tene-
mos que OY,P = OZ,z domina a OX,x, y esto implica que vP , como valoración
en X, tiene centro x, luego no es una valoración normal, ya que x no tiene
codimensión 1. Esto contradice la hipótesis del teorema.

Terminaremos la sección con un par de aplicaciones. Observemos en primer
lugar que si X/S es una superficie fibrada regular y x ∈ X es un punto cerrado,
la explosión π : X̃ −→ X de centro x (considerado como subesquema cerrado
ı́ntegro) convierte a X̃/S en una superficie fibrada regular (Teoremas 5.20 y
5.25).



188 Caṕıtulo 6. Superficies regulares

Teorema 6.23 Sea f : X −→ Y un homomorfismo birracional entre superficies
fibradas regulares y sea y ∈ Y un punto tal que dimXy = 1. Entonces f se
descompone como un homomorfismo birracional g : X −→ Ỹ seguido de la
explosión π : Ỹ −→ Y de centro y.

Demostración: Sea g = f ◦ π−1 : X −→ Ỹ , que, en principio, es una
aplicación racional. Hemos de probar que está definida en todo X. Supongamos
que existe un punto x ∈ X donde no está definida. Por el teorema 6.18 sabemos
que es un punto cerrado y que la transformada total E = g(x) tiene todas sus
componentes irreducibles de dimensión 1.

El teorema 5.17 nos da que π−1 está definida en Y \{y}, luego g está definida
en X \Xy. Aśı pues, f(x) = y. Si ξ es un punto cuasigenérico de E, sabemos
que g−1(ξ) = x, luego f(g−1(ξ)) = y, pero g−1 ◦ f = π, luego π(ξ) = y, luego
ξ ∈ Ỹy. Aśı pues, E ⊂ Ỹy. El teorema 5.25 nos da que Ỹy ∼= P1

k(y). En particular

la fibra es irreducible, luego E = Ỹy.
Si identificamos los cuerpos de funciones K(X) = K(Y ) = K(Ỹ ), las rela-

ciones g−1(ξ) = x y f(x) = y nos dan las inclusiones

OY,y ⊂ OX,x ⊂ O
Ỹ ,ξ

,

donde hay que entender que cada anillo es dominado por el siguiente.

Por el teorema 6.14, la fibra Xy es conexa, luego todas sus componentes
irreducibles tienen dimensión 1. Sea D el producto de dichas componentes,
consideradas como divisores primos (con multiplicidad 1). Aśı, como divisores,
tenemos que D | Xy, luego el haz de ideales I de OX asociado a Xy está contenido
en OX(D−1) y, en particular, Ix ⊂ OX(D−1)x.

Es fácil ver que Ix = myOX,x, luego, si llamamos α ∈ mx a un generador
del ideal OX(D−1)x, tenemos la inclusión myOX,x ⊂ αOX,x. Equivalentemente,
α−1myOX,x ⊂ OX,x, luego el miembro izquierdo es un ideal de OX,x.

Vamos a probar que en realidad α−1myOX,x = OX,x. En caso contrario
tendŕıamos la inclusión α−1myOX,x ⊂ mx, luego myOX,x ⊂ αmx ⊂ m2

x ⊂ m2
ξ ,

luego myOỸ ,ξ
⊂ m2

ξ � mξ, luego el anillo O
Ỹy,ξ

= O
Ỹ ,ξ

/myOỸ ,ξ
no seŕıa re-

ducido. (Porque O
Ỹ ,ξ

es un anillo de valoración discreta, y no tiene más ideal
primo que mξ, luego el ideal myOỸ ,ξ

no es radical.) Pero esto es imposible, ya

que la fibra Ỹy es reducida (es isomorfa a una recta proyectiva).

Aśı pues, el ideal myOX,x = αOX,x es principal. Tomemos un entorno af́ın
U = EspA de y y un entorno af́ın V = EspB de x tal que V ⊂ f−1[U ]. El
punto cerrado y de U está asociado al haz coherente J de OU determinado por
un ideal maximal m, y myOV,x = (JOV )x. Aśı pues, reduciendo V , podemos
suponer que el haz JOV es libre de rango 1. El teorema 5.22 nos da un diagrama
conmutativo

V
g ��

f 			
		

		
		

	 Ỹ

π

��
X
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donde el homomorfismo g ha de ser una restricción de la aplicación birracional
que estamos considerando, luego concluimos que g está definida en x, cuando
hab́ıamos supuesto lo contrario.

Como consecuencia:

Teorema 6.24 Sea f : X −→ Y un homomorfismo birracional entre superficies
fibradas regulares. Si f no es un isomorfismo, se descompone como una cadena
finita de explosiones, cada una de las cuales tiene por centro un punto cerrado.

Demostración: Si f no es un isomorfismo, su lugar excepcional E no
puede ser vaćıo. Tomemos un punto y ∈ Y en su imagen. El teorema anterior
nos da una descomposición de f como X

g−→ Ỹ
π−→ Y , donde el segundo

homomorfismo es la explosión de centro y. Como el esquema de Dedekind base
es af́ın, sabemos que Ỹ es también una superficie fibrada.

Sea E′ el lugar excepcional de g. Observemos que E′ ⊂ E, pues si x ∈ E′,
entonces pertenece a una fibra (respecto de g) con más de un punto, que estará
contenida en su fibra respecto de f , luego ésta tampoco será trivial, luego x ∈ E.

Sea Γ = π−1[y], que es una curva irreducible en Ỹ . Es claro que g−1[Γ] ⊂ E,
luego ha de haber una componente irreducible Γ′ de g−1[Γ] tal que g[Γ′] = Γ.
Si x ∈ Γ′, su fibra respecto de g ha de ser finita, pero no puede tener puntos
aislados, luego Γ′ ∩ E′ = ∅.

Con esto hemos probado que E′ tiene menos componentes irreducibles que
E, luego, repitiendo el argumento un número finito de veces, llegamos a una
aplicación g que es un isomorfismo.

En la prueba del teorema anterior vemos que si E es irreducible, entonces g
ha de ser un isomorfismo. Por consiguiente:

Teorema 6.25 Sea f : X −→ Y un homomorfismo birracional entre superfi-
cies fibradas regulares cuyo lugar excepcional sea irreducible. Entonces f es la
explosión respecto de un punto cerrado.

Veamos ahora una aplicación del criterio 6.22, para lo que necesitamos una
definición:

Definición 6.26 Sea X/S una superficie fibrada normal y E un conjunto de
curvas verticales ı́ntegras en X proyectivas sobre S. Una contracción de las
curvas de E es una superficie fibrada normal Y/S junto con un homomorfismo
proyectivo birracional f : X −→ Y tal que, para cada curva vertical ı́ntegra
proyectiva E en X, se cumple que f [E] se reduce a un punto si y sólo si E ∈ E.

Teorema 6.27 En las condiciones de la definición anterior, si existe la con-
tracción, es única salvo isomorfismo.

Demostración: Sea f ′ : X −→ Y ′ otra contracción. Entonces existe una
única aplicación racional g : Y −→ Y ′, definida sobre S, tal que f ′ = f ◦ g.
Basta probar que g está definida en todo Y , pues del mismo modo podemos
construir su inversa.
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Es claro que el lugar excepcional de f está formado por la unión de las
curvas de E, de modo que su imagen es el conjunto finito de puntos de Y en
que éstas se transforman. Si llamamos V al complementario de esta imagen,
vemos que V contiene a todos los puntos de codimensión 1. Si ξ ∈ Y es uno de
estos puntos y η ∈ X es su antiimagen, tenemos que el homomorfismo natural
OY,ξ −→ OX,η es un isomorfismo. Si identificamos K(Y ) = K(X) a través de f ,
dicho homomorfismo es una inclusión, con lo que OY,ξ = OX,ξ′ , y aśı, vemos que
las valoraciones normales de Y se identifican con las valoraciones normales en
X cuyo centro no está en el lugar excepcional de f .

Lo mismo es válido para f ′, con el mismo lugar singular, luego concluimos
que, a través de g, todas las valoraciones normales de Y ′ son también normales
en Y , y viceversa, luego g es un isomorfismo.

6.3 Resolución de singularidades

Nos ocupamos ahora del problema de desingularizar superficies fibradas.
Por razones técnicas nos vemos obligados a trabajar con superficies reducidas,
no necesariamente ı́ntegras. (Concretamente, esto es debido a que hemos de
considerar cambios de base que no conservan la integridad de las superficies).
Empezamos generalizando la definición [E 4.6] de homomorfismo birracional al
caso de homomorfismos entre esquemas reducidos arbitrarios. Notemos que si
X es un esquema reducido y ξ es un punto cuasigenérico, entonces OX,ξ es un
cuerpo (es el cuerpo de funciones racionales de {ξ}).

Definición 6.28 Sea f : X −→ Y un homomorfismo de tipo finito entre esque-
mas noetherianos reducidos. Diremos que f es birracional si biyecta los puntos
cuasigenéricos ξ1, . . . , ξn de X con los puntos cuasigenéricos ξ′1, . . . , ξ

′
n de Y , y

los homomorfismos fξ : OY,ξ′
i
−→ OX,ξi son isomorfismos.

Notemos que, ciertamente, esta definición extiende a [E 4.6]. Si f es af́ın,
además de birracional, U = EspA, es un abierto af́ın de Y y f−1[U ] = EspB,
el homomorfismo A −→ B inducido por f biyecta los primos minimales Pi de
B con los primos minimales pi de A, de modo que tenemos monomorfismos
A/pi −→ B/Pi. Como A es reducido, esto implica que A −→ B es también
un monomorfismo. En otros términos, hemos probado que el homomorfismo
natural OY −→ f∗OX es inyectivo.

Definición 6.29 Si X es un esquema reducido localmente noetheriano, una
desingularización de X es un homomorfismo propio birracional π : Z −→ X
tal que Z es regular. Diremos que es una desingularización estricta de X si el
conjunto U = Reg(X) de los puntos regulares de X es abierto y π se restringe
a un isomorfismo π−1[U ] −→ U .

La existencia de desingularizaciones de esquemas es un problema muy com-
plejo de la geometŕıa algebraica. Observemos que toda curva algebraica re-
ducida admite una desingularización (su normalización), pero la existencia de
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desingularizaciones en dimensiones superiores no es trivial en absoluto. A t́ıtulo
ilustrativo, citamos el teorema siguiente (que no vamos a necesitar):

Teorema [Hironaka] Toda variedad algebraica reducida sobre un cuerpo de
caracteŕıstica 0 admite una desingularización estricta.

En caracteŕıstica prima, el problema sigue abierto. En esta sección dare-
mos condiciones para que una superficie fibrada admita una desingularización a
partir de un resultado general de Lipman sobre desingularización de superficies,
que enunciaremos sin demostración. Más concretamente, vamos a ver cómo es
posible construir una sucesión de homomorfismos birracionales que, bajo ciertas
hipótesis, dan lugar a una desingularización. En esta sección necesitaremos los
resultados sobre anillos y esquemas excelentes que hemos expuesto en la primera
parte del libro.

Empezamos generalizando el concepto de normalización al caso de esquemas
reducidos, no necesariamente ı́ntegros:

Definición 6.30 Sea X un esquema noetheriano reducido y sean W1, . . . ,Wn

sus componentes irreducibles, consideradas como subesquemas ı́ntegros. Con-
sideremos las normalizaciones πi : W ′

i −→ Wi. Llamaremos normalización de
X a la unión disjunta X1 = W ′

1 ∪ · · · ∪W ′
n, sobre la que los homomorfismos πi

inducen un homomorfismo π : X1 −→ X, claramente birracional. Notemos que
si X es un esquema ı́ntegro, la normalización que acabamos de definir es la que
ya teńıamos definida.

Sean ξ1, . . . , ξn los puntos cuasigenéricos de X. Si U = EspA es un abierto
af́ın en X que contiene, digamos, los puntos ξ1, . . . , ξr, éstos se corresponden
con los primos minimales p1, . . . , pr de A, de modo que U ∩Xi = Esp(A/pi) y
π−1
i [U ∩ Ui] = EspBi, donde Bi es la clausura entera de A/pi en su cuerpo de

cocientes, que es Api o, equivalentemente, OX,ξi . (Notemos que Api es reducido,
luego tenemos un monomorfismo A/pi −→ Api/piApi = Api .)

Si X es un esquema excelente noetheriano reducido, entonces A es un ani-
llo de Nagata, luego Bi es finito sobre A/pi, luego también sobre A y, por
consiguiente, π−1[U ] = Esp(B1 ⊕ · · · ⊕ Br) también es finito sobre A, luego
π : X1 −→ X es un homomorfismo finito. Más aún, en tal caso X1 es también
un esquema excelente noetheriano reducido con un número finito de componen-
tes irreducibles (el mismo número que tiene X, luego, en particular, es ı́ntegro
si y sólo si X lo es). Además X1 es unión disjunta de abiertos normales.

Por ser esquemas excelentes reducidos, los conjuntos de puntos regulares de
los esquemas X y X1 son abiertos (no vaćıos, ya que contienen a los puntos
cuasigenéricos). En suma, si X es un esquema excelente noetheriano reducido,
cumple las tres propiedades siguientes:

D1 El conjunto Reg(X) de los puntos regulares de X es abierto no vaćıo.

D2 La normalización X1 −→ X es un homomorfismo finito.

D3 El conjunto Reg(X1) es también un abierto no vaćıo.
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Consideremos ahora un esquema reducido arbitrario X que cumpla estas
tres propiedades, y supongamos además que dimX = 2. Por ser normal, todo
punto P ∈ X1 de codimensión 1 es regular, ya que OX1,P es un dominio ı́ntegro
noetheriano local de dimensión 1 ı́ntegramente cerrado, luego es un dominio
de Dedekind local, luego es un anillo de valoración discreta, luego es regular.
Por consiguiente, el conjunto Sing(X1) de los puntos singulares de X1 tiene
dimensión 0, luego está formado por un número finito de puntos.

Sea X ′
1 −→ X1 la explosión de centro el conjunto de puntos singulares de

X1 (con la estructura de subesquema cerrado reducido). Obviamente, es la
suma directa de las explosiones de las componentes conexas (o irreducibles) de
X1 respecto de los puntos singulares que contienen, que son homomorfismos
birracionales propios (y proyectivos sobre un anillo noetheriano D si X lo es).
Entenderemos que X ′

1 = X1 si X1 es regular.
En definitiva, el homomorfismo f : X ′

1 −→ X es propio y birracional, y
es proyectivo si X es proyectivo sobre un anillo noetheriano D. Además, si
U = Reg(X), se restringe a un isomorfismo f−1[U ] −→ U .

El esquema X ′
1 es también reducido y de dimensión 2. Si también cumple

las propiedades D1, D2, D3 (cosa que sucede ciertamente si X es excelente y
noetheriano, pues entonces X ′

1 también lo es), podemos considerar a su vez la
normalización X2 −→ X ′

1 y la explosión X ′
2 −→ X2 del subesquema Sing(X2)

y, en general, mientras no dejen de cumplirse ambas propiedades, podemos ir
construyendo una sucesión de homomorfismos propios birracionales

· · · −→ X3 −→ X2 −→ X1 −→ X

que son proyectivos si X es proyectivo sobre un esquema af́ın noetheriano S.
A esta sucesión (cuando exista) la llamaremos sucesión canónica de X. Es

claro que si un Xn es regular, entonces el homomorfismo Xn −→ X es una
desingularización estricta de X, a la que llamaremos desingularización canónica
de X. Hemos probado que la sucesión canónica está definida cuando X es un
esquema excelente noetheriano reducido de dimensión 2, y el teorema de Lipman
afirma que, de hecho, proporciona una desingularización:

Teorema 6.31 (Lipman) Si X es un esquema reducido excelente noetheriano
de dimensión 2, entonces existe su desingularización canónica.

Vamos a aplicar este teorema al caso de las superficies fibradas. Necesitamos
algunos resultados previos:

Consideremos un esquema localmente noetheriano X y un haz coherente F

en X. Recordemos que el soporte de F es

sop F = {x ∈ X | Fx �= 0}.

Se trata de un conjunto cerrado, pues si Fx = 0, podemos tomar un entorno
af́ın noetheriano U = EspA de x, de modo que F|U = M̃ , para cierto A-módulo
finitamente generado M . El punto x se corresponde con un ideal p ∈ EspA, de
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modo que Mp = 0. Si m1, . . . ,mn es un generador de M , existe un s ∈ A \ p tal
que smi = 0, luego Ms = 0, luego p ∈ D(s) ⊂ sop F.

Si U ⊂ X es abierto y s ∈ OX(U), la multiplicación por s define un ho-
momorfismo αU,s : F(U) −→ F(U), que a su vez define un homomorfismo de
haces αU (s) : F|U −→ F|U . De este modo, tenemos definido un homomorfismo
de módulos αU : OX(U) −→ HomOX |U (F|U ,F|U ), que a su vez determina un
homomorfismo de haces α : OX −→ HomOX

(F,F).

Llamaremos anulador de F al núcleo de α, y lo representaremos por AnF,
que es un haz cuasicoherente en X. Aśı, para cada abierto af́ın U ⊂ X, tenemos
que (AnF)(U) es el núcleo de αU o, más expĺıcitamente,

(AnF)(U) = {s ∈ OX(U) | sF(U) = 0}.

Similarmente, si x ∈ X, se cumple que

(AnF)x = {s ∈ OX,x | sFx = 0}.

Por consiguiente:

x /∈ V (AnF)⇔ (AnF)x = OX,x ⇔ Fx = 0⇔ x /∈ sop F.

Aśı pues: sopF = V (AnF).

Teorema 6.32 Sea f : X −→ Y un homomorfismo finito birracional entre
esquemas noetherianos reducidos. Si existe un haz inversible de ideales L ⊂ OY

tal que f se restringe a un isomorfismo sobre f−1[Y \ V (L)], entonces f es la
explosión respecto de un subesquema cerrado de Y con soporte V (L).

Demostración: Por [E 5.18] sabemos que f∗OX es un haz coherente en
Y , y tenemos un homomorfismo OY −→ f∗OX . Consideremos el homomorfismo
π : Proy((f∗OX)[T ]) −→ Y . Si U ⊂ Y es un abierto af́ın, entonces

π−1[U ] = Proy(OX(f−1[U ])[T ]) = Esp(OX(f−1[U ])) = f−1[U ].

La unicidad del teorema [E A.5] nos da que

X = Proy((f∗OX)[T ]).

Por hipótesis tenemos que (f∗OX)|Y \V (L)
∼= OY |Y \V (L), luego el haz cohe-

rente M = f∗OX/OY cumple sop M ⊂ V (L). Según las observaciones previas al
teorema, V (AnM) ⊂ V (L), luego L está contenido en el radical de AnM, es de-
cir, existe un r ≥ 1 tal que Lrf∗OX ⊂ OY . Consideremos el ideal I = Lr+1f∗OX ,
que claramente cumple

Lr+1 ⊂ I = L(Lrf∗OX) ⊂ L,

luego V (I) = V (L). Ahora aplicamos el teorema 5.18 con N = Lr+1, de donde
obtenemos que

X = Proy(
⊕
n≥1

(Lr+1)n ⊗OY
f∗OX) ∼= Proy(

⊕
n≥1

In).
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Para el último isomorfismo, observemos que f∗OX es una OY -álgebra y que
el hecho de que L sea inversible (es decir, localmente principal) asegura que los
productos tensoriales son canónicamente isomorfos a los productos de ideales y
módulos. Aśı pues, X es la explosión respecto del subesquema cerrado de Y
asociado a I.

Teorema 6.33 Sea D un anillo de valoración discreta, sea π ∈ D un primo y
D̂ la compleción de D. Sea Y/D un esquema plano localmente noetheriano y
sea Ŷ = Y ⊗D Esp D̂. Sea I un haz de ideales de OŶ tal que V (I) ⊂ V (π) y sea
f : W −→ Ŷ la explosión de centro V (I). Entonces existe un ideal I0 de OY tal
que V (I0) ⊂ V (π) de modo que f se obtiene por cambio de base de la explosión
g : X −→ Y de centro V (I0).

Demostración: Sea π : Ŷ −→ Y la proyección natural. Como Y es plano
sobre D, el homomorfismo natural OY −→ π∗OŶ = OY ⊗D D̂ es inyectivo, lo
que nos permite definir I0 = π∗I ∩ OY , que claramente es un haz de ideales
de OY . La hipótesis V (I) ⊂ V (π) equivale a que π ∈ rad I, de donde se sigue
inmediatamente que π ∈ rad I0, luego V (I0) ⊂ V (π). (Para cada abierto af́ın
U ⊂ Y tenemos un n tal que πn ∈ I(Û) ∩ OY (U) = I0(U).)

Veamos ahora que I = π∗I0. Basta ver que, para todo abierto af́ın U ⊂ Y ,
se cumple que (π∗I0)(π−1[U ]) = I0(U) ⊗D D̂ coincide con I(π−1[U ]). Por
simplificar la notación, llamamos A = OY (U), I = I(π−1[U ]) ⊂ A ⊗D D̂,
I0 = I0(U) = I ∩ A. Tomemos n tal que πn ∈ I. Hemos de probar que
I = I0 ⊗D D̂.

Una inclusión es obvia. Por otra parte, todo elemento de D̂ es congruente
módulo πn con un elemento de D, de donde se sigue fácilmente que

I = I0 + πn(A⊗D D̂) ⊂ I0 ⊗D D̂.

Con la notación empleada en el 5.17, lo que tenemos es que I = I0OŶ . El
apartado c) de dicho teorema (aplicado al homomorfismo π, que es plano) nos
da la conclusión.

Abordamos ahora la existencia de desingularizaciones de superficies fibradas
en el caso local:

Teorema 6.34 Sea D un anillo de valoración discreta y X/D una superficie
fibrada. Sean K y K̂ los cuerpos de cocientes de D y D̂, respectivamente, sea
X̂ = X ×D Esp D̂ y sea p : X̂ −→ X la proyección.

a) p induce un isomorfismo entre las fibras cerradas de X̂ y X.

b) Si x ∈ X pertenece a la fibra cerrada, entonces ÔX̂,p−1(x)
∼= ÔX,x.

c) Si la fibra genérica XK es regular y X admite una desingularización, en-
tonces XK̂ es regular.

d) Si XK̂ es regular, entonces X admite una desingularización estricta.
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Demostración: a) Esto se debe a que si m es el ideal maximal de D,
entonces mD̂ es el ideal maximal de D̂ y D/m ∼= D̂/mD̂. Por lo tanto,

X̂
mD̂ = X ×D Esp D̂ ×D̂ Esp(D̂/mD̂) ∼= X ×D Esp(D/mD) = Xm.

b) Tomemos un entorno af́ın U = EspA de x, que se identifica con un ideal
primo p de A tal que π ∈ p (donde π es un primo de D). Sea P ∈ Esp(A⊗D D̂)
su única antiimagen en X̂. Claramente,

A/(πn) ∼= A⊗D D/(πn) ∼= (A⊗D D̂)⊗D̂ D̂/(πn) ∼= (A⊗D D̂)/(πn).

Además, el isomorfismo no es sino el homomorfismo inducido por la inclusión
A −→ A ⊗D D̂. Por lo tanto, p/(πn) se corresponde con P/(πn). Localizando
obtenemos que

Ap/(πn) ∼= (A⊗D D̂)P/(πn).

Equivalentemente,

OX,x/(πn) ∼= OX̂,p−1(x)/(π
n).

Dividiendo entre mn
x/(π

n) y el ideal correspondiente a través del isomorfismo,
concluimos que

OX,x/m
n
x
∼= OX̂,p−1(x)/m

n
p−1(x).

Tomando ĺımites inversos obtenemos el isomorfismo entre las compleciones.

c) Sea Z −→ X una desingularización y llamemos Ẑ = Z ×D Esp D̂. Tome-
mos un punto z ∈ ZK̂ ⊂ Ẑ. Como Ẑ/D̂ es propio, {z} corta a la fibra cerrada,
cuyos puntos son regulares en Ẑ por b) (aplicado a Z) y [AC 5.11]. Esto implica
a su vez que z es regular en Ẑ, luego también en el abierto ZK̂ . Aśı pues, ZK̂
es regular.

Por otra parte, tenemos un homomorfismo birracional ZK −→ XK entre
curvas proyectivas regulares, luego es un isomorfismo, luego también XK̂

∼= ZK̂ ,
luego XK̂ es regular.

d) Si U ⊂ X es un abierto af́ın, entonces

OX(U)⊗D D̂ ⊂ OX(U)⊗D K̂ = OXK̂
(UK̂).

Como XK̂ es reducido, concluimos que X̂ también lo es. Por otra parte, las
fibras de X̂/D̂ tienen dimensión 1, la fibra cerrada por a) y la fibra genérica
porque es una extensión de constantes de la curva XK ([AC 3.77]). El teorema
[E 4.52] nos da entonces que dim X̂ = 2. Ciertamente, X̂/D̂ es proyectivo y el
anillo D̂ es excelente, luego podemos aplicar el teorema 6.31, según el cual la
sucesión canónica está definida para X̂ y da lugar a una desingularización.

Consideremos la normalización X̂1 −→ X̂. Por hipótesis, la fibra genérica
de X̂ es regular, luego la normalización es un isomorfismo sobre su antiimagen
en X̂1. Puesto que la fibra cerrada es V (πOX̂) (donde π es un primo de D),
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el teorema 6.32 nos da que la normalización es una explosión con centro en un
subesquema cerrado de soporte V (πOX̂).

El teorema 6.33 nos da que X̂1 −→ X̂ se obtiene por cambio de base a partir
de una explosión X1 −→ X cuyo lugar excepcional está contenido en la fibra
cerrada de X1. En particular, tenemos un diagrama conmutativo

X̂1
��

��

X̂

��
X1

�� X

Por a), las flechas verticales se restringen a isomorfismos sobre las fibras
cerradas y, como la flecha horizontal superior es un homomorfismo finito, con-
cluimos que las fibras de la flecha inferior también son finitas (para puntos de
la fibra genérica de X es trivial, pues sus fibras constan de un único punto).
Según 5.19, la explosión X1 −→ X es proyectiva, luego por [E A.22] es finita.

Los homomorfismos locales asociados a X̂1 −→ X1 son fielmente planos,
luego los teoremas 3.43 y 1.18 nos dan que X1 es normal. (Tal y como se señala
en la prueba del primero, la implicación que estamos usando no usa la hipótesis
de suavidad.)

En resumen, concluimos que X1 −→ X es la normalización de X. Más aún,
es claro que X1/D es una superficie fibrada normal. Vamos a probar que su
conjunto de puntos regulares es abierto (y notemos que el mismo argumento
vale para X en lugar de X1). Según 3.26 basta probar que cada subesquema
cerrado ı́ntegro Y ⊂ X1 contiene un abierto regular.

Si Y corta a la fibra genérica de X1, entonces YK es un conjunto algebraico
ı́ntegro y es abierto en Y , luego contiene un abierto de puntos regulares que
también será abierto en Y . En caso contrario Y está contenido en la fibra
cerrada de X1, luego es un conjunto algebraico sobre k(π) y también contiene
un abierto regular.

Con esto hemos probado que X cumple las condiciones D1, D2 y D3 ne-
cesarias para construir su sucesión canónica. En particular, esto implica que
el conjunto S de los puntos singulares de X1 es un cerrado finito. Lo mismo
vale para el conjunto Ŝ de los puntos singulares de X̂1. En particular, ambos
están contenidos en las fibras cerradas respectivas, luego el apartado b) nos da
que ambos conjuntos se corresponden por la proyección X̂1 −→ X1. Más pre-
cisamente, si llamamos Ĵ y J a los haces de ideales que determinan las fibras
cerradas respectivas y I es el haz de ideales de OX1 que determina a S con la
estructura de subesquema cerrado reducido, entonces, para cada abierto af́ın U
de X, tenemos que

OX1(U)/J(U) −→ OX̂1
(Û)/Ĵ(Û)

es un isomorfismo, y transforma el ideal I(U)/J(U) en I(U)OX̂1
(Û)/Ĵ(Û). Como

también OX1(U)/I(U) ∼= OX̂1(Û)/I(U)OX̂1
(Û), el cociente de la derecha es re-
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ducido, luego concluimos que la estructura de subesquema cerrado reducido en
Ŝ está definida por el haz de ideales IOX̂1

.
Ahora podemos aplicar 5.17 c), según el cual la explosión X̂ ′

1 de X̂1 con
centro Ŝ se obtiene por cambio de base de la explosión X ′

1 de X1 con centro S.
En particular, (X ′

1)K̂ = (X̂ ′
1)K̂ ∼= (X̂1)K̂ ∼= X̂K̂ = XK̂ es regular.

Aśı pues, X ′
1 se encuentra en las mismas condiciones que X, luego razonando

inductivamente concluimos que está definida la sucesión canónica

· · · −→ X3 −→ X2 −→ X1 −→ X

y que, a través del cambio de base Esp D̂ −→ EspD da lugar a la sucesión
canónica de X̂. Más aún, hemos visto que X̂i es regular si y sólo si lo es Xi,
luego algún Xi es regular, y el homomorfismo Xi −→ X es una desingularización
estricta de X.

De aqúı podemos pasar al caso global:

Teorema 6.35 Sea X/S una superficie fibrada sobre un esquema de Dedekind
S de dimensión 1 y cuya fibra genérica sea regular. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) X admite una desingularización.

b) El conjunto Reg(X) es abierto y, para cada punto cerrado s ∈ S, la curva
X ×S Esp F(ÔS,s) es regular. (Aqúı F representa el cuerpo de cocientes.)

c) El conjunto Sing(X) de los puntos singulares de X está contenido en una
unión finita de fibras cerradas Xs1 ∪ · · · ∪Xsr , y, para cada i = 1, . . . , r,
la curva X ×S Esp F(ÔS,si) es regular.

Si se cumplen estas condiciones, entonces X admite una desingularización es-
tricta, que además es un homomorfismo proyectivo.

Demostración: Para cada punto cerrado s ∈ S, definimos

X(s) = X ×S EspOS,s,

que es una superficie fibrada sobre el anillo de valoración discreta Ds = OS,s,
y su fibra genérica es X(s) ×Ds EspK = X ×S EspK, donde K = K(S), luego
se trata de la fibra genérica de X, que es regular por hipótesis. Por [E 4.47]
sabemos que la fibra cerrada de X(s) es isomorfa a Xs y, más aún, para cada
x ∈ Xs se cumple que OX(s),x

∼= OX,x.

a) ⇒ c) Sea Z −→ X una desingularización. Entonces, la fibra genérica
Zη = Z ×S EspOS,η es un esquema regular y Zη −→ Xη es un homomorfismo
birracional y suprayectivo entre curvas, luego es la normalización de Xη, luego
es un isomorfismo.

Más aún, si x ∈ Xη se corresponde con z ∈ Zη, la desingularización induce
un isomorfismo OZ,z

∼= OZη,z
∼= OXη,x

∼= OX,x. Por [E A.19] concluimos que x
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tiene un entorno isomorfo a un entorno de z, en particular regular, luego existe
un abierto regular U ⊂ X que contiene a Xη o, equivalentemente, el conjunto
Sing(X) de los puntos singulares de X está contenido en un cerrado C cuya
proyección en S no contiene a η, luego es finita. En otros términos, Sing(X)
está contenido en una unión finita de fibras cerradas.

Notemos ahora que Z(si) −→ X(si) es una desingularización de Xsi , pues
obviamente es un homomorfismo propio y birracional, y los anillos locales del
esquema Z(si) (correspondientes a puntos cerrados) también son anillos locales
de Z, luego son regulares. Ahora basta aplicar el teorema anterior (apartado c)
a X(si).

c) ⇒ b) Vamos a probar que todo punto regular x ∈ X tiene un entorno de
puntos regulares. Esto es trivial salvo si x ∈ Xsi , para cierto i. En tal caso basta
probar que x tiene un entorno en Xsi de puntos regulares en X. Consideremos
nuevamente las superficies X(si). Dado que un punto de Xsi es regular en X si
y sólo si lo es en X(si), basta probar que Reg(X(si)) es abierto.

Tomando un entorno de un punto arbitrario, podemos suponer que X(si) es
af́ın, y entonces podemos aplicar el teorema 3.26, con lo que basta probar que
todo subesquema cerrado ı́ntegro Y ⊂ X(si) contiene un abierto regular. Esto
es cierto para Y = Xi sin más que considerar la fibra genérica, que es abierta.
Si Y � X(si), o bien Y corta a la fibra genérica, en cuyo caso Yη es un conjunto
algebraico ı́ntegro abierto en Y , luego contiene un abierto de puntos regulares,
o bien Y está contenido en la fibra cerrada de X(si), con lo que es un conjunto
algebraico sobre k(si), y también contiene un abierto regular.

Sea ahora s ∈ S tal que Xs ⊂ Reg(X). Entonces X(s) es regular, luego
admite trivialmente una desingularización, luego el teorema 6.34 nos da que el
esquema X ×S Esp F(ÔS,s) es regular.

b) ⇒ a) Sea f : X1 −→ X la normalización de X. La fibra genérica de X1

es normal (porque sus anillos locales son también anillos locales de X1), luego
X1η

∼= Xη. Similarmente, para cada s ∈ S, el homomorfismo fs : X1(s) −→ X(s)

es la normalización del cambio de base. (Se sigue fácilmente de 3.12.) Como
la fibra genérica de X(s) es la misma que la de X, podemos aplicar el teorema
anterior. En la prueba del apartado d) hemos visto que fs es finito, y de aqúı se
sigue a su vez que f también lo es, pues, para cada x′ ∈ X1,s, el homomorfismo
OX,f(x′) −→ OX1,x′ inducido por f se corresponde con el inducido por fs a
través de los isomorfismos dados por el teorema [E 3.47].

En particular, los teoremas [E 5.48] y [E 5.52] nos dan que X1/S es un
esquema proyectivo, luego es una superficie fibrada, y también es proyectiva la
normalización X1 −→ X.

Notemos que Sing(X) está contenido en una unión finita de fibras cerradas,
pues su proyección en S es un cerrado que no contiene al punto genérico. Si la
fibra Xs es regular, entonces X(s) es regular, luego fs es un isomorfismo, luego
la fibra X1,s también es regular. En suma, Sing(X1) está contenido también en
una unión finita de fibras cerradas.

Más aún, X(s) tiene un abierto de puntos regulares, luego lo mismo le sucede
a X1(s), luego cada fibra de X1 tiene a lo sumo un número finito de puntos
singulares, luego Sing(X1) es un cerrado finito.
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Con esto hemos probado que X cumple las condiciones D1, D2 y D3
para construir la sucesión canónica. Aśı pues, ahora consideramos la explosión
X ′

1 −→ X1 de centro Sing(X1) (que es proyectiva por el teorema 5.19, luego
X ′

1 es una superficie fibrada). Como es un isomorfismo sobre la antiimagen de
Reg(X1), en particular induce un isomorfismo sobre las fibras genéricas, luego
la fibra genérica de X ′

1 es regular. También es obvio que Sing(X ′
1) está conte-

nido en una unión finita de fibras cerradas, luego, por la implicación anterior,
Reg(X ′

1) es abierto.
Por otra parte, el homomorfismo X ′

1×SEsp F(ÔS,s) −→ X×SEsp F(ÔS,s) es
un isomorfismo, ya que se obtiene por cambio de base del isomorfismo entre las
fibras genéricas. En suma, hemos probado que X ′

1 cumple las mismas hipótesis
que X1. Tenemos además el diagrama conmutativo siguiente:

X ′
1(s)

��

��

X1(s) ��

��

X(s)

��
X ′

1
�� X1

�� X

donde la fila superior es la explosión del conjunto de puntos singulares seguida
de la normalización. Esto es consecuencia del teorema 5.17 c), ya que si I es
el haz de ideales que define la estructura de subesquema cerrado reducido en
Sing(X1), entonces IOX1(s) define la estructura de subesquema cerrado reducido
en Sing(X1(s)). Esto a su vez se debe a que, si S = EspD, s se corresponde
con un ideal maximal p de D y U es un abierto af́ın de X1, entonces I(U)p es
claramente un ideal radical de OX1(U)p cuyos primos minimales se corresponden
con los primos minimales de I(U) en la fibra de p.

Razonando inductivamente, vemos que está definida la sucesión canónica

· · · −→ X2 −→ X1 −→ X,

cuyos homomorfismos son proyectivos y que la sucesión canónica de X(s) se
obtiene de ésta por cambio de base.

Además, para un n suficientemente grande resulta que Xn(s) es regular, para
todo punto cerrado s ∈ S (ya que esto es trivial salvo para un número finito
de puntos s ∈ S, aquellos cuya fibra no es regular). Esto implica a su vez
que Xn es regular, con lo que el homomorfismo (proyectivo) Xn −→ X es una
desingularización estricta de X.

En particular tenemos el teorema siguiente:

Teorema 6.36 Si X/S es una superficie fibrada (donde dimS = 1) cuya fibra
genérica sea geométricamente regular, entonces X admite una desingularización.

Demostración: Los puntos de la fibra genérica (vistos como puntos de X)
son suaves y, por el teorema [E A.34], el conjunto de los puntos suaves de X es
abierto, luego la proyección en S de su complementario es un cerrado que no
contiene al punto genérico, luego es finito.
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Esto prueba que el conjunto de los puntos de X que no son suaves (en
particular Sing(X)) está contenido en una unión finita de fibras. Si Xsi es una
de ellas, la curva X ×S Esp F(ÔS,si) se obtiene por cambio de base de la fibra
genérica de X, luego es regular, y se cumple la condición c) del teorema anterior.

Observemos que si una superficie fibrada X/S (sobre un esquema de De-
dekind de dimensión 1) admite una desingularización, el teorema 6.35 nos da
que tiene una desingularización estricta X ′ −→ X que es un homomorfismo
proyectivo, de modo que X ′/S es una superficie aritmética. Ahora podemos
demostrar un teorema general sobre existencia de modelos de curvas:

Teorema 6.37 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y sea
S = EspD. Entonces, toda curva proyectiva ı́ntegra geométricamente regular
C/K tiene al menos un modelo regular sobre S.

Demostración: Podemos representar a C en la forma

C = Proy(K[X0, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fm)),

donde los Fi son polinomios homogéneos con coeficientes en K. Multiplicándolos
por elementos adecuados de D podemos exigir que todos los Fi tengan sus
coeficientes en D. Consideremos ahora el esquema

C0 = Proy(D[X0, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fm)).

Claramente es un esquema proyectivo sobre S. Por el teorema [E 3.49], su
fibra genérica es

C0,η = C0 ×D EspK = C.

Sea C la clausura de C0,η en C, dotada de la estructura de subesquema cerrado
reducido. Como C0,η es irreducible, también lo es su clausura, luego C/S es un
esquema ı́ntegro proyectivo, y sigue siendo cierto que Cη = C (porque tenemos
una inmersión cerrada suprayectiva Cη −→ C0,η = C).

En particular tenemos que Cη �= ∅, luego la imagen del homomorfismo
estructural C −→ S es densa, luego el teorema [E 4.54] implica que C es plano
sobre S y, aplicando 3.9 a la fibra genérica, concluimos que dim C0 = 2. Por
consiguiente, C/S es una superficie fibrada. Por el teorema 6.36, admite una
desingularización Cr, que es un modelo regular de C/K.



Caṕıtulo VII

Superficies minimales

Es bien conocido que toda curva proyectiva ı́ntegra C/k es birracionalmente
equivalente a una curva proyectiva regular (su normalización), y que dos curvas
proyectivas regulares birracionalmente equivalentes son isomorfas (por [E 7.6]),
de modo que, en definitiva, cada curva proyectiva ı́ntegra C/k es birracional-
mente equivalente a una única curva proyectiva regular C ′/k. Aśı, en cierta
medida, la geometŕıa de C/k puede estudiarse a través de la geometŕıa de C/k.
Si en lugar de curvas consideramos superficies fibradas, la situación es más com-
pleja.

En el caṕıtulo anterior hemos visto que también es cierto que, en el caso
aritmético dimS = 1, toda superficie fibrada X/S (cuya fibra genérica sea
geométricamente regular) es birracionalmente equivalente a una superficie arit-
mética, aunque, para obtener esta generalización, hemos tenido que sustituir el
concepto de normalización por el de desingularización, pues la normalización de
una superficie fibrada no tiene por qué ser regular.

En este caṕıtulo generalizaremos al contexto de las superficies aritméticas
el hecho de que dos curvas proyectivas regulares birracionalmente equivalen-
tes son isomorfas, pero la generalización no puede ser la obvia: dos superfi-
cies aritméticas birracionalmente equivalentes no son necesariamente isomorfas.
Para comprobarlo basta considerar el teorema 5.25: si X/S es una superficie
aritmética y X̃/S es la explosión de X con centro en un punto cerrado x ∈ Xs,
entonces X̃/S es otra superficie aritmética birracionalmente equivalente a X

cuya fibra X̃s tiene una componente irreducible más, luego no es isomorfa a X.
Lo que haremos aqúı será definir el concepto de superficie aritmética mi-

nimal, de modo que seguirá siendo cierto que toda superficie fibrada puede
desingularizarse hasta una superficie aritmética minimal y —ahora śı— dos su-
perficies aritméticas minimales birracionalmente equivalentes son isomorfas.

En particular, cada superficie fibrada será birracionalmente equivalente a
una única superficie aritmética minimal, y aśı, la conclusión será que el concepto
análogo en dimensión 2 al de una curva proyectiva regular no es el de una mera
superficie aritmética, sino el concepto de superficie aritmética minimal.

201
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7.1 Equivalencia birracional de superficies

La definición de equivalencia birracional entre superficies, o incluso entre
esquemas ı́ntegros arbitrarios, es la generalización obvia de la definición para
curvas:

Definición 7.1 Se dice que dos esquemas ı́ntegros X/S e Y/S son birracional-
mente equivalentes si existe una aplicación birracional f : X −→ Y (definida
sobre S) o, equivalentemente, si contienen abiertos isomorfos (sobre S) no vaćıos.

Según acabamos de observar, si S es un esquema de Dedekind af́ın de di-
mensión 1, toda superficie fibrada X/S cuya fibra sea geométricamente regular
es birracionalmente equivalente a una superficie aritmética, y el problema que
nos queda pendiente es estudiar la relación que podemos encontrar entre dis-
tintas superficies aritméticas birracionalmente equivalentes. Para ello conviene
introducir el preorden siguiente:

Si X/S e Y/S son superficies birracionalmente equivalentes, diremos que
X domina a Y (y lo representaremos por Y  X) si existe un homomorfismo
birracional1 X −→ Y definido sobre S.

Esta notación es útil para asimilar los conceptos que vamos a introducir,
pero debe ser tomada con cierta cautela: obviamente, la relación Y  X es
reflexiva y transitiva, pero no es antisimétrica, ni siquiera en el sentido amplio
de que si Y  X y X  Y , entonces X ∼= Y .

En estos términos, nuestro objetivo es demostrar que (bajo ciertas hipótesis)
en cada clase de equivalencia birracional de superficies aritméticas existe una
superficie “minimal” Y/S, única salvo isomorfismo, que cumple que Y  X para
toda superficie Y en su misma clase.2

Veamos que las clases de equivalencia birracional de superficies aritméticas
coinciden con las clases de modelos regulares de curvas. Para ello necesitamos
demostrar una variante del teorema [E A29]:

Teorema 7.2 Sean X/S, Y/S dos esquemas ı́ntegros, separados, de tipo finito
sobre un esquema localmente noetheriano S y fijemos un punto s ∈ S. Para cada
homomorfismo φ : X ×S EspOS,s −→ Y ×S EspOS,s definido sobre S existe un
entorno abierto U de s y un único homomorfismo f : X ×S U −→ Y ×S U
definido sobre S tal que φ se obtiene de f por cambio de base. Si φ es un
isomorfismo, también lo es f .

Demostración: Podemos sustituir S por un entorno af́ın de s y suponer
que S = EspD es af́ın. Observemos que los abiertos de la forma W ×S EspOS,s,
donde W es un abierto af́ın de X, forman una base de X ×S EspOS,s. En

1Notemos que hablamos de un homomorfismo birracional y no una mera aplicación bi-
rracional, es decir, exigimos que X e Y sean birracionalmente equivalentes a través de una
aplicación birracional definida sobre todo el esquema X.

2En realidad la definición de superficie minimal será ligeramente más fuerte que ésta. Más
adelante daremos los detalles.
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efecto, dado un abierto W ′ ⊂ X ×S EspOS,s y un punto x ∈ W ′, tomamos un
entorno af́ın de x de la forma W ′′ = W0 ×S EspOS,s, donde W0 = EspA es
un abierto af́ın en X. Entonces existe un abierto principal W ′′′ ⊂ W ′′ tal que
x ∈ W ′′′ ⊂ W ′ ∩W ′′. Ahora bien, si s se corresponde con un ideal p de D,
entonces W ′′ = EspAp, y es claro que W ′′′ ha de ser de la forma Esp(Au)p, para
cierto u ∈ A, es decir, de la forma W ′′′ = W × EspOS,s, donde W = EspAf es
un abierto principal en W .

Cubrimos Y con un número finito de abiertos afines V . Para cada uno de
estos abiertos, cubrimos φ−1[V ×S EspOS,s] con un número finito de abiertos
W ×S EspOS,s, y consideramos las restricciones

W ×S EspOS,s −→ V ×S EspOS,s.

Por [E A29] existe un abierto af́ın s ∈ U ⊂ S tal que estos homomorfismos
están inducidos por homomorfismos (uńıvocamente determinados)

f(V,W ) : W ×S U −→ V ×S U.

Reduciendo U , podemos suponer que es el mismo entorno de s para to-
dos los pares (W,V ). Si V y V ′ son dos de los abiertos, tomamos un abierto
af́ın (no vaćıo) V ′′ ⊂ V ∩ V ′ y formamos el correspondiente homomorfismo
f(W ′′,V ′′) : W ′′×S U ′ −→ V ′′×S U ′, donde podemos suponer que W ′′ ⊂W ∩W ′

y U ′ ⊂ U . Por la unicidad, éste ha de coincidir con las restricciones de f(V,W )

y f(V ′,W ′), con lo que estos dos homomorfismos coinciden en un abierto y, por
consiguiente, coinciden en la intersección de sus dominios. Esto prueba que
todos ellos determinan un homomorfismo f : X ×S U −→ Y ×S U .

Si φ es un isomorfismo, el inverso de φ nos permite construir el homomorfismo
inverso de f .

Como consecuencia inmediata:

Teorema 7.3 Dos superficies aritméticas son birracionalmente equivalentes si
y sólo si sus fibras genéricas son isomorfas.

Demostración: Sean X/S e Y/S dos superficies aritméticas. Es claro
que una aplicación birracional X −→ Y induce una aplicación birracional
Xη −→ Yη, luego las fibras genéricas son dos curvas proyectivas regulares birra-
cionalmente equivalentes, luego son isomorfas.

Rećıprocamente, un isomorfismo entre las fibras genéricas es un isomorfismo

X ×S EspOS,η −→ Y ×S EspOS,η,

y el teorema anterior nos da un isomorfismo

X ×S U −→ Y ×S U,

que, a través de los isomorfismos X ×S S ∼= X, Y ×S S ∼= Y , se convierte en
un isomorfismo entre abiertos respectivos en X e Y . Por consiguiente, ambas
superficies son birracionalmente equivalentes.
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En otros términos, acabamos de probar que dos modelos regulares de una
misma curva son birracionalmente equivalentes, y que, si a partir de un modelo
regular construimos otra superficie aritmética birracionalmente equivalente, su
fibra genérica será la misma, luego será un modelo regular de la misma curva.

7.2 Superficies relativamente minimales

Consideremos una superficie aritmética X/S y vamos a abordar el problema
de si existe otra superficie aritmética Y/S no isomorfa a X tal que Y  X, es
decir, tal que exista un homomorfismo birracional X −→ Y , que no podrá ser
un isomorfismo. En tal caso, el teorema 6.24 nos permite descomponerlo en una
cadena

X = X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xn−1 −→ Xn = Y

de explosiones de puntos cerrados. Aplicando el teorema 5.25 de derecha a
izquierda obtenemos inductivamente que todos los esquemas intermedios son
superficies aritméticas.

Aśı pues, si existe un homomorfismo birracional X −→ Y que no sea un
isomorfismo, donde Y es una superficie aritmética, entonces existe otro (el que
resulta de cambiar Y por el X1 de la sucesión anterior) que es la explosión con
centro en un punto cerrado y ∈ Y

El teorema 5.25 nos dice que X −→ Y tiene una única fibra no trivial, que
es una curva P ∼= P1

k(y). En términos de la definición 6.26, tenemos que Y es la
contracción de P a un punto (regular). Esto nos lleva a la definición siguiente:

Definición 7.4 Sea X/S una superficie fibrada regular. Un divisor primo re-
gular E en X es un divisor excepcional si existe una superficie fibrada regular
Y/S y un homomorfismo f : X −→ Y definido sobre S tal que f [E] se reduzca
a un punto y f : X \ E −→ Y \ f [E] sea un isomorfismo.

En otras palabras, E es excepcional si puede contraerse a un punto regular
p = f [E]. Notemos que en tal caso E es el lugar excepcional de f , luego el
teorema 6.25 nos da que f es la explosión de centro p.

Hemos probado que si X/S es una superficie aritmética y existe una su-
perficie aritmética Y  X no isomorfa a X, entonces X contiene un divisor
excepcional. Rećıprocamente, si X contiene un divisor excepcional E ⊂ Xs, su
contracción X −→ Y nos da una superficie aritmética no isomorfa a X, pues la
fibra Ys contiene una componente irreducible menos que Xs. Esto nos lleva a
otra definición:

Definición 7.5 Una superficie aritmética X/S es relativamente minimal si no
contiene ningún divisor excepcional.

En estos términos, hemos visto que una superficie aritmética X/S es relati-
vamente minimal si y sólo si, para toda superficie aritmética Y , se cumple que
todo homomorfismo birracional X −→ Y es un isomorfismo, lo cual es casi lo
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mismo (pero no exactamente lo mismo) que la afirmación siguiente: Si Y  X
entonces Y ∼= X.

El teorema siguiente nos permitirá reconocer fácilmente las superficies rela-
tivamente minimales:

Teorema 7.6 Sean X/S e Y/S superficies fibradas regulares, sea f : X −→ Y
la explosión de Y con centro un punto cerrado y ∈ Y , sea E = Xy y sea s ∈ S
la imagen de y. Entonces E ∼= P1

k(y), k(y) = OE(E), OX(E)|E ∼= OE(−1) y
E2 = −|k(y) : k(s)|.

Demostración: El isomorfismo E ∼= P1
k(y) nos lo da el teorema 5.25, y

esto implica que OE(E) = k(y). Por 6.10 sabemos que OX(E)|E ∼= ωE/X , luego
hemos de probar que ωE/X ∼= OE(−1).

Sea V = f−1[U ], donde U es un entorno af́ın de y. Entonces ωV/X es
trivial, por lo que ωE/X = ωE/V . Por consiguiente, no perdemos generalidad
si suponemos que Y es af́ın (aunque entonces ya no es una superficie fibrada,
lo que tenemos es que f es la explosión de una superficie ı́ntegra regular con
centro en un punto cerrado).

Pongamos que Y = EspA y que y se corresponde con un ideal maximal I
(o, equivalentemente, con el haz de ideales I = Ĩ). Entonces

X = Proy
⊕
d≥0

Id,

mientras que J = IOX = OX(1) es el haz cuasicoherente asociado al ideal
homogéneo

J = I ⊕ I2 ⊕ I3 ⊕ · · · ⊂ A⊕ I ⊕ I2 ⊕ · · · = B

El subesquema cerrado de X asociado a este haz (o a este ideal) tiene por
soporte E y, concretamente, es

E = Proy
⊕
d≥0

(Id/Id+1).

Observemos que los cocientes no se alteran si localizamos todos los ideales
respecto de I, con lo que el teorema [AC 5.9] nos da que

B/J = grI(AI) ∼= k(y)[X,Y ],

luego E ∼= P1
k(y), como ya sab́ıamos. (Lo que hemos obtenido de nuevo es que

la representación anterior de E como esquema proyectivo se corresponde con la
representación usual de P1

k(y).) La identidad (B/J) ⊗B (J/J2) ∼= (B/J) ⊗B J
implica que

CE/X = i∗(J/J2) ∼= i∗J ∼= i∗OX(1) ∼= OE(1).

El último isomorfismo se debe a que tenemos un diagrama conmutativo

X �� Pn
A

E

i

�� 
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por el que OPn
A
(1) se transforma en OX(1) y en OE(1). Aśı pues,

ωE/X = C∗
E/X

∼= OE(−1).

Finalmente podemos calcular, según el teorema 6.4

E2 = gradk(s) OE(−1) = |k(y) : k(s)| gradk(y) OE(−1) = −|k(y) : k(s)|.

Si en el teorema anterior eliminamos toda referencia expĺıcita a la contracción
nos queda el enunciado siguiente:

Teorema 7.7 Si X/S es una superficie fibrada regular, s ∈ S y E ⊂ Xs es un
divisor excepcional de X y k′ = OE(E), entonces E ∼= P1

k′ y E2 = −|k′ : k(s)|.

Ejemplo La desingularización X/Z5 calculada en el ejemplo de la página 144
es relativamente minimal, pues su fibra tiene tres componentes irreducibles, Γ1,
Γ2 y Γ3, todas ellas isomorfas a P1

k (donde k = Z/5Z). Para que alguna de ellas
fuera un divisor excepcional debeŕıa cumplir Γ2

i = −1, pero en la página 179
hemos visto que Γ2

1 = −2.

Ejemplo La desingularización X/Z2 que hemos obtenido en la sección 5.4 al
desingularizar la ecuación de Selmer es relativamente minimal, pues su fibra
cerrada tiene cinco componentes: Γ1

∼= Γ3
∼= Γ4

∼= P1
k y Γ2

∼= Γ5
∼= P1

k′ , donde
k = Z/2Z y k′ es el cuerpo de cuatro elementos. Para que las tres primeras
pudieran ser divisores excepcionales debeŕıan cumplir Γ2

1 = −1, mientras que
las otras dos debeŕıan cumplir Γ2

i = −2, pero en la página 179 hemos visto que
no es aśı. El lector puede comprobar que la desingularización de la ecuación de
Selmer sobre Z3 también es relativamente minimal.

Ejemplo El modelo de Weierstrass W/Z asociado a la ecuación

Y 2 = X3 + 2X2 + 6

es relativamente minimal. En efecto, en la página 134 hemos visto que es una
superficie aritmética, y sus divisores primos son sus fibras cerradas, y todas ellas
son curvas eĺıpticas o cúbicas singulares, en cualquier caso, no son isomorfas a
rectas proyectivas, luego no pueden ser divisores excepcionales.

Veamos un sencillo resultado general:

Teorema 7.8 Toda superficie aritmética suave es relativamente minimal.

Demostración: Si X/S es una superficie aritmética suave y E es un divisor
vertical, digamos contenido en la fibra Xs, con s ∈ S (cerrado), entonces Xs/k(s)
es geométricamente regular, luego sus componentes irreducibles son disjuntas
dos a dos. En particular, el número de intersección de E y cualquier otra
componente irreducible de Xs es nulo, luego el teorema 6.7 se reduce a que
E2 = 0, luego E no es excepcional.
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El criterio de Castelnuovo afirma que las condiciones del teorema 7.7 no sólo
son necesarias, sino también suficientes para que un divisor sea excepcional.
Para probarlo necesitamos algunos resultados previos.

Teorema 7.9 Sea X un esquema de tipo finito sobre un anillo noetheriano A,
sea f : X −→ Pn

A un homomorfismo definido sobre A, sea L = f∗OPn
A
(1), sea

s ∈ EspA y sea Z un subesquema cerrado conexo de Xs que sea proyectivo sobre
k(s). Entonces f [Z] se reduce a un punto si y sólo si L|Z ∼= OZ .

Demostración: Es claro que L|Z = (f |Z)∗(OPn
A
(1)), luego no perde-

mos generalidad si suponemos que X = Z, con lo que X es una variedad
proyectiva reducida y conexa sobre un cuerpo k. Sea s0, . . . , sn el genera-
dor global de L asociado a f según el teorema [E 5.33]. Recordemos que si
Pn
k = Proy(k[X0, . . . , Xn]), entonces si = f∗Xi, y que

f−1[D(Xi)] = Xsi = {x ∈ X | Lx = si,xOX,x}.

Supongamos que f [X] = {y}. Digamos que, por ejemplo, y ∈ D(X0). En-
tonces X = Xs0 , luego L = s0OX

∼= OX . Rećıprocamente, supongamos que
L = eOX , para cierto e ∈ L(X). Sea K = OX(X). Por el teorema [E 4.26],
sabemos que K es un cuerpo de grado finito sobre k.

Pongamos que si = ebi, para ciertos bi ∈ K. Los bi no pueden ser todos
nulos, luego, si llamamos Y = EspK, son obviamente un generador global de
OK . Sea g : Y −→ Pn

k el homomorfismo asociado a los bi. Por otra parte, la
identidad OY (Y ) −→ OX(X) induce un homomorfismo h : X −→ Y . La com-
posición h◦g : X −→ Pn

k transforma el haz OPn
k
(1) en OX , y las indeterminadas

Xi se corresponden con los elementos bi. A su vez tenemos un isomorfismo
OX

∼= L que transforma los bi en los si, luego, por la unicidad del teorema
[E 5.33], resulta que f = h ◦ g. Ahora bien, Y consta únicamente de un punto,
luego lo mismo le sucede a la imagen de f .

Con esto podemos dar una condición suficiente (y puede probarse que tam-
bién es necesaria) para la existencia de la contracción de una familia de curvas:

Teorema 7.10 Sea X/S una superficie aritmética sobre un esquema de Dede-
kind af́ın S de dimensión 1 y sea D ∈ Divc(X) tal que

a) gradOX(D)|Xη
> 0 (donde η es el punto genérico de S).

b) OX(D) tiene un generador global.

c) Si E es una curva ı́ntegra vertical (proyectiva), entonces OX(D)|E es tri-
vial o bien tiene orden infinito en Pic(E).

Entonces, si llamamos E al conjunto de las curvas ı́ntegras proyectivas verticales
E tales que OX(D)|E es trivial, existe la contracción de las curvas de E.

Demostración: El teorema 4.8 nos da que el haz OX(D)|Xη
es amplio. Si

cambiamos D por una potencia suya, el conjunto E no cambia, luego podemos
suponer que OX(D)|Xη es muy amplio.



208 Caṕıtulo 7. Superficies minimales

Sea S = EspA y sea f : X −→ Pn
A el homomorfismo asociado a un generador

global de OX(D). Como X es proyectiva, la imagen Z = f [X] es cerrada y, si
la consideramos como subesquema ı́ntegro de Pn

A, tenemos que f induce un
homomorfismo f : X −→ Z suprayectivo. Tenemos un diagrama conmutativo

X
f �� Z �� Pn

A

Xη
fη

��

��

Zη

��

�� Pn
k(η)

��

Es claro que fη es suprayectivo y es fácil ver que la fila inferior completa
es el homomorfismo correspondiente a un generador global de OX(D)|Xη , por
lo que es una inmersión cerrada. En definitiva, fη es un isomorfismo. Por
[E 3.47] tenemos que K(X) ∼= K(Xη) ∼= K(Zη) ∼= K(Z), luego f : X −→ Z es
un homomorfismo birracional. Como es proyectivo, f∗OX es un haz coherente
en Z, por [E 6.24].

Consideremos ahora el homomorfismo af́ın π : Y −→ Z dado por el teorema
[E A.5], es decir, el que cumple que π∗OY = f∗OX . Como f es birracional, los
anillos de f∗OX son subanillos de K(Z) con cuerpo de fracciones K(Z), luego
π también es birracional. Más aún, por [E A.8], π es un homomorfismo finito.
Además, como X es normal, los anillos de f∗OX son ı́ntegramente cerrados,
luego Y también es normal. Esto implica que π es la normalización de Z, y por
definición de normalización tenemos un diagrama conmutativo

Y
π �� Z

��
X

g

��

��
f

�������
S

Observemos que Y/S es proyectivo por [E 5.52], luego es una superficie
fibrada normal. Sea E ⊂ X una curva vertical ı́ntegra (proyectiva). Por el
teorema anterior sabemos que la imagen f [E] se reduce a un punto si y sólo si
OX(D)|E ∼= OE , es decir, si y sólo si E ∈ E. Ahora bien, como π es finito, f [E]
se reduce a un punto si y sólo si g[E] se reduce a un punto. Por consiguiente, g
es la contracción de las curvas de E.

Observemos ahora un hecho elemental:

Teorema 7.11 Sea X un esquema localmente noetheriano y D, E ∈ Divc(X)
dos divisores, el segundo entero. Entonces existe una sucesión exacta

0 −→ OX(D) −→ OX(DE) −→ i∗(OX(DE)|E) −→ 0,

donde i : E −→ X es la inmersión natural.

Demostración: Partimos de la sucesión exacta

0 −→ OX(E−1) −→ OX −→ i∗OE −→ 0.
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Como el haz OX(DE) es localmente libre, al multiplicar por ⊗OX
OX(DE)

obtenemos la sucesión exacta del enunciado.

Teorema 7.12 Sea X/S una superficie fibrada regular, sea s ∈ S un punto
cerrado y E un divisor primo contenido en la fibra Xs. Supongamos además
que E ∼= P1

k′ , para cierto cuerpo k′, finito sobre k(s), aśı como que E2 < 0. Sea
H ∈ Divc(X) un divisor entero tal que H1(X,OX(H)) = 0. Entonces:

a) Si r = H · E/(−E2), entonces H1(X,OX(HEi)) = 0, para 0 ≤ i ≤ r.

b) Si OX(H) tiene un generador global y r es entero, entonces OX(HEr)
tiene también un generador global y OX(HEr)|E ∼= OE.

Demostración: Probamos a) por inducción sobre i. El caso i = 0 es la
hipótesis del teorema. Si es cierto para i ≤ r − 1, tenemos que

m = gradk(s) OX(HEi+1)|E = (HEi+1) · E = (r − (i + 1))(−E2) ≥ 0,

y, como OX(HEi+1)|E ∼= OE(m′) (donde m = |k′ : k(s)|m′), el teorema [E 6.19]
nos permite concluir que H1(E,OX(HEi+1)|E) = 0. Por otra parte, el teorema
anterior nos da una sucesión exacta

0 −→ OX(HEi) −→ OX(HEi+1) −→ i∗(OX(HEi+1)|E) −→ 0,

de la que, teniendo en cuenta [E 6.20], obtenemos la sucesión exacta de coho-
moloǵıa

0 = H1(X,OX(HEi)) −→ H1(X,OX(HEi+1)) −→ 0.

Aśı pues, H1(X,OX(HEi+1)) = 0.

Para probar b) observamos que (HEr) ·E = 0, luego gradOX(HEr)|E = 0,
y esto implica que OX(HEr)|E ∼= OE (por [E 8.18]). En particular, OX(HEr)|E
tiene un generador global. Además, la sucesión exacta anterior para i = r − 1
nos da la sucesión exacta de cohomoloǵıa

H0(X,OX(HEr)) −→ H0(E,OX(HEr)|E) −→ H1(X,OX(HEr−1)) = 0.

Podemos tomar, pues, un t ∈ OX(HEr)(X) cuya imagen en OX(HEr)|E(E)
sea un generador global. Aśı, si P ∈ E, tenemos que el homomorfismo

OX(HEr)P −→ OX(HEr)P ⊗OX,P
(OX,P /OX(E−1)P )

transforma tP en un generador, y lo mismo vale para el homomorfismo

OX(HEr)P −→ OX(HEr)P ⊗OX,P
(OX,P /mP ).

Por consiguiente, llamando MP = OX(HEr)P , en la sucesión exacta

〈tP 〉 ⊗OX,P
k(P ) −→MP ⊗OX,P

k(P ) −→ (MP / 〈tP 〉)⊗ k(P ) −→ 0
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el primer homomorfismo es suprayectivo, luego (MP / 〈tP 〉)⊗k(P ) = 0 y el lema
de Nakayama implica entonces que MP = 〈tP 〉. Aśı pues, t es un generador
global para los puntos P ∈ E.

Por otra parte, el homomorfismo natural OX(H) −→ OX(HEr) dado por el
teorema anterior es un isomorfismo en los puntos P ∈ X \E, luego un generador
global de OX(H) determina un generador global de OX(HEr) sobre los puntos
de X \ E, y concluimos que OX(HEr) tiene un generador global.

Teorema 7.13 Sea X/S una superficie fibrada regular, sea s ∈ S un punto
cerrado y E un divisor primo contenido en la fibra Xs. Supongamos además
que E ∼= P1

k′ , para cierto cuerpo k′, finito sobre k(s), aśı como que E2 < 0.
Entonces existe la contracción f : X −→ Y de E, (pero Y no es necesariamente
regular).

Demostración: Sea S = EspA y sea L un haz muy amplio en X (sobre A).
En la prueba del teorema [E 8.34] se ve que L ∼= OX(H0), donde H0 ∈ Divc(X)
es un divisor entero. Por el teorema [E 6.21], cambiando H0 por una potencia
suya, podemos suponer que H1(X,OX(Hn

0 )) = 0 para todo n ≥ 1. Si Γ es un
divisor primo vertical de X, entonces OX(H0)|Γ es un haz muy amplio, luego
H0 · Γ > 0 por 4.8.

Sean m = −E2 > 0 y r = H0 · E > 0 y llamemos D = Hm
0 Er. Aśı, si

consideramos un primo vertical Γ �= E, tenemos que Dn · Γ ≥ mH0 · Γ > 0,
luego OX(Dn)|Γ �∼= OΓ. Por otra parte, el teorema anterior aplicado a H = Hm

0

nos da que OX(D) tiene un generador global y que OX(D)|E ∼= OE .

En el caso dimS = 1, tenemos que D|Xη
es un divisor entero no trivial,

luego
gradOX(D)|Xη

= grad(OXη
(D|Xη

)) > 0.

Por consiguiente, D cumple las hipótesis del teorema 7.10 con E = {E}, lo
que nos da la existencia de la contracción cuando dimS = 1.

En el caso geométrico, la prueba de 7.10 se puede adaptar. Vamos a hacerlo
por completitud, aunque, a la larga, sólo nos va a interesar el caso aritmético.
El argumento siguiente es válido en ambos casos:

Observemos en primer lugar que en la prueba del teorema anterior hemos
visto que podemos considerar un generador global de OX(D) formado por (la
imagen de) un generador global de OX(H) más un elemento t determinado
módulo OX(HEr−1)(X), por lo que, teniendo en cuenta que

OX(D)|X\E ∼= OX(H)|X\E ,

podemos exigir que t|X\E = 0.
El generador global de OX(H) lo podemos tomar de modo que determine una

inmersión cerrada X −→ Pn−1
A . Si llamamos f : X −→ Pn

A al homomorfismo
inducido por el generador global de OX(D), es fácil ver que su restricción a
X \ E es la composición de la inmersión X \ E −→ Pn−1

A con la inmersión
Pn−1
A −→ Pn

A dada por Xn = 0.
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Sea Z = f [X], dotado de la estructura de subesquema cerrado reducido
(luego integro) de Pn

A. (Aqúı usamos que X es proyectivo sobre A.) Llamaremos
también f : X −→ Z al homomorfismo suprayectivo inducido por f . Por 7.9
sabemos que f [E] se reduce a un punto, luego f [X \ E] es abierto en Z y
f : X −→ Z es un homomorfismo birracional. Como es proyectivo, f∗OX es
un haz coherente en Z, por [E 6.24]. A partir de aqúı, el argumento de 7.10 es
válido palabra por palabra.

Aśı pues, bajo las hipótesis del teorema anterior, lo único que nos falta para
asegurar que E es un divisor excepcional de X es que Y sea regular y, más
concretamente, que sea regular en el punto cerrado y = f [E], ya que Y \ {y} es
isomorfo a un abierto de X, luego es regular. El teorema siguiente nos permitirá
determinar cuándo se da el caso.

Teorema 7.14 En las condiciones del teorema anterior, tomemos un entorno
af́ın V de y, sea m el ideal maximal de A = OY (V ) correspondiente a y, sea
U = f−1[V ], sea I = OX(E−1)|U y n ≥ 0. Entonces se cumple lo siguiente:

a) Para cada m ≥ n + 1, tenemos que H1(U, In/Im) = 0.

b) H1(U, In) = 0.

c) El haz In tiene un generador global.

d) H0(U, In) = mn.

e) Si d = −E2/|k′ : k(s)|, entonces k′ = k(y) y dimk(y) TyY = d + 1.

Demostración: Observemos que, como f : V −→ U es birracional, induce
un isomorfismo que nos permite identificar K(U) = K(V ) = K, y considerar
como inclusiones tanto a los homomorfismos asociados a f como a las restric-
ciones. En particular, tenemos que A = OV (V ) ⊂ OU (U) ⊂ K. Por el teorema
[E 4.24] tenemos que OU (U) es entero sobre A y, como V es normal, A es
ı́ntegramente cerrado, de modo que OU (U) = A. En otros términos, el homo-
morfismo A −→ OV (V ) es un isomorfismo. En particular, esto hace que d)
tenga sentido.

a) Notemos que d = − gradk′ OX(E)|E , de modo que OX(E−1)|E ∼= OE(d),
pues E ∼= P1

k′ y el P1
k′ el grado determina un isomorfismo entre el grupo de

Picard y Z. Sea i : E −→ U la inmersión cerrada. Para todo k ≥ 0,

Ik/Ik+1 = Ik ⊗OU
OU/I = OX(E−k)|U ⊗OU

i∗OE = i∗OX(E−k)|E = i∗OD(kd).

Por lo tanto, H1(U, Ik/Ik+1) = H1(E,OE(kd)) = 0 (por [E 6.19]). Ahora
consideramos la sucesión exacta

0 −→ Im/Im+1 −→ In/Im+1 −→ In/Im −→ 0,

de la que obtenemos la sucesión exacta

0 = H1(U, Im/Im+1) −→ H1(U, In/Im+1) −→ H1(U, In/Im).

De aqúı se sigue que H1(U, In/Im) = 0 por inducción sobre m ≥ n + 1.
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b) Tomemos un ideal p ∈ V distinto de m y consideremos la proyección
π : U ′ = U ×A EspAp −→ U . Si V0 ⊂ V es un entorno af́ın de p que no
contenga a m, resulta que U0 = f−1[V0] ⊂ U es también af́ın, porque f es un
isomorfismo fuera de y. Es claro que U ′ = U0 ×A EspAp, pues la composición
de π con f ha de coincidir con la composición de la segunda proyección con
EspAp −→ EspA, luego toma imágenes en V0. Aśı pues, U ′ es un esquema
af́ın. Los teoremas [E 6.15] y [E 6.17] nos dan que

H1(U, In)p
∼= H1(U ′, π∗In) = 0.

Si probamos que también H1(U, In)m = 0, entonces podremos concluir que
H1(U, In) = 0. Para ello usamos el teorema de las funciones formales [E A12],
según el cual

H1(U, In)⊗A Â ∼=←−ĺım
k

H1(U, In/mkIn),

donde Â es la compleción de A respecto de la topoloǵıa m-ádica.

Observemos ahora que el haz de ideales mOU es el que determina la fibra
de y, es decir, determina un subesquema cerrado de U cuyo espacio subyacente
es E, y lo mismo le sucede al haz I. Más concretamente, I determina en E
la estructura de esquema asociada a E como divisor primo, luego, según 4.6,
se trata de la estructura de subesquema cerrado irreducible. Esto implica que
(en cada abierto af́ın de U) I es el radical de mOU . Teniendo en cuenta que
U es noetheriano, podemos concluir que Ir ⊂ mOU ⊂ I, para cierto r ≥ 1.
Por consiguiente, cada haz mkIn contiene a un haz Im para m suficientemente
grande, y cada Im contiene un mkIn para k grande. De aqúı se sigue que

H1(U, In)m ⊗Am
Â ∼= H1(U, In)⊗A Â ∼=←−ĺım

m≥n
H1(U, In/Im) = 0.

En otras palabras, la compleción ̂H1(U, In)m es nula, pero, como la topo-
loǵıa m-ádica es de Hausdorff, la inmersión de H1(U, In)m en su compleción es
inyectiva,3 luego también H1(U, In)m = 0, y esto termina la prueba de b).

c) Basta probar que I admite un generador global. Si x ∈ U \ E, entonces
Ix = OU,x. Sea p �= m la imagen de x en V = EspA. Tomemos h ∈ m \ p.
Según las observaciones al principio de la prueba, podemos considerar también
que h ∈ OU (U). Entonces, su imagen en OE(E) pertenece a todos los ideales
mP con P ∈ E. Puesto que E es reducido, esto implica que dicha imagen es
nula o, lo que es lo mismo, que h ∈ I. Como el homomorfismo OU,x −→ OV,p es
un isomorfismo, resulta que hx /∈ mx, luego h genera I en x.

Falta llegar a la misma conclusión para puntos x ∈ E. Para ello consideramos
la sucesión exacta

0 −→ I2 −→ I −→ i∗I|E −→ 0,

de la que se deduce que el homomorfismo H0(U, I) −→ H0(E, I|E) es supra-
yectivo, ya que H1(U, I2) = 0. Como I|E ∼= OE(d) tiene un generador global,

3Ver la prueba de [E A15].
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podemos tomar t ∈ H0(U, I) cuya imagen genere I|E,x. Aśı, el homomorfismo

Ix −→ Ix ⊗OU,x
(OU,x/Ix)

transforma tx en un generador, y lo mismo vale para el homomorfismo

Ix −→ Ix ⊗OU,x
(OU,x/mx).

Por consiguiente, en la sucesión exacta

〈tx〉 ⊗OU,x
k(x) −→ Ix ⊗OU,x

k(x) −→ (Ix/ 〈tx〉)⊗OU,x
k(P ) −→ 0,

el primer homomorfismo es suprayectivo, luego (Ix/ 〈tx〉) ⊗OU,x
k(P ) = 0, y el

lema de Nakayama implica entonces que Ix = 〈tx〉. Aśı pues, t es un generador
global en x.

d) En la prueba del apartado anterior hemos visto que si h ∈ m, entonces,
como elemento de OU (U), está en I(U), es decir, que tenemos la inclusión

m ⊂ H0(U, I).

Rećıprocamente, si h ∈ I(U), ha de ser h ∈ m, pues en caso contrario,
si P ∈ E, el homomorfismo OV,m −→ OU,P transformaŕıa la unidad hm en
hP ∈ IP � OU,P , lo cual es absurdo. Aśı pues, H0(U, I) = m.

En general es claro que mn ⊂ H0(U, In). Notemos que los haces In son
localmente libres de rango 1, por lo que se comprueba inmediatamente que el
homomorfismo In ⊗OU

I −→ In+1 es un isomorfismo. Por ello, para terminar
la prueba basta aplicar el teorema 4.15. Para ello, notemos que H1(U,OU ) = 0
por b) para n = 0.

e) Se cumple que

mn/mn+1 = H0(U, In)/H0(U, In+1) ∼= H0(U, In/In+1)

porque H1(U, In) = 0. Teniendo en cuenta lo que hemos obtenido en a),

mn/mn+1 = H0(E,OE(nd)).

Si tomamos n = 0 queda k(y) = A/m = H0(E,OE) = k′, mientras que si
hacemos n = 1 obtenemos que

dimk(y) TyY = dimk(y) H
0(E,OE(d)) = d + 1.

(Notemos que H0(E,OE(d)) es el espacio vectorial de las formas de grado d en
dos variables.)

Reuniendo todo lo que hemos probado obtenemos el resultado que per-
segúıamos:

Teorema 7.15 (Criterio de Castelnuovo) Sea X/S una superficie fibrada
regular, sea s ∈ S y E ⊂ Xs un divisor primo vertical. Sea k′ = H0(E,OE).
Entonces E es un divisor excepcional si y sólo si E ∼= P1

k′ y E2 = −|k′ : k(s)|.
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Demostración: Una implicación es el teorema 7.7. Si E cumple las condi-
ciones indicadas, el teorema 7.13 nos da que existe la contracción de E, aunque la
superficie Y resultante no sea necesariamente regular en y = f [E]. No obstante,
el teorema anterior nos da que śı que lo es, ya que d = 1 y dimk(y) TyY = 2.

Vamos a necesitar la siguiente caracterización de los divisores excepcionales
de una superficie fibrada en términos de la clase canónica:

Teorema 7.16 Sea X/S una superficie fibrada regular, sea WX/S un divisor
canónico y E ⊂ Xs un divisor primo vertical.

a) El divisor E es excepcional si y sólo si WX/S · E < 0 y E2 < 0. Además,
en tal caso WX/S · E = E2.

b) Si dimS = 1 y pa(Xη) ≥ 1 (donde η es el punto genérico de S), entonces
E es un divisor excepcional si y sólo si WX/S · E < 0.

Demostración: a) Llamemos k′ = H0(E,OE) y m = |k′ : k(s)|. Supon-
gamos en primer lugar que E es excepcional. Entonces el teorema 7.15 nos da
que E2 = −m y

χk(s)(OE) = mχk′(OE) = mχk′(P1
k′) = m.

La fórmula de adjunción 6.12 implica entonces que

1− χk(s)(OE) = pa(E) = 1 +
1
2
(E2 + WX/S · E),

luego
WX/S · E = −E2 − 2χk(s)(OE) = −m < 0.

Supongamos ahora que E es un divisor primo que cumple las desigualdades.
Notemos que, considerado como subesquema cerrado de X es ı́ntegro por el
teorema 4.6, y es localmente una intersección completa por 5.32. La fórmula de
adjunción nos da igualmente la relación

WX/S · E + E2 = −2χk(s)(OE),

que, más expĺıcitamente, es

gradk(s) ωX/S |E + gradk(s) OX(E)|E = −2χk(s)(OE),

o también

gradk′ ωX/S |E + gradk′ OX(E)|E = −2χk′(OE) = −2 + 2 dimk′ H1(E,OE).

Por hipótesis, el miembro izquierdo es menor que 0, luego necesariamente
H1(E,OE) = 0, y aśı pa(E) ≤ 0. Por el teorema 4.16 sabemos que E/k′ es una
cónica. Más aún, como los dos sumandos de la izquierda son negativos, ha de
ser

gradk′ ωX/S |E = gradk′ OX(E)|E = −1,
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luego WX/S · E = E2 = −m y OX(E−1)|E se corresponde con un divisor de
Cartier entero en E de grado 1. El teorema 4.18 implica que E ∼= P1

k′ , luego el
criterio de Castelnuovo nos da que E es excepcional.

b) Si S = EspD y K es el cuerpo de cocientes de D, entonces K es plano
sobre D, luego podemos aplicar los teoremas [E 6.15], [E 9.29] y [E 9.32], de
modo que

H0(X,ωX/S)⊗D K = H0(Xη, ωXη/K) ∼= H1(Xη,OXη ).

La hipótesis sobre el género de Xη equivale a que

dimK H1(Xη,OXη
) ≥ dimK H0(Xη,OXη

) ≥ 1,

luego H0(X,ωX/S) �= 0, lo que a su vez implica que existe un divisor canónico
WX/S que además es entero. Entonces, la relación WX/S · E < 0 sólo puede
darse si E |WX/S . Pongamos que WX/S = EaD, donde a ≥ 0 y D es un divisor
entero primo con E. Aśı, aE2 = WX/S · E − D · E < 0, luego E2 < 0 y a)
implica que E es un divisor excepcional.

Si una superficie aritmética X tiene un divisor excepcional, podemos con-
traerlo hasta un punto, con lo que obtenemos una nueva superficie aritmética
X1  X. Si ésta tiene a su vez otro divisor excepcional, podemos contraerlo
también, con lo que obtenemos una nueva superficie aritmética X2  X1, y
aśı sucesivamente. Vamos a probar que, tras un número finito de pasos, lle-
gamos a una superficie sin divisores excepcionales, es decir, a una superficie
relativamente minimal. Ello se sigue fácilmente del teorema siguiente:

Teorema 7.17 Si X/S es una superficie aritmética,4 existe a lo sumo un nú-
mero finito de fibras que contienen divisores excepcionales.

Demostración: Consideremos en primer lugar el caso en que la fibra
genérica Xη es geométricamente regular. Sea U ⊂ X el conjunto de puntos sua-
ves, que es abierto por [E A34] y por hipótesis contiene a Xη. Entonces π[X \U ]
es cerrado en S, y no es todo S, ya que no contiene al punto genérico η, luego
consta de un número finito de puntos. Aśı pues, V = S\π[X\U ] es un abierto no
vaćıo y Xs es geométricamente regular para todo s ∈ V . El mismo razonamiento
del teorema 7.8 implica que Xs no contiene divisores excepcionales.

Ahora consideremos el caso en que H0(X,ωX/S) �= 0. Si h ∈ H0(X,ωX/S)
es no nulo, ha de existir un punto x ∈ X tal que h sea un generador global de
ωX/S en x. En caso contrario, para cada abierto af́ın U = EspA donde ωX/S
sea libre, tendŕıamos que h|U = aw, donde w es una base de ωX/S |U y a ∈ A
estaŕıa en la intersección de todos los ideales primos de A, luego seŕıa nulo, luego
h|U = 0 y tendŕıamos que h = 0. Aśı pues, el conjunto C ⊂ X formado por los
puntos donde ωX/S no tiene un generador global es un cerrado estrictamente
contenido en X.

4Por simplicidad excluiremos de la prueba un caso que no nos va a hacer falta, a saber,
cuando car k(S) = 2 y pa(Xη) ≤ 0, aunque el teorema también es cierto en este caso.
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A continuación observamos que si E es un divisor excepcional, el teorema 7.16
implica que gradωX/S |E < 0, luego H0(E,ωX/S |E) = 0. Esto implica que
E ⊂ C, ya que si ωX/S tuviera un generador global en un punto x ∈ E, dicho
generador induciŕıa un generador global de ωX/S |E en x. Aśı pues, sólo puede
haber un número finito de divisores excepcionales.

Finalmente veamos el caso en que H0(X,ωX/S) = 0. Consideremos la des-
composición X −→ S′ −→ S dada por el teorema anterior (y notemos que,
obviamente, X/S′ es también una superficie aritmética). Como alĺı, digamos
que S = EspD y sea K el cuerpo de cocientes de D. Al igual que en la prueba
de 7.16, vemos que

0 = H0(X,ωX/S)⊗D K = H0(Xη, ωXη/K) ∼= H1(Xη, ωXη/K),

lo que implica que pa(Xη) ≤ 0. Sea L = K(S′) = H0(Xη,OXη
), de modo que

Xη/L es una cónica regular, por el teorema 4.16. Si no es geométricamente
regular, el teorema 4.13 nos da que ha de ser carK = 2 y, como hemos indicado,
no trataremos este caso.

Aśı pues, suponemos que Xη/L es geométricamente regular y, según hemos
visto al principio de la prueba, el teorema se cumple para X/S′, es decir, que
tiene sólo un número finito de divisores excepcionales, pero el criterio de Cas-
telnuovo muestra que los divisores excepcionales de X/S son los mismos que los
de X/S′.

Ahora ya es fácil probar que el proceso de contracción de divisores excepcio-
nales es necesariamente finito:

Teorema 7.18 Si X/S es una superficie aritmética, existe una superficie arit-
mética relativamente minimal Y/S y un homomorfismo birracional f : X −→ Y

Demostración: Sea g : X −→ X ′ la contracción de un divisor excepcional
E ⊂ Xs. Observemos que si otra fibra cerrada Xs′ , con s′ �= s, no contiene
divisores excepcionales, entonces X ′

s′ tampoco puede contenerlos.
En efecto, si E′ ⊂ X ′

s′ fuera un divisor excepcional, puesto que g es un
isomorfismo en X \E, podemos considerar también E′ ⊂ Xs′ , y vamos a probar
que E′ es también un divisor excepcional de X. Para ello consideramos el
homomorfismo birracional h : X −→ X ′′ que resulta de componer g con la
contracción de E′. Claramente, el lugar excepcional E de h es la unión disjunta
de E y E′.

El teorema 6.23 nos da una descomposición de h como X −→ X̃ ′′ −→ X ′′,
donde X̃ ′′ es la explosión de X ′′ con centro en la imagen de E. Estamos en
la situación estudiada en la prueba del teorema 6.24, donde se ve que el lugar
excepcional de X −→ X̃ ′′ ha de ser exactamente el divisor E′, lo que prueba
que E′ es excepcional en X.

Con esto hemos probado que, al contraer un divisor excepcional, el número
de fibras que contienen divisores excepcionales (que es finito por el teorema
anterior) no aumenta, y el número de componentes irreducibles de tales fibras
disminuye en una unidad, luego tras un número finito de contracciones tenemos
que llegar a una superficie aritmética Y/S sin divisores excepcionales.
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7.3 Superficies minimales

Finalmente estamos en condiciones de estudiar el concepto central de este
caṕıtulo:

Definición 7.19 Una superficie aritmética X/S es minimal si toda aplicación
birracional Y −→ X entre superficies aritméticas definidas sobre S es un homo-
morfismo birracional (es decir, está definida sobre toda la superficie Y ).

En esencia, esto significa que X  Y para toda superficie aritmética Y/S
birracionalmente equivalente a X/S, pero es importante observar que en rea-
lidad la definición afirma un poco más, ya que no sólo afirma que existe un
homomorfismo birracional Y −→ X, sino que todas las aplicaciones birraciona-
les Y −→ X son homomorfismos birracionales. Por ejemplo, esto es crucial para
concluir que dos superficies aritméticas minimales birracionalmente equivalentes
son necesariamente isomorfas.

Observemos que toda superficie aritmética minimal X/S es relativamente
minimal, pues si f : X −→ Y es un homomorfismo birracional, entonces su
inversa f−1 : Y −→ X es, en principio, una aplicación birracional, pero ha de
ser también un homomorfismo birracional, y las composiciones f ◦f−1 y f−1 ◦f
se restringen a la identidad en sendos abiertos, luego son la identidad, por lo
que f es un isomorfismo.

En esta sección demostraremos que, si la fibra genérica cumple pa(Xη) ≥ 1,
también se cumple el rećıproco: si X/S es relativamente minimal, entonces es
minimal.

Empezamos observando lo siguiente: Si X/S′ es una superficie fibrada,
S′ −→ S es un homomorfismo finito (que nos permite considerar a X/S como
superficie fibrada) y E, F ∈ Divs′(X), entonces

(E · F )S = |k(s′) : k(s)|(E · F )S′ ,

donde s ∈ S es la imagen de s′. En efecto, por linealidad podemos suponer que
E y F son divisores primos, y entonces basta aplicar el teorema 6.4 d).

Consecuentemente, el criterio de Castelnuovo implica que un divisor E es
excepcional respecto a X/S si y sólo si lo es respecto a X/S′.

Con esto podemos probar:

Teorema 7.20 Sea X/S una superficie fibrada regular cuya fibra genérica tenga
género pa(Xη) ≥ 1. Entonces, dos divisores excepcionales distintos en X son
necesariamente disjuntos.

Demostración: Sean E1 y E2 dos divisores excepcionales en X distintos
entre śı y supongamos que no son disjuntos. El teorema 5.28 nos da una factori-
zación X −→ S′ −→ S tal que las fibras de X/S′ son las componentes conexas
de las fibras de X/S. Puesto que E1∩E2 �= ∅, necesariamente están en la misma
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fibra Xs, para cierto s ∈ S′. Por la observación precedente, también son divi-
sores excepcionales respecto a S′, luego no perdemos generalidad si suponemos
que las fibras de X son conexas.

Sea k′
i = H0(Ei,OEi). Podemos suponer que k′

1 ≥ k′
2. Entonces

(E1E2)2 = E2
1 +E2

2 + 2E1 ·E2 = −|k′
1 : k(s)| − |k′

2 : k(s)|+ 2 gradk′
1
OX(E2)|E1 ,

luego (E1E2)2 ≥ 0. Por el teorema 6.8 concluimos que E1E2 = rXs, para cierto
número real r (necesariamente racional). Como los divisores se cortan, r > 0, y
el teorema 6.13, junto con el teorema 7.16, nos da que

pa(Xη) = 1 +
1
2r

(WX/S · E1 + WX/S · E2) < 1,

en contradicción con lo supuesto.

Finalmente podemos probar el teorema principal:

Teorema 7.21 Toda superficie aritmética relativamente minimal X cuya fibra
genérica cumpla pa(Xη) ≥ 1 es minimal.

Demostración: Sea f : Y −→ X una aplicación birracional definida
sobre S, donde Y/S es otra superficie aritmética. Hemos de probar que f
está definida en todo Y . Sea Γ su gráfica, de modo que tenemos un homo-
morfismo birracional Γ −→ Y . Éste induce un isomorfismo entre las fibras
genéricas, que, a su vez, para cada punto cerrado s ∈ S, induce un isomorfismo
Γ ×S Esp ÔS,s −→ Y ×S Esp ÔS,s. Como Y admite trivialmente una desingu-
larización, cumple la propiedad b) del teorema 6.35, luego lo mismo le sucede
a Γ, luego también Γ admite una desingularización Z −→ Γ. Se trata de un
homomorfismo proyectivo, luego Z/S es una superficie aritmética.

Componiendo el homomorfismo Z −→ Γ con los homomorfismos naturales
Γ −→ X y Γ −→ Y obtenemos homomorfismos birracionales f1 : Z −→ Y y
f2 : Z −→ X tales que f = f−1

1 ◦ f2.

Supongamos que existe un divisor excepcional E de Z tal que f1[E] y f2[E]
son puntos. En tal caso, consideramos la contracción Z −→ Z ′ de E, que
es otra superficie aritmética, y observamos que las aplicaciones birracionales
f ′
1 : Z ′ −→ Y , f ′

2 : Z ′ −→ X son, de hecho, homomorfismos birracionales. En
efecto, f ′

1 se restringe a un isomorfismo Z ′ \ {p′} −→ Y \ {p}, pero, según 6.18,
si f ′

i no estuviera definida en p′, su inversa transformaŕıa una curva en p′, lo
cual es imposible. Lo mismo vale para f ′

2.
Claramente, se sigue cumpliendo que f = f ′−1

1 ◦ f ′
2. En la prueba de 7.18

hemos visto que una sucesión de contracciones

Z −→ Z ′ −→ Z ′′ −→ · · ·

es necesariamente finita, luego, tras un número finito de pasos, podemos su-
poner que no existe ningún divisor excepcional de Z que tanto f1 como f2 lo
transformen en un punto.
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Vamos a probar que f1 es un isomorfismo, con lo que f estará definida sobre
todo Y , tal y como queremos probar. En caso contrario, el teorema 6.24 nos
da que su lugar excepcional contiene un divisor excepcional E tal que f1[E] se
reduce a un punto. Según lo que acabamos de establecer, f2[E] no puede ser un
punto.

De nuevo por 6.24, podemos descomponer f2 = g1 ◦ · · · ◦ gn como compo-
sición de explosiones de puntos cerrados (o, equivalentemente, contracciones de
divisores excepcionales).

Sea E1 el lugar excepcional de g1. Como f2[E] no es un punto, necesa-
riamente E1 �= E y el teorema anterior nos da que E ∩ E1 = ∅. El crite-
rio de Castelnuovo implica entonces que g1[E] es un divisor excepcional. En
efecto, si g1 : Z −→ Z ′ y E′ = g1[E], es claro que OZ(E) = g∗1OZ′(E′) y,
como g1 se restringe a un isomorfismo en un entorno de E, concluimos que
OZ(E)|E ∼= OZ′(E′)|E′ , luego E2 = E′2.

Razonando igualmente con cada gi llegamos a que f2[E] es un divisor excep-
cional en X, en contradicción con que X es relativamente minimal.

En particular, todos los ejemplos que hemos dado de superficies relativa-
mente minimales, son en realidad ejemplos de superficies minimales, pues las
fibras genéricas teńıan género 1 en todos los casos.

Combinando el teorema anterior con 7.18 y con la definición de superficie
minimal, tenemos la siguiente consecuencia inmediata:

Teorema 7.22 Si X/S es una superficie aritmética cuya fibra genérica cumpla
pa(Xη) ≥ 1, existe una superficie aritmética minimal Y/S y un homomorfismo
birracional f : X −→ Y . Además, el par (Y, f) es único salvo isomorfismo.

En términos de modelos de curvas, teniendo en cuenta el teorema 6.37 con-
cluimos inmediatamente:

Teorema 7.23 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y
sea S = EspD. Entonces, toda curva proyectiva ı́ntegra geométricamente re-
gular C/K de género pa(C) ≥ 1 tiene un modelo regular minimal, único salvo
isomorfismo.

Teorema 7.24 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
S = EspD, sea C/K una curva proyectiva ı́ntegra geométricamente regular tal
que pa(C) ≥ 1 y sea X/S su modelo regular minimal. Para cada punto cerrado
s ∈ S, se cumple que X×S EspOS,s es el modelo regular minimal de C/K sobre
EspOS,s.

Demostración: Llamemos X ′ = X ×S EspOS,s. En las observaciones
previas al teorema 6.5 hemos visto que es una superficie aritmética sobre OS,s.
La proyección p : X ′ −→ X es plana, luego el teorema [E 9.29] nos da que
p∗ωX/D = ωX′/OS,s

. Por consiguiente, si la fibra cerrada de X ′ contuviera
un divisor excepcional E (al que podemos ver también como divisor de X),
tendŕıamos que ωX/D|E = ωX′/OS,s

|E , de donde se sigue que

KX/D · E = KX′/OS,s
· E,
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y el teorema 7.16 implica que E también es excepcional en X, lo cual es absurdo.
Aśı pues, X ′ es relativamente minimal y, por el teorema 7.21 es minimal.

Ejemplo Sea X/Z la superficie fibrada definida por la ecuación de Selmer que
consideramos en la sección 5.4 y sea X/Z su modelo regular minimal. Para cada
primo p ∈ Z, la fibra Xp es isomorfa a la del esquema X ×Z EspZp que, por el
teorema anterior, es el modelo regular minimal de la curva de Selmer sobre Zp.

Ahora bien, conocemos los modelos regulares minimales de la curva de Sel-
mer sobre todos los anillos Zp: para p = 2, 3 son las desingularizaciones que
hemos calculado en la sección 5.4. (En el ejemplo de la página 206 hemos visto
que son relativamente minimales, luego son minimales.) Para los demás primos,
son las superficies X×ZEspZp. En efecto, todas ellas son superficies aritméticas
y, para p �= 5, son suaves, luego relativamente minimales (teorema 7.8). Para
p = 2, tenemos que X2 es una curva irreducible singular, luego no puede ser
isomorfa a P1

k′ , para ningún cuerpo k′, luego no es un divisor excepcional, luego
X ×Z EspZ5 es relativamente minimal, luego es minimal.

Aśı pues, podemos concluir que, para p �= 2, 3, se cumple que Xp
∼= Xp,

mientras que X2 y X3 son las fibras de las desingularizaciones calculadas en la
sección 5.4 (y, por supuesto, Xη es la curva de Selmer).

En general, de este modo se reduce el estudio de los modelos regulares mi-
nimales de una curva cualquiera X/S al estudio de sus modelos regulares mini-
males sobre los anillos de valoración discreta OS,s.

Terminamos con dos observaciones sencillas sobre superficies minimales. La
primera es que podemos caracterizarlas en términos de los divisores canónicos:

Teorema 7.25 Sea X/S una superficie aritmética cuya fibra genérica cumpla
que pa(Xη) ≥ 1 y sea WX/S un divisor canónico. Entonces X/S es minimal si
y sólo si WX/S · E ≥ 0 para todo divisor primo vertical E.

Demostración: El teorema 7.16 nos da que X/S cumple la condición del
enunciado si y sólo si no tiene divisores excepcionales, es decir, si es relativa-
mente minimal, y esto equivale a que X/S sea minimal por 7.21.

En segundo lugar, en la prueba del teorema 7.3 hemos visto que todo iso-
morfismo entre las fibras genéricas de dos superficies aritméticas se extiende a
una aplicación birracional entre ellas (y la extensión es única por el teorema
5.26). Si ambas superficies son minimales, la extensión será un isomorfismo. En
particular, es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 7.26 Si X/S es una superficie aritmética minimal y K = K(S), la
aplicación natural AutS(X) −→ AutK(Xη) es biyectiva.

7.4 Desingularizaciones minimales

En esta sección vamos a demostrar una generalización del teorema 7.25. De
hecho, desde un punto de vista lógico hubiera sido más sencillo demostrar pri-
mero el teorema 7.29 y obtener 7.25 como consecuencia inmediata, pero hemos
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preferido seguir este orden por no introducir nuevos conceptos innecesarios en
el argumento que nos ha llevado a la existencia de superficies minimales.

El asunto que nos ocupa es que, en general, una superficie fibrada admite
muchas desingularizaciones no isomorfas entre śı, pero vamos a ver que es posible
construir una desingularización minimal, única salvo isomorfismo:

Definición 7.27 Sea Y/S una superficie fibrada normal. Una desingularización
minimal de Y es una desingularización f : X −→ Y tal que cualquier otra
desingularización Z ′ −→ Y se descompone de forma única como

Z ′ g−→ Z
f−→ Y,

donde g es una aplicación birracional.

Es evidente que si una superficie admite una desingularización minimal, ésta
es única salvo isomorfismo. El teorema siguiente demuestra la existencia de lo
que podŕıamos llamar una “desingularización relativamente minimal”:

Teorema 7.28 Sea W/S una superficie fibrada normal con dimS = 1. Si W/S
admite una desingularización, entonces admite una desingularización cuyo lugar
excepcional no contiene divisores excepcionales.

Demostración: Sea f : X −→ W una desingularización de W . Si su
lugar excepcional contiene un divisor excepcional E, podemos considerar su
contracción g : X −→ X ′. La aplicación birracional f ′ = g−1 ◦ f : X ′ −→ W
se restringe a un homomorfismo X ′ \ {g[E]} −→W \ {f [E]}, y el teorema 6.18
implica entonces que f ′ está definida en todo X ′, ya que en caso contrario
la transformada total f ′(g[E]) seŕıa una curva en W cuya imagen por f ′−1

debeŕıa ser el punto g[E], pero eso es imposible, ya que los únicos puntos de W
que pueden tener imagen g[E] son los puntos cerrados de la imagen del lugar
excepcional de f .

Aśı pues, hemos factorizado f en la forma X −→ X ′ −→ W , y f ′ es otra
desingularización de f . En la prueba del teorema 7.18 hemos visto que es impo-
sible construir una sucesión infinita de contracciones de divisores excepcionales
a partir de una superficie aritmética dada, luego, tras un número finito de pasos,
hemos de llegar a una desingularización f ′ : X ′ −→ W cuyo lugar excepcional
no contenga divisores excepcionales de X ′.

Observemos que si en el teorema anterior partimos de una desingularización
estricta, terminamos también con una desingularización estricta.

Teorema 7.29 Sea W/S una superficie fibrada normal cuya fibra genérica cum-
pla pa(Wη) ≥ 1. Supongamos además que dimS = 1. Una desingularización de
W/S es minimal si y sólo si su lugar excepcional no contiene divisores excep-
cionales.
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Demostración: Sea X −→ W una desingularización de W/S cuyo lugar
excepcional no contenga divisores excepcionales de X. Para probar que es mini-
mal tomamos otra desingularización X ′ −→ W que, según el teorema anterior,
se descompone como X ′ −→ Y −→ W , donde la segunda desingularización
cumple también que su lugar excepcional no contiene divisores excepcionales
de Y .

Basta probar que dos desingularizaciones u : X −→ W y v : Y −→ W de
W que cumplan esta propiedad sobre los divisores excepcionales son isomorfas.
El isomorfismo es necesariamente único, pues ha de ser la aplicación birracional
f = v ◦ u−1 : Y −→ X.

Estamos exactamente en las condiciones del teorema 7.21 (salvo que ahora
no es cierto que X no tenga divisores excepcionales, sino que no tiene divisores
excepcionales en el soporte de u). Notemos que Xη

∼= Wη, por lo que también
contamos la hipótesis pa(Xη) ≥ 1.

Toda la prueba del teorema 7.21 es válida ahora palabra por palabra. Con-
cretamente, obtenemos un diagrama conmutativo

X
u

���
��

��
��

�

Z

f2
�������

f1 ���
��

��
��

W

Y

v



f

��

donde Z es una superficie aritmética y f1, f2 son homomorfismos birraciona-
les. Queremos probar que f1 es un isomorfismo. En caso contrario su soporte
contiene un divisor excepcional E tal que f2[E] es un divisor excepcional en X.
En la prueba de 7.21 esto nos daba una contradicción porque X era minimal,
ahora, en cambio, lo que sucede es que f1[E] ha de estar contenido en el lu-
gar excepcional de u por la conmutatividad del diagrama, con lo que seguimos
teniendo una contradicción.

Esto prueba que f es un homomorfismo birracional y, cambiando los papeles
de X e Y , también lo es f−1, luego f es un isomorfismo.

El rećıproco es trivial: si Y −→ W es una desingularización minimal pero
su lugar excepcional contuviera divisores excepcionales, podŕıamos factorizarla
según el teorema anterior: Y

f−→ X −→ W , donde X −→ W es también una
desingularización minimal de W/S. El razonamiento anterior prueba que f
es un isomorfismo, pero no puede serlo, pues resulta de contraer al menos un
divisor excepcional de Y .

Ahora podemos precisar el teorema 6.36:

Teorema 7.30 Sea W/S una superficie fibrada normal, donde dimS = 1, cuya
fibra genérica sea geométricamente regular y cumpla pa(Wη) ≥ 1. Entonces
W/S admite una desingularización minimal, que además será estricta.



7.5. La estructura de grupo de una curva eĺıptica 223

7.5 La estructura de grupo de una curva eĺıptica

Como aplicación de la teoŕıa de superficies minimales vamos a dar una de-
mostración abstracta (sin ecuaciones) de que las curvas eĺıpticas son variedades
abelianas. Se trata del teorema [E 10.28], aunque ahora estamos en condiciones
de eliminar la hipótesis de que el cuerpo base sea perfecto.

Empezamos definiendo la operación de grupo sobre los conjuntos de puntos
racionales:

Teorema 7.31 Sea E/K una curva eĺıptica y o ∈ E(K) un punto racional
arbitrario. Sea K ′/K una extensión arbitraria de cuerpos. Para cada par de
puntos (x, y) ∈ E(K ′) × E(K ′), existe un único punto mK′(x, y) ∈ E(K ′) tal
que mK′(x, y)o ∼ xy (donde ∼ representa la equivalencia lineal).

Demostración: Podemos ver a x, y, o como divisores de Cartier de grado 1
en E(K ′), de modo que gradK′(xy/o) = 1 y, por la fórmula tras la definición
[E 10.21], vemos que dimK′(xy/o) = 2. En particular, podemos tomar una
f ∈ L(xy/o) no nula, lo que significa que el divisor D = (f)xy/o es entero,
y tiene grado 1 (Teorema [E 10.13]). Por consiguiente, D ha de ser un punto
racional z ∈ E(K ′), un punto que cumple zo ∼ xy. La unicidad es consecuencia
inmediata del teorema [E 10.14].

Observemos ahora que la aplicación E(K ′) −→ Cl0(EK′) determinada por
x �→ x/o es inyectiva, por el teorema [E 10.14], y permite transportar a E(K ′)
la estructura de grupo de Cl0(EK′), y el resultado es precisamente la operación
que hemos llamado mK′ . Aśı pues, concluimos que mK′ convierte al conjunto
E(K ′) en un grupo abeliano. Es claro que si K ′′/K ′ es una extensión arbitraria,
entonces E(K ′) es un subgrupo de E(K ′′).

Recordemos que, según las observaciones tras la definición [E 3.66], pode-
mos identificar los puntos de E(K ′) con homomorfismos f : EspK ′ −→ EK′

definidos sobre K ′ o también con homomorfismos f : EspK ′ −→ E definidos
sobre K.

Teorema 7.32 Sea E/K una curva eĺıptica y fijemos un punto o ∈ E(K).
Para cada x ∈ E(K), existe un único automorfismo τx : E −→ E tal que,
para cada extensión K ′/K, la aplicación τx : E(K ′) −→ E(K ′) es la traslación
determinada por x.

Demostración: Sea L = K(E) = OE,ξ, donde ξ ∈ E(L) es el punto
genérico de E. Según lo dicho, podemos considerar ξ : EspL −→ E (definido
sobre K), o ξ : EspL −→ EL (definido sobre L).

Fijamos un punto x ∈ E(K) y sea ξ′ = mL(x, ξ) ∈ E(L). Esto significa
que xξ ∼ oξ′ en EL. Existe un homomorfismo τx (definido sobre K) que hace
conmutativo el diagrama

E
τx �� E

EspL

ξ

��

ξ′

����������
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En efecto, por el teorema [E 4.5] tenemos que ξ′ se extiende a un entorno U
de ξ y, por [E 7.6] dicha extensión se extiende a su vez hasta E. Si identificamos
τx con su extensión a EL, tenemos un diagrama análogo definido sobre L, y
entonces es claro que τx(ξ) = ξ′ (en EL).

Si j = 1× ξ : E ×K EspL −→ E ×K E, tenemos el diagrama conmutativo

EL
j �� E ×K E

EspL

ξ

��

ξ
��

(ξ,ξ)

�����������
E

∆=(1,1)

��

En particular, j(ξ) ∈ ∆E . Por otra parte, tenemos el diagrama conmutativo:

EspL
(ξ′,1) ��

ξ′

��

(ξ′,ξ′)

����������� EL
j ��

1×ξ′
��

E ×K E

1×τx������������

E
∆

�� E ×K E

Observemos que (ξ′, 1) se identifica con ξ′, de donde concluimos que

j(ξ′) ∈ Γ′
τx = (1× τx)−1[∆E ].

Es claro que τx no es constante, luego es suprayectivo, y el diagrama con-
mutativo siguiente:

E
(τx,1) ��

τx

��

E ×K E

1×τx
��

E
∆

�� E ×K E

muestra que Γ′
τx es la imagen de (τx, 1), luego es la gráfica de τx salvo que las

coordenadas están intercambiadas. En particular, podemos ver a Γ′
τx como un

divisor de Weil de X = E ×K E, que es una superficie regular, luego también
podemos verlo como un divisor de Cartier.

Vamos a considerar a X/E como una superficie fibrada con la segunda pro-
yección como homomorfismo estructural. (Notemos que E no es un esquema
af́ın, pero sólo vamos a usar propiedades elementales de las superficies fibra-
das, que son válidas aunque el esquema base sea proyectivo.) Observemos que
E ×K E es un esquema ı́ntegro, ya que si U y V son abiertos en E, tenemos un
monomorfismo

OE(U)⊗K OE(V ) −→ OE(U)⊗K L,

y el segundo anillo es uno de los anillos de la extensión de constantes EL, que
es ı́ntegra porque las curvas eĺıpticas son geométricamente ı́ntegras. Notemos
también que la fibra genérica es Xξ = E ×K E ×E EspL = EL, y la inmersión
natural es j : EL −→ X.
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Los puntos cerrados de EL son los puntos genéricos de los divisores hori-
zontales de X. Por consiguiente, de j(ξ) ∈ ∆E se sigue que j(ξ) es el punto
genérico de ∆E . Igualmente, j(ξ′) es el punto genérico de Γ′

τx , j(x) es el punto
genérico de {x} × E y j(o) es el punto genérico de {o} × E.

Vamos a razonar con los cuatro casos al mismo tiempo. Para ello, llamamos
p ∈ Xξ a cualquiera de los cuatro puntos (ξ, ξ′, x, o) y q = j(p) ∈ X. Notemos
que, en cualquiera de los cuatro casos, {q} es isomorfo a una extensión de
constantes de E, luego es un conjunto algebraico sobre K geométricamente
ı́ntegro.

Los teoremas [E 8.32] y [E 8.38] nos dan que j∗(q) = pep/q . Vamos a com-
probar que el exponente es 1. Tomando un entorno af́ın U = EspA de q en X,
el homomorfismo j se corresponde con el homomorfismo natural A −→ A⊗K L.
Considerando a q como ideal de A, tenemos que

(A⊗K L)/(q ⊗K L) ∼= (A/q)⊗K L,

que es un dominio ı́ntegro, porque Esp(A/q) es isomorfo a un abierto de {q},
luego es geométricamente ı́ntegro. Además tiene dimensión 1, porque es una
extensión de constantes de una K-álgebra de dimensión 1. Como obviamente
q ⊗K L ⊂ p, concluimos que p = q ⊗K L o, lo que es lo mismo, p = q(A⊗K L),
de donde también mp = mqOXξ,p, luego ep/q = 1, como queŕıamos probar.

En definitiva, hemos probado que

j∗(∆E) = ξ, j∗(Γ′
τx) = ξ′, j∗({x} × E) = x, j∗({o} × E) = o.

De este modo, si llamamos

F =
({x} × E)∆E

({o} × E)Γ′
τx

,

tenemos que j∗(F ) ∼ 1 en Xξ.

Observemos ahora que j=ξ : K(X) −→ K(Xξ) es un isomorfismo, por lo que
todo divisor principal de K(Xξ) es de la forma j∗((f)), para cierta f ∈ K(X)
no nula. En particular,

j∗(F ) = j∗((f))

para cierta f ∈ K(X) no nula, o también: j∗(F/(f)) = 1. Por consiguiente, el
divisor F/(f) no puede contener divisores horizontales, luego es vertical. Como
X/E es suave, sus fibras cerradas son reducidas, luego son isomorfas a E, es
decir, son divisores primos. Aśı pues, F/(f) es un producto de fibras cerradas.
Equivalentemente, F/(f) = p∗D, donde D es un divisor de E y p : X −→ E es
la segunda proyección. Equivalentemente:

({x} × E)∆E

({o} × E)Γ′
τx

∼ p∗D.

Consideremos ahora un punto cerrado y ∈ E. La fibra de y en X es

Xy = E ×K E ×E Esp k(y) = Ek(y).
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En particular es irreducible y, como E/K es suave, también lo es X/E, por
lo que la fibra Xy es reducida y, por consiguiente, es un divisor primo vertical.
Llamemos iy : Xy −→ X a la inmersión cerrada.

Sea ahora F = {P} un divisor primo horizontal en X tal que k(P ) = k(E) =
L. Esto lo cumplen los cuatro divisores primos {x}×E, {o}×E, ∆E y Γ′

τx , ya
que sus puntos genéricos son (las imágenes en X de) x, o, ξ y ξ′ ∈ EL(L).

El teorema 6.9 nos da5 que F ·Xy = 1, luego F corta a Xy en un único punto
p tal que ip(F,Xy) = 1, lo que a su vez significa que si, como divisores de Cartier,
F y Xy están definidos en p por f y g ∈ OX,p, entonces lOX,p

(OX,p/(f, g)) = 1,
con lo que (f, g) = mp, luego la imagen de f por OX,p −→ OX,p/(g) = OXy,p es
el ideal maximal, luego i∗yF = p.

Es fácil ver que x, o, y, τx(y) ∈ Xy pertenecen, respectivamente, a cada uno
de los cuatro divisores que estamos manejando: {x} × E, {o} × E, ∆E y Γ′

τx .
Por ejemplo, en el cuarto caso tenemos el diagrama conmutativo

Xy
1×y �� X

1×τx �� X

Esp k(y)

(y◦τx,1)

��

y◦τx
��

(y◦τx,y◦τx)

�����������������
E

∆

��

que muestra que (1× τx)(τx(y)) ∈ ∆E , luego τx(y) ∈ Γ′
τx .

Aśı pues, hemos probado que

i∗y({x} × E) = x, i∗y({o} × E) = o, i∗y(∆E) = y, i∗y(Γ
′
τx) = τx(y).

Por otra parte, el diagrama conmutativo

Xy
iy ��

��

X

p

��
Esp k(y)

y
�� E

muestra que i∗y(p
∗OX(D))) es un haz libre, ya que todos los haces en Esp k(y)

lo son. Aplicando todo esto a la relación que teńıamos entre divisores de X,
obtenemos la relación xy/oτx(y) ∼ 1 en Ek(y).

Si, en particular, aplicamos esto a un punto y ∈ E(K ′), tenemos un homo-
morfismo y : EspK ′ −→ E definido sobre K que factoriza como

EspK ′ −→ Esp k(y) −→ E,

y la relación que tenemos en Ek(y) se extiende a EK′ , y aśı concluimos que
τx(y) = mK′(x, y), es decir, que τx(y) es la traslación de y por x.

5Podemos cambiar X por X′ = E ×K S, donde S ⊂ E es un entorno af́ın de y, de modo
que X′ es una superficie fibrada sobre un dominio de Dedekind.
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Observemos que esta propiedad aplicada cuando K ′ es la clausura algebraica
de K nos da que τx : E −→ E es único, en virtud del teorema [E 3.67]. Falta
probar que τx : E −→ E es un automorfismo, pero esto es consecuencia de la
unicidad, en virtud de la cual τ0 = 1 y τx ◦ τy = τmK(x,y) luego, en particular,
τx ◦ τ−x = τ−x ◦ τx = 1, lo que prueba que, en efecto, τx es un automorfismo.

Finalmente estamos en condiciones de probar que las estructuras de grupo
dadas por el teorema 7.31 están inducidas por una estructura de variedad abe-
liana sobre la curva eĺıptica:

Teorema 7.33 Si E/K es una curva eĺıptica y o ∈ E(K) es un punto racional
prefijado, entonces E/K admite una estructura de variedad abeliana tal que,
para toda extensión K ′/K la estructura de grupo inducida en E(K ′) es la dada
por la aplicación mK′ .

Demostración: Sea L = K(E). Para cada abierto af́ın S ⊂ E, la superficie
XS = E ×K S es una superficie aritmética sobre S cuya fibra genérica es

E ×K S ×S EspL = E ×K EspL = EL,

que es una curva eĺıptica (que cumple pa(EL) = 1), y no tiene divisores excepcio-
nales porque sus fibras cerradas son todas isomorfas a extensiones de constantes
de E. El teorema 7.21 nos da que XS es minimal.

Si ξ ∈ E es el punto genérico, podemos verlo como punto racional ξ ∈ EL,
por lo que tenemos definida la traslación genérica τξ : EL −→ EL, definida sobre
L. Por 7.26, se extiende a un único S-homomorfismo tS : E ×K S −→ E ×K S.
La unicidad permite extender estos homomorfismos a un único homomorfismo
t : E×KE −→ E×KE definido sobre E. Sea m : E×KE −→ E la composición
de t con la primera proyección. Claramente m está definido sobre K.

Tomemos un punto x ∈ E(K) y formemos el diagrama conmutativo:

X
t �� X

1×τx

���
��

��
��

�

EL

j

��

τξ �� EL

j

��

1×τx(ξ) �� X

EspL

x

��

τξ(x)

����������

τx(ξ)
�� E

∆



Notemos que el rombo inferior conmuta porque

τx(ξ) = mL(x, ξ) = mL(ξ, x) = τξ(x).

Del diagrama se desprende que (1× τx)(t(j(x))) ∈ ∆E , pero j(x) es el punto
genérico de {x} × E, luego (1 × τx)[t[{x} × E]] ⊂ ∆E . Fijado otro punto
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y ∈ E(K), consideramos el diagrama conmutativo

E
1 �� E

EspK
(x,y) �� X

p2
���

��
��

��
�

t ��

m

��������
X

p2

��

p1

��

1×τx �� X

p1

��

p2

��
E τx

�� E

Puesto que (1 × τx)(t(x, y)) ∈ ∆E , sus dos proyecciones coinciden y, por la
conmutatividad del diagrama, éstas son: m(x, y) = τx(y) = mK(x, y).

Para tener una estructura de variedad abeliana necesitamos también un au-
tomorfismo i : E −→ E (definido sobre K) que a cada elemento de E(K) le
asigne su inverso. La podemos definir como la composición

i : E
(o,1)−→ E ×K E

t−1

−→ E ×K E
p1−→ E.

En efecto, observemos ante todo que cada punto racional p ∈ E ×K E está
completamente determinado por sus proyecciones, ya que si éstas son x e y,
entonces p está en la intersección de la fibra Xy y el divisor primo horizontal
{x}×E, y dicha intersección se reduce a un punto por el teorema 6.9 (podemos
sustituir E por un abierto af́ın para considerar superficies fibradas sobre un
dominio de Dedekind).

Aśı pues, dado x ∈ E(K), tenemos que ((o, 1) ◦ t−1)(x) ∈ X(K) tiene pro-
yecciones i(x) y x, luego al aplicarle t y p1 obtenemos

mK(i(x), x) = ((o, 1) ◦ p1)(x) = o(x) = o.

Esto prueba que i(x) es el inverso de x.

Falta probar que m e i inducen la estructura de grupo no sólo en E(K),
sino en E(K ′) para cualquier extensión K ′/K. Equivalentemente, hemos de
ver que las extensiones de constantes mK′ e iK′ son los homomorfismos m e i
correspondientes a la curva eĺıptica EK′ .

Notemos que X ′ = EK′ ×K′ EK′ = (E ×K E)×K EspK ′ = XK′ , lo que nos
permite hablar de la extensión de constantes mK′ : XK′ −→ EK′ .

Observemos en primer lugar que, si llamamos L′ = K(EK′), entonces

(EK′)L′ = E ×K EspK ′ ×K′ EspL′ = E ×K EspL′ = EL′

= E ×K EspL×L EspL′ = (EL)L′ .
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Es claro que la proyección EK′ −→ E transforma el punto genérico ξ′ ∈ EK′

en el punto genérico ξ ∈ E, luego la proyección EL′ −→ EL también transforma
ξ′ en ξ, lo que significa que el punto racional ξ de EL se identifica con ξ′ a
través de la inclusión E(L) ⊂ E(L′). Esto nos da la conmutatividad de la cara
posterior del cubo

(EL)L′

j′

��














��

τξ′ �� (EL)L′

��














��

XK′

p

��

t′ �� XK′

p

��

EL



��������� τξ
�� EL



���������

X
t

�� X

La cara superior y la inferior conmutan por definición de t y t′, mientras
que las caras laterales conmutan obviamente. De aqúı se sigue fácilmente que
j′ ◦ t′ ◦ p = j′ ◦ p ◦ t o, lo que es lo mismo, que los homomorfismos t′ ◦ p y
p ◦ t coinciden sobre la fibra genérica de XK′ , luego son iguales por 5.26. Esto
prueba la conmutatividad de la cara anterior del cubo. Componiendo con las
proyecciones, se sigue inmediatamente la conmutatividad del diagrama

EK′ ×K′ EK′
mK′ ��

��

EK′

��
E ×K E m

�� E

La conmutatividad del diagrama correspondiente para i se sigue igualmente
de la conmutatividad de la cara anterior del cubo.





Caṕıtulo VIII

Modelos de curvas eĺıpticas

En el caṕıtulo anterior hemos visto que toda curva proyectiva ı́ntegra geo-
métricamente regular de género ≥ 1 (en particular toda curva eĺıptica) definida
sobre el cuerpo de cocientes de un dominio de Dedekind admite un modelo
regular minimal, único salvo isomorfismo. En este caṕıtulo estudiaremos con
más detalle el caso de las curvas eĺıpticas.

La conexión entre los modelos regulares minimales y la teoŕıa clásica sobre
curvas eĺıpticas se establece a través de los modelos de Weierstrass. Para estable-
cer dicha conexión dedicaremos la primera sección a caracterizar intŕınsecamente
los modelos de Weierstrass, es decir, en términos de su geometŕıa de superfi-
cie fibrada. Aśı, en la segunda sección podremos demostrar que, bajo ciertas
hipótesis, contrayendo a puntos todas las componentes irreducibles menos una
de cada fibra cerrada del modelo regular minimal, se obtiene un modelo de
Weierstrass. Esto siempre es posible cuando el dominio de Dedekind es un do-
minio de ideales principales, en particular en el caso local, es decir, cuando se
trata de un anillo de valoración discreta.

En la tercera sección entenderemos mejor lo que sucede: es posible pasar
por contracción del modelo regular minimal a un modelo de Weierstrass cuando
la curva eĺıptica admite una ecuación de Weierstrass minimal, en el sentido de
la teoŕıa clásica, lo cual siempre es posible en el caso local, pero no siempre en
el caso global. Esta relación entre el modelo regular minimal y los modelos de
Weierstrass nos permitirá reformular en términos del primero la teoŕıa clásica
sobre los tipos de reducción de curvas eĺıpticas, de lo cual nos encargaremos en
la sección cuarta. En la última refinaremos esta teoŕıa clasificando las posibles
fibras cerradas de los modelos regulares minimales.

8.1 Modelos de Weierstrass

Recordemos (definición 5.9) que el modelo de Weierstrass sobre un dominio
de Dedekind D asociado a una ecuación de Weierstrass

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6

231
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con coeficientes en D y discriminante no nulo, es el esquema proyectivo W/S
(donde S = EspD) definido por (la homogeneización de) la ecuación. Sabemos
que es una superficie fibrada normal cuyas fibras cerradas son las curvas definidas
por las reducciones de la ecuación módulo los divisores primos de D, de modo
que todas ellas son geométricamente ı́ntegras, y todas salvo un número finito de
ellas son curvas eĺıpticas y, en particular, geométricamente regulares. Las que
no lo son, tienen un único punto que no es geométricamente regular y que, de
hecho, es singular.

Aśı pues, W/S es suave salvo a lo sumo en un número finito de puntos, que
son los únicos posibles puntos singulares de W (aunque no lo son necesaria-
mente).

Si llamamos oη al punto infinito de la fibra genérica Wη, el teorema 5.10
prueba que el divisor horizontal O = {oη} corta a cada fibra cerrada en su
correspondiente punto infinito. Además, sabemos que, si una cúbica definida
por una ecuación de Weierstrass tiene un punto singular, éste no puede ser su
punto infinito, aśı que O está contenido en el abierto de puntos suaves de W .

Observemos ahora que la inmersión cerrada i : W −→ P2
D es una inmersión

regular. En efecto, el haz I = N(i#) de ideales de OP2
D

que define a W es local-
mente principal, pues, en cada abierto af́ın D(X), D(Y ), D(Z), está generado
por la deshomogeneización correspondiente de la ecuación de Weierstrass. En
particular, el núcleo de cada homomorfismo OP2

D
,x −→ OW,x está generado por

un elemento no nulo, que es regular, ya que los anillos son dominios ı́ntegros.

Esto implica que W/S es localmente una intersección completa y, en par-
ticular, que está definido el haz canónico ωW/S . Si W/S fuera suave, tendŕıamos
que ωW/S = Ω1

W/S , pero esto no es cierto en general. Vamos a relacionar ambos
haces. En principio tenemos que

ωW/S = NW/P2
D
⊗OW

i∗Ω2
P1
D
/D.

El teorema [E 7.41] nos da la sucesión exacta

i∗(I/I2) −→ i∗(Ω1
P2
D
/D) −→ Ω1

W/D −→ 0,

donde I es el haz de ideales de P2
D que define a W . Observemos que I es local-

mente principal: si U es un abierto af́ın contenido en uno de los tres subespacios
afines D(X), D(Y ) o D(Z), entonces I(U) está generado por la deshomogenei-
zación correspondiente de la ecuación de Weierstrass.

Definimos un homomorfismo

ψ : i∗(I/I2)⊗OW
Ω1
W/S −→ i∗Ω2

P2
D
/D

del modo siguiente: fijamos un abierto af́ın U ⊂ P2
D (tal que I(U) sea principal)

y tomamos V = i−1[U ], de forma que V recorre una base de abiertos afines de
W . Tenemos entonces que OW (V ) = O(U)/I(U), aśı como una sucesión exacta
de O(V )-módulos

I(U)/I2(U) δ−→ Ω1
O(U)/D ⊗O(U) OW (V ) α−→ Ω1

O(V )/D −→ 0,
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donde δ([f ]) = df ⊗ 1. Llamamos

ψV : (I(U)/I(U)2)⊗O(V ) Ω1
O(V )/D −→ Ω2

O(U)/D ⊗O(U) OW (V )

al homomorfismo dado por

ψV ([f ]⊗ α(ω)) = (df ∧ ω)⊗ 1.

Está bien definido porque I(U) está generado por un elemento f0, luego el
núcleo de α está generado por df0, y se cumple que df0 ∧ df0 = 0.

Es claro que los homomorfismos ψV determinan un único homomorfismo de
haces ψ. Teniendo en cuenta que i∗(I/I2) es el haz dual de NW/P2

D
, multipli-

cando por este último haz, vemos que ψ induce un homomorfismo

φ : Ω1
W/S −→ NW/P2

D
⊗OX

i∗Ω2
P2
D
/D = ωW/S .

Vamos a describirlo expĺıcitamente. Para ello consideramos los abiertos afi-
nes U = D(Z), U ′ = D(Y ) en P2

D, y sean V y V ′ sus antiimágenes en W .
Notemos que W = V ∪ V ′, pues un ideal primo de D[X,Y, Z] que contenga a
Y , Z y a la ecuación de Weierstrass F , contiene también a W .

Podemos identificar V = Esp(D[X,Y ]/(f)), donde f = F (X,Y, 1) es la
deshomogeneización de la ecuación de Weierstrass. Las clases de X e Y módulo
f se identifican con x = X/Z, y = Y/Z ∈ OX(V ).

Similarmente, V ′ = Esp(D[X,Z]/(g)), donde g = F (X, 1, Z). Ahora las
clases de X y Z se identifican con s = X/Y , t = Z/Y ∈ OX(V ′). Aśı, en
OX(V ∩ V ′) tenemos las relaciones s = x/y, t = 1/y.

Nos centramos primeramente en el abierto V . Es claro que [f ] es una OX(V )-
base de I(U)/I(U)2, aśı como que dX ∧ dY es una D-base de Ω2

D[X,Y ]/D, luego
w = [f ]∗ ⊗ ((dX ∧ dY )⊗ 1) es una base de

ωX/S(V ) = (I(U)/I(U)2)∗ ⊗OX(V ) (Ω2
D[X,Y ]/D ⊗D[X,Y ] OX(V )).

Ahora vemos que

φV (dx) = (1⊗ ψU )([f ]∗ ⊗ ([f ]⊗ dx)) = [f ]∗ ⊗ (df ∧ dx)

= [f ]∗
(
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

)
∧ dx = −∂f

∂y
[f ]∗ ⊗ ((dX ∧ dY )⊗ 1)

= (2y + a1x + a3)w

Observemos que h = 2y + a1x + a3 no puede ser 0 en OW (V ), ya que esto
exigiŕıa que 2 = a1 = a3 = 0, y esto implica que el discriminante de la ecuación
de Weierstrass es 0. Por consiguiente, podemos tomar un abierto V ′ ⊂ V suave
sobre S y tal que 2y + a1x + a3 sea una unidad de OW (V ′). Entonces Ω1

V ′/S es
un OW (V ′)-módulo libre de rango 1 (teorema [E 7.53]) y

φV ′

(
dx

2y + a1x + a3

)
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es una base de ωW/S(V ′). Por consiguiente, φV ′ es suprayectivo, y todo epimor-
fismo entre módulos libres de rango 1 es un isomorfismo. Aśı pues, obtenemos
que Ω1

W/S |V ′ ∼= ωW/S |V ′ y, en particular, si llamamos ξ al punto genérico de W ,
resulta que φ induce un isomorfismo Ω1

W/S,ξ
∼= ωW/S,ξ.

Observemos que ωW/S,ξ = Ω1
K(W )/K es un espacio vectorial sobre K(W ) de

dimensión 1. Está generado por dx y dy, pero, como x e y cumplen la relación
f(x, y) = 0, vemos que

∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy = 0,

de modo que

dy =
3x2 + 2a2x + a4 − a1y

2y + a1x + a3
dx,

luego dx es una base de Ω1
K(W )/K .

Como W es un esquema ı́ntegro, el teorema [E 5.21] nos da que las restriccio-
nes de los haces ωW/S y Ω1

W/S son inyectivas, luego podemos identificarlos con
subhaces del haz constante Ω1

K(W )/K = dxOW . En estos términos, acabamos
de ver que

ωW/S |V = wOW |V
se identifica con ω OW |V , donde

ω =
dx

2y + a1x + a3
∈ Ω1

K(W )/K .

Razonando análogamente con el abierto V ′, concluimos que

ωW/S |V ′ = w′OW |V ′

se identifica con ω′OW |V ′ , donde

ω′ = −
(
∂g

∂s

)−1

dt.

Concretamente:

g(s, t) = s3 + a2s
2t + a4st

2 + a6t
3 − t− a1st− a3t

2,

luego

ω′ =
dt

a1t− 3s2 − 2a2st− a4t2
.

Usando las relaciones s = x/y, t = 1/y en K(W ) obtenemos que

dt = −(1/y2)dy = − 1
y2

3x2 + 2a2x + a4 − a1y

2y + a1x + a3
dx,

El denominador de ω′ es a1/y − 3x2/y2 − 2a2x/y
2 − a4/y

2, luego

ω′ = − 1
a1y − 3x2 − 2a2x− a4

3x2 + 2a2x + a4 − a1y

2y + a1x + a3
dx = ω.
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Aśı pues, ω ∈ Ω1
K(W )/K se identifica tanto con un elemento w ∈ ωW/S(V )

como con un elemento w′ ∈ ωW/S(V ′). Esto significa que w y w′ coinciden en
un abierto y, por consiguiente, coinciden en V ∩V ′. Aśı pues, se extienden a un
elemento ω ∈ ωW/S(W ).

El hecho de que ωW/S |V = ω|V OW |V y ωW/S |V ′ = ω|V ′OW |V ′ implica que,
en definitiva, ωW/S = ωOW , de modo que el haz canónico es libre.

El teorema siguiente resume los resultados que hemos obtenido:

Teorema 8.1 Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes,
sea S = EspD, sea W/S el modelo asociado a una ecuación de Weierstrass con
coeficientes en D y sea oη el punto infinito de su fibra genérica. Entonces:

a) El divisor O = {oη} está formado por los puntos infinitos de todas las
fibras, y todos ellos son suaves en W .

b) Las fibras de W son geométricamente ı́ntegras.

c) W/S es localmente una intersección completa y ωW/S = ωOX , donde

ω =
dx

2y + a1x + a3
∈ Ω1

K(W )/K .

d) Si π : W −→ S es el homomorfismo estructural, π∗ωW/S = ωOS.

Demostración: Sólo falta probar la última propiedad, pero ésta es conse-
cuencia del teorema 5.27, que nos da la igualdad π∗OW = OS .

El resto de esta sección está dedicado a probar que estas propiedades ca-
racterizan a los modelos de Weierstrass (teorema 8.6). Para ello necesitamos
algunos resultados previos.

Teorema 8.2 Sea D un anillo de valoración discreta, sea K su cuerpo de co-
cientes, sea (π) su ideal maximal y k = D/πD su cuerpo de restos. Sea M un
D-módulo finitamente generado y M [π] = {m ∈M | πm = 0}. Entonces

dimk(M ⊗D k) = dimK(M ⊗D K) + dimk M [π].

Demostración: Consideremos una sucesión exacta

0 −→M ′ −→ L
φ−→M −→ 0,

donde L es un D-módulo libre de rango finito. Notemos que, al ser D un dominio
de ideales principales, el submódulo M ′ también es libre.1 Multiplicando por
⊗Dk obtenemos una sucesión exacta

M ′/πM ′ −→ L/πL −→M/πM −→ 0.

1Teorema 7.29 de mi libro de Álgebra.
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Es fácil determinar el núcleo del primer homomorfismo, con lo que obtenemos
una sucesión exacta

0 −→ (πL ∩M ′)/πM ′ −→M ′/πM ′ −→ L/πL −→M/πM −→ 0.

El homomorfismo πL −→M dado por πx �→ φ(x) induce un isomorfismo

(πL ∩M ′)/πM ′ ∼= M [π].

Por consiguiente:

dimk(M/πM)− dimk M [π] = dimk(L/πL)− dimk(M ′/πM ′)

= dimk L⊗D k − dimk M
′ ⊗D k = dimK L⊗D K − dimK M ′ ⊗D K

= dimK M ⊗D K.

En la última igualdad hemos usado que K es plano sobre D, por lo que ⊗DK
conserva la exactitud de la sucesión exacta de partida.

Teorema 8.3 Sea D un anillo de valoración discreta, sea S = EspD, sea η el
punto genérico de S y s el punto cerrado. Sea f : X −→ S un homomorfismo
proyectivo y F un haz coherente en X plano sobre S. Fijado p ≥ 1, se cumple
que

dimk(s) H
p(Xs,Fs) ≥ dimk(η) H

p(Xη,Fη).

Además, se da la igualdad si y sólo si Hp(X,F) es un D-módulo libre y el
homomorfismo canónico

Hp(X,F)⊗D k(s) −→ Hp(Xs,Fs)

es un isomorfismo.

Demostración: Sea π un primo en D. Como F es plano sobre D, es libre
de torsión [AC A.8], luego tenemos una sucesión exacta

0 −→ F
π−→ F −→ F/πF −→ 0.

De ella deducimos la sucesión exacta

Hp(X,F) π−→ Hp(X,F) −→ Hp(X,F/πF) −→ Hp+1(X,F) π−→ Hp+1(X,F)

que podemos reducir a

0 −→ Hp(X,F)/πHp(X,F) −→ Hp(X,F/πF) −→ Hp+1(X,F)[π] −→ 0.

Observemos que, si llamamos p : Xs −→ X a la inmersión cerrada natural,
entonces p∗Fs = F/πF, luego, según [E 6.20], Hp(Xs,Fs) = Hp(X,F/πF), y la
sucesión exacta anterior puede escribirse aśı:

0 −→ Hp(X,F)⊗D k(s) −→ Hp(Xs,Fs) −→ Hp+1(X,F)[π] −→ 0.
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Por otra parte, como k(η) es plano sobre D, el teorema [E 6.15] nos da que

Hp(Xη,Fη) ∼= Hp(X,F)⊗D k(η),

luego, teniendo en cuenta el teorema anterior,

dimk(s) H
p(Xs,Fs) = dimk(s) H

p(X,F)⊗D k(s) + dimk(s) H
p+1(X,F)[π]

= dimk(η) H
p(Xη,Fη) + dimk(s) H

p(X,F)[π] + dimk(s) H
p+1(X,F)[π].

Esto nos da la desigualdad del enunciado, y la igualdad equivale a que

Hp(X,F)[π] = Hp+1(X,F)[π] = 0.

A su vez, esto equivale a que los D-módulos Hp(X,F) y Hp+1(X,F) sean
libres de torsión. Como D es un dominio de ideales principales, esto equivale
a su vez a que sean libres. Por otra parte, en vista de la sucesión exacta, la
condición Hp+1(X,F)[π] = 0 equivale también al isomorfismo del enunciado.

Teorema 8.4 Sea C/k una curva proyectiva ı́ntegra de género pa(C) = 1. Su-
pongamos que C contiene un punto p geométricamente regular y racional sobre k.
Entonces:

a) dimk H
0(C,OC) = dimk H

1(C,OC) = 1.

b) Para n ≥ 1, se cumple que dimk H
0(C,OC(pn)) = n, H1(C,OC(pn)) = 0.

Demostración: Observemos en primer lugar que el punto p tiene un en-
torno de puntos regulares. Por [E 8.21], como divisor de Weil, p se corresponde
con un divisor de Cartier en dicho entorno, luego existe un entorno af́ın U de p
y un f ∈ OC(U) tal que, para cada punto cerrado P ∈ U , se cumple que

vP (f) =
{

1 si P = p,
0 si P �= p.

Tomando 1 ∈ OC(C\{p}), formamos un divisor de Cartier de C que podemos
identificar con p. Esto da sentido al apartado b) del enunciado. Observemos
que f ∈ O∗

C,P para todo P ∈ U , P �= p, y, trivialmente, 1 ∈ O∗
C,P para todo

P ∈ C \ {p}. Esto implica que OC(p)|C\{p} = OC |C\{p}.

a) Por [E 4.26] sabemos que H0(C,OC) es una extensión finita de k. En
particular es un subcuerpo de K(C) entero sobre OC,p. Ahora bien, como p
es normal, tenemos que H0(C,OC) ⊂ OC,p. De aqúı obtenemos una inclusión
H0(C,OC) −→ k(p) = k, luego H0(C,OC) = k. La hipótesis pa(C) = 1 implica
entonces que H1(C,OC) = 0.

b) Tomemos u ∈ H0(C,OC(p)) y veamos que u ∈ k.
Notemos que u|C\{p} ∈ OC(C \ {p}), luego, si u /∈ k ha de ser u /∈ OC,p.

Como (u)p ≥ 1, tenemos que vP (u) ≥ 0 para todo punto cerrado P �= p y
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vp(u) = −1. Por [E 10.13] sabemos que grad(u) = 0, luego, visto como divisor
de Weil, ha de ser (u) = q/p, para un cierto punto racional q ∈ C, q �= p.

De este modo, si r ∈ C es un punto cerrado distinto de p y q, tenemos que
vr(u) = 0, es decir, que l(OC,r/(u)) = 0, luego u ∈ O∗

C,r.
Como p es regular, vp(1/u) = 1 implica que 1/u ∈ OC,p y, más en general,

que 1/u ∈ OC(C \ {q}).
Consideremos ahora el espacio proyectivo P1

k = Proy(k[X,Y ]), y en él los
abiertos afines U = D(X) = Esp(k[Y/X]), V = D(Y ) = Esp(k[X/Y ]). El ho-
momorfismo k[Y/X] −→ OC(C \ {p}) dado por Y/X �→ u induce un homomor-
fismo C \{p} −→ U y, análogamente, el homomorfismo k[X/Y ] −→ OC(C \{q})
dado por X/Y �→ 1/u induce un homomorfismo C \ {q} −→ V .

Si G = EspA es un abierto af́ın en C \ {p, q} y W = U ∩ V , podemos
identificar W = Esp k[t, 1/t], de modo que las inclusiones W −→ U y W −→ V
se corresponden respectivamente con los monomorfismos k[X/Y ] −→ k[t, 1/t] y
k[Y/X] −→ k[t, 1/t] dados por X/Y �→ t, Y/X �→ 1/t.

El homomorfismo G −→ U es el asociado al homomorfismo k[Y/X] −→ A
dado por Y/X �→ u, que factoriza como

k[Y/X] ��

�������������
k[t, 1/t]

��
A

donde la flecha vertical está determinada por t �→ u. Esto significa que G −→ U
factoriza como G −→ W −→ U y, análogamente, G −→ V factoriza como
G −→ W −→ V , con el mismo homomorfismo G −→ W . Equivalentemente,
lo que tenemos es que ambos homomorfismos son el mismo o, también que los
homomorfismos C \ {p} −→ U y C \ {q} −→ V coinciden en su dominio común
y, por lo tanto, determinan un homomorfismo φ : C −→ P1

k (definido sobre k).

Si EspA es un entorno af́ın de p, como u no es una unidad de A (ya que
no lo es de OC,p), podemos tomar un ideal p ∈ EspA tal que u ∈ p, con lo que
(Y/X) ⊂ φ(p) y, como (Y/X) es maximal, φ(p) = (Y/X). Visto como elemento
de P1

k = Proy(k[X,Y ]), el ideal (Y/X) es (Y ). Esto prueba que (Y ) está en la
imagen de φ, y análogamente se prueba que lo está (X), luego φ no es constante,
luego es un homomorfismo finito (por [E 10.1]).

Llamemos ∞ = (Y ), que es un punto racional de P1
k que, visto como divisor

de Cartier, cumple φ∗∞ = p. En efecto, el divisor ∞ está representado por los
pares (U, Y/X), (V, 1), luego φ∗∞ está representado por los pares (φ−1[U ], u),
(φ−1[V ], 1), que claramente representan al divisor p. Como ambos divisores
tienen grado 1, el teorema [E 10.9] implica que k(C) = k(P1

k), es decir, que φ es
un homomorfismo finito birracional. Como P1

k es normal, esto implica que φ es
un isomorfismo, luego pa(C) = pa(P1

k) = 0, contradicción.

Con esto hemos probado que H0(C,OC(p)) = k o, equivalentemente, que
dimk H

0(C,OC(p)) = 1.

Por hipótesis, pa(C) = 1 − χk(OC) = 1, luego χk(OC) = 0. El teorema
[E 10.11] nos da entonces que χk(OC(p)) = 1, luego dimk H

1(C,OC(p)) = 0.
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El teorema [E 10.10] nos da una sucesión exacta

0 −→ OC(pn−1) −→ OC(pn) −→ OC(p)|p −→ 0,

de la que deducimos la sucesión exacta

0 −→ H0(C,OC(pn−1)) −→ H0(C,OC(pn)) −→ V

−→ H1(C,OC(pn−1)) −→ H1(C,OC(pn)) −→ 0,

donde V = H0(p,OC(p)|p) ∼= k. En efecto, si U es un entorno af́ın de p tal que
OC(p)|U ∼= OC(U), entonces OC(p)|p ∼= OC |p ∼= Op, luego

H0(p,OC(p)|p) ∼= Op({p}) = k(p) = k.

Ahora basta razonar inductivamente: Si el teorema es cierto para n − 1, la
sucesión exacta se reduce a

0 −→ H0(C,OC(pn−1)) −→ H0(C,OC(pn)) −→ V −→ 0

0 −→ H1(C,OC(pn)) −→ 0,

de donde se sigue inmediatamente que es cierto para n.

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, el teorema [E 10.17]
implica que OC(pn) tiene un generador global para todo n ≥ 2.

Teorema 8.5 Sea D un dominio de Dedekind, S = EspD y π : X −→ S una
superficie fibrada cuya fibra genérica Xη sea isomorfa a una curva eĺıptica (dada
por una ecuación de Weierstrass sobre D). Sea o ∈ Xη su punto infinito y sea
O = {o} ⊂ X. Supongamos que O está contenido en el abierto de puntos suaves
de X. Esto nos permite considerar a O (o, equivalentemente, a o) como divisor
de Cartier de X. Supongamos además que las fibras Xs son ı́ntegras, para todo
s ∈ S. Entonces:

a) Para todo n ≥ 2, el haz OX(On) admite un generador global.

b) El haz L = D1π∗OX es inversible y, para todo n ≥ 1, el haz π∗OX(On) es
localmente libre de rango n.

c) El haz π∗OX(O) es libre y, para n ≥ 2, tenemos una sucesión exacta

0 −→ π∗OX(On−1) −→ π∗OX(On) −→ Ln −→ 0.

d) Si L es libre, entonces también lo son todos los haces π∗OX(On) y, para
n ≥ 2, el homomorfismo canónico⊕

2a+3b≤n
π∗OX(O2)a ⊗OS

π∗OX(O3)b −→ π∗OX(On)

es suprayectivo.
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Demostración: En primer lugar vamos a demostrar que todas las fibras de
X cumplen las hipótesis del teorema anterior. Ante todo, como la fibra genérica
es una curva eĺıptica, se cumple que pa(Xη) = 1, luego pa(Xs) = 1 para todo
s ∈ S, por [E 6.38]. Por hipótesis o es geométricamente regular en Xη y racional
sobre K (el cuerpo de cocientes de D). Esto ya sitúa a Xη en las hipótesis del
teorema anterior. Consideremos ahora una fibra cerrada Xs, con s ∈ S.

Podemos tomar un punto x ∈ Xs∩O. Basta probar que es geométricamente
regular y racional sobre k(s). De hecho, si vemos que es racional, bastará probar
que es regular, por [E 7.24].

Cambiando X por X ×S EspOS,s se conservan las fibras Xs y Xη, luego
podemos suponer que D es un anillo de valoración discreta. Como o es un
punto racional de Xη, tenemos un homomorfismo

EspK −→ Xη = XK

definido sobre K cuya imagen es o. Por [E 4.28] se extiende a un (único)
homomorfismo EspD −→ X definido sobre D. Como es propio, su imagen es
un cerrado de dos puntos que contiene a o, luego la imagen del punto cerrado
de EspD ha de ser el punto x.

Sea U ⊂ X un entorno af́ın de x, que contendrá necesariamente a o. Si
U = EspA, entonces o se corresponde con un ideal p ∈ EspA y x se corresponde
con m ∈ EspA tal que p ⊂ m.

Tenemos homomorfismos D −→ A −→ D cuya composición es la identidad
y de modo que la antiimagen de 0 por el segundo es p. Esto nos da que el ho-
momorfismo natural D −→ A/p es un isomorfismo. En particular, si llamamos
π ∈ D a un primo, tenemos un isomorfismo k(s) = D/(π) −→ A/m = k(x),
luego x ∈ Xs es un punto racional.

Falta probar que m es regular en la fibra A ⊗D (D/(π)) = A/πA, lo cual
equivale a que el anillo Am/πAm sea regular. Observemos que A/p es un anillo
local (porque es isomorfo a D), luego coincide con Am/pAm. En lo sucesivo
podemos cambiar A por Am, con lo que tenemos que A es un anillo local regular
(porque x es regular en X) con un ideal primo p tal que A/p ∼= D es regular.
Hemos de probar que A/πA es regular.

Según [AC 5.19], tenemos que p = (u) y m = (u, v). Como m/p = (π),
resulta que m = (u, π), luego m/(π) = (u). Esto prueba que A/(π) es regular.

Hemos probado algo más: si volvemos a llamar A = OX(U), donde U es
un entorno af́ın de x, lo que hemos visto es que pAm = (u) y, localizando
A respecto a un f ∈ A \ m (es decir, reduciendo el entorno de x), podemos
suponer que u ∈ A y p = (u). Esto significa que vp(u) = 1 y, necesariamente,
vq(u) = 0 para cualquier otro q ∈ U de codimensión 1 (ya que en tal caso p ⊂ q

y entonces p = q). En otros términos, (U, u) define el divisor O, y hemos visto
que mAm/πAm = (u), es decir, que la imagen de u en OXs(U ∩ Xs) genera el
ideal maximal de OXs,x, luego vx(O|Xs

) = 1. Aśı pues, O|Xs
= x.

También es cierto que O|Xη = o, pues la fibra genérica se corresponde con el
anillo A⊗DK y, por definición, p es la antiimagen en A del ideal correspondiente
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con o. Si p = (u) en A, lo mismo es válido en la localización A ⊗D K, luego
vo(O|Xη ) = 1 y concluimos como antes.

Consideremos ahora el haz OX(On). Su imagen inversa en X ×S EspOS,s,
donde s ∈ S es un punto cerrado, es un haz inversible (en particular plano sobre
OS,s) cuya restricción a la fibra Xs es OXs(p

n), donde {p} = O ∩ Xs, y cuya
restricción a Xη es OXη (o

n). Por 8.4 tenemos que dimk(s) H
i(Xs,OX(On)s)

(para cualquier s ∈ S, cerrado o no) depende únicamente de n e i, luego el
teorema 8.3 (juntamente con [E 6.15]) implica que Hi(X,OX(On)) ⊗D OS,s es
un OS,s-módulo libre, y que

Hi(X,OX(On))⊗D k(s) ∼= Hi(Xs,OX(On)s). (8.1)

Por la observación tras el teorema 8.4, para n ≥ 2 se cumple que OX(On)s
tiene un generador global. A través del isomorfismo anterior (para i = 0),
podemos formar un subconjunto G ⊂ H0(X,OX(On)) cuya imagen en cada
H0(Xs,OX(On)s) sea un generador global. Llamamos G al subhaz de OX(On)
definido como sigue: si U ⊂ X es un abierto, entonces G(U) está formado por
los u ∈ OX(On)(U) tales que ux ∈ 〈gx | g ∈ G〉OX,x

. Claramente, G es un
generador global de G. Para probar a) basta ver que OX(On) = G.

Si x ∈ X pertenece a la fibra Xs, tenemos el diagrama siguiente:

Gx⊗OX,x
OXs,x

����������������
�� OX(On)x⊗OX,x

OXs,x
��

��

(OX(On)/G)x⊗OX,x
OXs,x

�� 0

OX(On)s,x

donde la flecha vertical es el isomorfismo natural y la fila superior es exacta.
Por construcción de G, la flecha oblicua es suprayectiva, luego la primera flecha
horizontal también lo es. Esto implica que

(OX(On)/G)x ⊗OX,x
OXs,x = 0,

luego también
(OX(On)/G)x ⊗OX,x

k(x) = 0.

Por el lema de Nakayama concluimos que (OX(On)/G)x = 0 para todo punto
x ∈ X, luego, tal y como queŕıamos probar, OX(On) = G.

Veamos ahora b). Observemos que, según, [E 6.42], el haz L no es sino el
haz coherente en S determinado por el D-módulo H1(X,OX). Antes hemos
probado (en el caso n = 0) que H1(X,OX) es localmente libre y que

H1(X,OX)s ⊗OS,s
k(s) ∼= H1(Xs,OXs).

Según 8.4, la dimensión sobre k(s) de este espacio es igual a 1, lo que implica
a su vez que H1(X,OX)s tiene rango 1 sobre OS,s. Esto significa que L es
localmente libre de rango 1. También tenemos los isomorfismos

H0(X,OX(On))s ⊗OS,s
k(s) ∼= H0(Xs,OX(On)s),
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y ahora la dimensión sobre k(s) es n, luego H0(X,OX(On))s es un OS,s-módulo
libre de rango n y el haz π∗OX(On) es localmente libre de rango n,

Para probar c) consideramos la inmersión cerrada i : O −→ X. Por el
teorema 5.29, tenemos que es un isomorfismo. Sea σ′ : S −→ O el isomorfismo
inverso y sea σ : S −→ X la composición σ = σ′ ◦ i.

Partimos de la sucesión exacta

0 −→ OX(On−1) −→ OX(On) −→ i∗i
∗OX(On) −→ 0 (8.2)

dada por el teorema 7.11 (para n ≥ 1). Para cada s ∈ S, y todo n ≥ 2, el
isomorfismo (8.1) es

H1(X,OX(On−1))s ⊗OS,s
k(s) ∼= H1(Xs,OX(On−1)s) = 0,

donde la última igualdad nos la da el teorema 8.4. El lema de Nakayama implica
entonces que H1(X,OX(On−1))s = 0 para todo s ∈ S o, lo que es lo mismo,
que D1π∗OX(On−1) = 0.

Esto significa que al aplicar el funtor π∗ a la sucesión exacta anterior obte-
nemos otra sucesión exacta:

0 −→ π∗OX(On−1) −→ π∗OX(On) −→ Ln −→ 0, (8.3)

donde Ln = π∗i∗i∗OX(On). Notemos que i◦π = π′ y, como π′ es un isomorfismo,
π′
∗ es lo mismo que σ′∗, luego

Ln = π′
∗i

∗OX(On) = σ′∗i∗OX(On) = σ∗OX(On) = σ∗OX(O)n = Ln
1 .

Si aplicamos π∗ a la sucesión (8.2) con n = 1, teniendo en cuenta que, según
hemos visto, D1π∗OX(O) = 0, obtenemos la sucesión exacta

0 −→ OS −→ π∗OX(O) −→ L1 −→ L −→ 0 (8.4)

(donde hemos usado el teorema 5.27). Para cada s ∈ S, tenemos una sucesión
exacta

0 −→ π∗OX(O)s/OS,s −→ L1s −→ Ls −→ 0.

Dado que Ls es un OS,s-módulo libre, tenemos que TorOS,s(Ls, k(s)) = 0,
luego también es exacta la sucesión

0 −→ (π∗OX(O)s/OS,s)⊗OS,s
k(s) −→ L1s ⊗OS,s

k(s) −→ Ls ⊗OS,s
k(s) −→ 0.

Ahora bien, los dos últimos k(s)-espacios vectoriales tienen dimensión 1,
luego el epimorfismo es un isomorfismo y (π∗OX(O)s/OS,s)⊗OS,s

k(s) = 0. Por
el lema de Nakayama concluimos que π∗OX(O)s/OS,s = 0 o, lo que es lo mismo,
que π∗OX(O) = OS . Volviendo a la sucesión (8.4) concluimos que L1

∼= L. Por
consiguiente, la sucesión exacta (8.3) se corresponde con la del enunciado.

La primera parte de d) es inmediata por inducción sobre n ≥ 2 a partir de
la sucesión exacta de c) y usando [AC 1.32]. (Notemos que el caso n = 0 es
trivial, por 5.27.)
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Para la segunda parte, recordemos que π∗OX(On) es el haz coherente en
S = EspD inducido por el D-módulo

L(On) = OX(On)(X) = {f ∈ K(X)∗ | vo(f) ≥ −n} ∪ {0}.

El homomorfismo del enunciado es el inducido por los homomorfismos

L(On)⊗D L(Om) −→ L(On+m)

dados por f ⊗ g �→ fg. Puesto que rangL(O) = 1 y rangL(O2) = 2, ha de
haber una f ∈ L(O2) \ L(O), es decir, tal que vo(f) = −2. El homomorfismo
del enunciado es trivialmente suprayectivo para n = 2 o n = 3. Si n ≥ 4 y
g ∈ L(On), entonces g/f ∈ L(On−2). Razonando inductivamente, podemos
suponer que existe

h ∈
⊕

2a+3b≤n−2

L(O2)a ⊗D L(O3)b

cuya imagen en L(On−2) es g/f , y entonces la imagen de fh es g.

Ahora ya podemos probar el teorema 8.6 que caracteriza los modelos de
Weierstrass de las curvas eĺıpticas. En realidad, para probar 8.6 en toda su
generalidad necesitamos un resultado sobre dualidad que vamos a enunciar sin
demostración, pero en lo sucesivo sólo necesitaremos el caso particular de 8.6 en
el que Pic(S) = 1, y veremos que en este caso la prueba no requiere el resultado
en cuestión.

Recordemos que, según [E 9.8] y [E 9.32], si X/k es un esquema proyectivo
de dimensión n que sea localmente una intersección completa y M es un haz
coherente en X, tenemos un isomorfismo

HomOX
(M, ωX/k) −→ Hn(X,M)∗.

Más en general:

Teorema Sea D un anillo noetheriano y X/D un esquema proyectivo y plano
que sea localmente una intersección completa y cuyas fibras tengan dimensión n.
Entonces, para cada haz coherente M en X tenemos un isomorfismo

HomOX
(M, ωX/D) −→ Hn(X,M)∗,

donde el asterisco indica el D-módulo dual formado por los homomorfismos con
imagen en D.

De hecho sólo necesitamos el caso particular en el que X/S es una superficie
fibrada (con lo que n = 1) y M = OX , lo que nos da el isomorfismo

H0(X,ωX/S) ∼= H1(X,OX). (8.5)
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Teorema 8.6 Sea D un dominio de Dedekind, sea S = EspD y π : X −→ S
una superficie fibrada cuya fibra genérica Xη sea isomorfa a una curva eĺıptica E
(dada por una ecuación de Weierstrass sobre D). Sea o ∈ Xη su punto infinito
y sea O = {o} ⊂ X. Supongamos que O está contenido en el abierto de puntos
suaves de X y que, para todo s ∈ S, las fibras Xs son ı́ntegras. Entonces:

a) X/S es localmente una intersección completa y π∗ωX/S es un haz inver-
sible.

b) Si π∗ωX/S es libre, entonces X/S es el modelo de Weierstrass de E aso-
ciado a una ecuación de Weierstrass con coeficientes en D.

Demostración: Supongamos en primer lugar que el haz D1π∗OX es li-
bre, lo que nos sitúa en las hipótesis de 8.5. Equivalentemente, tenemos que
H1(X,OX) es un A-módulo libre de rango 1. Como en la prueba de 8.5, llame-
mos L(On) = OX(On)(X). Tenemos que L(On) ⊂ K(X) es un D-módulo libre
de rango n, L(O) = D y cada L(On+1) tiene a L(On) como sumando directo.

Por consiguiente, podemos tomar x ∈ L(O2), y ∈ L(O3) tales que {1, x} es
una D-base de L(O2) y {1, x, y} es una D-base de L(O3). Según 8.5, tenemos
que

{1, x, x2, x3, y, y2, xy}
es una base de L(O6), luego {x3, y2} es un generador de L(O6)/L(O5) (que es
un D-módulo libre de rango 1).

Notemos ahora que y2/x ∈ L(O4), y una base de L(O4) es 1, x, x2, y, luego
y2 es combinación lineal (con coeficientes en D) de x, x2, x3, xy, luego existe un
α ∈ D no nulo tal que y2 − αx3 ∈ L(O5).

Esto implica que x3 es por śı solo un sistema generador de L(O6)/L(O5) y,
al ser un módulo libre de torsión, x3 es una base.

Razonando con x3/y concluimos igualmente que y2 también es una base del
cociente, luego, en la relación y2 − αx3 ∈ L(O5), el escalar α ha de ser una
unidad de D. Multiplicando por α2 tenemos que (αy)2− (αx)3 ∈ L(O5), luego,
cambiando x e y por αx y αy, podemos suponer que α = 1. Por consiguiente,
existen ai ∈ D tales que

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6.

Como {1, x, y} es un generador global de OX(O3), según [E 5.33] define
un S-homomorfismo φ : X −→ P2

D. Observemos que, por construcción de
OX(O3), se cumple que X1 = X \O y, sobre este abierto, φ se corresponde con
el homomorfismo D[X,Y ] −→ OX(X1) dado por X �→ x, Y �→ y, luego φ[X \O]
y, por consiguiente, φ[X] está contenido en la superficie W/S determinada por
la ecuación de Weierstrass con coeficientes ai. Aśı pues, podemos considerar
que φ : X −→W .

Es fácil comprobar que el homomorfismo φη : Xη −→ Wη es el asociado a
un generador global de la imagen inversa de OX(O3) en Xη, que, según hemos
visto en la prueba de 8.5, es OXη (o

3). Según [E 10.24], este haz es muy amplio,
ya que o3 tiene grado 3, luego φη es una inmersión cerrada. Como, en cualquier
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caso, Wη es una curva irreducible, φη ha de ser un isomorfismo, luego Wη
∼= E

es una curva eĺıptica.
Como X y Xη tienen el mismo cuerpo de funciones racionales, vemos que

φ es birracional. Además W es normal por ser un modelo de Weierstrass y,
como las fibras de ambas superficies son ı́ntegras, cada punto de W tiene a lo
sumo un número finito de antiimágenes en X. El teorema [E A21] nos permite
concluir que φ es un isomorfismo. En particular, según 8.1, concluimos que X/S
es localmente una intersección completa y que el haz π∗ωX/S es libre.

Notemos que si Pic(S) = 1, entonces el haz D1π∗OX , que es inversible por
el teorema 8.5, es, de hecho, libre, con lo que no hay nada más que probar.

En el caso general, podemos cubrir S con abiertos afines U donde D1π∗OX

sea libre. Si X ′ = π−1[U ], tenemos que D1π∗OX′ = (D1π∗OX)|U , luego, por la
parte ya probada, tenemos que X ′ es localmente una intersección completa, y
lo mismo vale para X. En particular está definido el haz canónico ωX/S , y el
isomorfismo (8.5) equivale al isomorfismo de haces π∗ωX/S ∼= (D1π∗OX)∗, luego
la hipótesis de b) equivale a que D1π∗OX sea libre, y de nuevo estamos en el
caso ya probado.

Nota Insistimos en que, tal y como ya hab́ıamos indicado y como se ve en
la prueba, la hipótesis adicional Pic(S) = 1 en 8.6 evita el uso del teorema de
dualidad que hemos enunciado previamente sin demostración. Esta hipótesis
equivale a que D sea un dominio de ideales principales. En particular se cumple
si D es (un dominio de Dedekind) local.

8.2 El modelo regular minimal

Como en la sección precedente, sea D un dominio de Dedekind con cuerpo
de cocientes K, sea S = EspD y sea E/K una curva eĺıptica. Según el teo-
rema 7.23, la curva E/K admite un modelo regular minimal único salvo isomor-
fismo. Tal y como hemos explicado en la introducción, aqúı vamos a estudiar
bajo qué condiciones es posible obtener un modelo de Weierstrass de E/K con-
trayendo algunas componentes irreducibles de las fibras cerradas del modelo
regular minimal.

Ante todo notemos que si X/S es cualquier modelo normal de E/K, el
teorema [E 4.26] nos da que H0(Xη,OXη

) = K y, como D es ı́ntegramente
cerrado, el teorema 5.28 implica que las fibras de X son conexas.

Ahora observamos que el teorema 6.13 nos permite refinar el teorema 7.25:

Teorema 8.7 Si X/S es el modelo regular minimal de una curva eĺıptica y
WX/S es un divisor canónico, entonces WX/S ·D = 0 para todo divisor primo
vertical D.
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Demostración: Si D ⊂ Xs, entonces Xs = Γd1
1 · · ·Γdnn , para ciertos divi-

sores primos verticales Γi, uno de los cuales es D, y ciertos naturales di > 0. El
teorema 6.13 nos da que

0 = WX/S ·Xs =
∑
i

diWX/S · Γi,

y el teorema 7.25 implica que WX/S · Γi = 0 para todo i.

En realidad podemos describir con más detalle el divisor canónico del teo-
rema anterior:

Según el teorema [E 9.29], tenemos que ωX/S |Xη
= ωXη/K y, según lo visto al

principio de la sección [E 10.4], ωX/S |Xη = OXη . Sea i : Xη −→ X la inmersión
natural. Observemos que si E es un divisor horizontal en X, entonces i∗E tiene
soporte E ∩Xη, que es un punto distinto para cada divisor E, luego WX/S ha
de ser un divisor vertical.

Por el teorema anterior tenemos que WX/S ·WX/S = 0. Como las fibras de
X/S son conexas, el teorema 6.8 nos da que

WX/S =
∏
s
Xds
s ,

para ciertos ds ∈ Q, donde s recorre un número finito de puntos cerrados de S.
Ahora bien, el exponente de cada divisor primo de WX/S ha de ser un número
entero. Vamos a probar que cada fibra Xs contiene al menos un divisor primo
con multiplicidad 1, y aśı podremos concluir que los ds son enteros. Para ello
consideramos el punto o ∈ Xη, que es un punto racional, y formamos el divisor
horizontal O = {o}. El teorema 6.9 nos da que O · Xs = 1, luego O corta
únicamente a una componente irreducible de Xs, que además tiene multiplici-
dad 1.

En suma, los divisores canónicos de los modelos regulares minimales son
productos finitos de fibras con exponentes enteros. El teorema 8.7 puede verse
ahora como una consecuencia de 6.6.

Veamos una aplicación:

Teorema 8.8 Si π : X −→ S es el modelo regular minimal de una curva
eĺıptica, entonces π∗ωX/S es un haz inversible en S y el homomorfismo natural
π∗π∗ωX/S −→ ωX/S es un isomorfismo.

Demostración: Sea WX/S un divisor canónico que, según acabamos de
probar, es de la forma

∏
Xds
s , donde el producto es finito y ds ∈ Z. Sea

E =
∏

sds ∈ Divc(S) y sea L = OS(E). Tenemos entonces que ωX/S = π∗L y,
por [E 5.22]:

π∗ωX/S = π∗(OX ⊗OX
π∗L) ∼= π∗OX ⊗OS

L = OS ⊗OS
L = L.

De aqúı se deduce el isomorfismo del enunciado.

El teorema siguiente nos permitirá extraer más consecuencias de 8.7:
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Teorema 8.9 Sea X/S una superficie aritmética, s ∈ S un punto cerrado, Γ
una componente irreducible de Xs y k′ = H0(Γ,OΓ). Entonces, KX/S · Γ = 0
si y sólo si se cumple una de las condiciones siguientes (las dos primeras son
equivalentes):

a) H1(Γ,OΓ) = 0 y Γ2 = −2|k′ : k(s)|.

b) Γ es una cónica sobre k′ y gradk′ OX(Γ)|Γ = −2.

c) pa(Xη) = 1 y Γ es una componente conexa de Xs.

Demostración: Observemos en primer lugar que

Γ2 = gradk(s) OX(Γ)|Γ = |k′ : k(s)| gradk′ OX(Γ)|Γ.

Esto nos da la equivalencia entre las segundas partes de a) y b). Si se
cumple a), entonces pa(Γ) ≤ 0, y 4.16 nos da que Γ/k′ es una cónica, es decir, b).

Rećıprocamente, si se cumple b), entonces pa(Γ) = 0. Tal y como se ve en
la prueba de 4.16, esto implica que H1(Γ,OΓ) = 0, luego tenemos a).

Observemos que a) implica trivialmente que Γ2 < 0, mientras que c) implica
que Γ2 = 0 (por 6.7). Por lo tanto, basta probar que la condición KX/S · Γ = 0
equivale a a) en el caso Γ2 < 0 y equivale a c) en el caso Γ2 = 0. Lo primero es
consecuencia inmediata de la fórmula de adjunción:

Γ2 + KX/S · Γ = 2pa(Γ)− 2 = 2|k′ : k(s)|(−1 + dimk′ H1(Γ,OΓ)).

Supongamos, pues, que Γ2 = 0. La prueba del teorema 6.8 muestra que
entonces Γ es una componente conexa de Xs. En efecto, con la notación de
dicha prueba, pongamos que Γ = Γ1. Entonces y1 > 0, yi = 0 para i �= 1. La
condición Γ2 = 0 implica que todos los yi en la componente conexa de Γ han de
ser iguales, luego dicha componente conexa ha de reducirse a Γ.

Si la fibra Xs es conexa (de modo que Xs = Γd), entonces la fórmula del
teorema 6.13 nos da la equivalencia con c). En el caso general consideramos la

descomposición X
π′
−→ S′ −→ S dada por el teorema 5.28 y sea Xs′ la fibra de

Γ sobre S′. Notemos que Γ sigue siendo una componente conexa de una fibra
de X/S′, por lo que seguimos teniendo que Γ2 = 0 en X/S′.

Según [E 9.28] tenemos que ωX/S = ωX/S′ ⊗OX
π′∗ωS′/S , y el último haz es

trivial porque Pic(S′) = 1, luego

KX/S · Γ = gradk(s) ωX/S |Γ = gradk(s) ωX/S′ |Γ

= |k(s′) : k(s)| gradk(s′) ωX/S′ |Γ = |k(s′) : k(s)|KX′/S · Γ.
Aśı pues, KX/S · Γ = 0 equivale a que KX/S′ · Γ = 0 que, por el caso de la

fibra conexa, que ya hemos considerado, equivale a que pa(Xη′) = 1, donde η′

es el punto genérico de S′. Ahora bien, Xη = Xη′ y la condición sobre el género
equivale a

dimk(η) H
0(Xη,OXη ) = dimk(η) H

1(Xη,OXη ),
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y el cambio de base sólo multiplica ambos miembros por |k(η′) : k(η)|, luego
llegamos a que KX/S · Γ = 0 equivale a c).

Combinando esto con 8.7 y con el hecho de que las fibras de los modelos
regulares de las curvas eĺıpticas son conexas obtenemos información sobre los
divisores primos verticales de los modelos regulares minimales de las curvas
eĺıpticas:

Teorema 8.10 Si X/S es el modelo regular minimal de una curva eĺıptica y
s ∈ S es un punto cerrado tal que la fibra Xs no es irreducible, entonces, cada
componente irreducible Γ ⊂ Xs es una cónica sobre el cuerpo k = H0(Γ,OΓ), y
además Γ2 = −2|k : k(s)|.

A partir de aqúı nos centramos en el problema de relacionar el modelo regular
minimal de una curva eĺıptica con sus modelos de Weierstrass. Vamos a necesitar
un caso particular del criterio 7.10 para la existencia de la contracción de una
familia de curvas. Lo deduciremos del teorema siguiente:

Teorema 8.11 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1, sea C un divisor
de Cartier horizontal y entero en X y sea L = OX(C). Entonces existe un
natural m0 ≥ 1 tal que Lm admite un generador global para todo m ≥ m0.

Demostración: Sea S = EspD y sea K el cuerpo de cocientes de D.
Identificaremos Lm = OX(Cm). El divisor C|Xη es entero y no trivial, luego
gradC|Xη

> 0, luego es amplio por el teorema 4.8. Los teoremas [E 6.15] y
[E 6.25] nos dan que

H1(X,Lm)⊗D K = H1(Xη,L
m|Xη ) = 0

para todo m suficientemente grande. Esto significa que H1(X,Lm) es un D-
módulo de torsión y, como es finitamente generado, tiene longitud finita. (Es
un cociente de sumas directas de módulos de la forma D/dD, con d �= 0, y éstos
tienen longitud finita porque, como anillos, tienen dimensión 0.)

Por otra parte, el teorema 7.11 nos da una sucesión exacta

0 −→ Lm−1 −→ Lm −→ i∗(Lm|C) −→ 0,

donde i : C −→ X es la inmersión cerrada natural. De aqúı obtenemos la
sucesión exacta de cohomoloǵıa

H0(X,Lm) −→ H0(C,Lm|C) −→ H1(X,Lm−1) −→ H1(X,Lm) −→ 0.

Aqúı hemos usado que H1(C,Lm|C) = 0, porque C es un esquema af́ın, ya
que C/S es finito (teorema 5.29). Como consecuencia, la longitud de H1(X,Lm)
es menor o igual que la de H1(X,Lm−1) y aśı, para todo m ≥ m0 − 1, ha de
ser constante.

Si m ≥ m0, el epimorfismo H1(X,Lm−1) −→ H1(X,Lm) es, de hecho, un
isomorfismo (ya que el núcleo tiene longitud 0). La sucesión exacta anterior nos
da entonces que el homomorfismo H0(X,Lm) −→ H0(C,Lm|C) es suprayectivo.



8.2. El modelo regular minimal 249

Si x ∈ C, vamos a ver que el homomorfismo natural

f : H0(X,Lm)⊗OX(X) OX,x −→ Lm
x

es suprayectivo. Para ello consideramos el diagrama siguiente, cuya fila superior
es exacta:

Im f ⊗OX,x
k(x) �� Lm

x ⊗OX,x
k(x) �� (Lm

x / Im f)⊗OX,x
k(x) �� 0

H0(X,Lm)

�� ���������������

La flecha oblicua representa el homomorfismo

H0(X,Lm) −→ H0(C,Lm|C) −→ (Lm|C)x ∼= Lm
x ⊗OX,x

OC,x −→ Lm
x ⊗OX,x

k(x).

Hemos probado que la primera flecha es un epimorfismo, la segunda lo es
porque, al ser C af́ın, el haz Lm|C tiene un generador global, y la última es
obviamente suprayectiva. Esto hace que la primera flecha horizontal del esquema
precedente sea suprayectiva, con lo que

(Lm
x / Im f)⊗OX,x

k(x) = 0.

El lema de Nakayama implica entonces que f es suprayectiva, como queŕı-
amos probar. Equivalentemente, el haz Lm tiene un generador global en x.
Para puntos x /∈ C esto es cierto trivialmente, ya que en tal caso Lm

x = OX,x y
1 ∈ OX(X) ⊂ Lm(X). Aśı pues, Lm tiene un generador global.

Como consecuencia:

Teorema 8.12 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1, sea C un divisor
de Cartier horizontal y entero en X y sea E el conjunto de todos los divisores
primos verticales en X disjuntos con (el soporte de) C. Entonces existe la
contracción de las curvas de E.

Demostración: Según el teorema anterior, cambiando C por una poten-
cia adecuada, podemos suponer que L = OX(C) tiene un generador global, y
además esto no altera el conjunto E. Aśı C cumple la hipótesis b) del teo-
rema 7.10. Respecto a la condición c), si E es una curva vertical, tenemos que
C|E es un divisor entero, que será trivial si E ∈ E y tendrá grado positivo (luego
OX(C) tendrá orden infinito) en caso contrario. Esto significa que C cumple la
condición c) y que la familia E de 7.10 es la misma que estamos considerando
aqúı. Igualmente, C|Xη es un divisor entero y no trivial, luego se cumple la
condición a) y esto garantiza la existencia de la contracción.

Con esto llegamos al resultado principal de esta sección:

Teorema 8.13 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
S = EspD, sea E/K una curva eĺıptica, sea o ∈ E un punto racional, sea
ρ : X −→ S el modelo regular minimal de E/K y sea O = {o} ⊂ X.
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a) El conjunto E de divisores primos verticales en X que no cortan a O es
finito, y existe su contracción f : X −→ W . Además, π : W −→ S es
localmente una intersección completa, f∗ωX/S = ωW/S y f∗ωW/S = ωX/S.

b) Si el haz ρ∗ωX/S es libre (por ejemplo, si Pic(S) = 1), entonces W/S es
un modelo de Weierstrass de E y ωX/S = ωOX , ωW/S = ωOW , donde ω
es la forma diferencial definida en el teorema 8.1.

Demostración: a) En la prueba del teorema 6.36 hemos visto que todas
las fibras de X son geométricamente regulares salvo a lo sumo un número finito
de ellas. Por otra parte, todas las fibras son conexas y una fibra conexa y
geométricamente regular ha de ser irreducible, luego concluimos que X tiene a
lo sumo un número finito de fibras reducibles.

Ahora bien, los divisores horizontales cortan a todas las fibras, luego, si una
fibra Xs contiene un elemento de E, es que no es irreducible. Esto prueba que
E es finito.

Como X es regular, podemos considerar a O como un divisor de Cartier
entero y el teorema anterior nos da la existencia de la contracción g : X −→W .
Por el teorema 6.9 tenemos que O · Xs = 1, luego O corta únicamente a una
componente irreducible de Xs, que además tiene multiplicidad 1. Todas las
demás componentes se contraen a puntos, luego la fibra Ws es irreducible.

Identificando Ws = π∗(s), tenemos que Xs = ρ∗(s) = f∗(π∗(s)), lo que exige
que la multiplicidad de Ws en śı misma sea también 1. Esto implica que la fibra
Ws es ı́ntegra.

En efecto, si tomamos un abierto af́ın arbitrario en Ws, digamos EspA,
tenemos que A tiene un único primo minimal p, que es además el único primo
asociado porque W es normal (teorema 4.3), luego p contiene todos los divisores
de A. Por otra parte, l(Ap) = 1, lo que implica que pAp = 0, luego p = 0 (aqúı
usamos que no hay divisores de cero fuera de p) y A es un dominio ı́ntegro.

La igualdad O · Xs = 1 implica, según 6.4 a), que O ∩ Xs = {p}, donde
p ∈ X es un punto racional. Además, 6.2 nos da que p es regular en Xs y, al
ser racional, es geométricamente regular ([E 7.24]). Equivalentemente, p es un
punto suave de X. Como g es un isomorfismo en un entorno de O, concluimos
que los puntos de (la imagen de) O son suaves en W . Esto nos permite aplicar
el teorema 8.6, que nos da que W/S es localmente una intersección completa.

Para probar la igualdad f∗ωX/S = ωW/S observamos en primer lugar que
f induce un isomorfismo K(W ) −→ K(X), de modo que podemos considerar
los haces f∗OX y OW como subhaces del haz constante K(W ) en W . A través
de estas identificaciones, los homomorfismos inducidos por f se convierten en
inclusiones, luego OW se convierte en un subhaz de f∗OX . Más aún, en la
prueba de [E A17] se ve que f∗OX = OW .

Similarmente, por el mismo argumento visto en la prueba del teorema 8.1,
podemos identificar a ωX/S con un subhaz del haz constante Ω1

K(X)/K en X

y a ωW/S con un subhaz del haz constante Ω1
K(W )/K en W . Por consiguiente,

f∗ωX/S se identifica también con un subhaz del haz constante Ω1
K(W )/K . Hemos
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de probar que dos subhaces son iguales, para lo cual basta ver que lo son sus
restricciones a un cubrimiento abierto de W .

En la prueba del teorema 8.6 se ve que W/S es localmente un modelo de
Weierstrass, es decir, que podemos cubrir S por abiertos afines U tales que
π−1[U ]/U sea un modelo de Weierstrass de E/K y, en particular, la restricción
ωW/S |π−1[U ] = ωπ−1[U ]/U es libre. Por el teorema 8.8, podemos tomar los abier-
tos U tales que las restricciones (ρ∗ωX/S)|U sean libres. Notemos que esto
implica que ωX/S |ρ−1[U ] = ωρ−1[U ]/U también es libre.

El cubrimiento de S que hemos tomado determina un cubrimiento de W , y
basta probar que los subhaces f∗ωX/S y ωW/S coinciden sobre los abiertos de
este cubrimiento. Equivalentemente, podemos suponer que ωW/S = ωOW y que
ωX/S = ω′OX , para ciertos ω, ω′ ∈ Ω1

K(X)/K . En particular, f∗ωX/S = ω′OW .
Como Ω1

K(X)/K es un K(X)-espacio vectorial de dimensión 1, podemos
tomar un h ∈ K(X) tal que ω′ = hω. Si U ⊂ X es un abierto que no corte
al lugar excepcional de f (es decir, a los divisores de E), entonces V = f [U ] es
abierto en W y f |U es un isomorfismo, luego (f∗ωX/S)(V ) = ωW/S(V ), luego
h|U = h|V ha de ser una unidad en OX(U) = OW (V ). Esto significa que
el divisor (h) tiene su soporte contenido en el lugar excepcional de f y, en
particular, es un divisor vertical. Por consiguiente, está definido el número de
intersección (h) ·(h), y ha de ser (h) ·(h) = 0 porque el número de intersección es
compatible con la equivalencia de divisores. El teorema 6.8 implica entonces que
cada (h)s es un múltiplo de Xs, pero hay al menos una componente irreducible
de cada fibra que no puede formar parte del soporte de h, luego ha de ser (h) = 1.

Aśı pues, h ∈ OX(X)∗ = D∗, luego ω′OW = ωOW , como teńıamos que
probar. Por último, según el teorema 8.8 tenemos que

f∗ωW/S = f∗f∗ωX/S = ωX/S .

b) Por a) tenemos que π∗ωW/S = π∗f∗ωX/S = ρ∗ωX/S , luego 8.6 implica2

que W/S es un modelo de Weierstrass de E/K. El teorema 8.1 nos da entonces
que ωW/S = ωOW y, consecuentemente, ωX/S = f∗(ωOW ) = ωOX .

Aśı pues, tal y como hab́ıamos anunciado, vemos que podemos conseguir
un modelo de Weierstrass a partir del modelo regular minimal cuando D es un
dominio de ideales principales y, en particular, cuando es un anillo de valoración
discreta. En la sección siguiente veremos que el modelo de Weierstrass obtenido
de este modo no es uno cualquiera.

8.3 El modelo de Weierstrass minimal

Como en las secciones precedentes, sea D un dominio de Dedekind con
cuerpo de cocientes K y sea E/K una curva eĺıptica. Fijemos una ecuación
de Weierstrass asociada a E/K con coeficientes en D. Para cada divisor primo
p ∈ S = EspD, podemos considerar la reducción módulo p de la ecuación, que

2Notemos que, bajo la hipótesis Pic(S) = 1, no se requiere el teorema de dualidad que
hemos usado sin prueba en la demostración de 8.6.
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determina una curva sobre k(p) = D/p que no es sino la fibra Wp del modelo
de Weierstrass W/S correspondiente a la ecuación.

En términos clásicos, se dice que la ecuación tiene buena reducción módulo
p si la reducción Wp es una curva eĺıptica, lo cual equivale a su vez a que p

no divida al discriminante ∆ de la ecuación. En caso contrario se dice que la
ecuación tiene mala reducción módulo p, y entonces Wp tiene un punto singular.

Nótese que decimos que la ecuación, y no la curva eĺıptica, tiene buena o
mala reducción, pues una misma curva eĺıptica puede admitir ecuaciones de
Weierstrass distintas con reducciones distintas módulo un mismo primo. Para
evitar la dependencia de la ecuación podemos decir que una curva E/K tiene
buena reducción módulo un primo p si existe una ecuación de Weierstrass aso-
ciada a E con coeficientes en D que tenga buena reducción módulo p, y en caso
contrario decimos que E/K tiene mala reducción módulo p.

Si vp es la valoración en K asociada a p, diremos que una ecuación de
Weierstrass con coeficientes en D es minimal para p si su discriminante ∆ cumple
que vp(∆) es el mı́nimo posible. Si llamamos δp a este valor mı́nimo, tenemos
que E/K admite buena reducción módulo p si y sólo si δp = 0. Una ecuación de
Weierstrass de E/K es una ecuación minimal (global) si lo es para todo primo
(no nulo) p de D. Observemos que toda curva eĺıptica E/K admite obviamente
una ecuación de Weierstrass minimal para un primo dado, pero no tiene por
qué admitir una ecuación de Weierstrass minimal global.

Observemos ahora que el tipo de reducción de una ecuación de Weierstrass
módulo un divisor primo depende obviamente, más que de la ecuación en śı,
del modelo de Weierstrass definido por la ecuación, en el sentido de que si
dos ecuaciones de Weierstrass de una misma curva eĺıptica determinan modelos
de Weierstrass isomorfos, entonces las dos tendrán el mismo tipo de reducción
módulo cualquier primo de D, luego los discriminantes de ambas ecuaciones
deben ser divisibles exactamente por los mismos primos de D. Más aún, vamos
a ver que ambos se diferencian en una unidad de D.

Consideremos para ello dos modelos de Weierstrass W/S y W ′/S de una
misma curva eĺıptica E/K. Aqúı es importante entender que una curva eĺıptica
es un par (E, o), donde o ∈ E(K), de modo que “la misma curva eĺıptica”
significa que los isomorfismos Wη

∼= E ∼= W ′
η transforman los puntos infinitos

de las fibras genéricas en el mismo punto o.
Dichos isomorfismos determinan K-isomorfismos K(W ) ∼= K(E) ∼= K(W ′),

que a su vez nos permiten identificar Ω1
K(W )/K

∼= Ω1
K(E)/K

∼= Ω1
W ′/K . En

particular, podemos considerar las formas diferenciales ω y ω′ dadas por el
teorema 8.1 como elementos de Ω1

K(E)/K .
Los modelos W/S y W/S′ se construyen a partir de sendas ecuaciones de

Weierstrass de E/K, luego ambas están relacionadas por un cambio de variable
del tipo descrito en el teorema 4.23, y una comprobación rutinaria a partir de
las relaciones dadas por dicho teorema muestra que ω y ω′ están relacionadas
de la forma ω′ = uω, mientras que, por ese mismo teorema, los discriminantes
respectivos cumplen ∆ = u12∆′, con u ∈ K∗.
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Supongamos ahora que los dos modelos de Weierstrass son isomorfos, o,
equivalentemente, que tenemos dos ecuaciones de Weierstrass que definen un
mismo modelo W/S (y determinan el mismo punto infinito en la fibra genérica).
Entonces, tanto ω como ω′ son bases de ωW/S . En particular, ambas son bases
del OW (W )-módulo ωW/S(W ), donde OW (W ) = D. Por consiguiente, u tiene
que ser una unidad de D, y u12 también. Esto justifica la definición siguiente:

Definición 8.14 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea S = EspD y sea W/S un modelo de Weierstrass de una curva eĺıptica E/K.
Llamaremos discriminante de W al ideal ∆W de D generado por el discriminante
de cualquier ecuación de Weierstrass de E/K con coeficientes en D que defina
a W .

Acabamos de probar que ∆W es independiente de la elección de la ecuación
de Weierstrass con la que construimos W (siempre entendiendo que el punto
racional o ∈Wη es fijo).

Diremos que un modelo de Weierstrass W/S es minimal en un punto cerrado
s ∈ S si vs(∆W ) toma el menor valor posible δs, donde vs es la valoración en
K cuyo anillo de enteros es OS,s. Diremos que W es un modelo de Weierstrass
minimal (global) si lo es en todo punto cerrado s ∈ S.

Aśı pues, un modelo de Weierstrass es minimal (en un punto s = p, resp.
global) si y sólo si está definido por una ecuación de Weierstrass minimal (en
p, resp. global), si y sólo si cualquier ecuación de Weierstrass que lo define es
minimal (en p, resp. global).

En este punto conviene precisar un pequeño matiz:

Teorema 8.15 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
E/K una curva eĺıptica, sea s ∈ S un punto cerrado y sea W/S un modelo de
Weierstrass de E/K minimal en un punto cerrado s ∈ S. Entonces se cumple
que W ×S EspOS,s es un modelo de Weierstrass minimal (global) de E sobre el
dominio OS,s.

Demostración: El punto s se corresponde con un divisor primo p de D,
de modo que OS,s = Dp. El modelo W/S está definido por una ecuación de
Weierstrass con coeficientes en D tal que vp(∆) es el mı́nimo posible, y entonces
W ×S EspOS,s es el modelo de Weierstrass definido por esa misma ecuación,
pero, en principio, no tenemos la garant́ıa de que sea minimal, porque podŕıa
existir otra ecuación de Weierstrass asociada a E con coeficientes en Dp con un
discriminante ∆′ tal que vp(∆′) < vp(∆). Sólo hemos de probar que esto no
puede suceder.

Los coeficientes de esta hipotética ecuación seŕıan fracciones de elementos de
D con denominadores no divisibles entre p. Sea u ∈ D el producto de todos ellos,
que también es una unidad de Dp. De acuerdo con 4.23, el cambio de variables
X = u−1X ′, Y = u−3Y ′ transforma la ecuación en otra cuyos coeficientes están
en D y cuyo discriminante es ∆′′ = u12∆′, luego v(∆′) = vp(∆′′) ≥ vp(∆), por
la minimalidad de ∆.



254 Caṕıtulo 8. Modelos de curvas eĺıpticas

Por último, observemos que el modelo es minimal global porque OS,s sólo
tiene un punto cerrado.

Vamos a abordar el problema de la existencia de modelos de Weierstrass
minimales (globales). Empezamos con algunos resultados previos.

Teorema 8.16 Sea f : X ′ −→ X la explosión de un punto cerrado x de una
superficie fibrada regular X/S y sea E ⊂ X ′ el lugar excepcional de f . Entonces

ωX′/S = f∗ωX/S ⊗OX′ OX′(E).

Demostración: Como f |X′\E : X ′ \ E −→ X \ {x} es un isomorfismo, se
cumple que ωX′/S |X′\E = (f∗ωX/S)|X′\E . Por consiguiente, el haz

ωX′/S ⊗OX′ (f∗ωX/S)−1

tiene su soporte contenido en E, luego es el haz asociado a un divisor de Cartier
Er, para cierto r ∈ Z. Equivalentemente:

ωX′/S = f∗ωX/S ⊗OX′ OX′(Er).

Ahora multiplicamos por OX′(E) y restringimos a E, con lo que el teo-
rema 6.11 nos da la igualdad

ωE/k(s) = (f∗ωX/S)|E ⊗OX′ OX′(E)|r+1
E ,

donde s ∈ S es el punto cerrado que cumple x ∈ Xs. Observemos ahora que
ωX/S es libre en un entorno de x, luego f∗ωX/S es libre en un entorno de E,
luego (f∗ωX/S)|E ∼= OE . Si tomamos grados sobre k(s) nos queda

gradk(s) ωE/k(s) = (r + 1)E2.

Por último, E es un divisor excepcional de X, luego, por el criterio de
Castelnuovo (teorema 7.15) y teniendo en cuenta el teorema [E 9.25]:

−2|k′ : k(s)| = −(r + 1)|k′ : k(s)|,

luego ha de ser r = 1.

Teorema 8.17 Sea f : X ′ −→ X un homomorfismo birracional entre superfi-
cies fibradas regulares sobre S. Entonces H0(X ′, ωX′/S) = H0(X,ωX/S) como
subgrupos de Ω1

K(X)/K , donde K = K(S).

Demostración: Tal y como ya hemos visto en la prueba del teorema 8.13,
f induce un isomorfismo K(X ′) ∼= K(X) que nos permite identificar los anillos
de OX′ y OX con subanillos de K(X). A su vez, los módulos de los respectivos
haces canónicos se identifican con submódulos de Ω1

K(X)/K .
Por el teorema 6.24, podemos suponer que f es la explosión de un punto

cerrado x ∈ X, y el teorema anterior nos da entonces un monomorfismo de
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haces f∗ωX/S −→ ωX′/S (notemos que OX′ ⊂ OX′(E)) que se corresponde
con la inclusión cuando identificamos a ambos con subhaces del haz constante
Ω1
K(X)/K . En particular

H0(X,ωX/S) ⊂ H0(X ′, ωX′/S).

Por otra parte,

H0(X ′, ωX′/S) ⊂ H0(X ′ \ E,ωX′/S) = H0(X \ {x}, ωX/S) = H0(X,ωX/S).

La última igualdad se debe a que podemos cubrir X con abiertos afines U
donde ωX/S es libre. Las restricciones H0(U, ωX/S) −→ H0(U \ {x}, ωX/S) son
isomorfismos por el teorema [E 7.5], luego la restricción

H0(X \ {x}, ωX/S) −→ H0(X,ωX/S)

también es un isomorfismo, que se corresponde con la identidad cuando consi-
deramos a ωX/S como subhaz del haz constante Ω1

K(X)/S .

Con esto estamos en condiciones de dar una condición necesaria y suficiente
para que una curva eĺıptica admita un modelo de Weierstrass minimal:3

Teorema 8.18 Sea D un dominio de Dedekind y K su cuerpo de cocientes.
Sea E/K una curva eĺıptica y ρ : X −→ S su modelo regular minimal. Se
cumple que E/K admite un modelo de Weierstrass minimal W/S si y sólo si el
haz ρ∗ωX/S es libre, y en tal caso W/S es necesariamente isomorfo al modelo
construido en el teorema 8.13.

Demostración: Supongamos en primer lugar que ρ∗ωX/S es libre y vamos
a probar que el modelo de Weierstrass W/S dado por el teorema 8.13 es mini-
mal. Para ello tomamos otro modelo de Weierstrass W ′/S y consideramos una
desingularización f ′ : X ′ −→W ′. Como X es el modelo regular minimal de E,
existe un homomorfismo birracional g : X ′ −→ X.

Podemos considerar los módulos de todos los haces canónicos como submódu-
los del haz constante Ω1

K(E)/K . Vistos aśı, llamando F ⊂ X ′ al lugar excepcional
de f ′, tenemos las inclusiones

H0(X ′, ωX′/S) ⊂ H0(X ′\F, ωX′/S) = H0(W ′\f ′[F ], ωW ′/S) = H0(W ′, ωW ′/S),

donde la última igualdad la tenemos por el mismo razonamiento que hemos
empleado en la prueba del teorema anterior. Por consiguiente:

H0(W,ωW/S) = H0(X,ωX/S) = H0(X ′, ωX′/S) ⊂ H0(W ′, ωW ′/S),

donde la primera igualdad se debe al teorema 8.13 y la segunda al teorema
anterior. Finalmente observamos que, tal y como hemos visto antes de la de-
finición 8.14, los haces canónicos ωW/S y ω′

W/S están generados por formas

3Como de costumbre, si añadimos la hipótesis Pic(S) = 1 obtenemos la existencia y uni-
cidad del modelo de Weierstrass minimal sin necesidad del teorema de dualidad usado sin
demostración en la prueba del teorema 8.6.
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diferenciales relacionadas en la forma ω′ = uω, para cierto u ∈ K∗, y entonces
los discriminantes de los modelos cumplen la relación ∆ = u12∆′. La inclusión
anterior implica que u−1 ∈ D, luego ∆ | ∆′. Esto prueba que el modelo de
Weierstrass W/S es minimal.

Mantengamos ahora la hipótesis de que ρ∗ωX/S es libre y vamos a probar
que el modelo de Weierstrass minimal es único salvo isomorfismo. Para ello
suponemos ahora que W ′/S es otro modelo de Weierstrass minimal. Todo lo
dicho previamente sigue siendo válido ahora, pero, además, u ha de ser una
unidad de D, luego ω′ es a la vez una base de ωW ′/S , de ωX/S y de ωW/S . En
particular:

ωW ′/S = ω′OW ′ , ωX/S = ω′OX .

Aplicando repetidas veces el teorema 8.16 a una descomposición de g en
explosiones de puntos cerrados, concluimos que

ωX′/S = g∗ωX/S ⊗OX′ OX′(H) = ω′OX′(H),

donde H es un divisor entero en X ′ cuyo soporte es el lugar excepcional de g.
Como los haces ωX′/S y ωW ′/S coinciden fuera del soporte de f ′, el soporte de
H ha de estar contenido en dicho soporte. En definitiva, tenemos que el lugar
excepcional de g está contenido en el lugar excepcional de f ′.

Hasta aqúı hemos trabajado con una desingularización arbitraria f ′ de W ′,
pero podemos elegir concretamente una desingularización minimal (teorema
7.30). En particular se trata de una desingularización estricta, y sabemos que
su lugar excepcional no contiene divisores excepcionales de X ′.

Esto implica que X ′ no tiene divisores excepcionales, ya que, de tener alguno,
podŕıamos iniciar con él una cadena de contracciones de divisores excepcionales
que terminaŕıa en una superficie (relativamente) minimal, es decir, en X, luego
todo divisor excepcional de X ′ está necesariamente en el lugar excepcional de g
y, según hemos visto, también en el de f ′. Esto prueba que X ′ es una superficie
minimal, luego g es un isomorfismo o, equivalentemente, podemos considerar
que X ′ = X.

Tenemos aśı una desingularización estricta f ′ : X −→ W ′. Sea o ∈ E(K) el
punto infinito de E/K. Sean O y O′ las clausuras respectivas de o en X y W ′.
Es claro que O′ = f ′[O]. Si s ∈ S, en la prueba de 8.13 hemos visto que O corta
a una única componente irreducible Γ de Xs. Si f ′[Γ] fuera un punto, dicho
punto estaŕıa en O′ ∩W ′

s, luego seŕıa un punto suave de W ′, y en particular
regular, con lo que f ′ no seŕıa una desingularización estricta de W ′.

Como las fibras de W ′ son irreducibles, ha de ser f ′[Γ] = W ′
s. Por otra parte,

cualquier otra componente irreducible de Xs se ha de contraer a un punto, ya
que de lo contrario f ′ tampoco seŕıa una desingularización estricta.

Con esto hemos probado que f ′ es la contracción de los divisores primos de
X que no cortan a O. La unicidad de la contracción (teorema 6.27) implica que
W ′ = W .
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Supongamos ahora que π′ : W ′ −→ S es un modelo de Weierstrass mini-
mal de E/K, pero no que el haz ρ∗ωX/S sea libre. En cualquier caso, es un
haz inversible por el teorema 8.8. Consideremos un abierto af́ın U ⊂ S donde
ρ∗ωX/S sea libre. Entonces π′−1[U ]/U es un modelo de Weierstrass de E/K
(correspondiente a la misma ecuación de Weierstrass, pero considerada ahora
con coeficientes en OS(U)). Es claro que sigue siendo un modelo de Weierstrass
minimal. Por otra parte, ρ−1[U ]/U sigue siendo el modelo regular minimal de
E/K. La parte ya probada nos da un homomorfismo ρ−1[U ] −→ π′−1[U ] que
no es sino la contracción de los primos verticales de ρ−1[U ] que no cortan a
O ∩ ρ−1[U ]. Todas estas contracciones pueden pegarse para formar un homo-
morfismo X −→W ′ que no es sino la contracción de todos los primos verticales
de X que no cortan a O. En definitiva, de nuevo tenemos que W ′ = W .

Finalmente, el teorema 8.13 nos da que π∗ωW/S = π∗f∗ωX/S = ρ∗ωX/S ,
luego concluimos que ρ∗ωX/S es libre por el teorema 8.1.

Observemos que la hipótesis de que ρ∗ωX/S sea libre es equivalente a que
ωX/S sea libre, por el teorema 8.8.

Aśı pues, cuando una curva eĺıptica E/K admite un modelo de Weierstrass
minimal W/S, éste es único salvo isomorfismo, por lo que podemos hablar de
“el modelo de Weierstrass minimal” de E/K sobre S. En particular, tenemos
demostrada su existencia (y unicidad) cuando D es un dominio de ideales prin-
cipales. En cuanto a su relación con el modelo regular minimal, aún podemos
decir un poco más:

Teorema 8.19 Sea D un dominio de Dedekind y K su cuerpo de cocientes. Sea
E/K una curva eĺıptica y ρ : X −→ S su modelo regular minimal. Si W ′/S es
un modelo de Weierstrass de E/K tal que existe un homomorfismo birracional
X −→W ′, entonces W ′ es el modelo de Weierstrass minimal de E/K.

Demostración: Como X no contiene divisores excepcionales, la desingula-
rización f ′ : X −→W ′ es necesariamente la desingularización minimal de W ′/S,
luego, en particular, es una desingularización estricta. El mismo razonamiento
empleado en la prueba del teorema anterior muestra que f ′ es necesariamente la
dada por el teorema 8.13, luego W ′ coincide con la superficie W/S considerada
en dicho teorema. En particular sabemos que W/S es un modelo de Weierstrass.
Esto hace que el haz ρ∗ωX/S = ρ∗ωW/S sea libre, luego W/S es minimal por el
teorema anterior.

En resumen, la situación es la siguiente: si s ∈ S es un punto cerrado, el
modelo regular minimal de E/K sobre OS,s está determinado por el modelo
regular minimal de E/K sobre OS,s (en el sentido de que aquél se obtiene de
éste por contracción de todas las componentes irreducibles de la fibra cerrada
menos una). Los modelos regulares minimales de E/K sobre todos los anillos
locales OS,s se pueden “reunir” en una única superficie aritmética, el modelo
regular minimal sobre S, mientras que no siempre es posible “reunir” en un
único modelo de Weierstrass minimal (global) todos los modelos de Weierstrass
minimales locales. Cuando es posible, el modelo de Weierstrass minimal se
obtiene igualmente por contracción a partir del modelo regular minimal.
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8.4 Reducción de curvas eĺıpticas

Ahora estamos en condiciones de dar una definición de reducción de una
curva algebraica que, como consecuencia de los resultados de la sección anterior,
generaliza a la noción usual de reducción de una curva eĺıptica:

Definición 8.20 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
S = EspD y sea C/K una curva proyectiva ı́ntegra geométricamente regular.
Para cada punto cerrado s ∈ S, diremos que C/K tiene buena reducción en s (o
módulo p, si interpretamos s como un ideal maximal p de D) si admite un modelo
suave sobre Esp OS,s. En caso contrario diremos que tiene mala reducción en s.
Diremos que C/K tiene buena reducción sobre S si tiene buena reducción en
todos los puntos cerrados de S.

Observemos que si C/K admite un modelo X/S tal que la fibra Xs/k(s)
es geométricamente regular, entonces C/K tiene buena reducción en s, pues
X ×S EspOS,s es un modelo suave de C/K sobre EspOS,s. En general, las
fibras cerradas de los modelos de C/K se llaman reducciones de C/K.

Por otra parte, si tenemos un modelo X/S tal que la fibra Xs no sea
geométricamente regular (o un modelo no suave sobre OS,s) eso no significa
que C/K tenga mala reducción en s, puesto que nada impide que exista otro
modelo que cumpla la definición. Esto hace que, aparentemente, la definición
anterior no sea muy operativa, pero no es aśı porque, en la práctica, todo se
reduce a estudiar el modelo regular minimal:

Teorema 8.21 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
S = EspD y sea C/K una curva proyectiva ı́ntegra geométricamente regular de
género pa(C) ≥ 1. Entonces C/K tiene buena reducción sobre S si y sólo si el
modelo regular minimal X/S es suave, y en tal caso es (salvo isomorfismo) el
único modelo suave de C/K sobre S.

Demostración: Notemos que el modelo regular minimal X/S existe por el
teorema 7.23. Si C/K tiene buena reducción en un punto s ∈ S, entonces existe
un modelo suave Y/OS,s. El teorema 7.8 nos da que es relativamente minimal,
y 7.21 implica entonces que es el modelo regular minimal de C/K sobre OS,s.

Por otra parte, según el teorema 7.24, el modelo X ×S EspOS,s también es
minimal. La unicidad de los modelos minimales implica que X×SEspOS,s

∼= Y ,
luego la fibra Xs es geométricamente regular, para todo s ∈ S, lo que significa
que X/S es suave. El rećıproco es trivial. La unicidad se debe una vez más a
los teoremas 7.8 y 7.21.

Observemos que, a pesar del carácter global del enunciado, el teorema ante-
rior puede usarse localmente: la curva C/K tiene buena reducción en un punto
s ∈ S si y sólo si tiene buena reducción sobre EspOS,s, si y sólo si el modelo
regular minimal de C/K sobre EspOS,s es suave (lo que a su vez equivale a que
su única fibra cerrada sea geométricamente regular).

Antes de centrarnos en el caso de las curvas eĺıpticas demostramos un sencillo
hecho general:
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Teorema 8.22 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y
C/K una curva ı́ntegra geométricamente regular. Entonces C/K tiene buena
reducción en todos los puntos de S = EspD salvo a lo sumo en un número finito
de ellos.

Demostración: El teorema 6.37 nos da que C/K tiene al menos un modelo
regular X/S, y en la prueba del teorema 6.36 hemos visto que todas las fibras
de X son geométricamente regulares salvo a lo sumo un número finito de ellas.

En el caso de las curvas eĺıpticas, la noción general de buena reducción que
acabamos de introducir coincide con la usual:

Teorema 8.23 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y sea
E/K una curva eĺıptica. Sea s ∈ S un punto cerrado y sea W/OS,s el modelo
de Weierstrass minimal de E sobre OS,s. Entonces E/K tiene buena reducción
en s si y sólo si la fibra Ws es geométricamente regular.

Demostración: Notemos que si Ws es geométricamente regular, entonces
W/OS,s es suave y E/K tiene buena reducción en s. Rećıprocamente, si la reduc-
ción es buena, el teorema anterior nos da que el modelo regular minimal X/OS,s

es suave. Como la fibra cerrada Xs es conexa y geométricamente regular, ha de
ser irreducible, luego el conjunto E del teorema 8.13 a) es vaćıo, luego X = W
por 8.18. Consecuentemente, Ws es geométricamente regular.

Aśı pues, vemos que el modelo regular minimal y el modelo de Weierstrass
minimal coinciden en el caso de buena reducción. Sin embargo, cuando no
sabemos si la reducción es buena o mala, resulta que podemos estudiarlo con el
modelo regular minimal en lugar de con el modelo de Weierstrass minimal.

Terminaremos la sección recordando los resultados (clásicos) sobre los tipos
de reducción de una curva eĺıptica en términos de los modelos de Weierstrass
minimales y en la sección siguiente veremos la extensión que obtenemos al con-
siderar el modelo regular minimal.

El teorema siguiente recoge lo que ya sabemos y un poco más:

Teorema 8.24 Sea C/k una cúbica plana definida por una ecuación de Weiers-
trass. Si car k = 2, 3 supondremos además que k es perfecto. Sea C0 el abierto
de sus puntos (geométricamente) regulares. Entonces se da una de las dos po-
sibilidades siguientes:

a) C/k es una curva eĺıptica (y esto sucede si y sólo si ∆ �= 0).

b) C/k tiene un único punto singular p, racional sobre k. Sea π : C ′ −→ C
la normalización de C. Entonces C ′ ∼= P1

k y se cumple una de las tres
posibilidades siguientes:

b.1) C ′
p consta de un punto doble racional y C0 ∼= A1

k. (Esto sucede si y
sólo si ∆ = 0 y c4 = 0, y en tal caso decimos que p es una cúspide.)
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b.2) C ′
p consta de dos puntos racionales y C0 ∼= A1

k \ {0} (y en tal caso
decimos que p es un nodo racional).

b.3) C ′
p consta de un punto q tal que k(q)/k es una extensión separable

de grado 2 (y en tal caso decimos que p es un nodo irracional).

Demostración: El apartado a) es el teorema 4.24, y el apartado b) se sigue
de 4.24 y 4.21. Dentro de este apartado, no perdemos generalidad si hacemos
un cambio de variables en la ecuación de Weierstrass para que el punto singular
sea (0, 0), de modo que la ecuación cumple a3 = a4 = a6 = 0. El ejemplo de la
página 143 describe la normalización, y alĺı hemos visto que la fibra del punto
singular es

C ′
p = Esp(k[T ]/(T 2 + a1T − a2)).

El caso b.1) se da si y sólo si el discriminante del polinomio T 2 + a1T − a2

es nulo. Este discriminante es b2 = a2
1 + 4a2, ahora bien, la condición b2 = 0

no se conserva por cambios de variables. Observamos, no obstante, que, siendo
a3 = a4 = 0, c4 = b22, y la condición c4 = 0 śı que se conserva por cambios
de variables, luego se puede comprobar en cualquier ecuación de Weierstrass
asociada a E. El resto del teorema es evidente.

(Véase la sección 2.3 de [CE] para más detalles sobre esta clasificación.)

De aqúı obtenemos la clasificación básica de los tipos de mala reducción de
una curva eĺıptica:

Definición 8.25 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K,
sea S = EspD, sea E/K una curva eĺıptica, sea s ∈ S un punto cerrado donde
E/K tenga mala reducción y sea W/OS,s el modelo de Weierstrass minimal de
E/K sobre OS,s. Diremos que E/K tiene reducción aditiva, reducción multi-
plicativa racional o reducción multiplicativa irracional en s (o módulo p, si s
se corresponde con un divisor primo p de D) según si la curva Ws tiene una
cúspide, un nodo racional o un nodo irracional.

8.5 Reducción del modelo regular minimal

Aqúı vamos a obtener la clasificación de Kodaira-Néron de las fibras cerra-
das del modelo regular minimal de una curva eĺıptica. En el caṕıtulo siguiente
veremos otra demostración alternativa basada en el cálculo expĺıcito de las de-
singularizaciones de los modelos de Weierstrass, que resultará mucho más larga
y farragosa, pero que, a cambio, proporcionará un algoritmo expĺıcito para de-
terminar el tipo de fibra que corresponde a una curva eĺıptica dada.

En virtud del teorema 7.24, es suficiente estudiar modelos sobre un anillo de
valoración discreta. Aśı pues, en toda esta sección D será un anillo de valoración
discreta con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k. Como de costumbre,
llamaremos S = EspD. Consideramos una curva eĺıptica E/K, su modelo
regular minimal E/S y su modelo de Weierstrass minimal W/S.
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NOTA: Si car k = 2, 3 supondremos además que k es perfecto.

Podemos identificar la fibra cerrada de E con un divisor Es = Γd1
1 · · ·Γdnn ,

donde Γ1, . . . ,Γn son sus componentes irreducibles. Según el teorema 8.18, el
esquema W se obtiene a partir de E por contracción de todos los divisores
Γi menos uno, concretamente, menos el único que corta al divisor horizontal
O = {o} ⊂ E. Podemos numerar las componentes irreducibles de forma que Γ1

sea este divisor. En la prueba de 8.7 se ve además que Γ1 ∩ O se reduce a un
único punto racional, aśı como que d1 = 1.

Si Es es irreducible (es decir, si n = 1), entonces no hay ningún divisor ver-
tical que contraer, por lo que E = W y Es = Ws es una cúbica geométricamente
ı́ntegra definida por una ecuación de Weierstrass sobre k.

Diremos que E/K tiene reducción de tipo I0, I1, I1,2 o II cuando la fibra Es
es irreducible y E/K tiene el tipo de reducción que indicamos a continuación:

I0 buena reducción
I1 reducción multiplicativa racional
I1,2 reducción multiplicativa irracional
II reducción aditiva

En estos casos, Es = Ws es la propia cúbica singular.

Pasamos ahora al caso en que Es es reducible (n ≥ 2), en el cual contamos
con el teorema 8.10, que nos garantiza que cada curva Γi es una cónica sobre el
cuerpo ki = H0(Γi,OΓi) y, llamando ri = |ki : k|, se cumple que Γ2

i = −2ri.

El teorema 6.7 nos da que

2ridi =
∑
j �=i

dj Γj · Γi.

Además, ri divide al grado de cualquier punto de Γi, luego ri | Γj · Γi.
Observemos también que si Γi contiene un punto regular p, racional sobre

k, como ki ⊂ k(p), ha de ser ki = k (o sea, ri = 1) y el teorema 4.19 implica
que Γi ∼= P1

k.
Esto se aplica a Γ1, luego r1 = d1 = 1 y, por consiguiente,

2 =
∑
j≥2

dj Γj · Γ1.

Esta igualdad implica que Γ1 corta a las demás componentes irreducibles a
lo sumo en dos puntos. Supongamos primeramente que, en efecto, las corta en
dos puntos distintos. A su vez hay dos posibilidades: que en los dos puntos
de intersección corte a la misma componente (digamos Γ2) o que corte a una
distinta en cada punto (digamos a Γ2 y Γn).

Analicemos la primera posibilidad. En tal caso d2 = 1 y Γ1 · Γ2 = 2. Esto
significa que los dos puntos de intersección son racionales sobre k y que son
regulares en Γ1 y Γ2. Aśı pues, Γ2

∼= P1
k. Además:

2 =
∑
j �=2

dj Γj · Γ2,
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luego Γ2 no puede cortar a ninguna otra componente irreducible distinta de
Γ1, luego Γ1 ∪ Γ2 forman una componente conexa de Es, que es conexa, luego
concluimos que Es = Γ1 ∪ Γ2.

La segunda posibilidad es similar: ha de ser d2 = 1 y Γ1 · Γ2 = 1, lo cual
significa que el punto de intersección es racional sobre k y regular en ambas
componentes. Por consiguiente, Γ2

∼= P1
k. La relación

2 =
∑
j �=2

dj Γj · Γ2

se traduce ahora en que Γ2 sólo puede cortar a una tercera componente, digamos
Γ3, de forma que Γ2 ·Γ3 = 1. Nuevamente concluimos que d3 = 1 y que Γ3

∼= P1
k.

A su vez, Γ3 cortará a otra componente, y el proceso continúa hasta que una de
ellas, Γm corte a Γ1, con lo que Γ1, . . . ,Γm formarán una componente conexa
de Es, luego m = n.

A estas posibilidades las llamaremos In, es decir, Γi ∼= P1
k, cada curva corta

transversalmente a la siguiente en un único punto y la última corta transversal-
mente a la primera (salvo si n = 2, en que Γ1 y Γ2 se cortan transversalmente
en dos puntos).

...

Tipo I1

Tipo I2 Tipo In

Notemos también que Γ1 es la normalización de Ws, luego E/K tiene en
este caso reducción multiplicativa racional.

A partir de aqúı suponemos que Γ1 sólo corta a las demás componentes
irreducibles en un punto p, que necesariamente cumplirá |k(p) : k| ≤ 2.

Supongamos ahora que |k(p) : k| = 2, con lo que, si Γ1 corta, por ejemplo,
a Γ2, se cumple que Γ1 · Γ2 = 2, ip(Γ1,Γ2) = d2 = 1 y Γ1 ya no puede cortar
a más componentes irreducibles. Por otra parte, k2 ⊂ k(p), luego tenemos dos
posibilidades:

Si k2 = k(p), entonces Γ2
∼= P1

k2
por 4.19, y la relación es

2 =
∑
j≥3

dj Γj · Γ2.

Si Γ2 corta a Γ3 en un punto q, ha de ser k(p) ⊂ k(q), luego sólo es posible
que Γ2 ·Γ3 = 2, d3 = 1, k(q) = k(p). El proceso puede continuarse n veces hasta
que, necesariamente, kn = k. Entonces dn = rn = 1 y la relación

2 =
∑
j �=n

dj Γj · Γn
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(con Γn−1 ·Γn = 2) implica que Γn ya no corta a más componentes irreducibles.

En resumen: cada componente irreducible corta transversalmente a la si-
guiente en un único punto (sin cerrar el ćırculo), todos los puntos de intersección
tienen el mismo cuerpo de restos k′, tal que |k′ : k| = 2, se cumple que Γ1

∼= P1
k,

Γ2
∼= · · · ∼= Γn−1

∼= P1
k′ y Γn es una cónica sobre k.

A esta configuración la llamaremos I2n−1,2 si Γn es singular y I2n−2,2 si es
regular. (En cuyo caso es geométricamente regular por los teoremas 4.13 y 4.14.)

... ...

Tipo I2n−1,2 Tipo I2n−2,2

Notemos también que en este caso E/K tiene reducción multiplicativa irra-
cional.

Nos queda considerar el caso en que Γ1 corta a las demás componentes
irreducibles en un único punto racional p (con lo que E/K tiene reducción
aditiva).

Tipo IV

Como máximo, Γ1 puede cortar a otras dos componentes.
Si es aśı, digamos que corta a Γ2 y Γ3, se ha de cumplir que
d2 = d3 = Γ1 · Γ2 = Γ1 · Γ3 = 1, de donde se sigue que
Γ1
∼= Γ2

∼= Γ3
∼= P1

k, las tres componentes se cortan transver-
salmente dos a dos y no pueden cortar a ninguna otra. A esta
posibilidad la llamaremos tipo IV.

A partir de aqúı suponemos que Γ1 corta únicamente a otra componente Γ2

en un punto racional p. Aśı pues, 2 = d2Γ1 · Γ2.

Si d2 = 1 y Γ1 · Γ2 = 2, entonces Γ2 ya no puede cortar a más componentes,
luego Es = Γ1 ∪ Γ2. Caben dos posibilidades:

Si p es regular en Γ2, entonces Γ2
∼= P1

k y el hecho de que ip(Γ1,Γ2) = 2 es
una condición de tangencia. A esta posibilidad la llamaremos Tipo III.

La segunda posibilidad es que Γ2 sea una cónica sobre k con p como punto
singular. Es el tipo IV2.

Tipo III Tipo IV2

Nos queda la posibilidad d2 = 2 y Γ1 · Γ2 = 1. En este caso Γ2
∼= P1

k y

3 =
∑
j≥3

dj Γj · Γ2.

Supongamos en primer lugar que dj = 1 para todo j ≥ 3. Entonces tenemos
tres posibilidades:



264 Caṕıtulo 8. Modelos de curvas eĺıpticas

Tipo I∗0 La componente Γ2 corta a otras tres componentes, Γ3, Γ4, Γ5 con
Γj · Γ2 = 1. Necesariamente, los puntos de intersección son racionales y
los cortes son transversales, luego Γi ∼= P1

k. Además ninguna de las tres
componentes puede cortar a ninguna otra. (En particular, los puntos de
corte de Γ2 con las demás componentes han de ser distintos dos a dos.)

Tipo I∗0,2 La componente Γ2 corta a otra componente Γ3 con Γ3 · Γ2 = 1 y a
otra componente Γ4 con Γ4 ·Γ2 = 2. Entonces Γ2∩Γ3 es racional, el corte
es transversal y Γ3

∼= P1
k. Además Γ3 no puede cortar a ninguna otra

componente. Respecto a Γ4, si tomamos q ∈ Γ2 ∩ Γ4, la ecuación

2r4 =
∑
j �=4

dj Γj · Γ4

implica que 2 ≤ r4 ≤ |k(q) : k| ≤ Γ4 · Γ2 = 2, luego se ha de cumplir que
r4 = |k(q) : k| = 2. En particular, q es el único punto de intersección entre
Γ2 y Γ4 y el corte es transversal. Concluimos además que Γ4

∼= P1
k(q).

Tipo I∗0,3 La componente Γ2 corta a otra componente Γ3 con Γ3 · Γ2 = 3. Al
igual que en el caso anterior, se deduce que la intersección se produce en
un único punto q tal que |k(q) : k| = 3, el corte es transversal y Γ3

∼= P1
k(q).

Tipo I∗0 Tipo I∗0,2 Tipo I∗0,3

2 2 2
[3]

Pasamos ahora al caso en que Γ2 corta a otra componente irreducible, di-
gamos Γ4, con d4 = 2. Entonces ha de cortar a otra más, digamos Γ3, con
d3 = 1. Necesariamente Γ2 · Γ3 = Γ2 · Γ4 = 1. Esto implica que Γi ∼= P1

k

para i = 1, . . . , 4 y que todas ellas se cortan transversalmente en puntos racio-
nales distintos. Ahora Γ3 ya no puede cortar a más componentes, pero Γ4 śı.
Concretamente, tenemos que

2 =
∑
j≥5

dj Γj · Γ4.

Si Γ4 corta a otra componente Γ5 con d5 = 2, entonces Γ5 · Γ4 = 1, el corte
es transversal en un punto racional y Γ5

∼= P1
k. En suma, Γ5 está en las mismas

condiciones que Γ4. Podemos repetir el argumento hasta llegar a un Γm−1 con
dm−1 = 2 que corte a una componente Γm con dm = 1.

A su vez, tenemos dos posibilidades: o bien Γm−1 · Γm = 1 y Γm−1 corta a
otra componente Γm+1 tal que dm+1 = Γm−1 ·Γm+1 = 1, o bien Γm−1 ·Γm = 2.

En el primer caso, deducimos como siempre que los cortes son transversales
en puntos racionales distintos, con lo que Γm ∼= Γm+1

∼= P1
k. Además Γm y

Γm+1 no pueden cortar a ninguna componente aparte de a Γm−1, y tenemos el
tipo que llamaremos I∗n−5 (notemos que ha de ser n ≥ 6):
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...
Tipo I∗n−5

2 2 2 2 2 2

En el caso Γm−1 · Γm = 2, la ecuación

2rm =
∑
j �=m

dj Γj · Γm,

teniendo en cuenta que dm−1Γm−1 · Γm = 4, implica que rm ≥ 2 y, como en el
caso I∗0,2, concluimos que Γm−1 y Γm se cortan en un único punto q de grado
2 sobre k, aśı como que el corte es transversal, y Γm ∼= P1

k(q). Además Γm no
puede cortar a más componentes y tenemos el tipo que llamaremos I∗n−4,2:

...
Tipo I∗n−4,2

2 2 2 2 2 2

La última posibilidad para Γ2 es que corte a otra componente Γ3 con d3 = 3.
Entonces Γ2 · Γ3 = 1, con lo que el corte es transversal en un punto racional y
Γ3
∼= P1

k. Las posibilidades para las intersecciones de Γ3 vienen dadas por la
relación

4 =
∑
j≥4

dj Γj · Γ3.

Observemos además que, en esta fórmula, no puede ser dj = 1, ya que
entonces, la fórmula correspondiente a Γj nos daŕıa que 3 Γ3 · Γj ≤ 2rj , luego
Γ3 · Γj ≤ rj , lo cual es absurdo, ya que rj | Γ3 · Γj .

Supongamos en primer lugar que todas las componentes a las que corta Γ3

tienen multiplicidad dj = 2. Esto da lugar a su vez a dos posibilidades:

Si Γ3 corta a otras dos componentes Γ4 y Γ5, ha de ser Γ3 ·Γ4 = Γ3 ·Γ5 = 1,
con lo que los cortes son transversales en puntos racionales y Γ4

∼= Γ5
∼= P1

k. Se
cumple que

1 =
∑
j≥6

dj Γj · Γ5,

luego Γ5 corta transversalmente a otra componente Γ6
∼= P1

k con d6 = 1, y lo
mismo vale para Γ4. Tenemos el tipo IV∗.

La otra opción es que Γ3 corte a una única componente Γ4 con Γ3 · Γ4 = 2.
Los argumentos usuales nos dan que ha de ser r4 = 2 y que ambas componentes
se cortan transversalmente en un punto q de grado 2 sobre k, de modo que
Γ4
∼= P1

k(q). Para Γ4 tenemos que

2 =
∑
j≥5

dj Γj · Γ4,
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Como r4 tiene que dividir a todos los números de intersección, sólo cabe un
sumando con Γ5 · Γ4 = 2, d5 = 1. Aśı Γ4 y Γ5 se cortan transversalmente en
un punto q′ tal que k(q) = k(q′), con lo que Γ5

∼= P1
k(q′). Además Γ5 ya no

puede cortar a más componentes irreducibles. A la configuración resultante la
llamaremos IV∗

2.

Tipo IV∗ Tipo IV∗
2

3 3
2 2 22 2

No puede ocurrir que Γ3 corte a otra componente Γ4 con d4 = 3, ya que
entonces tendŕıa que cortar a otra componente con d5 = 1 y ya hemos descartado
esta posibilidad. Supongamos ahora que Γ3 corta a Γ4 con d4 = 4 (la máxima
multiplicidad posible). Entonces Γ3 · Γ4 = 1 y Γ3 no corta a más componentes.
Como siempre, el corte es transversal en un punto racional y Γ4

∼= P1
k. Ahora

tenemos:
5 =

∑
j≥5

dj Γj · Γ4.

Una vez más, es imposible que algún dj = 1, pues ello nos llevaŕıa a que
4 Γj ·Γ4 ≤ 2rj , lo cual es imposible. Supongamos que Γ4 corta a Γ5 con d5 = 2.
Si fuera Γ5·Γ4 = 2, entonces Γ4 tendŕıa que cortar a otra componente con d6 = 1,
lo cual es imposible. Por consiguiente, ha de ser Γ5 · Γ4 = 1, luego Γ5

∼= P1
k y el

corte es transversal. Además Γ5 no puede cortar otras componentes.
Aśı, Γ4 ha de cortar a una última componente Γ6 con d6 = 3 y Γ6 · Γ4 = 1.

Por lo tanto, Γ6
∼= P1

k y tenemos:

2 =
∑
j≥7

dj Γj · Γ6.

Tipo III∗

2

3 4 2 3

2 Volvemos a descartar la posibilidad dj = 1, con
lo que Γ6 ha de cortar a una componente Γ7 con
d7 = 2 y Γ7 · Γ6 = 1. Nuevamente Γ7

∼= P1
k y se ha

de cumplir que

1 =
∑
j≥8

dj Γj · Γ7,

luego Γ7 corta a una única componente Γ8 con d8 = 1 y Γ7 · Γ8 = 1. Ésta a su
vez ya no puede cortar a ninguna otra más. Hemos obtenido la reducción de
tipo III∗.

Por último, supongamos que Γ4 no corta a ninguna componente posterior
con dj = 2. Si cortara a otra Γ5 con d5 = 3, tendŕıa que cortar a otra Γ6 con
d6 = 2, y este caso ya lo hemos tratado. Si fuera d5 = 4 tendŕıa que ser d6 = 1,
luego no hay más posibilidad que d5 = 5, con lo que Γ4 · Γ5 = 1. Entonces

6 =
∑
j≥6

dj Γj · Γ5.
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Si fuera dj ≤ 2, tendŕıamos que

Γj · Γ5 ≤
2
5
rjdj < rj ,

luego ha de ser dj ≥ 3. Vamos a descartar dj = 3, con lo que la única posibilidad
será dj = 6.

Si Γ5 cortara a Γ6 con d6 = 3, entonces r6 ≤ Γ5 · Γ6 ≤ 2, luego

6r6 = 5 Γ5 · Γ6 +
∑
j≥7

dj Γj · Γ6.

De aqúı deducimos en primer lugar que Γ5 ·Γ6 = r6, lo que a su vez implica
que el sumatorio sólo puede tener un sumando con d7 = 1 y Γ7 · Γ6 = r6. En
particular r7 ≤ r6, pero la fórmula para Γ7 nos da que 2r7 ≥ 3r6, lo cual es
absurdo.

En definitiva, concluimos que Γ5 corta a una componente Γ6 con d6 = 6 y
Γ5 · Γ6 = 1. Como siempre, el corte es transversal, r6 = 1 y Γ6

∼= P1
k.

Llamemos t al máximo natural tal que existe una sucesión de componentes
irreducibles Γ1, . . . ,Γt tales que di = i y cada una corta transversalmente a la
siguiente en un punto racional. Hemos probado que t ≥ 6. Es fácil ver que cada
componente Γi con i < t corta únicamente a la siguiente y a la anterior de la
forma indicada.

Tenemos entonces que

t + 1 =
∑

j≥t+1

dj Γj · Γt.

Supongamos que Γt corta únicamente a una componente más, digamos Γt+1,
de modo que dt+1 Γt+1 · Γt = t + 1. Entonces ha de ser Γt+1 · Γt ≥ 2 o, de
lo contrario, Γt+1 prolongaŕıa la sucesión en contra de la maximalidad de t.
Observemos que

tΓt+1 · Γt ≤ 2dt+1rt+1 ≤ (t + 1)rt+1.

Como Γt+1 · Γt = hrt+1, ha de ser ht ≤ t + 1, luego h = 1. Concluimos que
rt+1 = Γt+1 · Γt ≥ 2. Por consiguiente:

2
t + 1
rt+1

rt+1 = trt+1 +
∑

j≥t+2

dj Γj · Γt+1.

En primer lugar, esto implica que 2t+2 ≥ trt+1 y, si fuera rt+1 ≥ 3, entonces
t ≤ 2, contradicción. Aśı pues, rt+1 = 2. La igualdad anterior se reduce a

2 =
∑

j≥t+2

dj Γj · Γt+1.

Como 2 = rt+1 | Γt+1 ·Γt+1, el sumatorio tiene únicamente un sumando, con
dt+1 = 1, pero entonces

2rt+2 ≥
t + 1

2
Γt+2 · Γt+1
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y, como rt+2 divide al número de intersección, queda que (t + 1)/2 ≤ 2, luego
t ≤ 5, contradicción.

Con esto hemos probado que Γt ha de cortar al menos a dos componentes,
Γt+1 y Γt+2. El argumento usual nos da que dt+1 ≥ t/2, dt+1 ≥ t/2 ≥ 3, por lo
que Γt sólo puede cortar a Γt+1 y Γt+2.

Si t es impar, ha de ser dt+1 = dt+2 = (t+1)/2, con Γt ·Γt+1 = Γt ·Γt+2 = 1.
En particular, rt+1 = rt+2 = 1. Tenemos que

1 =
∑

j≥t+2

dj Γj · Γt+1,

por lo que el sumatorio tiene sólo un sumando con dj = 1 = Γj · Γt+1 = 1,
rj = 1, de donde se sigue a su vez que

2 = 2djrj ≥ dt+1 Γj · Γt+1 =
t + 1

2
,

de donde t ≤ 5, contradicción.

Concluimos que t es par, con lo que ha de ser dt+1 = t/2, dt+2 = (t + 2)/2,
Γt · Γt+1 = Γt · Γt+2 = 1, rt+1 = rt+2 = 1.

El cálculo usual muestra que Γt+1 no corta a más componentes irreducibles.
En cuanto a Γt+2 tenemos que

2 =
∑

j≥t+3

dj Γj · Γt+2.

La cota usual para los dj es dj ≥ (t+2)/4 ≥ 2, luego el sumatorio sólo puede
tener un sumando, con dt+3 = 2 y Γt+3 · Γt+2 = 1. Esto nos lleva a que

4− t + 2
2

=
∑

j≥t+4

dj Γj · Γt+3.

Tipo II∗

2

3 4 5

6

3 4 2

El miembro izquierdo ha de ser ≥ 0, lo que
implica que t ≤ 6 (luego, de hecho, t = 6) y la
igualdad anterior prueba que Γt+3 = Γ9 ya no
corta a más componentes. En suma, hemos ob-
tenido la última configuración posible, a la que
llamaremos II∗.

Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 8.26 (Kodaira, Néron) Sea S = EspD, donde D es un anillo de
valoración discreta con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k. Sea E/S el
modelo regular minimal de una curva eĺıptica E/K. Si car k = 2, 3 suponemos
además que k es perfecto. Entonces la fibra cerrada Es/k tiene una de las formas
descritas en la tabla 8.1.

También hemos visto que la curva E/K tiene buena reducción cuando tiene
tipo I0, tiene reducción multiplicativa racional cuando tiene tipo In, con n ≥ 1,
tiene reducción multiplicativa irracional cuando tiene tipo In,2, con n ≥ 1 y
tiene reducción aditiva en todos los demás casos.



No
¯ No

¯Tipo comp. Configuración Tipo comp. Configuración

I0 1

I1 1 I1,2 1

In,2
In n ≥ 2

...

n par
n+2

2
...

In,2 n≥2
II 1

n impar

n+1
2

...

III 2

IV 3 IV2 2

I∗0 5
2

I∗0,2, I∗0,3 4, 3
2 2

[3]

I∗n n + 5
...

2 2 2 2

I∗n,2 n + 4
...

2 2 22

II∗ 9
2

3

4

5

6

3 4

2

III∗ 8
2

3

4

2 3

2

IV∗ 7 2

3

22 IV∗
2 5 2

3

2

Tabla 8.1: Posibles configuraciones de la fibra cerrada Es.

En esta tabla hay que entender lo siguiente:

• El valor de n es siempre ≥ 1 salvo cuando se indica lo contrario.

• Los tipos I0, I1, I1,2 y II corresponden a curvas cúbicas: una curva eĺıptica en el primer
caso y malas reducciones de curvas eĺıpticas en los restantes (multiplicativa racional,
multiplicativa irracional y aditiva, respectivamente).

• En todos los demás casos, una curva abierta representa a P1
k si no está en negrita y a

P1
k′ en caso contrario, donde k′ es una extensión cuadrática de k (la misma para todas

las componentes de una misma fibra), excepto en el tipo I∗0,3, donde la extensión es

cúbica (lo cual se señala con un [3]).

• En el tipo In,2 la elipse representa una cónica geométricamente regular sobre k, mientras
que la recta en negrita con un punto blanco representa (como en el tipo IV2) una cónica
sobre k′ con un punto singular.

• Los números (salvo el [3] del tipo I∗0,3) representan la multiplicidad de cada componente
en la fibra. Las que no tienen número tienen multiplicidad 1.

• Los cortes entre componentes distintas son todos transversales excepto el del tipo III,
que tiene número de intersección 2 en el punto. En el tipo IV son transversales dos a
dos.

• Los puntos de corte p entre dos componentes distintas son racionales salvo si una de
las componentes está en negrita, en cuyo caso k(p) = k′.
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Ejemplo Si X/Z es el modelo regular minimal de la curva eĺıptica dada por
la ecuación de Weierstrass Y 2 = X3 + 25, en el ejemplo de la página 144 hemos
visto que su fibra X5 es de tipo IV.

Ejemplo Si X/Z es el modelo regular minimal de la ecuación de Selmer con-
siderada en la sección 5.4, en principio no pod́ıamos asegurar a priori que sus
fibras cerradas se tuvieran que corresponder con los tipos que hemos obtenido,
porque Xη/Q no es una curva eĺıptica (porque, aunque tiene género 1, no tiene
puntos racionales, ni, por lo tanto, modelos de Weierstrass), pero lo cierto es
que hemos probado que la fibra X2 es de tipo IV∗

2 y la fibra X3 es de tipo II∗.
Por otra parte, la fibra X5 es la curva proyectiva sobre Z/5Z dada por la

ecuación homogénea

3X3 + 4Y 3 = 3(X + 2Y )(X2 + 3XY + 4Y 2) = 0,

por lo que es de tipo IV2. Las fibras restantes (teniendo en cuenta que tienen
puntos racionales) son de tipo I0.



Caṕıtulo IX

El algoritmo de Tate

Vamos a dar un algoritmo debido a Tate para determinar expĺıcitamente la
estructura de la fibra cerrada del modelo regular minimal de una curva eĺıptica
definida por una ecuación de Weierstrass. Esto nos proporcionará una demos-
tración alternativa (bastante más larga) del teorema 8.26.

9.1 Descripción del algoritmo

A lo largo de este caṕıtulo, D será un anillo de valoración discreta con cuerpo
de cocientes K y cuerpo de restos k. Como en el caṕıtulo anterior, si car k = 2, 3,
supondremos además que k es perfecto. Llamaremos π ∈ D a un elemento
primo cualquiera. Consideramos una curva eĺıptica E/K determinada por una
ecuación de Weierstrass

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ K,

la cual determina un modelo de Weierstrass W/S, donde S = EspD.

Usaremos la notación aij = π−jai. Para cada d ∈ D, llamaremos d̄ ∈ k a su
clase de restos.

El modelo regular minimal que pretendemos calcular no depende de la ecua-
ción de Weierstrass de E/K que consideremos, por lo que muchos pasos del
algoritmo que vamos a describir requerirán realizar cambios de variables del
tipo descrito en el teorema 4.23, es decir, de la forma

X = u2X ′ + r, Y = u3Y ′ + su2X ′ + t, u, r, s, t ∈ K, u �= 0.

Concretamente, si alguno de los coeficientes de la ecuación dada no está
en D, lo primero que hemos de hacer es un cambio de variables de la forma
X = π−2nX ′, Y = π−3nY ′ con n ≥ 1 suficientemente grande como para que los
nuevos coeficientes cumplan ai ∈ D.

A partir de aqúı, el algoritmo de Tate se divide en 11 pasos. Cada uno de
los 10 primeros tiene una hipótesis local, que si se cumple nos da que la fibra
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cerrada Es es de un tipo concreto (con lo que el algoritmo termina) y, en caso
contrario, su negación se convierte en una hipótesis acumulativa para todos los
pasos siguientes. El undécimo paso consiste en realizar un cambio de variables
y volver a empezar desde el paso 1.

Los pasos intermedios requerirán en varias ocasiones realizar cambios de
variables, pero todos ellos tendrán u = 1, por lo que el discriminante de la
ecuación de Weierstrass permanecerá invariante. Por el contrario, si se cumplen
las condiciones necesarias para llegar al paso 11, demostraremos que el cambio
de variables X = π2X ′, Y = π3Y ′ nos llevará a una nueva ecuación cuyos
coeficientes seguirán estando en D, por lo que podremos empezar con ella desde
el paso 1, pero el nuevo discriminante será ∆′ = ∆/π12, y aśı

v(∆′) = v(∆)− 12 < v(∆).

El hecho de que v(∆) disminuya cada vez que llegamos al paso 11 (y no se
modifique en los otros pasos) garantiza que, tras un número finito de iteraciones,
el algoritmo debe terminar.

Aśı pues, si el algoritmo llega al paso 11, esto significa que la ecuación
de Weierstrass de partida no era minimal. Dicho de otro modo, si en el paso 1
partimos de una ecuación minimal, el algoritmo terminará necesariamente antes
de llegar al paso 11, pero si no es aśı, llegaremos a una ecuación minimal tras
un número finito de iteraciones.

Enunciamos ahora el algoritmo. En cada paso, subrayamos la hipótesis local,
es decir, la que no se cumplirá en los pasos siguientes:

Paso 1 Si π � ∆, entonces la fibra cerrada es de tipo I0.

Paso 2 Supongamos que π | ∆. Entonces con un cambio de variables1 se
consigue que

π | a3, a4, a6, π | b4, b6, b8
Si π � b2, la reducción es multiplicativa y la fibra cerrada es de tipo In o I∗n,
donde n = v(∆). Se da el primer caso si y sólo si el polinomio T 2+ā1T−ā2

tiene sus ráıces en k.

Paso 3 Supongamos que π | b2. Entonces la reducción es aditiva y con un
cambio de variables se consigue que

π | a1, a2, a3, a4, a6.

Si π2 � a6, la fibra cerrada es de tipo II.

Paso 4 Supongamos que π2 | a6. Si π2 � a4, la fibra cerrada es de tipo III.

Paso 5 Supongamos que π2 | a4. Si además π3 � b6, entonces la fibra cerrada es
de tipo IV o IV2. Se da el primer caso si y sólo si las ráıces del polinomio
Y 2 + ā3,1Y − ā6,2 están en k.

1Por concisión no indicamos aqúı los cambios de variable que hay que hacer en cada paso,
pero en la prueba los determinaremos expĺıcitamente.



9.1. Descripción del algoritmo 273

Paso 6 Supongamos que π3 | b6. Entonces, con un cambio de variables se
consigue que

π | a1, a2, π2 | a3, a4, π3 | a6.

Consideramos el polinomio

P (T ) = T 3 + a2,1T
2 + a4,2T + a6,3.

Si P (T ) tiene ráıces simples en k̄, la fibra cerrada es de tipo I∗0, I∗0,2 o I∗0,3,
según si las ráıces están todas en k, hay una en k y dos fuera de k o las
tres están fuera de k.

Paso 7 Supongamos que P (T ) tiene al menos una ráız de multiplicidad mayor
que 1. Entonces, con un cambio de variables se consigue que

π | a1, a2, π2 | a3, π3 | a4, π4 | a6.

Si P (T ) tiene una ráız doble, la fibra cerrada es de tipo I∗n o I∗n,2. Cuando
car k �= 2, el valor de n es n = v(∆) − 6. En general, n puede calcularse
mediante el procedimiento siguiente:

• Consideramos el polinomio P1(T ) = T 2 + ā3,2T − ā6,4. Si tiene ráıces
simples en k̄, entonces el tipo es I∗1 o I∗1,2 según si tales ráıces están o
no en k.

• Supongamos que P1(T ) tiene una ráız doble. Entonces, con un cam-
bio de variables se consigue que

π3 | a3, π5 | a6.

Consideramos el polinomio Q1(T ) = ā2,1T
2 + ā4,2T + ā6,5. Si tiene

ráıces simples en k̄, entonces el tipo es I∗2 o I∗2,2 según si tales ráıces
están o no en k.

• Supongamos que Q1(T ) tiene una ráız doble. Entonces, con un cam-
bio de variables se consigue que

π3 | a4, π6 | a6.

Consideramos el polinomio P2(T ) = T 2 + ā3,3T − ā6,6. Si tiene ráıces
simples en k̄, entonces el tipo es I∗3 o I∗3,2 según si tales ráıces están o
no en k.

• Supongamos que P2(T ) tiene una ráız doble. Entonces, con un cam-
bio de variables se consigue que

π4 | a3, π7 | a6.

Consideramos el polinomio Q2(T ) = ā2,1T
2 + ā4,3T + ā6,7. Si tiene

ráıces simples en k̄, entonces el tipo es I∗4 o I∗4,2 según si tales ráıces
están o no en k.

Este proceso termina necesariamente tras un número finito de pasos.
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Paso 8 Supongamos que P (T ) tiene una ráız triple. Entonces, con un cambio
de variables se consigue que

π | a1, π2 | a2, a3, π3 | a4, π4 | a6.

Consideramos el polinomio P1(T ) = T 2 + ā3,2T − ā6,4. Si tiene ráıces
simples en k̄, la fibra cerrada es de tipo IV∗ o IV∗

2, según si las ráıces
están o no en k.

Paso 9 Supongamos que P1(T ) tiene una ráız doble. Entonces, con un cambio
de variables se consigue que

π3 | a3, π5 | a6.

Si π4 � a4, entonces la fibra cerrada es de tipo III∗.

Paso 10 Supongamos que π4 | a4. Si π6 � a6, entonces la fibra cerrada es de
tipo II∗.

Paso 11 Supongamos que π6 | a6. Entonces tenemos que

π | a1, π2 | a2, π3 | a3, π4 | a4, π6 | a6,

luego el cambio de variables X = π2X ′, Y = π3Y ′ nos da una nueva
ecuación de Weierstrass con coeficientes en D, con la que volvemos a
empezar desde el paso 1.

9.2 Inicio de la prueba

Partimos del modelo de Weierstrass W/S determinado por la ecuación dada
y, tras varias explosiones (tal vez ninguna), llegaremos a un superficie aritmética
X/S y un homomorfismo birracional π : X −→W , de modo que la fibra cerrada
Xs será de uno de los tipos de la tabla 8.1.

Observemos en primer lugar que esto ya implica que X/S es el modelo
regular minimal de E/K. En efecto, sólo hay que probar que la superficie X/S
es minimal, para lo cual basta con que sea relativamente minimal, es decir, con
que no tenga divisores excepcionales. Ahora bien, usando el teorema 6.7, es
fácil calcular las autointersecciones de todas las componentes irreducibles de
una fibra de cualquiera de los tipos de la tabla 8.1, lo que nos permite concluir
que X/S no tiene divisores excepcionales.

Por ejemplo, en el tipo In (n ≥ 2) todas las autointersecciones valen Γ2
i = −2,

y debeŕıan ser −1 para que Γi fuera excepcional. En el tipo In,2, tenemos
que Γ2

1 = −2 (cuando debeŕıa ser −1 para ser excepcional) y Γ2
i = −4 para

i > 1 (cuando debeŕıa ser2 −2). (Sólo tenemos en cuenta las componentes
isomorfas a P1

k′ , para cierto k′, ya que esto es necesario para que puedan ser

2No es casual que el valor real sea siempre el doble del que seŕıa necesario para que fueran
excepcionales, sino que es consecuencia del teorema 8.10.
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divisores excepcionales.) Similarmente se comprueban sin dificultad todos los
demás casos.

Más aún, el teorema 8.19 nos permite concluir que el modelo W/S (asociado
a la ecuación que estemos considerando en ese momento, tras los cambios de
variables que hayamos realizado) es el modelo de Weierstrass minimal de E/K,
de modo que el algoritmo de Tate termina siempre con una ecuación minimal.

Los primeros pasos del algoritmo son los más simples, porque son los casos
en los que el modelo de Weierstrass W/S es suave, con lo que coincide con el
modelo regular minimal y no hay que calcular ninguna explosión.

Paso 1 El primer paso es inmediato: si π � ∆, entonces la curva E/K tiene
buena reducción y, por definición, la fibra cerrada de E/S = W/S es de tipo I0.

Paso 2 A partir de aqúı suponemos que π | ∆, pero no la hipótesis local del
paso 2. Resulta entonces que la fibra Ws tiene un punto singular, necesariamente
racional. Para calcularlo hay que resolver (en k) el sistema de ecuaciones que
resulta de igualar a 0 las derivadas parciales de la ecuación de Weierstrass:

∂F

∂X
= ā1Y − 3X2 − 2ā2X − ā4 = 0,

∂F

∂Y
= 2Y + ā1X + ā3 = 0.

El lector puede encontrar fácilmente fórmulas generales para la solución, si
bien tendrá que distinguir tres casos, según que la caracteŕıstica de k sea 2, 3
u otra cualquiera. Pongamos que la solución es (X,Y ) = (r̄, t̄), para ciertos r,
t ∈ D. Entonces, el cambio de variables

X = X ′ + r, Y = Y ′ + t

transforma la ecuación en otra para la cual el punto singular es (0, 0), lo cual
se traduce en que ā3 = ā4 = ā6 = 0, tal y como se afirma en el enunciado
del paso 2. Las definiciones de b4, b6, b8 implican inmediatamente que éstos
también son nulos en k, es decir, que son divisibles entre π. De acuerdo con
el teorema 8.24 (véase la prueba) la singularidad de Ws será un nodo si el
polinomio

T 2 + ā1T − ā2

tiene dos ráıces simples en k̄, y será una cúspide si tiene una ráız doble. A su
vez, esto se reduce a que su discriminante b̄2 = ā2

1 +4b̄2 cumpla b̄2 �= 0 o b̄2 = 0,
respectivamente. En el primer caso, la reducción es multiplicativa racional si
el polinomio anterior tiene sus ráıces en k y multiplicativa irracional en caso
contrario.

Ahora es inmediato que, bajo la hipótesis local del paso 2, es decir, si π � b2, la
fibra cerrada es de tipo In o In,2, y además sólo en este caso, ya que estos tipos son
los únicos que corresponden a la reducción multiplicativa. Más concretamente,
sabemos que la fibra será de tipo In si la reducción es multiplicativa racional
y será de tipo In,2 en caso contrario. No obstante, para probar que el valor
de n es precisamente n = v(∆) vamos a tener que calcular expĺıcitamente el
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modelo regular minimal, con lo que no vamos a necesitar esta observación y, tal
y como hemos afirmado, obtendremos una prueba alternativa del teorema 8.26
independiente de la dada en el caṕıtulo anterior.

Recordemos el teorema 5.11, según el cual el modelo W/S es regular si y
sólo si π2 � a6. Con esto podemos probar el caso n = 1 del paso 2. En efecto,
si π � b2 y v(∆) = 1, entonces v(b8) = 1, porque todos los otros sumandos de la
definición de ∆ son divisibles entre π2. Como

b8 = b2a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − a2

4 ≡ b2a6 (mód π2),

resulta que π2 � a6, por lo que W/S = E/S y concluimos que la fibra cerrada es
de tipo I1 o I1,2.

Rećıprocamente, si π � b2 y v(∆) ≥ 2, entonces π2 | b8, luego π2 | a6

y el modelo de Weierstrass es singular, por lo que tendremos que resolver la
singularidad.

Nos ocuparemos de ello en la sección siguiente. Ahora nos ocupamos del
Paso 3, que, con lo visto hasta aqúı, es ya inmediato:

Paso 3 Ya hemos visto que si π | b2 la reducción es aditiva, puesto que el
polinomio

T 2 + ā1T − ā2

tiene una ráız doble en k̄. De hecho, estará en k, porque, como anula también
a la derivada, ha de ser

ᾱ =



−ā1/2 si car k �= 2
√
ā2 si car k = 2.

Este α ∈ D cumple que

T 2 + ā1T − ā2 = (T − ᾱ)2,

de modo que
a1 ≡ −2α (mód π), −a2 ≡ α2 (mód π).

El cambio Y = Y ′ + αX ′ en la ecuación de Weierstrass nos da que

a′1 = a1 + 2α ≡ 0 (mód π),

a′2 = a2 − αa1 − α2 = (a2 + α2)− α(a1 + 2α) ≡ 0 (mód π),

aśı como que a′3 = a3, a′4 = a4 − αa3, a′6 = a6, luego ahora π | a1, a2, a3, a4, a6,
tal y como afirma el enunciado del paso 3.

Si suponemos que π2 � a6, el teorema 5.11 nos da que E/S = W/S y, por
definición, la fibra cerrada es de tipo II.

Llegados a este punto tenemos pendiente demostrar el paso 2 bajo la hipó-
tesis adicional v(∆) ≥ 2 (que implica π2 | a6) y los pasos siguientes al paso 3,
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que también suponen π2 | a6. Aśı pues, a partir de aqúı trabajaremos bajo las
hipótesis

π | a3, a4, π2 | a6,

comunes a ambos contextos, sin suponer ni π � b2 (la hipótesis local del paso 2)
ni π | b2 (la hipótesis acumulada desde el paso 3).

El teorema 5.11 nos da que el modelo de Weierstrass W/S tiene un punto
singular, que, visto como punto del abierto W0 ⊂W determinado por la ecuación
de Weierstrass af́ın, se identifica con el ideal m = (π, x, y). Vamos a calcular la
explosión W̃ de W con centro en m, aunque en la práctica nos bastará calcular
la explosión de W0. Para ello nos basamos en la nota de la página 147.

La explosión W̃0 está formada por la unión de tres abiertos principales, que
llamaremos W1, W2 y W3. El primero es el espectro de D[x, y, x/π, y/π] =
D[x1, y1], donde x = πx1, y = πy1. De la ecuación de Weierstrass obtenemos la
relación:

y2
1 + a1x1y1 + a3,1y1 = πx3

1 + a2x
2
1 + a4,1x1 + a6,2.

El segundo abierto, W2, es el espectro de D[x, y, y/x, π/x] = D[x, y′, π′] y
los generadores cumplen las ecuaciones3

xπ′ = π, y′2 + a1y
′ + a3,1y

′π′ = x + a2 + a4,1π
′ + a6,2π

′2.

(Hemos sustituido y = xy′, y también π = xπ′ cuando ha sido necesario, para
dividir entre x2.) Finalmente, W3 es el espectro del anillo D[x, y, x/y, π/y] =
D[y, x′′, π′′], cuyos generadores cumplen las ecuaciones

π′′y = π, 1 + a1x
′′ + a3,1π

′′ = x′′3y + a2x
′′2 + a4,1x

′′π′′ + a6,2π
′′2.

Los sistemas de coordenadas de estos tres abiertos están relacionados de
forma natural. Por ejemplo, teniendo en cuenta que x1 = x/π, y1 = y/π,
x′′ = x/y, π′′ = π/y, deducimos que

x1 = x′′/π′′, y1 = 1/π′′.

Esto significa que W1 ∩W3 es D(π′′) en W3. Similarmente concluimos que
W2 ∩W3 es D(x′) en W3. Ahora bien, por la segunda ecuación de W3, sucede
que V (x′′, π′′) = ∅ o, lo que es lo mismo, que W3 = D(x′′) ∪D(y′′). En otros
términos, como abiertos de la explosión W̃0, se cumple que W3 ⊂W1 ∪W2, por
lo que W̃0 = W1 ∪W2 y podemos prescindir de W3.

Observemos a continuación que, como en la segunda ecuación de W2 se
puede despejar la variable x, resulta que D[x, y′, π′] = D[y′, π′] y los generadores
satisfacen la ecuación

(y′2 + a1y
′ + a3,1y

′π′ − a2 − a4,1π
′ − a6,2π

′2)π′ = π.

3Notemos que π′ = π/x es, por definición, un elemento del cuerpo de cocientes de D[x, y],
no de D o de K.
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Aśı pues, la explosión W̃0 está determinada por los datos siguientes:

W1 y2
1 + a1x1y1 + a3,1y1 = πx3

1 + a2x
2
1 + a4,1x1 + a6,2

W1s y2
1 + ā1x1y1 − ā2x

2
1 + ā3,1y1 − ā4,1x1 − ā6,2 = 0

W2 y′2π′ + a1y
′π′ + a3,1y

′π′2 = π + a2π
′ + a4,1π

′2 + a6,2π
′3

W2s (y′2 + ā1y
′ − ā2 + ā3,1y

′π′ − ā4,1π
′ − ā6,2π

′2)π′ = 0

Ambos abiertos están relacionados por el cambio de coordenadas

x1 = 1/π′, y1 = y′/π′, o y′ = y1/x1, π′ = 1/x1.

Esto ha de entenderse como que W1 ∩W2 es D(x1) ⊂W1 y D(π′) ⊂W2.

La fibra W1s es una cónica (af́ın), que puede ser irreducible o descomponerse
en dos componentes irreducibles. En cualquier caso, como W1 = D(π) en W̃0,
en la prueba del teorema 5.17 f) hemos visto que la fibra de m en W1 es el
cerrado asociado al ideal (π), es decir, toda la fibra cerrada W1s. Aśı pues,
concluimos que la explosión contrae W1s al punto m.

La fibra cerrada de W2 está formada por la recta de ecuación π′ = 0 y una
cónica (af́ın), que no es exactamente “otra”. En efecto, consideremos la cónica
proyectiva C/k definida por la ecuación

Y 2 + ā1XY − ā2X
2 + ā3,1Y Z − ā4,1XZ − ā6,2Z

2 = 0.

Claramente, C = D(Z) ∪D(X) y, deshomogeneizando respecto de Z y res-
pecto de X, respectivamente, vemos que la cónica af́ın D(Z) es isomorfa a
W1s y que D(X) es isomorfa a la cónica de W2s. Más aún, comparando las
ecuaciones del cambio de coordenadas entre W1 y W2 con las correspondientes
ecuaciones para D(Z) y D(X), concluimos que ambos isomorfismos coinciden
en D(X) ∩ D(Z), luego determinan un isomorfismo de C en un subconjunto
cerrado de W̃0s, una cónica proyectiva a la que llamaremos también C.

En estos términos, tenemos que W1s ⊂ C, mientras que C ∩W2s es la cónica
af́ın que hemos encontrado en W2s. Más concretamente, la diferencia entre C y
W1s es la intersección

C ∩ V (π′) = V (π, π′, y′2 + a1y
′ − a2),

la cual consistirá en dos puntos racionales, un punto de grado 2 sobre k o de un
punto doble racional según si el polinomio T 2 + ā1T − ā2 tiene dos ráıces simples
en k, dos ráıces simples en k̄ \ k o una ráız doble en k, es decir, en función de
que E/K tenga reducción multiplicativa (racional o irracional) o aditiva. Por
otra parte, la diferencia entre C y C ∩W2s es la intersección

W1s ∩ V (x1) = V (π, x1, y
2
1 + a3,1y1 − a6,2),

también formada por uno o dos puntos cerrados.
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En particular, C es la clausura en W̃ de W1s y de C ∩W2s. Como sabemos
que la explosión contrae W1s al punto m, lo mismo vale para toda la cónica
C. Por otra parte, como la explosión ha de ser suprayectiva, la fibra Ws ∩W0

ha de tener una antiimagen en W̃0, y ésta no puede ser sino la recta π′ = 0.
Como Ws tiene un punto no contenido en W0 (el punto infinito), la clausura de
esta recta en W̃ , a la que llamaremos Γ1, ha de tener un punto no contenido
en W̃0, que se corresponda con el punto infinito de Ws. Si consideramos a Γ1

con la estructura de subesquema cerrado reducido, tenemos que Γ1 ∩W2
∼= A1

k,
luego es una curva proyectiva regular (también es regular en el punto infinito,
porque la explosión es un isomorfismo fuera de la fibra de m) birracionalmente
equivalente a P1

k, luego Γ1
∼= P1

k.

Observemos que Γ1 ∩ W2 = V (π, π′), por lo que ya hemos calculado la
intersección

Γ1 ∩ C = V (π, π′, y′2 + a1y
′ − a2).

La figura ilustra la situación (donde, concretamente, hemos representado el
caso en que Γ1 corta a C en dos puntos distintos).

W1 W2 W̃0

Γ1C

Ws

m

9.3 Conclusión del paso 2

En esta sección suponemos la hipótesis local del paso 2, a saber, que π � b2.
También podemos suponer que v(∆) ≥ 2, pues el caso v(∆) = 1 ya lo hemos
discutido. Esto implica a su vez que π2 | a6, por lo que podemos continuar en
el punto en que lo hemos dejado en la sección anterior.

Si igualamos a cero las derivadas de la ecuación de W1s obtenemos el sistema
de ecuaciones lineales

−2ā2x1 + ā1y1 − ā4,1 = 0,

ā1x1 + 2y1 + ā3,1 = 0,

cuyo determinante es b̄2 �= 0. Por lo tanto, tiene una solución (ᾱ, β̄). El cambio
de variables X = X ′ + πα, Y = Y ′ + πβ en la ecuación original nos lleva a
una nueva ecuación en la que el sistema anterior tiene solución (0, 0), por lo que
ā3,1 = ā4,1 = 0. A su vez, esto hace que W1s = C ∩W1 tiene a lo sumo un
punto geométricamente singular, que será el punto racional (0, 0) supuesto que
pertenezca a C, lo que equivale a que ā6,2 = 0.

Observemos ahora que si C tiene un punto geométricamente singular, éste
ha de estar en W1. En efecto, tras el cambio de variables que acabamos de
realizar, la ecuación de C ∩W2 se reduce a

y′2 + ā1y
′ − ā2 − ā6,2π

′2 = 0.
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Por otra parte, W1 ∩W2 = D(π′), y si un punto de V (π′) fuera geométrica-
mente singular, seŕıa un punto racional (α, 0), donde α seŕıa ráız del polinomio
T 2 + ā1T − ā2 y también de su derivada, lo cual es imposible.

En resumen: todos los puntos de la cónica C son geométricamente regulares
salvo quizá uno. Esto sucede si y sólo si ā62 = 0, y en tal caso el punto singular
es el punto que en W1s tiene coordenadas (0, 0), es decir, el ideal p1 = (π, x1, y1).
Por otra parte, es fácil comprobar la congruencia

∆ ≡ −b22b8 ≡ −b32a6 (mód π4),

de la que deducimos que C es geométricamente regular si y sólo si v(∆) = 2.
Esto hace que todos los puntos de W̃ sean suaves salvo quizá el punto p1 (si

es que pertenece a C) y los puntos de C∩Γ1. Éstos, ciertamente, no son suaves,
pero sucede que son regulares, pues la ecuación de W2 nos da que

π = (y′2 + a1y
′ − a2)π′ + (a3,1y

′ − a4,1 − a6,2π
′)π′2,

por lo que
(π, π′, y′2 + a1y

′ − a2) = (π′, y′2 + a1y
′ − a2).

Esto significa que cualquier ideal maximal que contenga a este ideal está
generado por dos elementos (π′ y un factor irreducible de y′2 +a1y

′ +a2), luego
es un punto regular.

En definitiva, si v(∆) = 2, concluimos que W̃ es regular, y su fibra cerrada
es de tipo I2 o I2,2, según si C ∩ Γ1 consta de dos puntos racionales o de un
punto doble. (En el primer caso, al tener un punto racional, la cónica C ha de
ser isomorfa a P1

k.) Esto prueba el caso n = 2 del paso 2.

Supongamos ahora que v(∆) ≥ 3 o, equivalentemente, que ā6,2 = 0 y que C
tiene a p1 como único punto singular, que es, a su vez, el único posible punto
singular de W̃ . Ahora bien, la congruencia anterior muestra que v(∆) = 3 si y
sólo si π4 � a6, en cuyo caso a6,2 = επ, donde ε es una unidad en D, por lo que
la ecuación de W1 permite despejar π y muestra que π ∈ (x1, y1), lo que a su
vez implica que p1 es regular en W̃ , luego W̃ es regular. La fibra es de tipo I3
o I3,2, según que las ráıces del polinomio T 2 + ā1T − ā2 estén o no en k. Esto
prueba el caso n = 3 del paso 2.

Supongamos ahora que π4 | a6 (o, equivalentemente, que v(∆) ≥ 4) y vamos
a calcular la explosión de W̃ con centro en p1. Es suficiente calcular la explosión
de W1. Podemos expresarla como unión de tres abiertos afines, W11, W12 y
W13. El primero es el espectro de D[x1, y1, x1/π, y1/π] = D[x2, y2], donde los
generadores satisfacen la ecuación

y2
2 + a1x2y2 + a3,2y2 = π2x3

2 + a2x
2
2 + a4,2x2 + a6,4.

El segundo es el espectro de D[x1, y1, y1/x1, π/x1] = D[x1, y
′
1, π

′], cuyos
generadores satisfacen las ecuaciones

y′21 + a1y
′
1 + a3,2y

′
1π

′ = πx1 + a2 + a4,2π
′ + a6,4π

′2, π = x1π
′.
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Por último, el tercero es el espectro de D[x1, y1, x1/y1, π/y1] = D[y1, x
′
1, π

′′],
cuyas ecuaciones son

1 + a1x
′
1 + a3,2π

′′ = πx′3
1 y1 + a2x

′2
1 + a4,2π

′′ + a6,4π
′′, π = y1π

′′.

Ahora bien, W11∩W13 = D(π′′) y W12∩W13 = D(x′
1) en W13 y la ecuación

muestra que V (x′
1, π

′′) = ∅, luego W13 ⊂ W11 ∪W12 y esto nos permite pres-
cindir de W13.

Observemos además que la fibra cerrada W11s es la cónica de ecuación

y2
2 + ā1x2y2 + ā3,2y2 = ā2x

2
2 + ā4,2x2 + ā6,4.

Si igualamos sus derivadas a 0, obtenemos el sistema de ecuaciones

−2ā2x2 + ā1y2 − ā4,2 = 0,

ā1x2 + 2y2 + ā3,2 = 0,

cuyo determinante es b̄2 �= 0. Si la solución es (ᾱ, β̄), el cambio de variables
X = X ′ +π2α, Y = Y ′ +π2β en la ecuación original nos permite suponer desde
aqúı que ā3,2 = ā4,2 = 0. En definitiva, tenemos:

W11 y2
2 + a1x2y2 + a3,2y2 = π2x3

2 + a2x
2
2 + a4,2x2 + a6,4

W11s y2
2 + ā1x2y2 − ā2x

2
2 = ā6,4

W12 y′21 + a1y
′
1 + a3,2y

′
1π

′ = πx1 + a2 + a4,2π
′ + a6,4π

′2, x1π
′ = π

W12s y′21 + ā1y
′
1 − ā6,4π

′2 = ā2, x1π
′ = 0

La fibra W11s es una cónica af́ın (tal vez reducible) que sabemos que se
ha de contraer a p1. Para analizar W12s observamos que un ideal primo de
D[x1, y

′
1, π

′] que contenga a π ha de contener a x1 o a π′, lo que a su vez implica
que contendrá a uno de los ideales siguientes:

I1 = (π, π′, y′21 + a1y
′
1 − a2),

I2 = (π, x1, y
′2
1 + a1y

′
1 − a2 − a6,4π

′2).

Teniendo en cuenta la relación entre las coordenadas de los dos abiertos:

x1 = x2π, y′1 = y2/x2, π′ = 1/x2,

es fácil ver que la cónica af́ın V (I2) se corresponde con W11s, de modo que la
unión de ambas es una cónica proyectiva C2, que se contrae a p1 por la explosión.
De hecho, se cumple que C2 es la fibra de p1, porque la cónica af́ın C1 = V (I1)
se corresponde con la cónica C ∩W1. En efecto: si el polinomio T 2 + a1T − a2

es irreducible en k[T ], entonces I1 es un ideal primo que, teniendo en cuenta
la inclusión D[x1, y1] ⊂ D[x1, y

′
1, π

′], contiene a los generadores de C, luego su
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imagen por la explosión tiene que ser C o bien el punto p1, pero este segundo
caso no puede darse, ya que I1 no contiene a x1, pues

D[x1, y
′
1, π

′]/I1 ∼= k′[X],

donde k′ = k[T ]/(T 2 + a1T − a2) y el isomorfismo hace corresponder x̄1 �→ X.
Si el polinomio es reducible, el argumento se adapta cambiando k′ por k e I1
por cada uno de sus dos primos minimales.

Observemos ahora que C1 ∩ C2 = V (π, x1, π
′, y′21 + a1y

′
1 − a2) está formado

por dos puntos racionales distintos o un único punto de grado 2 sobre k. Más
concretamente, se da el primer caso si C1 (o, equivalentemente, C) es reducible
y el segundo si es irreducible. Las ecuaciones de W12 muestran que

(π, x1, π
′, y′21 + a1y

′
1 − a2) = (x1, π

′),

y esto implica que los puntos de la intersección son regulares. En particular,
todos los puntos de C1 son regulares en la explosión. Consideremos ahora C2.
Si tiene un punto geométricamente singular, ha de estar en C2 ∩W11, ya que
W11 ∩W12 = D(π′) y

C ∩W12
∼= Esp(k̄[Y,Z]/(Y 2 + ā1Y − ā2 − ā6,4Z

2)).

Si esta cónica tuviera un punto geométricamente singular en V (z), seŕıa
un punto racional de la forma (α, 0), donde α seŕıa una ráız del polinomio
T 2 + ā1T − ā2 y de su derivada, lo cual es imposible.

Aśı pues, C2 tiene a lo sumo un punto geométricamente singular, lo cual
sucederá si y sólo si ā6,4 = 0, y en tal caso será el punto racional (0, 0) de W11s,
es decir, el ideal p2 = (π, x2, y2). Tras el último cambio de variable, tenemos la
congruencia

∆ ≡ −b22b8 ≡ −b32a6 (mód π6),

por lo que v(∆) = 4 si y sólo si ā6,4 �= 0, si y sólo si C2 es geométricamente
regular, lo cual implica a su vez que la explosión es regular. Si C1 es reducible,
entonces C2

∼= P1
k, luego la fibra cerrada consta de cuatro componentes irredu-

cibles de tipo I4. Por el contrario, si C1 es irreducible, la fibra es claramente de
tipo I4,2. Esto prueba el caso n = 4 del paso 2.

Supongamos ahora que v(∆) ≥ 5, con lo que ā6,4 = 0 y C2 tiene a p2 como
único punto singular. La congruencia anterior prueba que v(∆) = 5 si y sólo si
π6 � a6, con lo que a6,4 = επ, donde ε es una unidad de D, y la ecuación de W11

nos permite despejar π para probar que p2 = (x2, y2) es regular en la explosión,
luego ésta es una superficie aritmética. Observemos que C2 es reducible (en k)
si y sólo si lo es C1, por lo que la fibra cerrada tiene la estructura de I5 si las
cónicas son reducibles y de I5,2 en caso contrario. Esto prueba el caso n = 5 del
paso 2.

Supongamos ahora que v(∆) ≥ 6, con lo que π6 | a6. Ahora tendŕıamos
que calcular la explosión de W11 con centro p2. Ahora bien, la ecuación de W1

es idéntica a la de W11 salvo que la primera tiene πx3
1, a3,1, a4,1, a6,2 donde
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la segunda tiene π2x3
2, a3,2, a4,2, a6,4. Todo lo que hemos razonado desde el

cálculo de la explosión de W1 sigue siendo válido en general si partimos de una
ecuación

y2
i + a1xiyi + a3,iyi = πix3

i + a2x
2
i + a4,ixi + a6,2i.

Aśı, por inducción probamos que, cuando v(∆) = n, la fibra cerrada del
modelo regular minimal de E/K es de tipo In o In,2, según si el polinomio
T 2 + ā1T − ā2 tiene o no sus ráıces en k. Esto termina la prueba del paso 2.

9.4 Los pasos intermedios

Paso 4 A partir de aqúı suponemos las hipótesis acumuladas hasta el paso 4,
pero no su hipótesis local, concretamente, tenemos que

π | a1, a2, a3, a4, π2 | a6, b6, b8.

Podemos enlazar con lo dicho al final de la sección 9.2. En particular, tene-
mos la explosión W̃ , cuya fibra cerrada consta de la recta Γ1 y de la cónica C,
que en el abierto W2 tienen ecuaciones

π′ = 0, y′2 + ā3,1y
′π′ − ā4,1π

′ − ā6,2π
′2 = 0.

Su intersección es el punto racional p = (π, y′, π′). Notemos que es regular
en W̃ , pues la ecuación de W2 implica que π ∈ (y′, π′), por lo que p = (y′, π′).

Ahora consideramos la hipótesis local del paso 4, a saber, que π2 � a4, de
modo que ā4,1 �= 0. Esto implica que C es geométricamente regular (las de-
rivadas de la ecuación de C tanto en W1 como en W2 no pueden anularse
simultáneamente), luego todos los puntos de la fibra cerrada de W̃s son suaves
en W̃ excepto p, luego W̃ es regular.

Por otra parte, la cónica C es irreducible (por ejemplo, porque de la ecuación
de C ∩W1 podemos despejar x1, lo que se traduce en que C ∩W1

∼= A1
k). Como

tiene un punto racional, esto implica que C ∼= P1
k. Por último, en el anillo OC,p

se cumple que

π′ =
y′2

−ā3,1y′ + ā6,2π′ + ā4,1
∈ (y′),

luego p = (y′) y Γ1 ·C = ip(Γ1, C) = vp(π′) = 2. Con esto podemos afirmar que
E/S es W̃/S, y que la fibra cerrada es de tipo III.

Paso 5 Suponemos ahora que π2 | a4, de modo que ā4,1 = 0. Ahora la cónica
C es (en W2):

y′2 + ā3,1y
′π′ − ā6,2π

′2 = 0.

La condición local π3 � b6 = π2(a2
3,1 + 4a6,2) equivale a que el discriminante

del polinomio Y 2 + ā3,1Y − ā6,2 sea no nulo, luego la cónica se descompone en k̄
en producto de dos rectas distintas entre śı y distintas de π′ = 0, y todas ellas
se cortan en el punto p, que ya hemos visto que es regular en W̃0. Nuevamente,
la explosión es suave y la fibra cerrada es de tipo IV o IV2.
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Paso 6 Por las hipótesis acumuladas tenemos que π | a1, a2, a3, π2 | a4, a6.
Ahora estamos suponiendo que

Y 2 + ā3,1Y − ā6,2 = (Y − ᾱ)2,

para cierto α ∈ D, de modo que

a3,1 + 2α ≡ 0 (mód π), a6,2 + α2 ≡ 0 (mód π).

Hacemos el cambio de variables Y ′ = Y + απ, con lo que a′1 = a1, a′2 = a2,

a′3 = πa3,1 + 2πα ≡ 0 (mód π2),

a′4 = π2a4,2 − π2αa1,2 ≡ 0 (mód π2),

a′6 = a6 − παa3 − π2α2 = π2(a6,2 + α2)− απ2(a3,1 + 2α) ≡ 0 (mód π3).

Ahora la fibra cerrada de W̃0 consta de una recta simple Γ1, que en W2 tiene
ecuación π′ = 0, y una recta doble Γ2, que en W2 tiene ecuación y′2 = 0 y en
W1 es y2

1 = 0.
Los puntos de Γ1 son suaves excepto el punto p = (π, y′, π′), donde corta a

Γ2, el cual, no obstante, es regular, según hemos visto al principio de la sección.
Aśı pues, W̃0 sólo puede tener puntos singulares sobre la recta doble Γ2. Más
concretamente, la ecuación de W1 implica que

π =
y1 + a1x1 + a3,1

x3
1 + a2,1x2

1 + a4,2x1 + a6,3
y1,

de donde se desprende que W1 es regular4 en todos los puntos de Γ2 = (π, y1)
que no estén en V (π, y1, x

3
1 + a2,1x

2
1 + a4,2x1 + a6,3), es decir, salvo a lo sumo

en tres puntos. Notemos además que el único punto de Γ2 que no está en W1

es el punto de Γ2 ∩ V (π′) ⊂ Γ1, que es p, y ya hemos destacado que es regular.

Vamos a calcular la explosión de la recta completa Γ2. Notemos que está
completamente contenida en W̃0, por lo que podemos calcular simplemente la
explosión W̃ ′

0 de W̃0. Ahora bien, hemos visto que Γ2 es regular salvo a lo sumo
en tres puntos de W1, y la propiedad d) tras la definición 5.12 implica que la
explosión es un isomorfismo sobre la antiimagen del complementario de dichos
puntos. Por consiguiente, no es necesario calcular la explosión de W2, pues
su fibra cerrada constará al menos de dos componentes, a las que seguiremos
llamando Γ1 y Γ2, que se corresponderán con las componentes del mismo nombre
en W2, la primera será una recta simple y la segunda una recta doble, y ambas
serán regulares salvo quizá Γ2 en a lo sumo tres puntos, donde puede cortar a
nuevas componentes irreducibles,5 pero éstas nos las encontraremos al estudiar

4El argumento completo es el siguiente: como D[x1, y1]/(π, y1) ∼= k[T ], que es un do-
minio de ideales principales, un ideal maximal P que contenga a Γ2 ha de ser de la forma
(π, y1, P (x1)) y, como π ∈ (y1), de hecho es igual a (y1, P (x1)), luego tiene dos generadores y
esto implica que OW1,P es regular.)

5En virtud de la misma propiedad d), el hecho de que, en efecto, vamos a encontrar tales
componentes, demostrará que, ciertamente, Γ2 es singular en tales puntos.
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la explosión de W1. Además, la explosión de W2 será regular en todos los puntos
salvo quizá en los de las componentes “nuevas”, cosa que, de nuevo, podemos
estudiar desde W1.

Por el mismo motivo, podemos predecir que al calcular la fibra cerrada de la
explosión de W1 nos encontraremos una componente irreducible doble Γ2 ⊂ W̃1

y tal vez otras más que se contraigan a puntos de Γ2 ⊂W1.

En efecto, la explosión de centro (π, y1) está determinada por dos abiertos
afines, W11 y W12. El primero es el espectro del álgebra D[x1, y1, y1/π] =
D[x1, y2], cuyos generadores satisfacen la ecuación

πy2
2 + a1x1y2 + a3,1y2 = x3

1 + a2,1x
2
1 + a4,2x1 + a6,3.

Por otra parte, W12 es el espectro de D[x1, y1, π/y1] = D[x1, y1, π
′], cuyos

generadores cumplen las ecuaciones

y1π
′ = π, y1 + a1x1 + a3,1 = x3

1π
′ + a2,1x

2
1π

′ + a4,2x1π
′ + a6,3π

′.

Como podemos despejar y1, podemos eliminar este generador, y los otros
dos cumplen la ecuación

(x3
1 + a2,1x

2
1 + a4,2x1 + a6,3)π′2 = a1x1π

′ + a3,1π
′ + π.

Para referencias posteriores destacamos las ecuaciones de ambos abiertos y
las de sus fibras cerradas:

W11 πy2
2 + a1x1y2 + a3,1y2 = x3

1 + a2,1x
2
1 + a4,2x1 + a6,3

W11s P (x1) = 0

W12 (x3
1 + a2,1x

2
1 + a4,2x1 + a6,3)π′2 = a1x1π

′ + a3,1π
′ + π

W12s P (x1)π′2 = 0

Aqúı P (T ) es el polinomio definido en el enunciado del paso 6, aunque de
momento no suponemos nada sobre sus ráıces.

La relación entre ambos sistemas de coordenadas es que π′ = 1/y2. Más
concretamente, esto significa que W11 ∩W12 es D(y2) en W11 y D(π′) en W12,
y la relación indicada determina el isomorfismo entre ambos abiertos que se
corresponde con la identidad cuando se considera a ambos como subesquemas
abiertos de W̃ ′.

Observemos ahora las fibras cerradas. Es claro que W11s tiene tantas com-
ponentes irreducibles como divisores primos distintos tiene el polinomio P (T ),
las cuales se corresponden a través del isomorfismo natural con otras tantas
componentes irreducibles de W12, pero éste tiene una más, a saber, la recta
doble (π, π′).

Tal y como hab́ıamos predicho, vamos a comprobar que las componentes
irreducibles de W11s se contraen a puntos de Γ2. En efecto, cada una de ellas
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es de la forma P = (π,Q(x1)), donde Q(T ) es un factor irreducible de P (T )
en k[T ]. El homomorfismo k[x1, y1] −→ k[x1, y2] que induce la restricción de la
explosión a las fibras cerradas cumple y1 �→ πy2 = 0, luego la antiimagen de P

contiene a (Q(x1), y1), que es un ideal maximal de k[x1, y1]. Aśı pues, la imagen
de P es ciertamente un punto cerrado en Γ2.

Como la propia recta doble Γ2 ha de tener una antiimagen y no tiene ninguna
en W11, su antiimagen ha de ser la recta doble (π, π′), lo cual implica a su vez
que ésta tiene que identificarse con (un abierto de) la recta correspondiente en
la explosión de W2 y que hab́ıamos llamado también Γ2. Con esto tenemos ya
una descripción completa de la fibra cerrada de W̃ ′:

Γ1

Γ1

pΓ2

2

W2

Γ2
p

W1

2

Γ2

Γ1

p
2

W̃0 Ws

m

2

W̃2

Γ2

2

W11

Γ2

W12

2

Γ2
Γ1

W̃ ′
0

Al igual que en W̃ , la fibra cerrada contiene una recta Γ1 cuya imagen en
W recorre toda la fibra cerrada Ws, y esta recta corta a una recta doble Γ2

que se contrae al punto singular de Ws. Pero en W̃ ′ tenemos nuevas componen-
tes irreducibles que se contraen a puntos de Γ2 en W̃ . Estas componentes son
las asociadas al ideal (π, P (x1)), y su número depende de las ráıces del polino-
mio P (T ). El análisis de estas componentes lo llevaremos a cabo en los pasos
siguientes del algoritmo.

Para terminar la descripción general de W̃ ′ observamos que todos los puntos
de Γ2 son regulares, pues la ecuación de W12 muestra que π ∈ (π′).

Bajo la hipótesis local del paso 6, es decir, que P (T ) tiene tres ráıces simples6

en k̄, es inmediato que la fibra cerrada de W11 consta de tres rectas simples
isomorfas a A1

k, o de dos rectas simples isomorfas a A1
k y A1

k′ , respectivamente
(donde k′ es una extensión cuadrática de k), o bien de una recta simple A1

k′

(donde k′/k es una extensión cúbica), según que P (T ) tenga sus tres ráıces en
k, tenga una en k y dos fuera de k, o tenga las tres fuera de k. En cualquiera
de los tres casos, sus puntos son suaves excepto los puntos en los que las rectas
cortan a Γ2, pero ya hemos visto que éstos son regulares, luego W̃ ′ es regular y
tenemos las configuraciones I∗0, I∗0,2, I∗0,3. (Notemos que las clausuras en W̃ ′ de
las rectas afines que hemos encontrado han de ser rectas proyectivas, isomorfas
a P1

k o P1
k′ .)

6En la práctica, esto equivale s que π no divida al discriminante

∆(P ) = π−6(−4a3
2a6 + a22a

2
4 − 4a34 − 27a26 + 18a2a4a6),

que es una condición fácil de comprobar.
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Paso 7 Supongamos ahora que P (T ) tiene una ráız en k̄ de multiplicidad
mayor que 1. Dicha ráız ha de estar necesariamente en k, porque es ráız de
P (T ) y de su derivada, luego su polinomio mı́nimo tiene grado 1. Por ejemplo,
si car k �= 2, 3, al dividir un polinomio T 3 + bT 2 + xT + d entre su derivada
obtenemos:

T 3 + bT 2 + cT + d = (3T 2 + 2bT + c)
(

1
3
T +

1
9
b

)
+

(
2
3
c− 2

9
b2

)
T + d− 1

9
bc.

Si el resto es nulo, entonces la derivada ha de tener una ráız doble, ya que si
tuviera dos ráıces simples distintas, el polinomio de partida tendŕıa dos ráıces
dobles, lo cual es imposible. En tal caso, el polinomio tiene una ráız triple, y
será la ráız del cociente, luego es r = −b/3. Si el resto es no nulo, entonces no
puede ser constante, y concluimos que

r =
bc− 9d
6c− 2b2

.

Si car k = 2, el resto ha de ser 0, aunque esto no significa que la ráız sea
triple. La derivada es T 2 + c = (T +

√
c)2, donde

√
c ∈ k porque suponemos

que k es perfecto, y ésta es la ráız buscada.
Si car k = 3, la derivada es 2bT + c, luego r = c/b, salvo que b sea nulo, en

cuyo caso también ha de serlo c, y concluimos que el polinomio tiene una ráız
triple r = − 3

√
d ∈ k.

El cambio de variable (en la ecuación de Weierstrass original) X = X ′ + πr
hace que π | a′4,2, π | a′6,3 o, lo que es lo mismo, que P (T ) = T 3 + ā2,1T

2, de
modo que la ráız múltiple es ahora r = 0. En resumen, a partir de aqúı tenemos
que

π | a1, a2, π2 | a3, π3 | a4, π4 | a6.

Además, la condición local del paso 7 (que la ráız sea doble y no triple)
equivale a que π2 � a2. Terminaremos este paso en la sección siguiente, de modo
que el paso 8 enlazará con este punto.

9.5 Conclusión del paso 7

Suponemos a partir de aqúı que π2 � a2, con lo que la fibra cerrada de W̃ ′

tiene una componente doble Γ2 que corta a dos componentes simples Γ1 y Γ3,
aśı como a otra componente doble Γ4, que es la única que puede contener puntos
singulares. Concretamente, la ecuación de W11 muestra que

π =
x2

1 + a2,1x1 + a4,2 − a1y2

y2
2 + a3,2y2 − a6,4

x1,

por lo que todos los puntos de Γ4 = (π, x1) son regulares en W1 salvo a lo sumo
los de V (π, x1, y

2
2 + a3,2y2 − a6,4). Por otra parte, el único punto de Γ4 que no
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está en W1 es Γ4 ∩ V (π′) ⊂ (π, π′) = Γ2, es decir, se trata del punto Γ4 ∩ Γ2,
que es regular porque todos los puntos de Γ2 lo son.

Vamos a calcular la explosión de centro Γ4. Observemos que Γ4 se contrae
a un punto de Γ2 que está en W1, luego Γ4 está completamente contenida en la
antiimagen de W1, que es W11∪W12, de modo que no necesitamos considerar la
explosión de W2. Ahora bien, por el mismo argumento empleado anteriormente,
basta calcular la explosión de W11, pues podemos asegurar que W̃12s constará
de tres componentes irreducibles Γ2, Γ3 y Γ4, que se corresponderán con las del
mismo nombre en W11, y tal vez algunas más, que sólo pueden cortar a Γ2 en a
lo sumo dos puntos y que nos las encontraremos al estudiar la explosión de W11.
Además, todos los puntos de la explosión que no estén en W̃11 serán regulares.

Por otra parte, también podemos afirmar que W̃11 debe contener dos com-
ponentes que se correspondan con Γ3 y Γ4, y tal vez otras que corten a Γ4 en
sus puntos singulares. En efecto, W̃11 es unión de dos abiertos, W111 y W112. El
primero es el espectro de D[x1, y2, x1/π] = D[x2, y2], mientras que el segundo es
el espectro de D[x1, y2, π/x1] = D[x1, y2, π

′]. Las ecuaciones son las siguientes:

W111 y2
2 + a1x2y2 + a3,2y2 = π2x3

2 + a2x
2
2 + a4,2x2 + a6,4

W111s y2
2 + ā3,2y2 − ā6,4 = 0

W112 x1π
′ = π, y2

2π
′ + a1y2 + a3,2y2π

′ = x2
1 + a2,1x1 + a4,2 + a6,4π

′

W112s x1π
′ = 0, (y2

2 + ā3,2y2 − ā6,4)π′ = x1(x1 + ā2,1)

La fibra cerrada W112s se descompone como V (I1) ∪ V (I2) ∪ V (I3), donde

I1 = (π, x1, π
′), I2 = (π, π′, x1 + a2,1) I3 = (π, x1, y

2
2 + a3,2y2 − a6,4).

Las componentes irreducibles de V (I3) se contraen a puntos de Γ4, pues si P

es un ideal primo de D[x1, y2, π
′] que contiene a I3, su antiimagen en D[x1, y2]

es un ideal primo que contiene a J = (π, x1, y
2
2 + a3,2y2− a6,4), pero el espectro

de D[x1, y2]/J es finito (tiene a lo sumo dos puntos).
Puesto que W111 ∩ W112 es el abierto principal D(π′) en W112, es claro

que dicha intersección es precisamente V (I3) ∩ D(π′), es decir, V (I3) menos
los puntos de corte con V (I1). Por otra parte, V (I1) y V (I2) son dos rectas
isomorfas a A1

k, luego, teniendo en cuenta lo que ya sabemos, podemos asegurar
que son las antiimágenes de Γ4 y Γ3 respectivamente. (Es fácil ver que ésa es la
correspondencia correcta y no la contraria.)

Γ3 Γ3Γ4Γ4

W112W111 W11

En resumen, la situación es la que indica la
figura, en la que hemos pasado a llamar Γ3 y Γ4

a las rectas V (I2) y V (I1) de W112, respectiva-
mente. En particular, podemos afirmar que Γ3

tiene multiplicidad 1 en W112 y Γ4 tiene multi-
plicidad 2. Sin embargo, ahora los puntos de Γ4

son regulares en W112, ya que, si P contiene a Γ4, en OP se cumple que

x1 =
y2
2 + a1,2x1y2 + a3,2y2 − a4,3x1 − a6,4

x1 + a2,1
π′, π = x1π

′.
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Γ1

Γ2

Γ3Γ4

2
2

Teniendo en cuenta el análisis previo de la explosión de
W12, en total tenemos que la fibra cerrada es como indica
la figura, y todos sus puntos son regulares salvo quizá los
de W121. Si el polinomio T 2 + ā3,2T − ā6,4 tiene dos ráıces
distintas en k̄, entonces W111 está formado por dos rectas

isomorfas a A1
k o bien a una única recta simple isomorfa a A1

k′ , donde k′ es una
extensión cuadrática de k. (Al añadir los puntos de W111 tenemos P1

k o P1
k′ .)

En particular, todos los puntos son suaves excepto los de la intersección con Γ4,
que ya hemos visto que son regulares. Por consiguiente, la explosión es regular
y tenemos una fibra cerrada de tipo I∗1 o I∗1,2.

Si, por el contrario, T 2 + ā3,2T − ā6,4 = (T − ᾱ)2, entonces W112 consta de
una única recta doble Γ5 ⊂ W111 ∪W112. La traslación Y ′ = Y + π2α en la
ecuación de Weierstrass original nos da ahora que π3 | a3, π5 | a6.

El razonamiento habitual nos muestra que Γ5 puede tener a lo sumo un par
de puntos singulares contenidos en W111, por lo que, a la hora de calcular la
explosión de Γ5, basta considerar la de este abierto. En W111 la recta Γ5 es
(π, y2), y las ecuaciones de la explosión son:

W1111 πy2
3 + a1x2y3 + a3,2y3 = πx3

2 + a2,1x
2
2 + a4,3x2 + a6,5

W1111s ā2,1x
2
2 + ā4,3x2 + ā6,5 = 0

W1112 (πx3
2π

′ + a2,1x
2
2π

′ + a4,3x2π
′ + a6,5π

′ − a1x2 − a3,2)π′ = π

W1112s (ā2,1x
2
2 + ā4,3x2 + ā6,5)π′2 = 0

Es inmediato comprobar que la recta doble (π, π′) de W1112 se corresponde
con Γ5, pero que ahora todos sus puntos son regulares. La otra parte de la fibra
cerrada consiste en una o dos rectas que se contraen a uno o dos puntos de Γ5.

Si el polinomio ā2,1T
2 + ā4,3T + ā6,5 tiene dos ráıces distintas en k̄, entonces

tenemos una o dos nuevas componentes geométricamente regulares, luego todos
sus puntos serán suaves en la explosión salvo los puntos de intersección con Γ5,
que, no obstante, ya sabemos que son regulares. En definitiva, hemos llegado a
un modelo regular y la fibra cerrada es de tipo I∗2 o I∗2,2.

La alternativa es que el polinomio tenga una ráız doble ā2,1(T − ᾱ)2, en
cuyo caso, la traslación X = X +απ2 en la ecuación de Weierstrass original nos
da que π4 | a4, π6 | a6. Ahora sólo tenemos una componente nueva, Γ6, con
multiplicidad 2. El único punto de Γ6 que no está en W1111 es su intersección
con Γ5, que ya sabemos que es regular, y en W1111 tenemos que Γ6 = (π, x2) y

π =
πx2 + a2,1x2 + a4,3 − a1y3

y2
3 + a3,3y3 − a6,6

x2,

de donde se sigue que Γ6 tiene a lo sumo dos puntos singulares y, por el razo-
namiento habitual, para calcular su explosión basta estudiar la de W1111. Las
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ecuaciones son:

W11111 y2
3 + a1x3y3 + a3,3y3 = π2x3

3 + a2x
2
3 + a4,3x3 + a6,6

W11111s y2
3 + ā3,3y3 − ā6,6 = 0

W11112 x2π
′ = π y2

3π
′ + a1y3 + a3,3y3π

′ = πx2
2 + a2,1x2 + a4,3 + a6,6π

′

W11112s x2π
′ = 0 (y2

3 + ā3,3y3 − a6,6)π′ = ā2,1x2

De la relación π = x2π
′ en W12112 deducimos que todos los puntos de la

recta doble Γ6 = (π, x2, π
′) = (π, π′) son regulares en la superficie, por lo que

podemos restringirnos a W12111. Si el polinomio T 2+ā3,3T−ā6,6 tiene dos ráıces
distintas en k̄, concluimos que la superficie es regular y que su fibra cerrada es
de tipo I∗3 o I∗3,2.

Si, por el contrario, T 2 + ā3,3T − ā6,6 = (T − ᾱ)2, el cambio de variables
Y = Y ′ + π3α nos da que π4 | a3, π7 | a6, con lo que tenemos una recta doble
Γ7 de ecuación y3 = 0.

Ahora observamos que la ecuación de W11111 es idéntica a la de W111 salvo
por los sub́ındices, por lo que al calcular la explosión de Γ7 obtendremos ecua-
ciones análogas a las de W1111 y W1112, y entramos aśı en un proceso ćıclico que
sólo se detiene si en algún momento llegamos a una superficie regular con fibra
de tipo I∗n o I∗n,2.

El proceso ha de detenerse tras un número finito de pasos, pues cada dos
pasos v(a3) y v(a4) aumenta en una unidad y v(a6) aumenta en dos unidades,
lo que implica que v(b4) aumenta en una unidad, v(b6) y v(b8) aumentan en dos
unidades y v(∆) aumenta en dos unidades, pero todos los cambios de variables
dejan invariante a ∆, luego el proceso ha de terminar en un máximo de v(∆)−6
pasos (porque al inicio del paso 7 podemos asegurar que v(∆) ≥ 6).

Si car k �= 2, podemos refinar los cálculos y asegurar que n = v(∆) − 6.
En efecto, vamos a calcular v(∆) a partir de los datos que tenemos cuando
alcanzamos una fibra de tipo I∗n y vamos a ver que es precisamente v(∆) = n+6.

A lo largo de todo el proceso tenemos que v(a1) ≥ 1 y v(a2) = 1, lo que nos
da v(b2) = 1. En cuanto a las demás constantes, vaŕıan como indica la tabla
siguiente (que contiene cotas inferiores de la valoración en cada una de ellas):

n a3 a4 a6 b4 b6 b8 ∆
1 2 3 4 3 4 5 7
2 3 3 5 3 5 6 8
3 3 4 6 4 6 7 9
4 4 4 7 4 7 8 10

Del algoritmo se desprende que empezamos con v(a3) ≥ 2 y que la cota
aumenta una unidad al pasar de n impar a n par, mientras que v(a4) ≥ 3 y la
cota aumenta una unidad al pasar de n par a n impar. Por su parte v(a6) ≥ 4
la cota aumenta una unidad en cada paso, luego v(a6) ≥ n + 3.
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A partir de aqúı podemos razonar inductivamente lo que le sucede a las
demás constantes en cada paso. Por ejemplo, como b4 = 2a4 + a1a3, se sigue
inmediatamente que empieza con v(b4) ≥ 3 y que la cota aumenta una unidad
cada dos pasos. También es fácil ver que v(b6) ≥ 4 y que la cota aumenta una
unidad en cada paso, por lo que v(b6) ≥ n + 3.

El punto más delicado es el análisis de b8. Antes de entrar en él observemos
que, según el algoritmo, alcanzamos la fibra de tipo I∗1 cuando el polinomio
T 2 + ā3,2T − ā6,4 tiene ráıces distintas en k̄, es decir, cuando π � a2

3,2 + 4a6,4 o,
equivalentemente, cuando v(a2

3 + 4a6) = 4. La condición es análoga para todo
n impar aumentando una unidad cada vez el segundo sub́ındice de a3,2 y dos
unidades el de a6,4. En definitiva, se alcanza la fibra I∗n con n impar si y sólo si

v(a2
3 + 4a6) = n + 3.

La condición para n = 2 es que el polinomio ā2,1T
2 + ā4,3T + ā6,5 tenga

discriminante no nulo, es decir, v(a2
4 − 4a2a6) = 6, y este valor se incrementa

dos unidades cada dos pasos, luego la condición general para n par es que

v(a2
4 − 4a2a6) = n + 4.

Ahora observamos que

b8 = a2
1a6 − a1a3a4 − a2

4 + a2(a2
3 + 4a6) = a2

1a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − (a2

4 − 4a2a6).

Se comprueba fácilmente que, para n impar, todos los sumandos de la pri-
mera expresión tienen valor ≥ n + 5, mientras que el último tiene valor exac-
tamente n + 4, por lo que v(b8) = n + 4. Si n es par llegamos a la misma
conclusión con la segunda expresión. Aśı pues, cuando alcanzamos la fibra de
tipo I∗n (o I∗n,2) se cumple que v(b8) = n + 4.

A su vez, se comprueba fácilmente que todos los sumandos de

∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6

tienen valor ≥ n+ 7 excepto el primero, que cumple v(b22b8) = n+ 6, por lo que
v(∆) = n + 6.

9.6 Los pasos finales

Paso 8 Las hipótesis acumuladas hasta aqúı son:

π | a1, π2 | a2, a3, π3 | a4, π4 | a6,

de modo que ahora P (T ) = T 3. Volvemos a la situación del final de la sec-
ción 9.4, de modo que tenemos la superficie W̃ ′, determinada por los abiertos
W11 y W12. Ahora la fibra cerrada consta ahora de una recta simple Γ1, una
recta doble Γ2 y una recta triple Γ3, dada por x1 = 0. Los razonamientos
iniciales del paso 7 siguen siendo válidos en este caso (teniendo en cuenta que
ahora no existe la componente simple que alĺı llamábamos Γ3, sino que la Γ3
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del paso actual se corresponde con la Γ4 del paso 7). Aśı, resulta que la fibra
cerrada puede contener a lo sumo un par de puntos singulares, a saber, los del
cerrado V (π, x1, y

2
2 + a3,2y2 − a6,4) ⊂W11.

Γ3

Γ2 Γ2
2

3
2

33
2

Γ3Γ1 Γ1Γ3

Γ2

W11W̃2 W12 W̃ ′
0

Vamos a calcular la explosión de centro el ideal I = (π, x1, y
2
2 +a3,2y2−a6,4).

Podemos trabajar únicamente con el abierto W11. Por simplificar la notación,
llamaremos t = y2

2 + a3,2y2 − a6,4. La explosión W̃11 es unión de tres abiertos
afines, W111, W112 y W113. El primero es el espectro de D[x1, y2, π/t, x1/t] =
D[y2, π

′, x′
1]. Para calcular las ecuaciones de sus generadores partimos de la

ecuación de W11:

πt = x3
1 + a21x

2
1 + πa4,3x1 − πa1,1x1y2,

sustituimos π = π′t, x1 = x′
1t:

π′t2 = x′3
1 t3 + a21x

′2
1 t2 + a4,3x

′
1π

′t2 − a1,1x
′
1y2π

′t2,

y dividimos entre t2:

π′t = π, π′ = x′3
1 t + a21x

′2
1 + a4,3x

′
1π

′ − a1,1x
′
1y2π

′.

Similarmente, W112 es el espectro de D[x1, y2, π/x1, t/x1] = D[x1, y2, π
′′, z].

Sustituimos π = x1π
′′, t = x1z en la ecuación de W11 y dividimos entre x2

1:

x1π
′′ = π, x1z = t, π′′z = x1 + a21 + a4,3π

′′ − a1,1y2π
′′.

De la última ecuación podemos despejar x1, con lo que nos queda

(π′′z − a21 − a4,3π
′′ + a1,1y2π

′′)π′′ = π,

(π′′z − a21 − a4,3π
′′ + a1,1y2π

′′)z = t.

Finalmente, W113 es el espectro de D[y2, x1/π, t/π] = D[x2, y2, z
′], con las

relaciones
z′π = t, z′ = πx3

2 + a21x
2
2 + a4,3x2 − a1,1x2y2,

que se reducen a

π(πx3
2 + a21x

2
2 + a4,3x2 − a1,1x2y2) = t.

En resumen:

W111 π′t = π, π′ = x′3
1 t + a21x

′2
1 + a4,3x

′
1π

′ − a1,1x
′
1y2π

′

W111s π′t = 0, π′(1− ā4,3x
′
1 + ā1,1x

′
1y2) = x′3

1 t

W112 (π′′z − a21 − a4,3π
′′ + a1,1y2π

′′)π′′ = π,
(π′′z − a21 − a4,3π

′′ + a1,1y2π
′′)z = t

W112s t = 0, (z − a4,3 + a1,1y2)π′′2 = 0

W113 π(πx3
2 + a21x

2
2 + a4,3x2 − a1,1x2y2) = t

W113s t = 0
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Analicemos ahora la fibra cerrada. Todo ideal de O(W111) que contenga a π
contiene a uno de los ideales

I11 = (π, x′
1, π

′), I12 = (π, π′, t), I13 = (π, t, 1− a4,3x
′
1 + a1,1x

′
1y2).

Similarmente, en W112 tenemos

I21 = (π, π′′, t), I22 = (π, t, z − a4,3 + a1,1y2),

y en W113 únicamente, I31 = (π, t).

Notemos que los ideales que contienen a t son primos si y sólo si el polinomio
T 2 + ā3,2T − ā6,4 no tiene ráıces en k, mientras que, en caso contrario, si

T 2 + ā3,2T − ā6,4 = (T − ᾱ1)(T − ᾱ2),

cada uno de ellos determina dos componentes irreducibles disjuntas, las resul-
tantes de sustituir t por t1 = y2 − α1 o t2 = y2 − α2.

También es claro que las componentes irreducibles correspondientes a estos
ideales se contraen a puntos de Γ3 ⊂ W11, por lo que la antiimagen de Γ3 en
la explosión ha de ser el único ideal que no contiene a t, a saber, I1,1. Aśı
pues, llamaremos también Γ3 a la componente irreducible asociada al ideal I1,1.
Sabemos, pues, que tiene multiplicidad 3 en la explosión.

El ideal I12 determina una o dos rectas disjuntas que cortan a Γ3 en un
punto cada una. Las llamaremos Γ4,1 y (si existe) Γ4,2. Con el ideal I13 hemos
de tener una precaución: si ā4,3 = ā1,1 = 0, entonces no existe tal ideal, ya que
cumpliŕıa 1 ∈ I13. Esto no es significativo, porque las componentes irreducibles
asociadas a I13 son las mismas que las asociadas a I22 (como se ve al aplicar el
cambio de coordenadas z = 1/x′

1). Sucede que W111 ∩W112 = D(z) en W112,
y si ā4,3 = ā1,1 = 0 entonces las componentes irreducibles asociadas a I22 están
contenidas en V (z), por lo que no aparecen en W111.

Llamemos Γ5,1 y (si existe) Γ5,2 a las componentes irreducibles asociadas a
I22 y (tal vez) a I13. Notemos que W111 ∩W112 = D(x1) en W111, de donde se
sigue que Γ5,i ∩W111 ⊂W112, por lo que podemos prescindir en todo momento
del ideal I13. En particular, Γ5,i ∩ Γ3 = ∅.

Por último, es fácil ver que las componentes irreducibles asociadas a I31 son
de nuevo las componentes Γ5,i. Su expresión en W113 muestra claramente que
tienen multiplicidad 1.

Γ1

Γ2
Γ3

Γ4,i

Γ5,i

2

3 En total, vemos que la estructura de la fibra cerrada de
la explosión es la que indica la figura, donde hemos repre-
sentado el caso en que existen los dos pares de componentes.
Vemos que corresponden a los tipos IV∗ o IV∗

2, aunque nos
falta comprobar que la superficie es regular y que las componentes Γ4,i tienen
multiplicidad 2.

Lo segundo es inmediato a partir de la expresión de W112. Si, por ejemplo,
existe una única componente irreducible, entonces la fibra cerrada es isomorfa
al espectro de

k′[Y,Z]/((Z − ā4,3 + ā1,1ȳ2)Y 2),
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donde k′ = k[T ]/(T 2 + ā3,2T − ā6,4) e ȳ2 = T̄ . La componente Γ4,1 se corres-
ponde con V (Y ), que obviamente tiene multiplicidad 2. Si hay dos componentes
irreducibles, lo mismo es válido cambiando k′ por k y tomando ȳ2 = ᾱi.

Los puntos de Γ3 son todos regulares porque I11 = (x′
1). Si P es un ideal

primo de O(W111) que contiene a I2, o bien contiene a x′
1, en cuyo caso está en

Γ3 y ya sabemos que es regular, o en OW111,P se cumple que

t =
1− a22x

′2
1 t− a4,3x

′
1 + a1,1x

′
1y2

x′3
1

π′, π = tπ′,

lo que implica la regularidad de P. En particular, tenemos la regularidad de
todos los puntos de Γ4,i salvo quizá los que estén en W112 y no en W111. Ahora
bien, es fácil ver que I21 = (π′′), lo que implica la regularidad de estos puntos.

En cuanto a Γ5,i, los puntos de estas componentes que están en W113 son
claramente regulares, pues I31 = (π) y, como W112∩W113 = D(π′′) en W112, los
únicos puntos de Γ5,i que nos falta analizar están en Γ5,i ∩ Γ4,i, y ya sabemos
que son regulares.

Paso 9 Si T 2 + ā3,2T − ā6,4 = (T − ᾱ)2, el cambio de variables Y = Y ′ + π2α
hace que π3 | a3 y π5 | a6. Estamos en la misma situación que al principio del
paso anterior, salvo que ahora la componente Γ3 sólo puede tener un punto sin-
gular, a saber, m = (π, x1, y2). Vamos a calcular la explosión de W11 con centro
m. La podemos expresar como unión de tres abiertos afines que se obtienen,
respectivamente, con los cambios de variables

π = y2π
′, x1 = x′

1y2, π = x1π
′′, y2 = x1y

′
2, x1 = πx2, y2 = πy3.

Las ecuaciones son:

W111 π + a1x
′
1 + a3,2π

′ = y2x
′3
1 + a2,1x

′2
1 + a4,3x

′
1π

′ + a6,5π
′2,

y2π
′ = π

W111s y2π
′ = 0, y2x

′3
1 + (ā4,3x

′
1 + ā6,5π

′)π′ = 0

W112 (πy′22 + a1y
′
2 + a3,2y

′
2π

′′ − a2,1 − a4,3π
′′ − a6,5π

′′2)π′′ = π

W112s (ā4,3 + ā6,5π
′′)π′′2 = 0

W113 πy2
3 + a1x2y3 + a3,2y3 = πx3

2 + a2,1x
2
2 + a4,3x2 + a6,5

W113s ā4,3x2 + ā6,5 = 0

En W111s encontramos tres componentes irreducibles, asociadas a los ideales
primos

I11 = (π, x′
1, π

′), I12 = (π, y2, π
′), I13 = (π, y2, a4,3x

′
1 + a6,5π

′).

En W112s encontramos dos componentes irreducibles, asociadas a los ideales
I21 = (π, π′′), I22 = (π, a4,3 + a6,5π

′′), y es fácil ver que se corresponden respec-
tivamente con las asociadas a I12 e I13. Por último, W113s es una recta que se
corresponde con las componentes asociadas a I13 e I22.
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En definitiva, la fibra cerrada de la explosión tiene tres componentes irre-
ducibles, y todas ellas tienen una parte en W111s. Los ideales que contienen
a y2 se contraen claramente a puntos de W11, luego la componente Γ3 de W11

ha de corresponderse en la explosión con la componente determinada por I11.
Como de costumbre, la llamaremos también Γ3, y pasamos a llamar Γ4 y Γ5 a
las componentes asociadas a I12 e I13, respectivamente.

Γ1

Γ2
Γ3

Γ4

Γ5
2

2
3

Notemos que la hipótesis local π4 � a4 nos asegura que
Γ3 no coincide con Γ4. Es claro que las tres componentes
se cortan en el punto p = (π, x′

1, y2, π
′). Las ecuaciones

de W112s muestran que Γ4 tiene multiplicidad 2 y Γ5 tiene
multiplicidad 1 (y sabemos que Γ3 ha de tener multiplicidad 3). La situación
es, pues, la que muestra la figura.

Veamos ahora que todos los puntos son regulares excepto a lo sumo p. Como
todos los puntos de W11 son regulares excepto m y la explosión es un isomorfismo
fuera de la fibra de m, tenemos que los únicos puntos que pueden ser singulares
son los de Γ4 o Γ5. Los de Γ5 son suaves excepto p, y las ecuaciones de W112

muestran que I12 = (π′′), luego todos los puntos de Γ4 ∩W112 son regulares, y
el único punto que excluimos aśı es precisamente p.

Por consiguiente, ahora hemos de calcular la explosión de W111 con centro
en el punto p = (x′

1, y2, π
′).

En primer lugar hacemos los cambios y2 = x′
1y

′
2, π′ = x′

1π
′′, sustituyendo

previamente π = y2π
′ en la segunda ecuación de W111 (y dividimos entre x′2

1 ):

x′2
1 y′2π

′′ = π, y′2π
′′+a1,1x

′
1y

′
2π

′′+a3,3x
′
1y

′
2π

′′2 = x′2
1 y′2+a2,1+a4,3π

′′+a6,5π
′′2.

Los otros cambios de variables son

x′
1 = x′′

1y2, π′ = y2π
′′ y x′

1 = x′′′
1 π′, y2 = y′′2π

′.

En total, llegamos a las ecuaciones:

W1111 y′2π
′′ + a1,1x

′
1y

′
2π

′′ + a3,3x
′
1y

′
2π

′′2 = x′2
1 y′2 + a2,1 + a4,3π

′′ + a6,5π
′′2,

x′2
1 y′2π

′′ = π

W1111s y′2π
′′ + ā1,1x

′
1y

′
2π

′′ + ā3,3x
′
1y

′
2π

′′2 = x′2
1 y′2 + ā4,3π

′′ + ā6,5π
′′2,

x′2
1 y′2π

′′ = 0

W1112 π′′ + a1,1x
′′
1y2π

′′ + a3,3y2π
′′2 = y2

2x
′′3
1 + a2,1x

′′2
1 + a4,3x

′′
1π

′′ + a6,5π
′′2,

y2
2π

′′ = π

W1112s π′′ + ā1,1x
′′
1y2π

′′ + ā3,3y2π
′′2 = y2

2x
′′3
1 + ā4,3x

′′
1π

′′ + ā6,5π
′′2,

y2
2π

′′ = 0

W1113 y′′2 + a1,1x
′′′
1 y′′2π

′ + a3,3y
′′
2π

′ = y′′2x
′′′3
1 π′2 + a2,1x

′′′2
1 + a4,3x

′′′
1 + a6,5,

y′′2π
′2 = π

W1113s y′′2 + ā1,1x
′′′
1 y′′2π

′ + ā3,3y
′′
2π

′ = y′′2x
′′′3
1 π′2 + ā4,3x

′′′
1 + ā6,5,

y′′2π
′2 = 0



296 Caṕıtulo 9. El algoritmo de Tate

Las componentes irreducibles de las fibras cerradas son las asociadas a los
ideales primos:

I11 = (π, x′
1, π

′′), I12 = (π, y′2, π
′′),

I13 = (π, y′2, a4,3 + a6,5π
′′), I14 = (π, x′

1, y
′
2 − a4,3 − a6,5π

′′),

I21 = (π, x′′
1 , π

′′), I22 = (π, y2, π
′′), I23 = (π, y2, 1− a4,3x

′′
1 − a6,5π

′′),

I31 = (π, y′′2 , a4,3x
′′′
1 + a6,5), I32 = (π, π′, y′′2 − a4,3x

′′′
1 − a6,5).

Considerando los cambios de coordenadas entre los distintos abiertos se com-
prueba sin dificultad que las parejas de ideales (I31, I13), (I32, I14), (I22, I11),
(I23, I14) determinan la misma componente irreducible, lo que nos reduce el
número de componentes hasta 5 (a las que hay que sumar Γ1 y Γ2, que no están
en W111, por lo que no aparecerán aqúı). También es fácil ver que las componen-
tes asociadas a I11 e I14 se contraen a p (porque contienen a x′

1, luego también a
x′

1, y2, π
′). Esto nos deja únicamente a I12, I13 e I21 como posibles antiimágenes

de Γ3, Γ4 y Γ5. Es fácil ver que, concretamente, la correspondencia es

I21 �→ Γ3, I12 �→ Γ4, I13 �→ Γ5.

Γ1

Γ2

Γ3Γ7 Γ4

Γ6

Γ5

4

2
32

2

Llamaremos Γ6 a la componente asociada a I11 o
I22 y Γ7 a la asociada a I14 o I23. Analizando las unio-
nes de los ideales se ve fácilmente que la disposición
de las componentes es la que indica la figura. Falta
comprobar que las multiplicidades de Γ6 y Γ7 son las

que se indican (4 y 2, respectivamente). De las ecuaciones de W1112 se sigue
que

π′′(1 + a1,1x
′′
1y2 + a3,3y2π

′′ − a2,2x
′′2
1 y2

2 − a4,3x
′′
1 − a6,5π

′′) = y2
2x

′′3
1 ,

y la expresión entre paréntesis no está en I22 (porque módulo I22 es 1 − ā43x
′′
1

y D[x′′
1 , y2, π

′′]/I22 ∼= k[x′′
1 ], con x′′

1 trascendente sobre k). Por consiguiente, en
OΓ6 , se cumple que I22 = (y2), luego vΓ6(y2) = 1 y vΓ6(π

′′) = 2, lo que a su vez
implica que vΓ6(π) = vΓ6(y

2
2π

′′) = 4, y esto es la multiplicidad de Γ6.
Para Γ7 tenemos que

π′′(1− a4,3x
′′
1 − a6,5π

′′) = y2
2x

′′3
1 + a2,1x

′′2
1 − a1,1x

′′
1y2π

′′ − a3,3y2π
′′2,

donde el miembro derecho está en I23 y π′′ /∈ I23 (pues en caso contrario el ideal
seŕıa maximal). Esto implica que vΓ7(y2) = 1, con lo que la multiplicidad es
vΓ7(π) = vΓ7(y

2
2π

′′) = 2.

Por último, vamos a comprobar que todos los puntos son regulares salvo
quizá el punto de intersección de Γ6 y Γ7. (Como la explosión es un isomorfismo
fuera de la fibra de p, sabemos que un punto singular ha de estar necesariamente
en Γ6 ∪ Γ7.) La ecuación precedente lo prueba para los puntos de W1112. (Un
ideal maximal que contenga a I22 o I23 tendrá, en principio, cuatro generadores,
de entre los que podemos eliminar a π y también a π′′ o 1 − a4,3x

′′
1 − a6,5π

′′
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siempre y cuando no estén los dos en el ideal.) En W1111 podemos razonar igual
con

π′′(y′2 − a4,3 − a6,5π
′′) = x′2

1 y′2 + a2,1 − a1,1x
′
1y

′
2π

′′ − a3,3x
′
1y

′
2π

′′2.

Con esto tenemos cubiertas ambas componentes (sin necesidad de considerar
W1113).

Esto nos lleva a calcular la explosión del punto singular. Podemos considerar
únicamente el abierto W1112, en el cual el punto es q = (y2, π

′′, 1− a4,3x
′′
1). La

sustitución
π′′ = y2π

′′′, 1− a4,3x
′′
1 = y2z

nos da las ecuaciones

zπ′′′ + a1,1x
′′
1π

′′′ + a3,3y2π
′′′2 = x′′3

1 + a2,2x
′′2
1 y2π

′′′ + a6,5π
′′′2,

y3
2π

′′′ = π, 1− a4,3x
′′
1 = y2z.

Es fácil ver que la fibra cerrada tiene dos componentes irreducibles, asociadas
a los ideales

I11 = (π, π′′′, x′′
1 , y2z − 1), I12 = (π, y2, 1− a4,3x

′′
1).

La primera es Γ3, mientras que la segunda se contrae a q, luego es nueva, y
la llamaremos Γ8. Observemos que I12 = (y2), mientras que π′′′ /∈ I12, de donde
se sigue que la multiplicidad de Γ8 es vΓ8(π) = 3.

La sustitución
y2 = y′2π

′′, 1− a4,3x
′′
1 = z′π′′

nos da las ecuaciones

π′′(y′22 x′′3
1 + a2,2x

′′2
1 y′22 π′′ + a6,5 − a1,1x

′′
1y

′
2 − a3,3y

′
2π

′′) = 1− a4,3x
′′
1 ,

y′22 π′′3 = π.

También tenemos dos ideales:

I21 = (π, y′2, 1− a4,3x
′′
1 − a6,5π

′′), I22 = (π, π′′, 1− a4,3x
′′
1).

Es claro que el primero se corresponde con Γ7, mientras que el segundo es
otra vez Γ8. Por último, la sustitución

y2 = (1− a4,3x
′′
1)y′′2 , π′′ = (1− a4,3x

′′
1)π̃

nos da las ecuaciones

π̃ + a1,1x
′′
1y

′′
2 π̃ + a3,3y

′′
2 π̃

2(1− a4,3x
′′
1)

= x′′3
1 y′′22 + a2,2x

′′2
1 y′′22 π̃(1− a4,3x

′′
1) + a6,5π̃

2,

y′′22 π̃(1− a4,3x
′′
1)3 = π.
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Tenemos cuatro ideales:

I31 = (π, y′′2 , π̃), I32 = (π, π̃, x′′
1),

I33 = (π, 1− a4,3x
′′
1), I34 = (π, y′′2 , 1− a6,5π̃),

que corresponden a Γ6, Γ3, Γ8 y Γ7, respectivamente. (Notemos que si π | a6,5

entonces Γ7 no corta a este último abierto de la explosión.) Es fácil ver que su
disposición es la que indica la figura.

Γ1

Γ2

Γ3Γ8 Γ4

Γ6

Γ7

Γ5 4

2
32

3
2

Vemos que corresponde al tipo III∗. Sólo hemos de
probar que la superficie a la que hemos llegado es re-
gular. Sólo podŕıa tener singularidades sobre la com-
ponente Γ8, y es inmediato que no los hay, ya que
I12 = (y2), I22 = (π′′), I33 = (1− a4,3x

′′
1).

Paso 10 Estamos como al principio del paso 9: ya tenemos calculada la ex-
plosión de W11 con centro en el punto m. La única diferencia es que ahora
la fibra cerrada es algo más simple. En primer lugar, observamos que la fibra
cerrada de W113 es vaćıa, por lo que podemos olvidarnos de este abierto. Por
otra parte, tenemos que I12 = I13, I21 = I22, por lo que sólo tenemos dos
componentes irreducibles: Γ3 y Γ4, ésta con multiplicidad 3 (como se deduce
inmediatamente de la fibra cerrada de W112). Sigue siendo cierto que p es el
único posible punto singular y, al calcular la explosión de W111 con centro p,
obtenemos las mismas ecuaciones que en el paso anterior, salvo que las fibras
cerradas son también ligeramente más simples, porque desaparece ā4,3.

Γ1

Γ2

Γ3

Γ6

Γ4
Γ7

2

33 2
4

Al revisar los ideales de las componentes irreducibles
observamos que I31 es trivial, aśı como que I12 = I13. Los
cálculos de las multiplicidades de Γ6 y Γ7 siguen siendo
válidos, y ahora la configuración es la que indica la figura.
El punto q sigue siendo el único punto singular, sólo que

ahora aparece únicamente en el abierto W1111, donde es q = (x′
1, y

′
2, π

′′). Las
sustituciones

x′
1 = x′′

1y
′
2, π′′ = y′2π

′′′, y′2 = x′
1y

′′
2 , π′′ = x′

1π̃, x′
1 = x′′′

1 π′′, y′2 = y′′′2 π′′,

dan lugar a las ecuaciones siguientes:

W11111 π′′′ + a1,1x
′′
1y

′
2π

′′′ + a3,3x
′′
1y

′2
2 π′′′2

= x′′2
1 y′2 + a2,2x

′′2
1 y′22 π′′′ + a4,4x

′′2
1 y′32 π′′′2 + a6,5π

′′′2,

x′′2
1 y′42 π′′′ = π

W11112 y′′2 π̃ + a1,1x
′
1y

′′
2 π̃ + a3,3x

′2
1 y′′2 π̃

2

= x′
1y

′′
2 + a2,2x

′2
1 y′′2 π̃ + a4,4x

′3
1 y′′2 π̃

2 + a6,5π̃
2,

x′4
1 y′′2 π̃ = π

W11113 y′′′2 + a1,1x
′′′
1 y′′′2 π′′ + a3,3x

′′′
1 y′′′2 π′′2

= x′′′2
1 y′′′2 π′′ + a2,2x

′′′2
1 y′′′2 π′′2 + a4,4x

′′′2
1 y′′′2 π′′3 + a6,5,

x′′′2
1 y′′′2 π′′4 = π
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Dejamos que el lector compruebe que la estructura de la fibra cerrada de
cada abierto es la siguiente: En W11111s tenemos

Γ6 = (π, x′′
1 , π

′′′), Γ7 = (π, x′′
1 , 1− a6,5π

′′′),

Γ8 = (π, y′2, π
′′′), Γ9 = (π, y′2, 1− a6,5π

′′′),

en W11112s tenemos

Γ4 = (π, y′′2 , π̃), Γ8 = (π, x′
1, π̃), Γ9 = (π, x′

1, y
′′
2 − a6,5π̃),

y en W11113s

Γ7 = (π, x′′′
1 , y′′′2 − a6,5), Γ9 = (π, π′′, y′′′2 − a6,5).

Γ1

Γ2

Γ3

Γ6

Γ4

Γ7

Γ9Γ8

2

3
2

5

3
4

4

La disposición de las componentes irreducibles es
la que indica la figura. Falta comprobar que las multi-
plicidades de Γ8 y Γ9 son las indicadas. Para ello con-
sideramos la ecuación de W11111 en la forma siguiente,
y observamos que la expresión entre paréntesis no está
en Γ8 = (π, y′2, π

′′′), al igual que x′′
1 .

π′′′(1 + a1,1x
′′
1y

′
2 + a3,3x

′′
1y

′2
2 π′′′ − a2,2x

′′2
1 y′22 − a4,4x

′′2
1 y′32 π′′′ − a6,5π

′′′) = x′′2
1 y′2

Concluimos que Γ8 = (y′2) = (π′′′), luego la multiplicidad de Γ8 es

vΓ8(π) = vΓ8(x
′′2
1 y′42 π′′′) = 5.

De paso hemos probado que todos los puntos de Γ8 ∩W11111 son regulares,
lo cual excluye únicamente al punto donde Γ8 corta a Γ4 y Γ9, que en W11112

es r = (x′
1, y

′′
2 , π̃). En cuanto a Γ9 observamos que

1− a6,5π
′′′ =

(x′′
1 + a2,2x

′′
1y

′
2π

′′′ + a4,4x
′′
1y

′2
2 π′′′2 − a1,1π

′′′ − a3,3y
′
2π

′′′2)x′′
1y

′
2

π′′′ ,

lo cual prueba que Γ9 = (y′2), con lo que su multiplicidad es

vΓ9(π) = vΓ9(x
′′2
1 y′42 π′′′) = 4,

y además vemos que todos los puntos de Γ9 ∩W11111 son regulares, luego la
única singularidad de la superficie es a lo sumo r. Dejamos a cargo del lector la
comprobación de que en la explosión de W11112 con centro r aparece una última
componente Γ10 de multiplicidad 6 que nos da finalmente un modelo regular
con fibra cerrada de tipo II∗.

Con esto termina la prueba del algoritmo, pues del paso 11 no hay nada que
probar.
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9.7 El caso car k > 3

Cuando la caracteŕıstica del cuerpo de restos k (y, por consiguiente, la de
K) es distinta de 2 o 3, el algoritmo de Tate puede simplificarse bastante. Bajo
estas hipótesis, haciendo a′1 = a′2 = a′3 = 0 en las ecuaciones del teorema 4.23
vemos que existen unos únicos r, s, t ∈ D tales que el cambio de variables corres-
pondiente (con u = 1) dan lugar a una ecuación (que seguirá siendo minimal) y
que cumple a1 = a2 = a3 = 0. Concretamente,

s = −a1

2
, r = −a2

3
− a2

1

12
, t = −a3

2
+

a1a3

6
+

a3
1

24
.

Es fácil determinar el tipo de reducción de una curva eĺıptica a partir de una
ecuación minimal en estas condiciones:

Teorema 9.1 Sea D un anillo de valoración discreta, sea K su cuerpo de co-
cientes y k su cuerpo de restos. Supongamos que car k �= 2, 3. Entonces, toda
curva eĺıptica E/K admite una ecuación de Weierstrass minimal de la forma

Y 2 = X3 + a4X + a6.

Para cualquiera de ellas, la tabla siguiente indica los valores v(a4), v(a6) y
v(∆) en función del tipo de reducción de E/K (donde hay que entender que la
columna In corresponde tanto a In como a In,2, e igualmente con los demás tipos
que admiten variantes).

I0 In II III IV I∗0 I∗n IV∗ III∗ II∗

v(a4) ≥ 0 = 0 ≥ 1 = 1 ≥ 2 ≥ 2 = 2 ≥ 3 = 3 ≥ 4
v(a6) ≥ 0 = 0 = 1 ≥ 2 = 2 ≥ 3 = 3 = 4 ≥ 5 = 5
v(∆) = 0 = n = 2 = 3 = 4 = 6 = n + 6 = 8 = 9 = 10

Rećıprocamente, cualquier ecuación de Weierstrass en las condiciones de la tabla
es minimal.

Demostración: Observemos que, por las observaciones previas al teorema,
una ecuación minimal de la forma indicada es única salvo cambios de variable
de la forma X = u2X ′, Y = u3Y ′, donde u es una unidad de D, luego los valores
de v(a4), v(a6) y v(∆) no dependen de la ecuación minimal considerada. Por
otra parte, una ecuación en las condiciones de la tabla es minimal por [CE 6.4].

El caso I0 es obvio. Los tipos In o In,2 corresponden a la reducción mul-
tiplicativa. Observemos que el discriminante minimal es ∆ = −64a3

4 − 432a2
6

y sabemos que v(∆) = n, luego si fuera v(a4) ≥ 1, también tendŕıamos que
v(a6) ≥ 1 y viceversa, con lo que la ecuación reducida seŕıa Y 2 = X3 y la
reducción seŕıa aditiva. Por consiguiente, ha de ser v(a4) = v(a6) = 0.

Para los casos siguientes consideremos la ecuación minimal de E/K a la
que se llega mediante el algoritmo de Tate (que no es necesariamente de la
forma del enunciado, pero de aquélla se pasa a ésta mediante el cambio de
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variables determinado por los r, s, t indicados antes del enunciado). Para evitar
confusiones, llamaremos a′4 y a′6 a los coeficientes de la ecuación del enunciado
y ai a los de la ecuación dada por el algoritmo de Tate.

A partir del paso 3 del algoritmo de Tate tenemos que π | a1, a2, a3, a4, a6, de
donde se sigue que π | r, s, t, y el teorema 4.23 nos da que v(a′4) ≥ 1, v(a′6) ≥ 1.

La reducción es de tipo II cuando π2 � a6, y entonces, en la relación

a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1,

todos los términos del miembro derecho son divisibles entre π2 excepto el pri-
mero, luego v(a′6) = 1. La relación

∆ = −64a′34 − 432a′26

implica entonces que v(∆) = 2.

A partir del paso 4 del algoritmo de Tate tenemos que π2 | a6, lo que se
traduce en que v(a′6) ≥ 2. La reducción es de tipo III si π3 � b8 y, en la
definición

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4,

vemos que todos los términos de la derecha son divisibles entre π3 salvo quizá
el último, luego ha de ser v(a4) = 1. Consideramos ahora la relación

a′4 = a4 − sa3 + 2ra2 − (t + rs)a1 + 3r2 − 2st,

en la que todos los términos de la derecha son divisibles entre π2 menos el
primero, luego v(a′4) = 1. Esto implica que v(∆) = 3.

A partir del paso 5 del algoritmo de Tate tenemos que π3 | b8, lo que implica
que v(a4) ≥ 2 y esto, a su vez, que v(a′4) ≥ 2. Ahora tenemos que

a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1 ≡ a6 − ta3 − t2 ≡ a6 +
a2
3

4

≡ b6
4

(mód π3).

La reducción es de tipo IV o IV2 cuando π3 � b6, lo cual se traduce en que
v(a′6) = 2 y, por consiguiente, en que v(∆) = 4.

A partir del paso 6 del algoritmo de Tate tenemos que π2 | a3, a4, π3 | a6,
lo que implica inmediatamente que v(a′6) ≥ 3. Los casos I∗0, I∗0,2 y I∗0,3 se dan
cuando el polinomio

P (T ) = T 3 + a2,1T
2 + a4,2T + a6,3

tiene ráıces simples en k̄, y en tal caso hemos de probar que v(∆) = 6. Vamos
a ver que podemos suponer que tiene al menos una ráız en k. Si no la tiene,
tampoco puede tener ráıces en K (ya que, como P (T ) tiene coeficientes en D,
tal ráız seŕıa entera, luego estaŕıa en D y daŕıa lugar a una ráız de P (T ) en k.
En particular P (T ) es irreducible tanto en K[T ] como en k[T ].
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Sea α una ráız de P (T ) en una clausura algebraica de K, y sea K ′ = K(α).
Tenemos que K ′ es también un cuerpo métrico discreto y completo7, α es entero
en K ′ y ahora P (T ) tiene una ráız en el cuerpo de restos k′. Más aún, se cumple
la relación8 n = ef , donde n = |K ′ : K| = 2, f = |k′ : k| = 3 y e es el ı́ndice
de ramificación, que, al ser e = 1, nos da que la valoración de K ′ extiende a la
de K. Por consiguiente, todas las relaciones de divisibilidad que teńıamos en K
siguen siendo válidas en K ′, y v(∆) es el mismo en K que en K ′.

Equivalentemente, podemos suponer, como indicábamos, que P (T ) tiene una
ráız en k. Entonces, un cambio de variable (el mismo que se hace en el paso 7
del algoritmo de Tate) nos permite suponer que dicha ráız es 0, lo que a su vez
se traduce en que π4 | a6, y la reducción de P (T ) es

P (T ) = T (T 2 + ā2,1T + ā4,2).

Que 0 sea una ráız simple equivale a que v(a4) = 2, y que el polinomio
cuadrático tenga ráıces simples equivale a que v(a2

2 − 4a4) = 2. Usando esto
calcularemos v(∆). Se comprueba inmediatamente que

v(b2) ≥ 1, v(b4) = 2, v(b6) ≥ 4, v(b8) = 4.

A su vez, de aqúı deducimos que

∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6 ≡ −b22b8 − 8b34

≡ −(4a2)2(−a2
4)− 8(2a4)3 = 16a2

4(a
2
2 − 4a4) (mód π7),

luego, en efecto, v(∆) = 6.

A partir del paso 7 del algoritmo de Tate tenemos que

π | a1, a2, π2 | a3, π3 | a4, π4 | a6,

y la fibra es de tipo I∗n o I∗n,2 si v(a2) = 1. Además, en tal caso ya sabemos que
v(∆) = n + 6. Ahora es inmediato que

a′4 = a4 − sa3 + 2ra2 − (t + rs)a1 + 3r2 − 2st ≡ 2ra2 + 3r2 = −a2
2

3
(mód π3),

luego v(a′4) = 2. Similarmente,

a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1 ≡ r2a2 + r3 =
2a3

2

27
(mód π4),

luego v(a′6) = 3.

A partir del paso 8 del algoritmo de Tate tenemos que

π | a1, π2 | a2, a3, π3 | a4, π4 | a6,

7Véanse los teoremas 5.27 y 5.28 de mi Geometŕıa algebraica.
8Teorema 5.32 de mi Geometŕıa algebraica.
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de donde se sigue sin dificultad que v(a′4) ≥ 3, v(a′6) ≥ 4. Los tipos IV y IV2 se
dan cuando v(a2

3 − 4a6) = 4. Entonces:

a′6 ≡ a6 − ta3 − t2 ≡ 4a6 − a2
3

4
(mód π5),

luego v(a′6) = 4. La relación ∆ = −64a′34 − 432a′26 implica que v(∆) = 8.

Dejamos a cargo del lector los dos últimos casos, que no presentan ninguna
dificultad.

9.8 Reducción y cambios de base

Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, y sea K ′/K una extensión de
grado n. Según [GA 5.27, 5.28], la extensión K ′ es también un cuerpo métrico
discreto y completo, y su valoración cumple la relación vK′ |K = evK , para cierto
número natural e ≥ 1 llamado ı́ndice de ramificación de K ′/K. Llamemos D
y D′ a los respectivos anillos de enteros y k, k′ a los cuerpos de restos. Según
[GA 5.30], la extensión k′/k es finita, y su grado f se llama grado de inercia de
K ′/K. La relación fundamental entre n, e y f es que n = ef (por [GA 5.32]).
Por simplicidad supondremos que el cuerpo de restos k es perfecto.

En esta sección usaremos el algoritmo de Tate para estudiar la relación
entre el tipo de reducción de una curva eĺıptica E/K y el de la curva EK′/K ′.
Partimos de una ecuación de Weierstrass minimal de E/K

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6,

con ai ∈ D, que cumpla uno de los casos del algoritmo de Tate.

Observamos en primer lugar que las condiciones que determinan cada tipo
de reducción dependen únicamente de los valores vK(ai) o vK(bi) de la ecuación
dada o del tipo de descomposición de determinados polinomios en k̄. Por lo
tanto, si la extensión es no ramificada (es decir, cumple e = 1), tenemos que
vK′ |K = vK y, en cualquier caso, k̄′ = k̄, por lo que la ecuación de Weierstrass
sigue cumpliendo las condiciones del mismo caso del algoritmo de Tate.

Concluimos que las extensiones no ramificadas no alteran el tipo de reducción
de E/K. A lo sumo, pueden alterar el subtipo, de modo que una reducción de
tipo In,2, IV2, I∗n,2 o IV∗

2 puede pasar a ser de tipo In, IV, I∗n o IV∗, respec-
tivamente, y una reducción de tipo I∗0,3 puede pasar a tipo I∗0,2 o I∗0, pues los
subtipos 2 o 3 se dan cuando ciertos polinomios de k̄[X] tienen una o varias
ráıces fuera de k y, si es aśı, puede que las tengan en k′.

Una condición necesaria para que un subtipo 2 (resp. 3) pueda variar es
que 2 (resp. 3) divida al grado de inercia f , pues el polinomio que determina
el subtipo tiene el grado que indica el sub́ındice. La condición no es suficiente.
Para determinar si el subtipo vaŕıa o no hay que determinar si las ráıces del
polinomio correspondiente (especificado por el algoritmo de Tate) están o no
en k′. En resumen:
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Teorema 9.2 El tipo de reducción de una curva eĺıptica no se altera por exten-
siones no ramificadas, y el subtipo tampoco si 6 � f .

Consideremos ahora el caso en que e ≥ 1. Si la caracteŕıstica del cuerpo de
restos k es p = 2 o p = 3, supondremos además que p � e.

Tipo I0 La condición para que la reducción sea de tipo I0 (es decir, que E
tenga buena reducción) es que v(∆) = 0, y esto sigue siendo cierto en K ′, luego
la reducción de EK′ sigue siendo de tipo I0. Por ello, la buena reducción de una
curva eĺıptica se llama también reducción estable.

Tipo In Si E/K tiene reducción de tipo In o In,2, entonces se cumple que
v(a3), v(a4), v(a6) ≥ 1, v(b2) = 0, v(∆) = n, y estas condiciones siguen siendo
ciertas en K ′, salvo que ahora v(∆) = en, luego la reducción de EK′ es de tipo
Ien o Ien,2. (Observemos que la condición para el subtipo se conserva.) Vemos
aśı que se conserva el tipo de reducción aunque se altera el ı́ndice n. Por ello,
la reducción multiplicativa de una curva eĺıptica se llama también reducción
semiestable. (Aunque, por conveniencia, se incluye a la reducción estable como
caso particular de la reducción semiestable, de modo que la reducción semies-
table es, por definición, la de tipo In o In,2 para n ≥ 0.)

Tipo II Si la reducción de E/K es de tipo II, tenemos que v(ai) ≥ 1 para
todo i, v(a6) = 1. Por consiguiente, en K ′ tenemos que v(ai) ≥ e, v(a6) = e.
Dividamos e = 6c + e′, con 0 ≤ e′ < 6 (y c ≥ 1 si e′ = 0). El cambio de
variables X = π′2cX ′, Y = π′3cY ′ (donde π′ es un primo de D′) nos transforma
la ecuación en otra que cumple

v(ai) ≥ (6− i)c + e′, v(a6) = e′.

Si e′ = 0, entonces, 6 | e, y en tal caso estamos suponiendo que la carac-
teŕıstica de k es distinta de 2, 3. Es inmediato entonces que v(∆) = 0, por lo
que la reducción pasa a ser de tipo I0.

Si e′ = 1, la ecuación cumple nuevamente las condiciones del tipo II.
Si e′ = 2, se comprueba inmediatamente que la ecuación cumple las condi-

ciones del tipo IV o IV2.
Si e′ = 3 Se cumplen las condiciones del paso 6 del algoritmo de Tate, pues

la reducción del polinomio P (T ) es T 3 + ā6,3. En este caso 3 | e, luego estamos
suponiendo que la caracteŕıstica de k es distinta de 3, luego P (T ) tiene ráıces
distintas en k̄ y concluimos que la reducción es de tipo I∗0, I∗0,2 o I∗0,3.

Si e′ = 4 ahora la reducción de P (T ) es T 3, luego se cumplen las hipótesis
del paso 8 del algoritmo, ya que el discriminante del polinomio P1(T ) cumple
v(a2

3,2− 4a6,4) = 0 (teniendo en cuenta que, por hipótesis, la caracteŕıstica de k
es distinta de 2). Aśı pues, la reducción es de tipo IV∗ o IV∗

2.
Si e′ = 5, es claro que la reducción es de tipo II∗.
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Tipo III Supongamos ahora que E/K tiene reducción de tipo III, con lo que
v(ai) ≥ 1, v(a4) = 1, v(a6) ≥ 2. Tras la extensión tenemos que v(ai) ≥ e,
v(a4) = e. Ahora dividimos e = 4c + e′ y hacemos el cambio de variables
X = π′2cX ′, Y = π′3cY ′, con lo que

v(a1) ≥ 2c + e′, v(a2) ≥ 2c + e′, v(a3) ≥ c + e′, v(a4) = e′, v(a6) = 2c + 2e′.

Si e′ = 0, entonces estamos suponiendo que car k �= 2, con lo que es fácil ver
que v(∆) = 0 y la reducción es de tipo I0.

Si e′ = 1, se vuelven a cumplir las condiciones del tipo III.
Si e′ = 2 se cumplen las condiciones del paso 6 del algoritmo, pues la re-

ducción del polinomio P (T ) es T (T 2 + ā4,2) y, como en este caso suponemos que
car k �= 2, el segundo factor tiene ráıces simples no nulas. La reducción será de
tipo I∗0 o I∗0,2 (pero el subtipo 3 no puede darse).

Si e′ = 3 la reducción es claramente de tipo III∗.

Tipo IV Si la reducción de E/K es de tipo IV o IV2, tenemos que v(ai) ≥ 1,
v(a4) ≥ 2, v(a6) ≥ 2, aśı como que v(b6) = 2. Ahora dividimos e = 3c + e′ y el
cambio de variables usual nos da que

v(a1) ≥ 2c + e′, v(a2) ≥ c + e′, v(a3) ≥ e′, v(a4) ≥ 2c + 2e′, v(a6) ≥ 2e′,

y además v(b6) = e′.
Si e′ = 0 entonces car k �= 3 y vemos que v(∆) = 0, luego la reducción es de

tipo I0.
Si e′ = 1 se vuelven a cumplir las condiciones del tipo IV o IV2.
Si e′ = 2 se cumplen las condiciones del paso 8 del algoritmo, pues el dis-

criminante del polinomio P1(T ) cumple v(a2
3,2 + 4a6,4) = v(b6)− 2 = 0. Por lo

tanto, la reducción es de tipo IV∗ o IV∗
2.

Tipo I∗0 Si la reducción de E/K es de tipo I∗0 (o de cualquiera de sus subtipos)
tenemos que

v(a1) ≥ 1, v(a2) ≥ 1, v(a3) ≥ 2, v(a4) ≥ 2, v(a6) ≥ 3

y, si
∆0 = π−6(−4a3

2a6 + a2
2a

2
4 − 4a3

4 − 27a2
6 + 18a2a4a6)

es el discriminante del polinomio P (T ), se cumple además que v(∆0) = 0. Más
aún, si car k �= 2, el teorema 9.1 nos da que v(∆) = 6. (En dicho teorema
supońıamos que la caracteŕıstica de k era distinta de 2 y 3, pero, revisando el
argumento que prueba este hecho en concreto, se ve que también es válido si
car k = 3.)

Ahora dividimos e = 2c + e′, y el cambio de variables usual nos da que

v(a1) ≥ c + e′, v(a2) ≥ e′, v(a3) ≥ c + 2e′, v(a4) ≥ 2e′, v(a6) ≥ 3e′,

y el nuevo discriminante es
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∆′
0 = π′−6(−4a′32 a′6 + a′22 a′24 − 4a′33 − 27a′26 + 18a′2a

′
4a

′
6)

= π′−12c−6(−4a3
2a6 + a2

2a
2
4 − 4a3

4 − 27a2
6 + 18a2a4a6)

= π′6(e′−1)∆0,

luego, en K ′, se cumple que v(∆0) = 6(e′ − 1).

Si e′ = 0 estamos suponiendo que car k �= 2, luego el discriminante original
de la ecuación de Weierstrass cumpĺıa v(∆) = 6, luego el de la nueva ecuación
cumple v(∆) = 0. Por consiguiente, la reducción es de tipo I0.

Si e′ = 1, se siguen cumpliendo las condiciones del tipo I∗0 (o sus subtipos),
pues tenemos que v(∆0) = 0.

Tipo I∗n Si E/K es de tipo I∗n o I∗n,2, tenemos que

v(a1) ≥ 1, v(a2) = 1, v(a3) ≥ 2, v(a4) ≥ 3, v(a6) ≥ 4.

(Recordemos que, en estas condiciones, P (T ) tiene a T = 0 como ráız doble, y
la condición para que no sea triple es que v(a2) = 1.) Dividimos e = 2c + e′ y
el cambio de variables nos da

v(a1) ≥ c + e′, v(a2) = e′, v(a3) ≥ c + 2e′, v(a4) ≥ 2c + 3e′, v(a6) ≥ 2c + 4e′.

Si e′ = 0 estamos suponiendo que car k �= 2, luego el algoritmo nos da que
el discriminante original de la ecuación de Weierstrass cumpĺıa v(∆) = n + 6,
luego ahora cumple

v(∆) = (n + 6)2c− 12c = 2cn = en.

Como v(b2) = v(a2
1 + 4a2) = 0, la reducción es de tipo Ien o Ien,2.

Si e′ = 1 se vuelven a cumplir las condiciones del paso 7 del algoritmo de
Tate. Si car k �= 2, el discriminante de la ecuación cumple ahora que

v(∆) = (n + 6)(2c + 1)− 12c = en + 6,

luego la reducción es de tipo I∗en o I∗en,2. Si car k = 2 se llega a la misma
conclusión analizando el algoritmo que calcula el ı́ndice. Por ejemplo, si la
reducción original era de tipo I∗2i+1, hemos de probar que la nueva es de tipo
I∗(2i+1)e = I∗2i′+1, donde i′ = 2ci + c + i.

Tenemos que los coeficientes de la ecuación original cumpĺıan

v(a3) ≥ i + 2, v(a4) ≥ i + 3, v(a6) ≥ 2i + 4,

luego los coeficientes de la nueva cumplen

v(a3) ≥ (i + 2)(2c + 1)− 3c = 2ci + c + i + 2 = i′ + 2,

v(a4) ≥ (i + 3)(2c + 1)− 4c = 2ci + 2c + i + 3 ≥ i′ + 3,

v(a6) ≥ (2i + 4)(2c + 1)− 6c = 4ci + 2c + 2i + 4 = 2i′ + 4.
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Además, la primera ecuación cumple que v(a2
3,i+2 + 4a6,2i+4) = 0, luego la

nueva cumple que

vK′(a′23,i′+2 + 4a′6,2i′+4) = vK′(a′23 + 4a′6)− 2i′ − 4

= vK′(a2
3 + 4a6)− 6c− 2i′ − 4 = (2i + 4)e− 6c− 2i′ − 4 = 0.

Esto prueba que la nueva ecuación cumple las condiciones de la reducción
de tipo I∗(2i+1)e o I∗(2i+1)e,2. Similarmente se razona si la reducción original era
de tipo I∗2i.

Tipo IV∗ Si E/K es de tipo IV∗ o IV∗
2, tenemos que

v(a1) ≥ 1, v(a2) ≥ 2, v(a3) ≥ 2, v(a4) ≥ 3, v(a6) ≥ 4

y v(b6) = 4. Dividimos e = 3c + e′, pero no hacemos el cambio de variables
usual, sino X = π′4cX, Y = π′6cY , con lo que obtenemos

v(a1) ≥ c + e′, v(a2) ≥ 2c + 2e′, v(a3) ≥ 2e′, v(a4) ≥ c + 3e′, v(a6) ≥ 4e′,

v(b6) = 4e′.

Si e′ = 0 estamos suponiendo que car k �= 3, con lo que se ve inmediatamente
que v(∆) = 0, luego la reducción es de tipo I0.

Si e′ = 1, se vuelven a cumplir las condiciones para la reducción de tipo IV∗

o IV∗
2.

Si e′ = 2 podemos hacer un nuevo cambio: X = π′2X, Y = π′3Y , con lo que
obtenemos

v(a1) ≥ c + 1, v(a2) ≥ 2c + 2, v(a3) ≥ 1, v(a4) ≥ c + 2, v(a6) ≥ 2, v(b6) = 2.

Aśı se cumplen las condiciones para la reducción de tipo IV o IV2.

Tipo III∗ Si la reducción de E/K es de tipo III∗, tenemos que

v(a1) ≥ 1, v(a2) ≥ 2, v(a3) ≥ 3, v(a4) = 3, v(a6) ≥ 5.

Dividimos e = 4c + e′ y hacemos el cambio X = π′6cX ′, Y = π′9cY ′. El
resultado es

v(a1) ≥ c+ e′, v(a2) ≥ 2c+2e′, v(a3) ≥ 3c+3e′, v(a4) = 3e′, v(a6) ≥ 2c+5e′.

Si e′ = 0, entonces suponemos que car k �= 2 y es claro entonces que v(∆) = 0,
luego la reducción es de tipo I0.

Si e′ = 1 tenemos de nuevo las condiciones de la reducción de tipo III∗.
Si e′ = 2 podemos hacer el cambio X = π′2X ′, Y = π′3Y ′, con lo que

obtenemos

v(a1) ≥ c + 1, v(a2) ≥ 2c + 2, v(a3) ≥ 3c + 3, v(a4) = 2, v(a6) ≥ 2c + 4.
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Se cumplen las condiciones del paso 6 del algoritmo de Tate, pues la re-
ducción del polinomio P (T ) es T (T 2 + a4,2), que tiene sus ráıces simples, pues
en este caso suponemos que car k �= 2.

Si e′ = 3 podemos hacer el cambio X = π′4X ′, Y = π′6Y ′, con lo que
obtenemos

v(a1) ≥ c + 1, v(a2) ≥ 2c + 2, v(a3) ≥ 3c + 3, v(a4) = 1, v(a6) ≥ 2c + 3.

Se comprueba inmediatamente que la reducción es de tipo III.

Tipo II∗ Si la reducción de E/K es de tipo II∗, tenemos

v(a1) ≥ 1, v(a2) ≥ 2, v(a3) ≥ 3, v(a4) ≥ 4, v(a6) = 5.

Dividimos e = 6c + e′ y hacemos el cambio X = π′10cX ′, Y = π′15cY ′, con
lo que obtenemos:

v(a1) ≥ c+ e′, v(a2) ≥ 2c+2e′, v(a3) ≥ 3c+3e′, v(a4) ≥ 4c+4e′, v(a6) = 5e′.

Si e′ = 0 suponemos que car k �= 2, 3 y es claro que v(∆) = 0, luego la
reducción es de tipo I0.

Si e′ = 1 la reducción es de tipo II∗.
Si e′ = 2, el cambio X = π′2X ′, Y = π′3Y ′ nos da

v(a1) ≥ c + 1, v(a2) ≥ 2c + 2, v(a3) ≥ 3c + 3, v(a4) ≥ 4c + 4, v(a6) = 4.

La reducción es de tipo IV∗ o IV∗
2, porque la reducción del polinomio P1(T ) es

T 2 − a6,2 y car k �= 2.
Si e′ = 3, el cambio X = π′4X ′, Y = π′6Y ′ nos da

v(a1) ≥ c + 1, v(a2) ≥ 2c + 2, v(a3) ≥ 3c + 3, v(a4) ≥ 4c + 4, v(a6) = 3.

La reducción es de tipo I∗0, pues la reducción del polinomio P (T ) es T 3 + a6,3,
y estamos suponiendo que car k �= 3.

Si e′ = 4, el cambio X = π′6X ′, Y = π′9Y ′ nos da

v(a1) ≥ c + 1, v(a2) ≥ 2c + 2, v(a3) ≥ 3c + 3, v(a4) ≥ 4c + 4, v(a6) = 2.

Teniendo en cuenta que car k �= 2, es claro que la reducción es de tipo IV o IV2.
Si e′ = 5, el cambio X = π′8X ′, Y = π′12Y ′ nos da

v(a1) ≥ c + 1, v(a2) ≥ 2c + 2, v(a3) ≥ 3c + 3, v(a4) ≥ 4c + 4, v(a6) = 1

y la reducción es claramente de tipo II.

Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 9.3 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, sea K ′/K una ex-
tensión finita con ı́ndice de ramificación e y supongamos que, si la caracteŕıstica
del cuerpo de restos es p = 2, 3, entonces p � e. Entonces, si E/K es una curva
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eĺıptica, el tipo de reducción de EK′/K ′ se calcula a partir del de E/K en
función del resto de e módulo el valor de m que indica la tabla siguiente, y es
el dado por la tabla (en la que no se indican los subtipos).

Tipo Reducción
e (mód m) 0 1 2 3 4 5 m

In Ien 1
II I0 II IV I∗0 IV∗ II∗ 6
III I0 III I∗0 III∗ 4
IV I0 IV IV∗ 3
I∗n Ien I∗en 2

IV∗ I0 IV∗ IV 3
III∗ I0 III∗ I∗0 III 4
II∗ I0 II∗ IV∗ I∗0 IV II 6

Vemos, en particular, que (al menos si car k �= 2, 3) las curvas con reducción
aditiva tienen potencialmente buena reducción (es decir, que pasan a tener buena
reducción tras una extensión adecuada del cuerpo) excepto las de tipo I∗n, con
n ≥ 1, que tienen potencialmente reducción multiplicativa.

Conviene observar que si p = car k = 2, las pruebas de los casos In, IV y IV∗

no han necesitado la hipótesis p � e y, cuando p = 3, tampoco hemos necesitado
esta hipótesis en los casos In, I∗n, III y III∗. En general, sólo nos ha hecho falta
esta hipótesis en los casos en que p | m.





Caṕıtulo X

El modelo de Néron

La geometŕıa de las curvas eĺıpticas está condicionada en gran medida por el
hecho de que son variedades abelianas, es decir, por que admiten una estructura
de grupo compatible con su estructura geométrica. En este caṕıtulo estudiamos
si dicha estructura de grupo puede extenderse a los modelos regulares minimales.
La respuesta es negativa, pero veremos que śı podemos definir una estructura de
grupo sobre el abierto formado por los puntos suaves del modelo regular minimal.
Esto no es trivial en absoluto, y vamos a necesitar bastantes preparativos.

10.1 El esquema de componentes conexas

Desarrollamos aqúı un aparato algebraico para tratar con las componen-
tes conexas de un conjunto algebraico y su comportamiento ante productos y
cambios de base. El concepto fundamental es del de álgebra separable, que
presentamos a continuación:

Teorema 10.1 Sea k un cuerpo, ks su clausura separable, k̄ su clausura alge-
braica y A una k-álgebra de dimensión finita sobre k. Las afirmaciones siguien-
tes son equivalentes:

a) El homomorfismo EspA −→ Esp k es llano.

b) A es producto de un número finito de cuerpos separables sobre k.

c) A⊗k k̄ es reducida.

d) A⊗k k̄ = k̄ ⊕ · · · ⊕ k̄.

e) A⊗k ks = ks ⊕ · · · ⊕ ks.

Si k es perfecto, estas condiciones equivalen a que A sea reducida.

Demostración: Observemos que, en general, el teorema [AC 3.82] im-
plica que si A es una k-álgebra de dimensión finita sobre k, entonces EspA =

311
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{p1, . . . , pd} es un conjunto algebraico finito de dimensión 0, luego A es suma
directa de los anillos locales Api , que son k-álgebras locales de dimensión 0.

a) ⇒ b) Cada Api es no ramificado sobre k, lo que significa que el ideal
maximal de Api es el ideal nulo, es decir, que Api es un cuerpo, y que éste es
una extensión separable de k.

b) ⇒ a) Si A = K1⊕· · ·⊕Kr, donde Ki/k es una extensión finita separable,
entonces EspA consta de r puntos, cada uno de los cuales tiene a Ki por anillo
local. Claramente, entonces, EspA es no ramificado sobre k, y ciertamente es
plano, luego es llano.

b) ⇔ c) La condición b) equivale a que los puntos de EspA (como subesque-
mas abiertos) sean esquemas ı́ntegros Xi tales que K(Xi)/k es separable. Por
el teorema [E 3.64], esto equivale a su vez a que cada Xi sea geométricamente
reducido, lo que a su vez equivale a que EspA sea geométricamente reducido, y
esto es c).

c) ⇒ d) La k̄-álgebra A⊗k k̄ es suma directa de anillos locales de dimensión
0. Si es reducida, éstos han de ser cuerpos, y extensiones finitas de k̄, luego han
de ser todos isomorfos a k̄.

d) ⇒ c) es trivial.

c) ⇔ e) resulta de aplicar c) ⇔ b) a la ks-álgebra A⊗k ks.

Obviamente, las condiciones del teorema implican que A es reducida y, si
A es reducida, entonces es suma directa de cuerpos. Si k es perfecto serán
separables sobre k, con lo que tenemos b).

Definición 10.2 Si k es un cuerpo y A es una k-álgebra de dimensión finita
sobre k, diremos que A es separable si cumple cualquiera de las condiciones del
teorema anterior.

Veamos algunas propiedades adicionales:

Teorema 10.3 Toda subálgebra, todo cociente, toda suma directa y todo pro-
ducto tensorial de álgebras separables es separable.

Demostración: Si A es una subálgebra de B, entonces A ⊗k k̄ es una
subálgebra de B ⊗k k̄, y si la segunda es reducida, también lo es la primera.

Si I es un ideal de A, entonces (A/I) ⊗k k̄ ∼= (A ⊗k k̄)/(I ⊗k k̄), pero los
únicos ideales de k̄ ⊕ · · · ⊕ k̄ son sumas directas de algunos de los sumandos,
luego el cociente tiene la misma forma (con menos sumandos).

Si A y B son separables, entonces (A ⊕ B) ⊗k k̄ = (A ⊗k k̄) ⊕ (B ⊗k k̄), lo
que implica claramente que A⊕B es separable.

Por último, (A⊗k B)⊗k k̄ ∼= (A⊗k k̄)⊗k̄ (B ⊗k k̄), que es suma directa de
copias de k̄ ⊗k̄ k̄ = k̄, luego el producto es separable.
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Teorema 10.4 Si A es una k-álgebra de dimensión finita y L/k es una ex-
tensión de cuerpos, entonces A es separable sobre k si y sólo si A ⊗k L es
separable sobre L.

Demostración: Observemos que

(A⊗k L)⊗L L̄ = A⊗k L̄ = (A⊗k k̄)⊗k̄ L̄.

Por lo tanto, si A es separable sobre k, tenemos que A⊗k k̄ es suma de copias
de k̄, luego (A⊗k L)⊗L L̄ es suma de copias de L̄.

Rećıprocamente, si A⊗k L es separable, entonces A⊗k L̄ es reducida, luego
también lo es la subálgebra A⊗k k̄, luego A es separable.

Definición 10.5 Recordemos que una acción de un grupo G sobre un conjunto
X es un homomorfismo de G en el grupo de permutaciones de X, de modo
que cada σ ∈ G tiene asociada una permutación x �→ xσ de X de forma que
xστ = (xσ)τ .

Sea k un cuerpo y consideremos el grupo de Galois G = G(ks/k). Una acción
de G sobre un conjunto X es continua si existe una extensión finita de Galois
L/k tal que G(ks/L) está contenido en el núcleo de la acción, es decir, que los
elementos de G(ks/L) dejan fijos a todos los elementos de X.

Si G actúa sobre dos conjuntos X e Y , un isomorfismo entre ambas acciones
es una biyección f : X −→ Y tal que, para todo σ ∈ G y todo x ∈ X, se cumple
que f(xσ) = f(x)σ.

Fijemos ahora un cuerpo k y sea G = G(ks/k). Para cada k-álgebra separa-
ble A, llamemos XA = Homk(A, ks).

Si A = K1⊕· · ·⊕Kr, donde cada Ki es una extensión separable de k, entonces
EspA tiene r ideales primos (todos ellos maximales), que son, concretamente,
las sumas de los r cuerpos menos uno de ellos. El núcleo de un k-homomorfismo
f : A −→ ks ha de ser uno de estos ideales, lo cual significa que existe un i tal
que f |Ki

: Ki −→ ks es un k-monomorfismo y f |Kj
= 0 para todo j �= i. El

número de k-monomorfismos Ki −→ ks es |Ki : k| = dimk Ki, luego XA es un
conjunto finito con dimk A elementos.

El grupo G actúa sobre XA mediante fσ(a) = σ(f(a)), y la acción es con-
tinua, pues si L es una extensión finita de Galois de k que contiene a todos los
cuerpos Ki, entonces XA = Homk(A,L), y G(ks/L) deja invariantes todos los
elementos de XA.

Vamos a probar que si dos k-álgebras A y B determinan acciones isomorfas
en XA y XB , entonces A ∼= B.

Sea kXA
s el conjunto de todas las aplicaciones XA −→ ks, que tiene estructura

de ks-álgebra con las operaciones definidas puntualmente. Definimos

φ : A⊗k ks −→ kXA
s

mediante φ(a⊗α)(f) = f(a)α. Claramente es un homomorfismo de ks-álgebras.
Veamos que es suprayectivo.
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Podemos formar una k-base {ai} de A uniendo k-bases de los cuerpos Ki.
Un elemento arbitrario de A⊗k ks es de la forma

x =
∑
i

ai ⊗ αi,

Dado g ∈ kXA
s , para que se cumpla φ(x) = g ha de suceder que, para todo

f ∈ XA, tengamos ∑
i

f(ai)αi = g(f).

Tenemos aśı un sistema de ecuaciones lineales en las incógnitas αi, y su
matriz de coeficientes es M = (f(ai))i,f . Si ordenamos los homomorfismos f
según el cuerpo Ki al que corresponden, la matriz M es una suma diagonal de
r cajas, cada una de las cuales es de la forma (f(ai))i,f , donde ahora ai recorre
una k-base de Ki y f recorre los k-monomorfismos Ki −→ ks. Es conocido que
la separabilidad de Ki implica que esta matriz es regular.1 Aśı pues, el sistema
de ecuaciones tiene solución, y φ es suprayectiva.

Como A ⊗k ks y kXA
s son ks-espacios vectoriales de la misma dimensión,

concluimos que φ es un ks-isomorfismo de álgebras.
Definimos ahora acciones de G sobre ambas álgebras, mediante

(a⊗ α)σ = a⊗ σ(α), (gσ)(f) = (g(fσ
−1

))σ.

Conviene ver la segunda definición desde otro punto de vista más natural:
si XA = {f1, . . . , fn}, podemos representar los elementos de kXA

s en la forma
α1f1 + · · ·+ αnfn y, con esta notación, la acción que hemos definido es

(α1f1 + · · ·+ αnfn)σ = σ(α1)fσ1 + · · ·+ σ(αn)fσn .

Vamos a probar que las dos acciones son isomorfas a través de φ. Para ello
basta observar que

φ(a⊗ α)σ(f) = φ(a⊗ σ(α))(f) = f(a)σ(α),

φ((a⊗α)σ)(f) = (φ(a⊗α)(fσ
−1

))σ= (fσ
−1

(a)α)σ= (σ−1(f(a))α)σ = f(a)σ(α).

Ahora observamos que el conjunto de los elementos de A ⊗k ks fijados por
G es A. En efecto, sea x ∈ A ⊗k ks un elemento fijado. Si {ai} es una k-base
de A, tenemos que x se expresa de forma única como

x =
∑
i

ai ⊗ αi,

para ciertos αi ∈ ks. Al aplicar σ ∈ G obtenemos que

σ(x) =
∑
i

ai ⊗ σ(αi).

Por la unicidad, ha de ser σ(αi) = αi, para todo i y todo σ, luego αi ∈ k,
luego x ∈ A⊗k k = A.

1Ver, por ejemplo, mi libro de álgebra, definición 10.30.
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Como kXA
s es isomorfo a A⊗k ks, ahora podemos concluir que el conjunto de

elementos de kXA
s fijados por G es una k-álgebra F ∼= A, y que kXA

s
∼= F ⊗k ks.

Ahora basta tener presente que la acción de G sobre kXA
s está definida ex-

clusivamente a partir de las acciones de G en XA y en ks. Por lo tanto, si
dos álgebras A y B definen acciones isomorfas de G sobre XA y XB , entonces
también serán isomorfas las acciones de G sobre kXA

s y kXB
s , y también serán

isomorfas las k-álgebras de elementos fijados por ambas, pero éstas son isomorfas
a A y B respectivamente.

En otras palabras, hemos probado que cada k-álgebra separable A está com-
pletamente determinada por el conjunto XA y la acción de G sobre éste. Ahora
vamos a probar que todo conjunto finito X sobre el que G actúa continuamente
es isomorfo a un XA, para cierta k-álgebra separable A.

En primer lugar, es claro que XA⊕B = XA ∪ XB (unión disjunta) y que
la acción de G sobre XA⊕B se restringe a las acciones de G sobre XA y XB .
Por lo tanto, si tenemos un conjunto finito arbitrario X sobre el que G actúa
continuamente, podemos descomponerlo en órbitas disjuntas X1, . . . , Xr sobre
las que G actúa transitivamente. Si probamos que Xi

∼= XAi
, para cierta k-

álgebra separable Ai, entonces X ∼= XA1⊕···⊕Ar . Por consiguiente, podemos
restringirnos al caso en que G actúa transitivamente sobre X.

Sea L/k una extensión finita de Galois tal que los elementos de G(ks/L)
fijen a todos los elementos de X. Sea x0 ∈ X y sea H = {σ ∈ G | xσ0 = x0}.
Aśı G(ks/L) ⊂ H ⊂ G y podemos identificar a H con un subgrupo de G(L/k).
Sea A ⊂ L el cuerpo fijado por H. Como A/k es una extensión finita separable,
tenemos que A es, en particular, una k-álgebra separable. Vamos a probar que
X ∼= XA.

Sea f0 : A −→ ks la inclusión. Cada x ∈ X es de la forma x = σ(x0), para
cierto σ ∈ G, y si x = σ(x0) = τ(x0), entonces στ−1 ∈ H, luego f0◦σ◦τ−1 = f0,
luego f0 ◦ σ = f0 ◦ τ .

Por consiguiente, podemos definir la aplicación X −→ XA determinada por
σ(x0) �→ f0◦σ. Claramente es inyectiva y, como X y XA tienen el mismo número
de elementos, es biyectiva. También es obvio que determina un isomorfismo
entre las acciones de G en X y XA.

Aśı pues, hemos probado que las k-álgebras separables se corresponden
biuńıvocamente (salvo isomorfismo) con los conjuntos finitos sobre los que G
actúa continuamente. Sin embargo, no era esto realmente lo que nos interesaba,
sino un hecho que hemos obtenido colateralmente en la prueba:

Teorema 10.6 Sea k un cuerpo, V un ks-espacio vectorial, X = {e1, . . . , en}
una base de V y supongamos que G = G(ks/k) actúa continuamente sobre X,
de modo que también actúa sobre V con la acción dada por

(α1e1 + · · ·+ αnen)σ = σ(α1)eσ1 + · · ·+ σ(αn)eσn.

Entonces, el conjunto F de los elementos de V fijados por G es un k-espacio
vectorial tal que V ∼= F ⊗k ks.



316 Caṕıtulo 10. El modelo de Néron

Demostración: Hemos probado que existe una k-álgebra separable A tal
que X ∼= XA, y es claro entonces que V ∼= kXA

s , y también hemos probado que
kXA
s cumple el teorema.

Teorema 10.7 Sea B una k-álgebra finitamente generada y sea A una subál-
gebra de B. Entonces A tiene una (única) subálgebra separable As que contiene
a todas las subálgebras separables de A.

Demostración: Llamemos As al producto de todas las subálgebras sepa-
rables de A. Observemos que k es una subálgebra separable de A, luego siempre
existen tales subálgebras. Vamos a demostrar que As es un k-espacio vectorial
de dimensión finita. Esto implicará que As puede expresarse como producto de
un número finito de subálgebras separables de A, y esto implica que es separa-
ble, ya que si A1 y A2 son subálgebras separables de A, entonces A1A2 es un
cociente de A1 ⊗k A2, luego es también separable.

Como As ⊂ Bs, basta probar que Bs tiene dimensión finita sobre k o,
equivalentemente, podemos suponer que A es finitamente generada sobre k.

Sea A1 una subálgebra separable de A, sea d = dimk A1. Entonces, A1 ⊗k k̄
es una subálgebra de A ⊗k k̄ generada por d elementos idempotentes. Ahora
bien, Esp(A ⊗k k̄) es un conjunto algebraico, luego tiene un número finito de
componentes conexas, luego también un número finito de abiertos cerrados (las
uniones de componentes conexas). El teorema [E 3.7] implica que A⊗k k̄ tiene
un número finito r de elementos idempotentes, y d ≤ r.

Aśı pues, partimos de una subálgebra separable A1 de A, si no contiene a
todas las subálgebras separables de A, tomamos otra A2 y formamos el producto
A1A2, que es una nueva subálgebra separable de A de dimensión mayor. Como
la dimensión no puede exceder r, tras un número finito de pasos llegaremos a
una subálgebra separable de A que contiene a todas las demás. Esto prueba
que As tiene dimensión finita sobre k.

Teorema 10.8 Si A1 y A2 son k-álgebras en las condiciones del teorema an-
terior, entonces (A1 ⊕A2)s = As

1 ⊕As
2.

Demostración: Por una parte, As
1 ⊕ As

2 ⊂ A1 ⊕ A2 es una k-álgebra
separable, luego A2

1⊕As
2 ⊂ (A1⊕A2)s. Por otra parte, la imagen de (A1⊕A2)s

por la proyección A1 ⊕ A2 −→ Ai ha de ser una subálgebra separable de Ai,
luego ha de estar contenida en As

i , luego (A1 ⊕A2)s ⊂ As
1 ⊕As

2.

Teorema 10.9 Sea X/k un conjunto algebraico. Existe un esquema π0(X),
finito y llano sobre k, y un k-homomorfismo ηX : X −→ π0(X) tal que, para todo
k-homomorfismo X −→ Z en un esquema finito y llano sobre k, se descompone
de forma única como

X

ηX

��

�� Z

π0(X)

����������
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Demostración: Sea U1, . . . , Un un cubrimiento af́ın de X, de modo que
OX(X) ⊂ OX(U1)⊕· · ·⊕OX(Un), y ésta es una k-álgebra finitamente generada.
Por lo tanto, el teorema anterior nos da que existe OX(X)s. Tomamos

π0(X) = EspOX(X)s,

y definimos X −→ π0(X) como el homomorfismo natural (determinado por el
teorema [E 2.11]). Aśı, si dado un homomorfismo X −→ Z, donde Z/k es finito
y llano, tenemos que Z = EspA, donde A es una k-álgebra separable, y tenemos
un k-homomorfismo A −→ OX(X). Su imagen es un cociente de A, luego es
una k-álgebra separable, luego podemos factorizarlo de forma única como

A ��

����������� OX(X)

OX(X)s

��

De aqúı se deduce la factorización del enunciado.

Definición 10.10 Si X/k es un conjunto algebraico, el esquema π0(X) dado
por el teorema anterior (que claramente es único salvo isomorfismo) se llama
esquema de componentes conexas de X.

El teorema siguiente explica este nombre:

Teorema 10.11 Sea X/k un conjunto algebraico y sea X = X1 ∪ · · · ∪Xn su
descomposición en componentes conexas. Entonces

π0(X) = π0(X1) ∪ · · · ∪ π0(Xn),

la unión es disjunta, cada π0(Xi) consta de un único punto (abierto y cerrado en
π0(X)) y el homomorfismo ηX : X −→ π0(X) se restringe a los homomorfismos
ηXi

: Xi −→ π0(Xi). En particular ηX es suprayectivo y, conjuntistamente, sus
fibras son las componentes conexas de X.

Demostración: Claramente, OX(X) = OX(X1) ⊕ · · · ⊕ OX(Xn), luego
OX(X)s = OX(X1)s ⊕ · · · ⊕ OX(Xn)s, luego π0(X) = π0(X1) ∪ · · · ∪ π0(Xn),
unión disjunta.

Por el teorema [E 3.7], la k-álgebra OX(Xi) no tiene más idempotentes que 0
y 1, luego Ki = OX(Xi)s ha de ser un cuerpo, una extensión finita separable de
k, luego π0(Xi) = EspKi consta de un único punto. El diagrama conmutativo

OX(X)s ��

��

OX(X)

��
OX(Xi)s �� OX(Xi)
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da lugar a un diagrama conmutativo

X �� π0(X)

Xi

��

�� π0(Xi)

��

donde las flechas verticales son las inmersiones abiertas, luego f se restringe a
los homomorfismos correspondientes para las componentes conexas.

Nota En realidad, π0 es un funtor de la categoŕıa de los conjuntos algebraicos
sobre k en la categoŕıa de los conjuntos algebraicos finitos y llanos sobre k. Esto
significa que, además de asignar el conjunto algebraico π0(X) a cada conjunto
algebraico X, podemos asignar a cada k-homomorfismo f : X −→ Y un k-
homomorfismo π0(f) : π0(X) −→ π0(Y ).

En efecto, f determina un homomorfismo de anillos f#
Y : OY (Y ) −→ OX(X),

que se restringe a un homomorfismo OY (Y )s −→ OX(X)s, que a su vez deter-
mina el homomorfismo π0(f). Es inmediato comprobar que estas asignaciones
son funtoriales, es decir, que son compatibles con la composición de homomor-
fismos. Más aún, es fácil ver que tenemos el diagrama conmutativo

X
ηX ��

f

��

π0(X)

π0(f)

��
Y ηY

�� π0(Y )

lo que se interpreta como que η : I −→ π0 es una transformación natural.

Necesitamos un par de propiedades de π0:

Teorema 10.12 Si X/k es un conjunto algebraico y L/k es una extensión de
cuerpos, entonces π0(XL) ∼= π0(X)×k EspL.

Demostración: Por [E 6.15] tenemos que OXL
(XL) = OX(X)⊗kL, luego,

llamando A = OX(X), lo que hemos de probar es que (A⊗k L)s ∼= As ⊗k L.
Tenemos un monomorfismo As ⊗k L −→ A ⊗k L, y As ⊗k L es separable

por 10.4. Por lo tanto, As ⊗k L ⊂ (A⊗k L)s.
En otras palabras, sabemos que As ⊗k L es una subálgebra separable de

A⊗k L y queremos probar que es la mayor subálgebra separable de A⊗k L. Si
hubiera otra mayor, es decir, si tuviéramos As ⊗k L � B ⊂ A ⊗k L, entonces
tendŕıamos también As ⊗k L̄ � B ⊗L L̄ ⊂ A⊗k L̄ y, de nuevo por 10.4, B ⊗L L̄
seŕıa una subálgebra separable de A ⊗k L̄, luego As ⊗k L̄ no seŕıa la mayor
álgebra separable de A⊗k L̄. Aśı pues, no perdemos generalidad si suponemos
que L es algebraicamente cerrado.

Veamos en primer lugar que As ⊗k ks = (A⊗k ks)s.
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Observemos que V = (A⊗kks)s contiene a todos los elementos idempotentes
de A ⊗k ks. Ello se debe a que si e ∈ A ⊗k ks es idempotente, entonces la k-
álgebra k[e] es separable, pues es isomorfa a k o a k ⊕ k.

Por otra parte, V ∼= kns . Si e1, . . . , en es la base canónica de esta descompo-
sición (que, en principio, no es canónica para V , pues no tenemos garantizado
que el isomorfismo sea canónico), tenemos que eiei = ei, eiej = 0, para i �= j,
y los únicos idempotentes de V son las sumas de distintos ei. Por lo tanto,
si e ∈ V es cualquier idempotente, entonces eie = ei o bien eie = 0, y esta
propiedad caracteriza a los idempotentes ei.

Si G = G(ks/k), en los razonamientos previos al teorema 10.6 hemos visto
que G actúa sobre A ⊗k ks, de modo que cada σ ∈ G tiene asociado un auto-
morfismo de A⊗k ks (como k-álgebra). En particular, σ conserva la propiedad
que caracteriza a los idempotentes ei, luego los permuta.

Además, los ei han de estar contenidos en un subanillo A⊗k L, donde L/k
es una extensión finita de Galois, luego la acción de G sobre la base de V es
continua. Estamos, pues, en las condiciones del teorema 10.6, que nos asegura
entonces que V está generada como ks-álgebra por elementos fijados por G.
También hemos visto que los elementos de A⊗k ks fijados por G son los de A,
luego V está generada por elementos de V ∩ A ⊂ As. Esta inclusión se debe a
que si x ∈ V ∩A, entonces, la k-álgebra k[x] ⊂ V es separable y, como k[x] ⊂ A,
de hecho, k[x] ⊂ As, luego x ∈ As. Por consiguiente, V ⊂ As ⊗k ks.

Como As ⊗k L = (As ⊗k ks)⊗ks L = (A⊗k ks)s ⊗ks L, podemos cambiar k
por ks y suponer que k es separablemente cerrado.

Ahora vamos a probar que As ⊗k k̄ = (A ⊗k k̄)s. Esto es trivial si k = k̄,
luego suponemos lo contrario, y esto existe que k tenga caracteŕıstica prima p.

Nuevamente, (A ⊗k k̄)s está generada sobre k̄ por elementos idempotentes.
Sea e uno de ellos. Entonces

e =
∑
i

ai ⊗ αi.

Como k̄/k es puramente inseparable, existe un natural n tal que αp
n

i ∈ k.
Como e es idempotente, tenemos que

e = ep
n

=
∑
i

ap
n

i ⊗ αp
n

i ∈ A⊗k k = A.

Como antes, esto significa que e ∈ A∩ (A⊗k k̄)s ⊂ As, luego concluimos que
(A⊗k k̄)s ⊂ As ⊗k k̄.

Esto nos permite suponer ahora que k = k̄. Observemos que esta reducción
consiste simplemente en cambiar A = OX(X) por A⊗k k̄ = OXk̄

(Xk̄). Equiva-
lentemente, basta probar el teorema cuando k y L son cuerpos algebraicamente
cerrados.

Ahora bien, si X = X1∪· · ·∪Xn es la descomposición de X en componentes
conexas, sabemos que π0(X) está formado por n puntos racionales, e igualmente,
π0(X)⊗kL está formado por n puntos racionales (ahora sobre L). Basta probar
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que XL = X1L ∪ · · · ∪XnL sigue teniendo n componentes conexas o, lo que es
lo mismo, que cada XiL sigue siendo conexo. Equivalentemente: basta probar
que si X es conexo, también lo es XL, pero esto es sencillo:

Si X = X1∪· · ·∪Xn es la descomposición de X en componentes irreducibles,
todas ellas son geométricamente irreducibles, luego XL = X1L ∪ · · · ∪ XnL

es la descomposición de XL en componentes irreducibles. Las proyecciones
XiL −→ Xi son suprayectivas, y si Xi ∩ Xj �= ∅, la intersección contiene un
punto cerrado (racional) p, cuya fibra

XiL ×X Esp k = EspL×k EspK = EspL

consta de un único punto p ∈ XiL ∩XjL. Esto implica claramente que XL es
conexo.

Teorema 10.13 Si X/k e Y/k son conjuntos algebraicos, entonces

π0(X ×k Y ) ∼= π0(X)×k π0(Y ).

Demostración: Sean {Ui}i y {Vj}j cubrimientos finitos de X e Y por
abiertos afines. Las restricciones inducen k-monomorfismos de anillos

OX(X) −→
⊕
i

OX(Ui), OY (Y ) −→
⊕
j

OY (Vj),

que a su vez inducen un k-monomorfismo

OX(X)⊗k OY (Y ) −→
⊕
i,j

OX×kY (Ui ×k Vj).

Ahora bien, cada elemento de la imagen de este k-monomorfismo deter-
mina un elemento de OX×Y (X ×k Y ), por lo que, de hecho, tenemos un k-
monomorfismo

OX(X)⊗k OY (Y ) −→ OX×kY (X ×k Y ).

A través de él podemos ver a OX(X)s ⊗k OY (Y )s como una subálgebra
separable de OX×Y (X × Y ), luego tenemos una inclusión

OX(X)s ⊗k OY (Y )s ⊂ (OX×kY (X ×k Y ))s.

El isomorfismo del enunciado equivale a la igualdad, y para probar la igual-
dad basta ver que ambos términos tienen la misma dimensión sobre k. Por el
teorema anterior, estas dimensiones no se ven alteradas si cambiamos X e Y por
Xk̄ e Yk̄, respectivamente, luego no perdemos generalidad si suponemos que k es
algebraicamente cerrado. En tal caso, lo que hemos de probar es que el número
de componentes conexas de X ×k Y es el producto del número de componentes
conexas de X por el número de componentes conexas de Y , lo cual se reduce
inmediatamente a comprobar que si X e Y son conexos, también lo es X ×k Y .

En efecto, si el producto tuviera dos componentes conexas, podŕıamos tomar
puntos cerrados p y q, uno en cada una de ellas. Si p1 ∈ X es la proyección de
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p, se trata de un punto cerrado, cuya fibra es (X ×k Y )p1 = Y ×k Esp k = Y ,
luego es conexa. Igualmente es conexa (X ×k Y )q2 = X ×k Esp k = X.

Por otra parte, la intersección de las fibras es la fibra de q2 en (X ×k Y )p1 ,
es decir:

Esp k ×X (X ×k Y )×Y Esp k = Esp k ×k Esp k = Esp k,

luego la intersección no es vaćıa. Esto prueba que la unión de las fibras es un
subespacio conexo de X ×k Y que contiene a p y a q, en contradicción con que
pertenezcan a componentes conexas distintas.

Nota En las pruebas de los dos teoremas precedentes hemos visto que

OXL
(XL)s ∼= OX(X)s ⊗k L, (OX×kY (X ×k Y ))s = OX(X)s ⊗k OY (Y )s,

de donde se sigue inmediatamente que ηXL
= ηX × 1, ηX×kY = ηX × ηY .

Teorema 10.14 Si X/k es un conjunto algebraico, las componentes conexas de
X que son geométricamente conexas se corresponden con los puntos racionales
de π0(X). Si una componente conexa tiene un punto racional, entonces es
geométricamente conexa.

Demostración: Podemos suponer que X es conexo. Lo que hemos de
probar es que X es geométricamente conexo si y sólo si el punto de π0(X) es
racional. En principio, π0(X) = EspK, donde K/k es una extensión finita
separable. Por otra parte, el esquema X será geométricamente conexo si y sólo
si π0(Xk̄) = π0(X)k̄ = Esp(K ⊗k k̄) consta de un único punto.

Podemos representar K = k[X]/(f(X)), donde f(X) ∈ k[X] es un polinomio
separable. Entonces K ⊗k k̄ = k̄[X]/(f(X)), luego el número de puntos de
Esp(K ⊗k k̄) es el grado |K : k|.

Aśı pues, X es geométricamente conexo si y sólo si K = k, si y sólo si el
punto de π0(X) es racional.

Por último, si X tiene un punto racional, su imagen en π0(X) también será
racional, luego X será geométricamente conexo.

10.2 Cambios de base planos

Recogemos en esta sección algunos resultados técnicos sobre cambios de base:

Teorema 10.15 Sea X/S un esquema noetheriano y T −→ S un cambio de
base plano. Si F es un haz cuasicoherente en X, el diagrama conmutativo

XT
fT ��

p

��

T

π

��
X

f
�� S

induce un isomorfismo canónico π∗f∗F −→ (fT )∗p∗F.
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Demostración: Podemos definir un homomorfismo natural

ψ : f∗f∗F −→ F.

Expĺıcitamente (teniendo en cuenta [E 5.8]), si V ⊂ S y U ⊂ f−1[V ] son
abiertos afines, el homomorfismo

ψU : (f∗f∗F)(U) = M(f−1[V ])⊗OS(V ) OX(U) −→ F(U)

es el inducido por la restricción F(f−1[V ]) −→ F(U). Aplicando p∗ y el dia-
grama conmutativo obtenemos un homomorfismo

(fT )∗π∗f∗F = p∗f∗f∗F −→ p∗F,

y aplicando (fT )∗ obtenemos

(fT )∗(fT )∗π∗f∗F −→ (fT )∗p∗F.

Por otra parte, llamando M = π∗f∗F, podemos definir un homomorfismo
canónico

φ : M −→ g∗g
∗M,

donde g = fT , determinado por que, si V ′ ⊂ T y U ′ ⊂ g−1[V ′] son abiertos
afines, la composición

M(V ′)
φV ′−→ g∗(M)(g−1[V ′]) −→ g∗(M)(U ′) = M(V ′)⊗OT (V ′) OXT

(U ′)

es el homomorfismo natural.

Componiendo ambos homomorfismos obtenemos el homomorfismo buscado

π∗f∗F −→ (fT )∗p∗F.

Falta probar que si T/S es plano, se trata de un isomorfismo. Para ello
basta probar que lo es su restricción a un entorno af́ın de cada punto de T , que
podemos tomarlo contenido en la antiimagen de un abierto af́ın en S. Aśı pues,
no perdemos generalidad si suponemos que S = EspA y T = EspB, donde B
es una A-álgebra plana. Como los haces son cuasicoherentes, basta probar que
el homomorfismo

(π∗f∗F)(T ) −→ ((fT )∗p∗F)(T )

es un isomorfismo.
Fijamos un abierto af́ın U ⊂ X y llamamos U ′ = p−1[U ] = UT ⊂ XT , que

también es af́ın. Partimos del homomorfismo

φU : (f∗f∗F)(U) = F(X)⊗A OX(U) −→ F(U)

inducido por la restricción. El homomorfismo

(fT )∗π∗f∗F = p∗f∗f∗F −→ p∗F,
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sobre el abierto p−1[U ] se corresponde con el homomorfismo

F(X)⊗A OXT
(p−1[U ]) −→ F(U)⊗OX(U) OXT

(p−1[U ])

inducido por la restricción o, también, con

F(X)⊗A OX(U)⊗A B −→ F(U)⊗A B.

A su vez, el homomorfismo

g∗g
∗M = (fT )∗(fT )∗π∗f∗F −→ (fT )∗p∗F

sobre T es el homomorfismo

((fT )∗π∗f∗F)(XT ) −→ (p∗F)(XT ),

que está determinado por sus restricciones a los abiertos p−1[U ], que acabamos
de calcular. Hemos de componer este homomorfismo con

φT : M(T ) −→ (g∗g∗M)(T ) = (g∗M)(XT ).

Tenemos el diagrama conmutativo

M(T )

������������
φT �� (g∗M)(XT )

��

�� (p∗F)(XT )

��
(g∗M)(UT ) �� (p∗F)(UT )

Hemos de probar que la fila superior es un isomorfismo y sabemos calcular
la fila inferior, que es el homomorfismo inducido por la restricción:

M(T ) = F(X)⊗A B −→ F(X)⊗A OX(U)⊗A B −→ F(U)⊗A B.

Por último, como XT /X es plano, el teorema [E 6.15] nos da que el homo-
morfismo canónico M(T ) = F(X)⊗AB −→ (p∗F)(XT ) es un isomorfismo, pero
este isomorfismo extiende a los homomorfismos anteriores, luego es necesaria-
mente la fila superior del diagrama.

Teorema 10.16 Sea f : X −→ Y un homomorfismo entre esquemas noethe-
rianos definidos sobre un esquema S y T −→ S un cambio de base plano. Sea
Z ⊂ Y la imagen de f (es decir, el subesquema cerrado dado por [E 2.33]).
Entonces, la imagen de fT : XT −→ YT es el subesquema cerrado ZT .

Demostración: A través del isomorfismo XT = X×Y YT , el homomorfismo
fT se corresponde con la proyección y ZT se corresponde con Z×Y YT . Teniendo
en cuenta que YT es plano sobre Y , basta probar el teorema en el caso en que
Y = S.
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En la prueba de [E 2.33] se ve que Z es el subesquema cerrado determinado
por el núcleo I del homomorfismo f# : OS −→ f∗OX . Tenemos entonces una
sucesión exacta de haces cuasicoherentes:

0 −→ I −→ OS −→ f∗OX .

También es exacta la sucesión:

0 −→ π∗I −→ OT −→ π∗f∗OX ,

pues, para cada t ∈ T , la sucesión local correspondiente es

0 −→ Is ⊗OS,s
OT,t −→ OS,s ⊗OS,s

OT,t −→ (f∗OX)t ⊗OS,s
OT,t,

donde s = π(t), y es exacta porque OT,t es plano sobre OS,s.

Se comprueba inmediatamente la conmutatividad del diagrama

OT

f#
T ��

�����
���

���
� (fT )∗OXT

π∗f∗OX

��

donde la flecha vertical es el isomorfismo definido en el teorema anterior. Aśı
concluimos que π∗I es el núcleo de f#

T , luego define la estructura de esquema de
la imagen de fT y, por otra parte, llamando i : Z −→ S a la inmersión cerrada,
podemos repetir el razonamiento con la sucesión exacta

0 −→ I −→ OS −→ i∗OZ ,

de la que deducimos la sucesión exacta

0 −→ π∗I −→ OT −→ π∗i∗OZ ,

y de ella concluimos que π∗I es el núcleo de i#T , luego define la estructura de
esquema de ZT . En definitiva, llegamos a que ZT es la imagen de fT .

Teorema 10.17 Sea S un anillo localmente noetheriano y T −→ S un cambio
de base plano y suprayectivo. Si g : X −→ Y es un homomorfismo de S-
esquemas noetherianos separados tal que gT : XT −→ YT es un isomorfismo,
entonces g también es un isomorfismo.

Demostración: No perdemos generalidad si suponemos que S = EspD y
g = EspE, Y = EspA, donde E es una D-álgebra fielmente plana. Basta probar
que X también es af́ın, pues en tal caso g se corresponde con un homomorfismo
de D-álgebras A −→ B tal que A⊗DE −→ B⊗DE es un isomorfismo. Como E
es fielmente plano sobre D, esto implica que A −→ B también es un isomorfismo,
luego también lo es g.
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Como YE es af́ın y gE es un isomorfismo, resulta que XE también es af́ın.
En definitiva, hemos de probar que si X ×D EspE es af́ın, entonces X también
es af́ın.

Por el teorema de Serre [E 6.17], basta probar que si M es un haz coherente
en X entonces H1(X,M) = 0. Ahora bien, según el teorema [E 6.15] tenemos
que

H1(X,M)⊗D E ∼= H1(XE ,ME) = 0,

precisamente por [E 6.17]. Nuevamente, el hecho de que E sea fielmente plano
sobre D implica que H1(X,M) = 0.

Combinando los dos resultados anteriores podemos probar:

Teorema 10.18 Sea S un esquema localmente noetheriano y T −→ S un cam-
bio de base plano y suprayectivo. Sean X/S e Y/S esquemas ı́ntegros, separados
de tipo finito sobre S tales que XT e YT sean ı́ntegros. Consideremos una apli-
cación racional f : X −→ Y definida sobre S. Si fT : XT −→ YT está definida
sobre todo XT , entonces f está definida sobre todo X.

Demostración: Sea U el dominio de definición de f . Observemos que
XT ×T YT ∼= (X ×S Y )T y que, a través de este isomorfismo, el homomorfismo
UT −→ XT ×T YT dado por (iT , fT ) se corresponde con (i, f)T , luego tenemos
el diagrama conmutativo

UT ��

��

(X ×S Y )T

��
U �� X ×S Y

El teorema 10.16 nos da que ΓfT = (Γf )T y, por lo tanto, tenemos el dia-
grama conmutativo

ΓfT

��

�� XT

��
Γf �� X

Si fT está definida en todo XT , la flecha superior es un isomorfismo, luego
la flecha inferior también lo es, por el teorema anterior, luego f está definida en
todo X.

Veamos otra variante:

Teorema 10.19 Sea S un esquema localmente noetheriano, sean X ′/S, X/S
e Y/S esquemas ı́ntegros, separados de tipo finito sobre S. Consideremos una
aplicación racional f : X −→ Y definida sobre S y supongamos que g : X ′ −→ X
es un homomorfismo plano y suprayectivo tal que la composición f ′ : X ′ −→ Y
esté definida sobre todo X ′. Entonces f está definida sobre todo X.
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Demostración: Sea U el dominio de definición de f . Entonces tenemos el
diagrama conmutativo

g−1[U ]

��

(1,f ′) �� X ′ ×S Y

��
X ′ ×X U ��

��

X ′ ×X (X ×S Y )

��
U

(1,f)
�� X ×S Y

donde las flechas verticales superiores son isomorfismos. El teorema 10.16 nos
permite identificar Γf ′ = X ′ ×X Γf , y tenemos el diagrama conmutativo

Γf ′ ��

��

X ′

��
Γf �� X

Si f ′ está definida en todo X ′, la flecha superior es un isomorfismo, luego
por 10.17 también lo es la flecha inferior, luego f está definida en todo X.

10.3 Esquemas de grupos

Recordemos que el objetivo de este caṕıtulo es dotar de estructura de grupo
al abierto de los puntos suaves del modelo regular minimal de una curva eĺıptica.
Para ello necesitamos una noción de “grupo algebraico” más general que la dada,
por ejemplo, en [E 11.12], que era válida únicamente para conjuntos algebraicos:

Definición 10.20 Un esquema de grupos sobre un esquema S es un esquema
G/S junto con tres homomorfismos m : G×SG −→ G, i : G −→ G, e : S −→ G,
definidos sobre S, que hacen conmutativos los diagramas siguientes:

G×S G×S G
m×1 ��

1×m
��

G×S G

m

��
G×S G m

�� G

S ×S G
e×1 ��

������������� G×S G

m

��
G

G×S S
1×e ��

������������� G×S G

m

��
G

G
∆ ��

��

G×S G
1×i
i×1

�� G×S G

m

��
S e

�� G
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Diremos que G/T es un esquema de grupos abelianos si además conmuta el
diagrama

G×S G
(p2,p1)��

m
������������� G×S G

m

��
G

Estos diagramas garantizan que, si T/S es un esquema arbitrario, la ope-
ración m̄T : G(T )×G(T ) −→ G(T ) inducida por m de forma natural convierte
al conjunto de secciones G(T ) en un grupo (abeliano en el caso de un esquema
de grupos abelianos).

Por otra parte, los cambios de base mT : GT×TGT −→ GT , iT : GT −→ GT ,
eT : T −→ GT , convierten claramente a GT /T en un esquema de grupos.

En particular, si S = Esp k y G/k es una variedad algebraica sobre k, enton-
ces G es un grupo algebraico en el sentido de [E 11.12] y, rećıprocamente, todo
grupo algebraico G/k en este sentido es un esquema de grupos, pues el teorema
[E 3.67] garantiza la conmutatividad de los diagramas de la definición.

En general, llamaremos grupos algebraicos a los esquemas de grupos de tipo
finito sobre un cuerpo, es decir, que son conjuntos algebraicos (no necesaria-
mente irreducibles o reducidos).

De las dos últimas observaciones se sigue que las fibras de un esquema de
grupos G/S son grupos algebraicos.

Ejemplo En A1
k = Esp k[X] podemos considerar la estructura de grupo alge-

braico determinada por el homomorfismo m : A1
k ×k A1

k −→ A1
k inducido por

el homomorfismo de anillos k[X] −→ k[Y,Z] dado por X �→ Y + Z, donde el
homomorfismo inverso es el inducido por el homomorfismo k[X] −→ k[X] dado
por X �→ −X y en el que e : Esp k −→ A1

k es el homomorfismo inducido por el
homomorfismo k[X] −→ k dado por X �→ 0.

Es evidente que estos homomorfismos inducen en A1
k(k̄) = k̄ la estructura

del grupo aditivo de k̄, por lo que A1
k es ciertamente un grupo algebraico con

esta estructura. Lo llamaremos el grupo aditivo de k.

Ejemplo En Uk = A1
k\{0} = Esp k[X, 1/X] podemos considerar la estructura

de grupo algebraico determinada por el homomorfismo m : Uk ×k Uk −→ Uk
inducido por el homomorfismo de anillos k[X, 1/X] −→ k[Y,Z, 1/Y, 1/Z] dado
por X �→ Y Z, donde el homomorfismo inverso es el inducido por el homomor-
fismo k[X, 1/X] −→ k[X, 1/X] dado por X �→ 1/X y en el que e : Esp k −→ Uk
es el homomorfismo inducido por el homomorfismo k[X, 1/X] −→ k dado por
X �→ 1.

Es evidente que estos homomorfismos inducen en Uk(k̄) = k̄∗ la estructura
del grupo multiplicativo de k̄, por lo que Uk es ciertamente un grupo algebraico
con esta estructura. Lo llamaremos el grupo multiplicativo de k.
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Definición 10.21 Un homomorfismo f : G −→ H entre dos esquemas de gru-
pos sobre S es un homomorfismo de esquemas de grupos si hace conmutativos
los diagramas obvios:

G×k G
m ��

f×f
��

G

f

��

G
i ��

f

��

G

f

��

S
e ��

e
			

		
		

		
	 G

f

��
H ×k H m

�� H H
i

�� H H

Teorema 10.22 Todo grupo algebraico sobre A1
k es isomorfo al grupo aditivo

de k.

Demostración: Sea k[X] −→ k el homomorfismo que determina el ele-
mento neutro y sea a ∈ k la imagen de X. Es claro que el homomorfismo
k[X] −→ k[X] dado por X �→ X − a determina un isomorfismo φ : A1

k −→ A1
k

a través del cual la estructura de grupo algebraico dada se transforma en otra
estructura isomorfa para la cual φ es un isomorfismo, y para la nueva estruc-
tura, el elemento neutro está determinado por el homomorfismo k[X] −→ k que
cumple X �→ 0. El teorema quedará probado si vemos que, bajo esta hipótesis
adicional, la estructura de grupo algebraico dada es exactamente la del grupo
aditivo de k.

Consideremos el homomorfismo k[X] −→ k[Y,Z] que induce la operación
de la estructura dada y sea P (Y,Z) ∈ k[Y,Z] la imagen de X. Entonces, la
estructura de grupo algebraico inducida en A1

k̄
está asociada al homomorfismo

k̄[X] −→ k̄[Y,Z] determinada igualmente por que X �→ P (Y,Z). Un punto
racional de A1

k̄
×k̄ A1

k̄
es de la forma p = (Y − a, Z − b), y su imagen por m es

el ideal (X − P (a, b)), pues, ciertamente, este ideal contiene a la antiimagen de
p y es maximal. Aśı pues, si identificamos A1

k̄
= k̄, lo que tenemos es que la

aplicación k̄ × k̄ −→ k̄ dada por (a, b) �→ P (a, b) determina una estructura de
grupo en k̄. Sabemos además que el elemento neutro es el punto 0.

Pongamos que P (Y,Z) =
n∑
i=0

Pi(Z)Y i, para ciertos Pi(Z) ∈ k[Z]. Para

cada z ∈ k̄, la aplicación y �→ P (y, z) ha de ser biyectiva y, más aún, ha de
venir inducida por un isomorfismo de esquemas, que necesariamente ha de venir
inducido a su vez por el homomorfismo k̄[Y ] −→ k̄[Y ] dado por Y �→ P (Y, z).
Este homomorfismo ha de ser un automorfismo de k̄[Y ], luego P (Y, z) ha de
ser irreducible en k̄[Y ], luego ha de ser un polinomio de grado 1. Aśı pues,
todos los polinomios Pi(Z) son idénticamente nulos para i ≥ 2. Por lo tanto,
P (Y,Z) = P1(Z)Y + P0(Z).

Como P (0, Z) = Z, ha de ser, más concretamente, P (Y,Z) = P1(Z)Y + Z.
Intercambiando el papel de Y con el de Z concluimos que P (Y,Z) = Y + Z,
con lo que la estructura de grupo algebraico dada es la del grupo aditivo de k.

Observemos que de la prueba del teorema anterior se sigue que si dos es-
tructuras de grupo sobre A1

k tienen el mismo elemento neutro, entonces son
idénticas.
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Teorema 10.23 Todo grupo algebraico sobre Uk = Esp k[X, 1/X] es isomorfo
al grupo multiplicativo de k.

Demostración: Si el elemento neutro de la estructura dada viene inducido
por el homomorfismo k[X, 1/X] −→ k que cumple X �→ a, ha de ser a �= 0 pues
su tiene por inverso a la imagen de 1/X, por lo que podemos definir un isomor-
fismo k[X, 1/X] −→ k[X, 1/X] mediante X �→ X/a. Este isomorfismo induce
un isomorfismo Uk −→ Uk que permite definir una estructura de grupo alge-
braico isomorfa a la dada pero que cumple además que su elemento neutro está
inducido por el homomorfismo que cumple X �→ 1. Basta probar que, con esta
hipótesis adicional, la estructura dada es idéntica a la del grupo multiplicativo
de k.

Consideremos el homomorfismo k[X, 1/X] −→ k[Y,Z, 1/Y, 1/Z] que induce
la operación del grupo, y sea P (Y,Z) la imagen de X. Como X es una unidad
en k[X, 1/X], también P (Y,Z) ha de ser una unidad en k[Y,Z, 1/Y, 1/Z], lo que
implica que es de la forma P (Y,Z) = aXrY s, para ciertos r, s ∈ Z, a ∈ k∗.

Razonando igual que en el teorema anterior, concluimos que la aplicación
k̄∗ × k̄∗ −→ k̄∗ dada por (y, z) �→ ayrzr determina una estructura de grupo
en k∗ cuyo elemento neutro es 1. Esto implica inmediatamente que ha de ser
P (Y,Z) = Y Z, por lo que la estructura de grupo algebraico es la del grupo
multiplicativo de k.

Observemos que, como en el caso del teorema precedente, la prueba del
teorema anterior muestra que si dos estructuras de grupo algebraico sobre Uk
tienen el mismo elemento neutro, entonces son idénticas.

Teorema 10.24 Si G/k es un grupo algebraico, la componente conexa G0 que
contiene al elemento neutro es un subgrupo abierto (y cerrado).

Demostración: Claramente G0 es abierto en G (lo que lo dota automática-
mente de estructura de esquema). Que sea un subgrupo significa, por definición,
que m e i se restringen a homomorfismos m : G0 ×k G0 −→ G0, i : G0 −→ G0

(aśı como que e : Esp k −→ G tiene su imagen en G0, lo cual es cierto por
definición de G0).

Como G0 es conexo, es claro que i[G0] ha de ser un subconjunto conexo de
G, luego está contenido en una componente conexa. Como contiene la imagen
de e ◦ i = e, ha de ser i[G0] ⊂ G0, lo cual, teniendo en cuenta que G0 es abierto,
implica fácilmente que i se restringe a un homomorfismo G0 −→ G0.

Con m razonamos igualmente, pero para ello hemos de probar que G0×kG0

es conexo. Esto se debe a que

π0(G0 ×k G0) = π0(G0)×k π0(G0) = Esp k ×k Esp k = Esp k,

ya que G0 contiene un punto racional (el neutro), luego su imagen en π0(G0)
ha de ser racional, luego π0(G0) = Esp k.

No es fácil definir el concepto de grupo cociente para esquemas de grupos.
(En realidad śı que es fácil, pero lo dif́ıcil es demostrar que existen cocientes.)
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No obstante, el cociente G/G0 “debeŕıa ser” el conjunto de las componentes
conexas de G, y la estructura de esquema más adecuada para este conjunto es
la que ya tenemos definida: π0(G). No vamos a probar esto completamente,
pero el teorema siguiente contiene una parte de lo que ello supondŕıa:

Teorema 10.25 Si G/k es un grupo algebraico, existe una única estructura de
grupo algebraico en π0(G) tal que el homomorfismo natural ηG : G −→ π0(G)
es un homomorfismo de grupos.

Demostración: Tenemos diagramas conmutativos:

G×k G
m ��

��

G

��

G
i ��

��

G

��
π0(G)×k π0(G)

m0
�� π0(G) π0(G)

i0
�� π0(G)

donde m0 = π0(m), i0 = π0(i). Es fácil ver que m0 e i0, juntamente con
e0 : Esp k −→ G −→ π0(G), determinan una estructura de grupo algebraico en
π0(G). Por ejemplo, para probar la asociatividad se forma un diagrama cúbico
del que deducimos que los dos homomorfismos

G×k G×k G −→ π0(G)×k π0(G)×k π0(G)
u,v−→ π0(G)

coinciden. Estos corresponden con homomorfismos de anillos

OG(G)s
f,g−→ OG(G)s ⊗k OG(G)s ⊗k OG(G)s −→ OG(G)⊗k OG(G)⊗k (OG(G).

Como el último homomorfismo es un monomorfismo, concluimos que f = g,
luego u = v. Similarmente sucede con los demás diagramas necesarios. Los
diagrama indicados al principio de la prueba demuestran ahora que ηG es un
homomorfismo de grupos.

Terminamos la sección demostrando una generalización de un teorema de
Weil que necesitaremos más adelante para caracterizar los modelos de Néron.
Antes necesitamos probar el siguiente hecho elemental:

Teorema 10.26 Sea u : X −→ Y una aplicación racional de un esquema nor-
mal localmente noetheriano X en un esquema af́ın Y . Entonces, todas las com-
ponentes irreducibles del conjunto de los puntos donde u no está definida tienen
codimensión 1 en X.

Demostración: Sea U el dominio de definición de X y sea Z = X \ U .
Sea Z ′ la unión de las componentes irreducibles de Z que tengan codimensión
mayor que 1 en X y sea X ′ = X \ Z ′. Entonces, podemos ver también a u
como aplicación racional u : X ′ −→ Y , y hemos de probar que u está definida
sobre todo X ′. Equivalentemente, podemos suponer que u está definida sobre
todos los puntos de codimensión 1 de X y demostrar que u está definida sobre
todo X.
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Según [E 2.11], el homomorfismo u : U −→ Y está determinado por el
homomorfismo de anillos asociado OY (Y ) −→ OX(U), y lo que queremos es
encontrar un homomorfismo que haga conmutativo el diagrama siguiente:

OY (Y ) ��

���
�

�
�

�
OX(U)

OX(X)

��

Ahora bien, esto es trivial, porque [E 7.5] implica que la restricción (la flecha
vertical) es un isomorfismo.

Teorema 10.27 Sea S un esquema noetheriano normal y u : Z −→ G una
aplicación racional definida sobre S de un esquema ı́ntegro suave Z/S en un
esquema de grupos ı́ntegro y separado G/S. Si u está definida sobre los puntos
de codimensión 1 y sobre los puntos cuasigenéricos de todas las fibras, entonces
está definida sobre todo Z.

Demostración: Sea s ∈ S y consideremos la aplicación racional

us : Z ×S EspOS,s −→ G×S EspOS,s.

Si probamos que está definida sobre todo Z ×S EspOS,s, el teorema 7.2 nos
da un entorno U de s y un homomorfismo

Z ×S U −→ G×S U

que induce a us. (No es necesario que Z sea separado, esta hipótesis sólo se usa
en 7.2 para probar que a partir de un isomorfismo se obtiene un isomorfismo.)

Este homomorfismo puede verse como una aplicación racional Z −→ G defi-
nida sobre toda la fibra Zs y sobre la fibra genérica. Además, sobre (un abierto
de) la fibra genérica coincide con u, luego por 5.26 coincide con u en todo su
dominio.

Claramente, us satisface las mismas hipótesis que u, luego no perdemos
generalidad si suponemos que el esquema S es local. Sea s su punto cerrado y
sea H ⊂ G un entorno af́ın de e(s). Entonces, para todo s′ ∈ S, tenemos que s
está en la clausura de s′, luego e(s′) ∈ H, luego podemos considerar la sección
e como un homomorfismo e : S −→ H.

Como Z ×S Z es suave sobre Z, el teorema 1.20 (ver el principio de la
prueba) nos da que Z×SZ es unión de componentes conexas normales (abiertas y
cerradas). Sea W ⊂ Z×SZ la componente conexa que contiene a la diagonal ∆.

Consideremos la aplicación racional v : W −→ G definida por composición:

W
u×u−→ G×S G

(1,i)−→ G×S G
m−→ G.
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Sea U ⊂ Z el dominio de u y V ⊂W ⊂ Z×S Z el dominio de v. Claramente
W ∩(U×SU) ⊂ V . Vamos a probar que V contiene a ∆. Notemos que podemos
identificar de forma natural ∆ = Z, y aśı, podemos afirmar que

V ∩∆ ⊃ (U ×S U) ∩∆ = U.

Consideremos el diagrama conmutativo:

U ×S U
u×u �� G×S G

1×i �� G×S G
m �� G

U

∆

��

u
�� G

∆

��

���� S

e

������������

Vemos aśı que v|U = π|U ◦e, donde llamamos π al homomorfismo estructural
de Z/S. Esto implica que, como aplicaciones racionales, v|V ∩∆ = π ◦ e.

Consideremos ahora la aplicación racional v′ : W −→ H definida por la
restricción de v a v−1[H]. Llamemos V ′ ⊂ V a su dominio de definición. Como
v[V ∩ ∆] ⊂ e[S] ⊂ H, tenemos que V ∩ ∆ ⊂ V ′, luego, más precisamente,
V ∩∆ = V ′ ∩∆.

De este modo, si llamamos F = W \ V ′, la inclusión ∆ ⊂ V que queremos
probar equivale a que ∆ ∩ F = ∅. Hemos hecho esta reducción para aplicar el
teorema 10.26, que nos da que las componentes irreducibles de F tienen todas
codimensión 1 en W .

Supongamos que existe x ∈ ∆ ∩ F . Entonces

dimOF,x = dimOW,x − 1.

Por otra parte, por hipótesis, todas las componentes irreducibles de ∆ \ U
tienen codimensión ≥ 2 en ∆ y, como ∆ ∩ F ⊂ ∆ \ U , tenemos que

dimO∆,x − dimO∆∩F,x ≥ 2.

Como Z/S es suave, es localmente una intersección completa, luego el teo-
rema [E 7.71] nos da que la diagonal ∆ : Z −→ Z×SZ es una inmersión regular.
Aśı pues,

O∆,x = OW,x/(f1, . . . , fd),

donde d = dimOW,x − dimO∆,x. Por consiguiente,

O∆∩F,x = OF,x/(f̄1, . . . f̄d),

donde f̄i es la imagen de fi en OF,x y, por el teorema de los ideales principales:

dimOF,x − dimO∆∩F,x ≤ d.

Uniendo las desigualdades que hemos obtenido llegamos a una contradicción:

2 ≤ dimO∆,x − dimO∆∩F,x = dimOW,x − d− dimO∆∩F,x

≤ dimOW,x − dimOF,x = 1.

Aśı pues, concluimos que ∆ ⊂ V .
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Consideremos ahora Z ′ = V ∩ (Z ×S U) y sean p1, p2 : Z ′ −→ Z las proyec-
ciones. Sobre Z ′ está definido el homomorfismo

v′ : Z ′ (1,p2)−→ V ×S U
v×u−→ G×S G

m−→ G.

Tenemos el diagrama conmutativo

Z ′ v′ ��

p1

��

G

Z

u



pues ambas aplicaciones racionales coinciden sobre el abierto Z ′ ∩ (U ×S U).
Como U es suave sobre S, tenemos que Z ′ es suave sobre Z y, en particular,
es plano. Por el teorema 10.19, si probamos que p1 es suprayectiva, podremos
concluir que u está definido sobre todo Z y el teorema estará probado.

Para ello tomamos un punto x ∈ Z y vamos a ver que la fibra Z ′
x no es vaćıa.

Esta fibra es la intersección en

(Z ×S Z)x = Z ×S Esp k(x) = (Zs)k(x)

del abierto (Us)k(x) con el abierto correspondiente a V ×ZEsp k(x), es decir, a la
fibra de p1 : V −→ Z. Esta fibra es no vaćıa porque V contiene a ∆, luego basta
probar que (Us)k(x) es denso en (Zs)k(x). Como la proyección (Zs)k(s) −→ Zs
es abierta, basta ver que Us es denso en Zs, pero esto es cierto por hipótesis, ya
que U contiene a los puntos cuasigenéricos de todas las fibras de Z/S.

10.4 El modelo de Néron

El modelo de Néron de una curva eĺıptica E/K puede definirse como el
abierto N/S de puntos suaves de su modelo regular minimal E/S. Notemos
que, en general, no es un modelo de E/K en el sentido que le hemos dado a
esta palabra, porque no es un esquema proyectivo. Su interés radica en gran
medida a que, como hemos indicado en la introducción, la estructura de variedad
abeliana de E/K se extiende a una estructura de esquema de grupos en N/S.
Esto es lo que vamos a probar en esta sección.

El argumento requiere diversas reducciones previas que se basarán en los
teoremas que demostramos a continuación. El teorema 7.24 afirma que si E/S
es el modelo regular minimal de una curva eĺıptica E/K y s ∈ S es un punto
cerrado, entonces E ×S EspOS,s es el modelo regular minimal de E/K sobre
EspOS,s. El mismo argumento permite probar otros resultados similares de
conservación de la minimalidad:

Teorema 10.28 Sea X/S una superficie aritmética cuya fibra genérica Xη sea
geométricamente regular de género pa(Xη) ≥ 1. Sea S′ −→ S un homomorfismo
entre esquemas de Dedekind (afines) y llamemos X ′ = X ×S S′ al cambio de
base. Supongamos además que se cumple una de las condiciones siguientes:
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a) S′ −→ S es llano.

b) S = EspD , donde D es un anillo de valoración discreta, S′ = Esp D̂ y
S′ −→ S es el homomorfismo natural.

Entonces, si X/S es minimal, también lo es X ′/S′. Si S′ −→ S es supra-
yectivo (lo cual se cumple siempre en el caso b) se cumple el rećıproco.

Demostración: Notemos que, en el caso a), la proyección p : X ′ −→ X es
llana por [E A27], luego es suave por [E A26], luego X ′ es regular por [E 7.50].
En el caso b) llegamos a la misma conclusión usando 6.34 (y teniendo en cuenta
[AC 5.11]). El teorema [E 9.29] nos da que ωX′/S′ = p∗ωX/S (teniendo en cuenta
el teorema [AC A9] en el caso b).

Supongamos que X ′/S′ no es minimal, de modo que X ′ contiene un divisor
excepcional E′ ⊂ X ′

s′ . Llamemos E = p[E′] ⊂ Xs.
Notemos que X ′

s′ = Xs ×k(s) Esp k(s′) y, como el cambio de base es finito y
suprayectivo, la restricción de p a X ′

s −→ Xs también es finita y suprayectiva,
y también lo es la restricción q : E′ −→ E. Puesto que ωX/S |E = q∗ωX′/S′ |E ,
el teorema [E 10.9] implica que

|K(E′) : K(E)| gradk(s) ωX/S |E = gradk(s) ωX′/S′ |E′ = KX′/S′ · E′ < 0

por 7.16, luego también KX/S · E < 0 y el mismo 7.16 implica que E es un
divisor excepcional en X.

Supongamos ahora que X no es minimal, con lo que tiene un divisor excep-
cional E. Como S′ −→ S es suprayectiva, también lo es E′ = E ×S S′ −→ E,
por lo que E′ es un divisor en X ′. Si X −→ Z es la contracción de E, entonces
X ×S S′ −→ Z ×S S′ es un homomorfismo birracional cuyo lugar singular es
no vaćıo, y Z ′ = Z ×S S′ es regular por el mismo motivo que X ′. Aśı pues, X ′

contiene un divisor excepcional y no es relativamente minimal.

Nota Los homomorfismos llanos son de tipo finito por definición. No obs-
tante, vamos a ver que el teorema anterior sigue siendo válido si en el caso a)
S′ −→ S es un homomorfismo entre esquemas de Dedekind locales que cumple
la definición de homomorfismo llano (es decir, que es plano y no ramificado)
salvo que no exigimos que sea de tipo finito.

Veamos en primer lugar que X ′ es regular. Sea s′ ∈ S′ el punto cerrado de
S′ y sea s ∈ S su imagen en S. Observemos que la fibra S′

s es el espectro de

OS′,s′ ⊗OS,s
(OS,s/ms) ∼= OS′,s′/msOS′,s′ = OS′,s′/ms′ = k(s′).

Si x′ ∈ X ′
s′ , tenemos que

X ′
x = S′ ×S X ×X Esp k(x) = S′ ×S Esp k(s)×k(s) Esp k(x)

= Esp k(s′)×k(s) Esp k(x).
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Como k(s′)/k(s) es separable, el teorema [E 3.57] nos da que X ′
x tiene di-

mensión 0 y es reducido, por lo que OX′
x,x

′ es un anillo reducido con un único
ideal primo, es decir, es un cuerpo.

El teorema [E 3.46] nos da que OX′,x′/mxOX′,x′ ∼= OX′
x,x

′ , luego vemos que
mxOX′,x′ = mx′ . Ahora observamos que

(mx/m
2
x)⊗k(x) k(x′) = (mx ⊗OX,x

k(x))⊗k(x) k(x′) = mx ⊗OX,x
(OX′,x′/mx′).

Por [AC A7] tenemos que mx ⊗OX,x
OX′,x′ = mxOX′,x′ = mx y, a través

de esta identificación, el último anillo de la cadena de igualdades anteriores se
convierte en

(mx ⊗OX,x
OX′,x′)/m2

x′ = mx′/m2
x′ .

En total, vemos que dimk(x)(mx/m
2
x) = dimk(x′)(mx′/m2

x′). Por otra parte,
[E 4.52] nos da que dimOX′,x′ = dimOX,x. Aśı, como x es regular, también lo
es x′.

Aśı pues, todos los puntos cerrados de X ′ son regulares y, por [E 7.18]
concluimos que X ′ es regular.

Supongamos ahora que X ′ contiene un divisor excepcional

E′ ⊂ X ′
s′ = Xs ×k(s) Esp k(s′).

El teorema [E 3.56] nos da un cuerpo intermedio k(s) ⊂ k ⊂ k(s′) tal que la
extensión k/k(s) es finita y E′ = E′′

k(s′), para cierto cerrado E′′ ⊂ Xs×k(s)Esp k.
Sea E ⊂ Xs la proyección de E′′.

La relación ωX′/S′ = p∗ωX/S sigue siendo válida, pues sólo depende del
carácter plano de p. Descomponemos q : E′ q1−→ E′′ q2−→ E, donde q2 es finita y
suprayectiva y podemos aplicarle [E 10.9]. Para q1 usamos [E 10.8]:

|K(E′′) : K(E)| gradk(s) ωX/S |E = gradk(s) q
∗
2ωX/S |E

= |k : k(s)| gradk q
∗
2ωX′/S′ |E′ = |k : k(s)| gradk(s′) ωX′/S′ |E′ ,

luego
|K(E′′) : K(E)|KX/S · E = |k : k(s)|KX′/S′ · E′

y el teorema 7.16 nos da igualmente una contradicción.

Todav́ıa necesitaremos otra variante más:

Teorema 10.29 Sea X/S una superficie aritmética minimal cuya fibra genérica
Xη sea geométricamente regular de género pa(Xη) ≥ 1. Sea Y −→ S un ho-
momorfismo suave, sea ξ ∈ Y un punto de codimensión 1 y sea S′ = EspOY,ξ.
Entonces X ′ = X ×S S′ es una superficie minimal sobre S′.

Demostración: Observemos que Y/S es regular, luego OY,ξ es un anillo
local regular de dimensión 1, es decir, es un dominio de Dedekind local. Aśı pues,
el teorema 5.4 nos da que X ′/S′ es una superficie fibrada. Como X×S Y −→ X
es suave, el teorema [E 7.50] nos da que X ×S Y es regular, luego también lo es
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X×S S′, pues los puntos de su fibra cerrada son regulares (en X ′) por [E 3.47] y
los de su fibra abierta lo son porque ésta es una extensión de constantes de Xη.

Si la imagen de ξ en S es el punto genérico η, entonces la fibra cerrada de
X ′ es

Xξ = X ×S Esp k(ξ) = X ×S Esp k(η)×k(η) Esp k(ξ) = (Xη)k(ξ),

luego es regular y X ′/S′ es suave, luego es minimal por 7.8. Supongamos, pues,
que la imagen de ξ en S es un punto cerrado s. El esquema X ′ no se altera si
cambiamos Y por un entorno de ξ. Por el teorema [E A33] podemos suponer
que existe un homomorfismo llano g : Y −→ An

S tal que f es la composición
con el homomorfismo natural An

S −→ S. Sea ξ′ ∈ An
S la imagen de ξ. Como las

fibras de g tienen dimensión 0, el teorema [E 4.52] implica que

dimOAn
S
,ξ′ = dimOY,ξ = 1.

Observemos que An
S −→ S es suave, ya que sus fibras son los esquemas An

k(s),
que son regulares (y es plano porque lo es An

Z −→ EspZ). Aśı pues, todo lo que
hemos dicho para S′ y X ′ vale para S′′ = EspOAn

S
,ξ′ y X ′′ = X×S S′′, de modo

que X ′′/S′′ es una superficie aritmética. Si probamos que es minimal, el teorema
10.28 aplicado al homomorfismo llano S′ −→ S′′ nos dará la minimalidad de
X ′.

Equivalentemente, podemos suponer que S es un dominio de Dedekind local,
que Y = An

S y que ξ pertenece a la fibra cerrada Ys = An
k(s). Además, ya hemos

probado que X ′/S′ es una superficie aritmética. Observemos que, de hecho, ξ
es el punto genérico de An

k(s), pues ha de ser dimOYs,ξ = 0. Por consiguiente,
k(ξ) es el cuerpo de fracciones algebraicas

k(ξ) = k(s)(X1, . . . , Xn).

La fibra cerrada de X ′/S′ es

X ′
ξ = X ×S Esp k(ξ) = Xs ×k(s) Esp k(ξ) = (Xs)k(ξ).

Ahora observamos que las componentes irreducibles de Xs siguen siendo
irreducibles tras el cambio de base k(ξ)/k(s). Esto se debe a que si A es una
k(s)-álgebra ı́ntegra, entonces

A×k(s) k(ξ) = A(X1, . . . , Xn)

es también una k(ξ)-álgebra ı́ntegra.
Por consiguiente, si X ′/S′ tiene un divisor excepcional E′ ⊂ X ′

ξ, éste será
de la forma E′ = Ek(ξ), para cierta componente irreducible E ⊂ Xs. Ahora
podemos razonar como en la nota posterior a 10.28: la proyección p : X ′ −→ X
es plana, luego p∗ωX/S = ωX′/S′ y, si q : E′ −→ E es la restricción de p, tenemos
también que ωX′/S′ |E′ = q∗ωX/S |E . Por [E 10.8] resulta que:

gradk(s) ωX/S |E = gradk(ξ) q
∗ωX/S |E = gradk(ξ) ωX′/S′ |E′ < 0,

por el teorema 7.16, lo que supone una contradicción.
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Los resultados anteriores permitirán las reducciones necesarias para aplicar
el teorema siguiente:

Teorema 10.30 Sea S = EspA el espectro de un anillo local, noetheriano y
completo. Llamemos s ∈ S a su punto cerrado. Si f : X −→ S es un homo-
morfismo suave, la aplicación canónica X(S) −→ Xs(k(s)) es suprayectiva.

Demostración: Sea x ∈ Xs(k(s)). Por el teorema [E A.33], existe un
entorno U de x en X tal que f |U se descompone como un homomorfismo llano
g : U −→ An

S seguido del homomorfismo natural An
S −→ S. Es claro que g(x)

se extiende a un homomorfismo S −→ An
S . En términos de anillos, se trata de

que siempre existe un homomorfismo que cierra el diagrama siguiente:

A[X1, . . . , Xn] ������

��

A

��
k(s)[X1, . . . , Xn] �� k(s)

Consideramos ahora el homomorfismo llano Z = U ×An
S
S −→ S. La com-

posición

U
(1,f |U )−→ Z

p−→ U

es la identidad, luego si llamamos z ∈ Zs(k(s)) a la imagen de x, tenemos que
p(z) = x. Basta probar que z se extiende a una sección S −→ Z, ya que
entonces la composición S −→ Z −→ U −→ X es una sección que extiende a x.
Equivalentemente, basta probar el teorema para un homomorfismo llano.

Esto significa que el homomorfismo A −→ OX,x es (fielmente) plano (luego
es inyectivo, como consecuencia inmediata de 1.23 b) y que mx = msOX,x.
Además, que x sea racional significa que A/ms

∼= OX,x/mx.
En particular, OX,x = A + mx, luego mx = ms(A + mx) = ms + m2

x y
OX,x = A + m2

x. Por consiguiente,

mx = ms(A + m2
x) = ms + m3

x

y, en general, es claro que mx = ms + mn
x y OX,x = A + mn

x . Por lo tanto, el
homomorfismo A/mn

s −→ OX,x/m
n
x es suprayectivo. Su núcleo es

(mn
x ∩A)/mn

s = (mn
sOX,x ∩A)/mn

s = 0,

de nuevo por 1.23 b. Aśı pues, los homomorfismos naturales A/mn
s −→ OX,x/m

n
x

son isomorfismos, lo que nos da a su vez un isomorfismo

A = Â −→ ÔX,x = Â⊗A OX,x = A⊗A OX,x = OX,x.

Tenemos, pues un isomorfismo de A-álgebras OX,x −→ A que induce una
sección

S −→ EspOX,x −→ X

que claramente cumple s �→ x.

El teorema siguiente contiene todos los hechos previos necesarios para dotar
a N/S de estructura de esquema de grupos:
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Teorema 10.31 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
E/K una curva eĺıptica, sea S = EspD, sea E/S su modelo regular minimal y
sea N ⊂ E el abierto formado por sus puntos suaves.

a) Las aplicaciones canónicas N(S) −→ E(S) −→ E(K) son biyectivas.

b) Para cada x ∈ E(K), la traslación τx : E −→ E se extiende a un auto-
morfismo τx : E −→ E.

c) Sea m : E ×K E −→ E la ley de grupo en E y consideremos el automor-
fismo t = (m, p2) : E ×K E −→ E ×K E. Entonces t se extiende a un
automorfismo t : E×S N −→ E×S N.

d) El homomorfismo m se extiende a un homomorfismo m : N ×S N −→ N.

Demostración: a) La aplicación canónica E(S) −→ E(K) es la que a cada
σ ∈ E(S) le asigna el homomorfismo (i◦σ, 1), que hace conmutativo el diagrama:

EspK

i

��

(i◦σ,1) �� EK

��
S σ

�� E

Claramente es inyectiva, pues si i ◦ σ = i ◦ τ , tomamos un entorno af́ın
V = EspA de σ(η) = τ(η) en E y un abierto af́ın U = EspD contenido en
σ−1[V ] ∩ τ−1[V ], de modo que σ|U y τ |U se corresponden con homomorfismos
A −→ D que, compuestos con la inclusión D −→ K son iguales, luego también
lo son sin componer y, por lo tanto, σ|U = τ |U . El teorema [E 4.16] nos da que
σ = τ .

Para probar la suprayectividad observamos que un τ ∈ E(K) se corresponde
con un punto p ∈ E tal que k(p) = K. Según el teorema 5.29, el divisor
horizontal Γ = {p} determina un isomorfismo p : Γ −→ S, luego podemos
considerar el isomorfismo inverso, que es un elemento σ ∈ E(S). El diagrama
siguiente muestra que σ se corresponde con τ :

EspK

�� �����������
τ �� EK

���
��

��
��

�

S
σ

�� Γ
p�� �� E

Según acabamos de ver, la imagen de cualquier σ ∈ E(S) es un divisor
horizontal Γ tal que K(Γ) = K. El teorema 6.9 implica entonces que, para todo
punto cerrado s ∈ S, se cumple Γ · Es = 1, lo cual se traduce en que Γ ∩ Es se
reduce a un punto p, racional en Es, y tal que ip(Γ,Es) = 1, lo cual implica en
particular que p es regular en Es y, al ser racional, es geométricamente regular
(por [E 7.24]). Aśı pues, todos los puntos de la imagen de σ son suaves en E. (Lo
hemos probado para imágenes de puntos cerrados, pero para el punto genérico
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es trivial.) Esto significa que σ : S −→ E es, de hecho, un homomorfismo
σ : S −→ N. Por consiguiente, la inclusión N(S) ⊂ E(S) es, de hecho, una
igualdad.

b) es consecuencia inmediata del teorema 7.26.

c) Llamemos X = E ×K E y X = E ×S N. Entonces X es la fibra genérica
de X/S, pues

E ×K E = (E×S EspK)×K (N ×S EspK) ∼= (E×S N)×S EspK.

Observemos que t es el automorfismo construido en la prueba de 7.33. El
teorema 7.2 nos da que t se extiende a una aplicación birracional t : X −→ X

definida en un entorno de X. Hemos de probar que está definida en todo X.
Fijado un punto cerrado s ∈ S, consideramos el diagrama conmutativo

X×S EspOS,s
ts ��

��

X×S EspOS,s

��
X

t
�� X

Basta probar que ts está definido en todo X ×S EspOS,s, pues entonces el
teorema 7.2 nos da una extensión a un entorno de la fibra Xs y de la fibra
genérica, y sobre ésta coincide con t, luego lo que tenemos es que t está definido
sobre toda la fibra Xs. Observemos que

X×S EspOS,s = (E×S EspOS,s)×OS,s
(N ×S EspOS,s),

Según el teorema 7.24, el primer factor es el modelo regular minimal de
E/K sobre OS,s, y es fácil ver que el segundo factor es su abierto de puntos
suaves. Además, ts induce sobre la fibra genérica de X ×S EspOS,s el mismo
automorfismo t : E ×K E −→ E ×K E.

De todo esto se desprende que, para probar que t está definido sobre todo X,
podemos suponer que D es un anillo de valoración discreta. El teorema 2.15 nos
da un anillo de valoración discreta D′ que contiene a D tal que mD′ = mDD′

y D′/mD′ es la clausura separable de D/mD. Notemos que D′ es plano sobre
D porque D es un dominio de ideales principales y D′ es un D-módulo libre de
torsión. Aśı, EspD′ −→ EspD cumple la definición de homomorfismo llano ex-
cepto que no es necesariamente de tipo finito. Podemos aplicar el teorema 10.28
(teniendo en cuenta la nota posterior), y concluir que XS′ es una superficie
minimal (donde S′ = EspD′).

Ahora llamamos S′′ = Esp D̂′, donde D̂′ es la compleción de D′, y el teo-
rema 10.28 nos da también que XS′′ es minimal. Observemos que

XS′′ = ES′′ ×S′′ NS′′ ,

y que NS′′ es el abierto de los puntos suaves de ES′′ . (Porque la proyección
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ES′′ −→ E hace corresponder claramente2 los puntos suaves de ES′′ con los
puntos suaves de E.) Además, si llamamos K ′′ = K(S′′), la fibra genérica de
XS′′ es claramente XK′′ = EK′′ ×K′′ EK′′ .

Teniendo en cuenta que mK′′ es la ley de grupo en EK′′ , es claro que el
automorfismo tK′′ : XK′′ ×K′′ XK′′ −→ XK′′ es el considerado en el enunciado
para la curva eĺıptica EK′′ , luego en particular sabemos que se extiende a una
aplicación birracional T : XS′′ −→ XS′′ (definida sobre S′′). En el diagrama
siguiente, todas las caras del cubo son conmutativas salvo quizá la de la derecha:

XK′′

����
��

��
��

tK′′

��

�� XS′′

����
��

��
��

T

��

X

t

��

�� X

t

��

XK′′

����
��

��
��

�� XS′′

����
��

��
��

X �� X

pero esto implica que la cara derecha conmuta sobre la fibra genérica XK′′ ,
luego por el teorema 5.26, conmuta sobre todo el dominio de T . A su vez, esto
implica que T = tS′′ . Por el teorema 10.18, si probamos que tS′′ está definido
sobre todo XS′′ , tendremos que t está definido sobre todo X, como queremos
probar. Equivalentemente, podemos suponer que D es un anillo completo local
cuyo cuerpo de restos es separablemente cerrado.

Sea λ ∈ Ns uno de los puntos cuasigenéricos de la fibra cerrada y conside-
remos el esquema T = EspON,λ. El teorema 10.29 nos da que E ×S T es una
superficie regular minimal sobre T . Tenemos un diagrama conmutativo

E×S T �� E×S N

E ×K EspK(E)

��

�� E ×K E

��

lo que significa que el cambio de base E×S T −→ E×S N env́ıa la fibra genérica
a la fibra genérica. Puesto que t es una aplicación birracional en E×SN definida
sobre un entorno de la fibra genérica, el cambio de base

tT : E×S T −→ E×S T

es una aplicación birracional definida en un entorno de la fibra genérica. El
teorema 7.26 implica entonces que tT es un automorfismo definido sobre toda la

2La clave está en que, por el teorema [AC 5.73], un punto de un conjunto algebraico C/k
es geométricamente regular si y sólo si cualquiera de sus antiimágenes en cualquier extensión
de constantes CK con K algebraicamente cerrado (no necesariamente la clausura algebraica
de k) es regular.
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superficie E×S T = E×S N×N EspON,λ. Por el teorema 7.2, existe un abierto
U ⊂ N, que contiene a λ, tal que tT se extiende a un único N-automorfismo

E×S U −→ E×S U.

Este automorfismo coincide con t sobre la fibra genérica, luego es una res-
tricción de t. (Esto se debe a que las restricciones de ambos a la fibra genérica
son E-automorfismos de E×K E que coinciden sobre E×K EspK(E), pero este
último esquema es la fibra genérica de E ×k E vista como superficie sobre E,
luego ambos automorfismos coinciden.)

Si t está definido sobre E×SU1 y E×SU2, también lo está sobre E×S(U1∪U2),
luego E está definido sobre E×S U , donde U ⊂ N es un abierto que contiene a
todos los puntos cuasigenéricos de Ns, es decir, un abierto tal que Us es denso
en Ns.

Tomemos ahora x ∈ E(K) y consideremos el automorfismo:

E×S τx[U ]
1×τ−1

x−→ E×S U
t−→ E×S U

τx×τx−→ E×S τx[U ]

El cambio de base ×S EspK lo convierte en3

E ×K E
1×τ−1

x−→ E ×K E
(m,p2)−→ E ×K E

τx×τx−→ E ×K E

y es fácil ver que éste coincide con (m, p2) (porque ambos automorfismos inducen
la misma aplicación sobre E(K)×E(K)). El teorema 5.26 nos da entonces que el
primer automorfismo coincide con t en su dominio común, luego t está definido
en E×S τx[U ].

Aśı pues, para probar que t está definido en todo E×S N basta ver que

N =
⋃

x∈E(K)

τx[U ].

Llamemos V al miembro derecho. Aśı, V es un abierto en N cerrado para
traslaciones, es decir, tal que τx[V ] ⊂ V , para todo x ∈ E(K). Además Vs
contiene a todos los puntos cuasigenéricos de Ns y, obviamente, Vη contiene al
punto genérico de E. Por lo tanto, si no se da la igualdad, C = N \ V es un
cerrado tal que Cη y Cs tienen ambos dimensión 0 (si no son vaćıos), luego
ambos son finitos. En suma, C consta a lo sumo de un número finito de puntos
de Nη = E y un número finito de puntos de Ns.

Por otra parte, Ns(k(s)) es infinito. En efecto, Ns es geométricamente re-
gular, luego geométricamente reducido, y el teorema [E 3.68] implica que todo
abierto no vaćıo (en particular, el complementario de todo conjunto finito de
puntos racionales) contiene un punto racional.

Por el teorema 10.30, cada xs ∈ Ns(k(s)) se extiende a una sección x ∈ N(S),
que a su vez define un automorfismo τx = τxK : N −→ N. Basta probar que,

3Con más precisión, lo convierte en la restricción del automorfismo indicado a un cierto
abierto de E ×K E.
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para cada u ∈ C, existe un x ∈ N(S) tal que u′ = τx(u) /∈ C, ya que entonces
u′ ∈ V y también τ−xK (v) = u ∈ V , con lo que tenemos una contradicción
(salvo que C sea vaćıo).

Para ello demostraremos que si x, x′ ∈ N(S) cumplen xs �= x′
s, entonces

Γτx ∩ Γτx′ = ∅. Admitiendo esto, supongamos que u ∈ Cη, sea L = k(u)
y fijemos un homomorfismo EspL −→ E cuya imagen sea u. Entonces, los
homomorfismos EspL −→ E

τx−→ E y EspL −→ E
τx′−→ E son distintos o, de lo

contrario, también coincidiŕıan los homomorfismos

EspL −→ E
(1,τx)−→ E ×K E, EspL −→ E

(1,τx′ )−→ E ×K E,

y su imagen común estaŕıa en Γτx ∩ Γτx′ ⊂ E ×K E, que es la fibra genérica de
Γτx ∩ Γτx′ ⊂ N ×S N, contradicción.

Si |L : K| = n, existen a lo sumo n homomorfismos EspL −→ E cuya imagen
sea un punto dado de E, luego hay un número finito de tales homomorfismos
cuya imagen está en Cη. Aśı pues, hay un número finito de puntos xs ∈ Ns(k(s))
tales que el homomorfismo

EspL −→ E
(1,τx)−→ E ×K E

tenga imagen en Cη y, como hay infinitos elementos en Ns(k(s)), concluimos
que existe un x ∈ N(S) tal que τx(u) /∈ C.

Si u ∈ Cs razonamos análogamente, con la única variante de que, como
la extensión k(u)/k(s) es puramente inseparable, hay un único homomorfismo
EspL −→ Ns para cada punto de Ns.

Tomamos, pues x, x′ ∈ N(S) tales que xs �= x′
s. Observamos en primer lugar

que no puede suceder que Γτx ∩Γτx′ = Γτx , ya que entonces Γτx ⊂ Γτx′ y, como
ambos son cerrados en N ×S N irreducibles de dimensión 2, seŕıan iguales, lo
que implicaŕıa que τx = τx′ , de donde xK = x′

K , de donde x = x′ (pues ambas
secciones coincidiŕıan en EspK, que es denso en S).

Por consiguiente, Γτx ∩Γτx′ � Γτx ⊂ N×S N. Pasando a las fibras genéricas,
tenemos igualmente que Γτx ∩Γτx′ � Γτx ⊂ E×K E. Si v ∈ Γτx ∩Γτx′ , entonces
v no es el punto genérico de Γτx , luego u = p1(v) no es el punto genérico de E,
sino un punto cerrado. Sea L = k(u) y fijemos un homomorfismo EspL −→ E.
Es claro que los homomorfismos EspL −→ E

τx−→ E y EspL −→ E
τx′−→ E son

iguales, pues ambos coinciden con EspL −→ Γτx ∩ Γτx′ seguido de la segunda
proyección:

EspL

u

�������������
����� Γτx ∩ Γτx′

p1

��
N

(Notemos que p1 es una inmersión cerrada.)
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Ahora bien, EspL −→ E induce un homomorfismo EspL −→ EL, cuya
imagen u′ cumple τx(u′) = τx′(u′), luego τu′(xK) = τu′(x′

K), luego xK = x′
K ,

luego x = x′, contradicción.

Esto prueba que la fibra genérica de Γτx ∩Γτx′ es vaćıa o, lo que es lo mismo,
que Γτx ∩ Γτx′ ⊂ (Γτx)s.

Por otra parte, Γτx′ es un cerrado irreducible de dimensión 2 en N ×S N,
que tiene dimensión 3, luego Γτx′ es un divisor primo de Weil en N ×S N. El
producto es regular, pues es suave sobre N, luego podemos identificar a Γτx′ con
un divisor de Cartier entero. Podemos considerar su imagen inversa a través de
la inmersión cerrada Γτx −→ N×S N, que es un divisor de Cartier en Γτx cuyo
soporte es Γτx ∩ Γτx′ . Esto prueba que la intersección tiene dimensión 1, luego
es una unión de componentes irreducibles de (Γτx)s.

A través del isomorfismo p1 : Γτx −→ N, la intersección se transforma en
una unión de componentes irreducibles de Ns. Como Ns es geométricamente
regular, sus componentes irreducibles también lo son, luego en particular son
geométricamente reducidas, y el teorema [E 3.68] nos da que contienen un punto
racional us ∈ Ns(k(s)), que se extiende a una sección u ∈ N(S). El hecho de
que p−1

1 (us) ∈ Γτx ∩ Γτx′ se traduce en que τx(us) = τx′(us).
Una propiedad evidente de las traslaciones de una curva eĺıptica es que

τxK (uK) = τuK (xK). Por lo tanto, los homomorfismos

S
u−→ N

τx−→ N y S
x−→ N

τu−→ N

coinciden sobre EspK, luego son iguales, luego τx(us) = τu(xs). Igualmente
concluimos que τx′(us) = τu(x′

s), luego τu(xs) = τu(x′
s), luego xs = x′

s, contra-
dicción.

Con esto tenemos probado que las gráficas son disjuntas y ello concluye la
demostración de que la aplicación racional t : E×S N −→ E×S N está definida
en todo E×S N. Vamos a probar que es un isomorfismo, para lo cual volvemos
al contexto general que indica el enunciado (ya no suponemos que S es local y
k(s) separablemente cerrado, etc.).

El automorfismo i : E −→ E que a cada punto de E(K̄) le asigna su opuesto
para la estructura de grupo se extiende a un automorfismo i : E −→ E (por el
teorema 7.26), que a su vez se restringe a un automorfismo i : N −→ N. Es fácil
ver que el automorfismo

E×S N
1×i−→ E×S N

t−→ E×S N
1×i−→ E×S N

es el inverso de t, porque lo es sobre la fibra genérica E ×K E (donde se com-
prueba haciendo actuar a su composición con t por la izquierda y la derecha
sobre los puntos de E(K̄)×E(K̄)). Aśı pues, t es un automorfismo de E×S N.

d) Basta observar que N ×S N es el abierto de puntos suaves (sobre S) de
E ×S E (y, en particular, el de E ×S N). En efecto, es claro que los puntos de
N ×S N son suaves, ya que el producto es suave sobre N y éste es suave sobre
S. Rećıprocamente, si p : E ×S E −→ E es una de las proyecciones, hemos de
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probar que si x ∈ E ×S E es suave, entonces p(x) ∈ N. En caso contrario, si
s ∈ S es la imagen de x, tendŕıamos que x seŕıa geométricamente regular en
Es×k(s) Es, mientras que p(x) no seŕıa geométricamente regular en Es. Si k̄ es la
clausura algebraica de k(s), esto implica a su vez que en (Es)k̄ ×k̄ (Es)k̄ habŕıa
un punto regular cuya proyección en (Es)k̄ no seŕıa regular. Ahora bien, como
E×S E es plano sobre E, las proyecciones de (Es)k̄×k̄ (Es)k̄ también son planas,
y el teorema 3.25 nos da una contradicción.

Como consecuencia, el automorfismo t : E ×S N −→ E ×S N construido
en el apartado c) se restringe a un automorfismo t : N ×S N −→ N ×S N que,
compuesto con la primera proyección, nos da el homomorfismo m del enunciado.

Finalmente obtenemos el resultado que persegúıamos:

Teorema 10.32 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
E/K una curva eĺıptica, sea S = EspD, sea E/S su modelo regular minimal y
sea N ⊂ E el abierto formado por sus puntos suaves. Entonces, el homomorfismo
m : N ×S N −→ N construido en el teorema anterior, junto con la extensión
i : N −→ N del automorfismo i : E −→ E que a cada punto de E(K̄) le
asigna su opuesto, y la sección o : S −→ N determinada por el punto racional
o ∈ E(K) (que determina su estructura de variedad abeliana), determinan una
estructura de esquema de grupos abelianos en N que sobre la fibra genérica
induce la estructura de variedad abeliana de E/K.

Demostración: Ante todo, observemos que en la prueba del teorema 8.13
hemos visto que O = {o} ⊂ E está, de hecho, contenido en N. Por el teorema
5.29, sabemos que el homomorfismo estructural π : O −→ S es un isomorfismo.
En el enunciado estamos llamando o : S −→ O ⊂ N al isomorfismo inverso. Es
claro que se trata de la única sección tal que o(η) = o, ya que esto implica que
la imagen de o en E es O y, al estar definida sobre S, ha de ser necesariamente
la inversa del homomorfismo estructural.

Los diagramas de la definición de esquema de grupos son conmutativos por-
que lo son sobre las fibras genéricas (teorema 5.26), y son conmutativos sobre las
fibras genéricas porque sobre ellas se reducen a los diagramas correspondientes
a la estructura de variedad abeliana de E/K.

Es claro que la estructura de esquema de grupos en N/S está completamente
determinada por el hecho de que extiende a la estructura de variedad abeliana
de E/K, es decir, que no depende de la construcción particular con la que hemos
demostrado su existencia.

10.5 Propiedades del modelo de Néron

En las secciones precedentes hemos evitado dar una definición formal de
“modelo de Néron” porque es posible dar una definición general válida para
conjuntos algebraicos muy generales, aunque su interés se reduce en la práctica
al caso de las variedades abelianas. En el caso de una curva eĺıptica, el modelo de
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Néron resultará ser el abierto N/S de puntos suaves del modelo regular minimal,
que hemos estudiado en la sección anterior.

Definición 10.33 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea S = EspD y sea X/K un conjunto algebraico geométricamente regular.
El modelo de Néron de X/K es un esquema suave de tipo finito N/S, cuya
fibra genérica sea isomorfa a X/K, y tal que, para todo esquema suave N/S, la
aplicación canónica

HomS(N,N) −→ HomK(NK , X)

es biyectiva.

Es claro que si X/K admite un modelo de Néron N/S, éste es único salvo
isomorfismo, ya que si N/S es otro modelo de Néron, el isomorfismo NK

∼= NK

determina homomorfismos N −→ N y N −→ N cuyas composiciones N −→ N
y N −→ N inducen la identidad sobre la fibra genérica, luego son la identidad
en N y N respectivamente.

Néron demostró la existencia del modelo de Néron de una variedad abe-
liana arbitraria. Nosotros demostraremos únicamente la existencia para curvas
eĺıpticas.

Observemos que, en general, si X/K es una variedad abeliana, entonces su
estructura de grupo algebraico se extiende de forma única a una estructura
de esquema de grupos abelianos en su modelo de Néron (admitiendo que éste
exista). En efecto, para extender el homomorfismo m : X ×K X −→ X apli-
camos la definición a N = N ×S N, que es un esquema suave (sobre N, luego
sobre S) cuya fibra genérica es X ×K X. La conmutatividad de los diagramas
de la definición de esquema de grupos se deduce de la conmutatividad de los
diagramas correspondientes sobre las fibras genéricas.

Teorema 10.34 Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes,
sea S = EspD, sea E/K una curva eĺıptica, sea E/S su modelo regular minimal
y sea N el abierto de los puntos suaves de E. Entonces N/S es el modelo de
Néron de E/K.

Demostración: Como E es una superficie aritmética, es claro que N es
separado (y, por definición, suave) sobre S. También sabemos que su fibra
genérica es isomorfa a E/K. Sólo falta probar que cumple la propiedad universal
de la definición de modelo de Néron.

Consideramos un esquema suave N/S y un homomorfismo f : NK −→ E.
Sea N = N1 ∪ · · · ∪Nr la descomposición de N en componentes conexas. Cada
una de ellas es suave, luego es ı́ntegra. Claramente, NK = N1,K ∪ · · · ∪Nr,K . Si
encontramos homomorfismos gi : Ni −→ N tales que gi,K = f |Ni,K

, es claro que
éstos definen un homomorfismo g : N −→ N tal que gK = f . Equivalentemente,
podemos suponer que N es ı́ntegro.

El teorema 7.2 nos da un homomorfismo de un abierto de N (que contiene
a NK) en un abierto de N, es decir, una aplicación racional g : N −→ N, tal
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que gK = f . Hemos de probar que g está definida sobre todo N . Según 10.27,
basta probar que g está definida sobre los puntos de codimensión 1 y sobre los
puntos cuasigenéricos de las fibras de N . Ahora bien, g está definido sobre la
fibra genérica y, si ξ es un punto de una fibra cerrada Ns, la relación

dimON,ξ = dimONs,ξ + dimOS,s,

teniendo en cuenta que el último sumando es 1, muestra que ξ es cuasigenérico
en Ns si y sólo si tiene codimensión 1. Sea pues, ξ ∈ Ns un punto de codimen-
sión 1. Basta probar que g está definida en ξ.

Sea T = EspON,ξ y sea L = K(T ) = K(N). Por el teorema 10.29 sabemos
que E′ = E ×S T es el modelo regular minimal de EL sobre T , y su abierto de
puntos suaves es N′ = N ×S T . El teorema 10.31 a) nos da que la aplicación
natural N′(T ) −→ EL(L) es biyectiva.

Aplicamos esto al homomorfismo EspL −→ NL
fL−→ NL = EL, con lo que

obtenemos un diagrama conmutativo

EspL

��

�� NL
fL �� NL

��
T �� N

El teorema [E 4.5] nos da un entorno U de ξ y un homomorfismo h : U −→ N

tal que la fila inferior del diagrama anterior se descompone como

EspL

��

�� NL
fL �� NL

��
T �� U

h
�� N

Sea ahora V ⊂ N un abierto no vaćıo contenido en U y en el dominio de g.
Claramente, tenemos los diagramas conmutativos

EspL ��

����
��

��
��

� NL
fL �� NL

��
V

g,h
�� N

luego g y h coinciden sobre el punto genérico de V , luego coinciden en un
abierto,4 luego la aplicación racional g está definida en U y, en particular, en ξ.

Observemos ahora que el teorema 7.24 implica inmediatamente su análogo
para modelos de Néron:

4Tomamos un abierto af́ın G ⊂ N y un abierto en G′ ⊂ V contenido en g−1[G] ∩ h−1[G],
de modo que g|G′ y h|G′ se corresponden con homomorfismos de anillos A −→ B tales que,
compuestos con la inclusión B ⊂ L, son iguales, luego g|G′ = h|G′ .
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Teorema 10.35 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea S = EspD, sea E/K una eĺıptica y sea N/S su modelo de Néron. Para
cada punto cerrado s ∈ S, se cumple que N ×S EspOS,s es el modelo de Néron
de E/K sobre EspOS,s.

Demostración: Si E/S es el modelo regular minimal de E/K, el teorema
7.24 nos da que E⊗S EspOS,s es el modelo regular minimal de E/K sobre OS,s,
y es fácil ver que N ⊗S EspOS,s es su abierto de puntos suaves, luego es el
modelo de Néron de E/K sobre OS,s.

En particular, la fibra Ns es la misma para el modelo de Néron de E/K
sobre S y sobre EspOS,s, luego, para estudiar las fibras cerradas de los modelos
de Néron, podemos trabajar únicamente con dominios de Dedekind que sean
anillos de valoración discreta. En tal caso, las posibilidades para la fibra Es del
modelo regular minimal vienen dadas por la tabla 8.1. Observemos que la tabla
contiene la estructura de Ns en cada caso: es el esquema que resulta de eliminar
los puntos siguientes:

a) El punto singular de las fibras de tipo I1 o I1,2 y el de la última componente
irreducible del tipo In,2 con n impar,

b) Todos los puntos en que se cortan dos o más componentes irreducibles
(pues son puntos singulares en Es, luego no suaves en E),

c) Todas las componentes irreducibles de multiplicidad mayor que 1 (sus
puntos no son reducidos, luego no son geométricamente regulares).

Puesto que las componentes irreducibles de Ns no se cortan entre śı, con-
cluimos que las componentes irreducibles de Ns son también sus componentes
conexas.

Definición 10.36 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea E/K una curva eĺıptica y sea N su modelo de Néron. Si s ∈ S es un punto
cerrado, la fibra cerrada Ns/k(s) es un grupo algebraico. Llamaremos N0

s a la
componente conexa del elemento neutro, que es un subgrupo abierto y cerrado
de Ns. Por otra parte, llamaremos ΦE,s = π0(Ns) al esquema de componentes
conexas de Ns, que también es un grupo algebraico sobre k(s) en virtud del
teorema 10.25.

Con más detalle, la sección o : S −→ N es la que asigna a η el punto
infinito oη ∈ Nη = E, luego el elemento neutro os ∈ Ns es el punto que cumple
{oη} ∩ Ns = {os}. Por lo tanto, N0

s es la intersección con N de la componente
irreducible de Es que en la demostración del teorema 8.26 hemos llamado Γ1 (y
que, siguiendo la prueba, podemos identificar en las figuras de la tabla 8.1).

Para todos los tipos de reducción aditiva (teniendo en cuenta 8.24 para el
tipo II) vemos que N0

s
∼= A1

k, luego el teorema 10.22 nos da que la estructura de
grupo de N0

s es la del grupo aditivo de k. Cuando la reducción es multiplicativa
racional (es decir, de tipo In, con n ≥ 1) vemos que N0

s
∼= A1

k \{p} donde p es un
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punto racional. Por consiguiente, el teorema 10.23 nos da que la estructura de
grupo de N0

s es la del grupo multiplicativo de k. La estructura de N0
s cuando la

reducción es multiplicativa irracional (tipo In,2) es más delicada, pero, tras una
extensión de constantes cuadrática k′/k, se convierte en el grupo multiplicativo
de k′. Por último, en el caso de buena reducción (tipo I0) la estructura de N0

s

es la estructura de grupo de una curva eĺıptica.

Según los teoremas 10.11 y 10.14, los puntos de ΦE,s se corresponden con
las componentes conexas (o irreducibles) de Ns de modo que los puntos de
ΦE,s(k(s)) se corresponden con las componentes geométricamente conexas.

De acuerdo con la tabla 8.1, cada componente conexa Γ de Ns es de uno de
los tipos siguientes (llamamos k = k(s) y k̄ a una clausura algebraica):

a) Una curva eĺıptica, que es geométricamente irreducible, luego geométrica-
mente conexa.

b) El abierto de puntos regulares de una cúbica singular Γ′ definida por una
ecuación de Weierstrass. Entonces Γ′

k̄
es la cúbica singular definida por

la misma ecuación de Weierstrass y Γk̄ es un abierto en Γ′
k̄
, luego Γ es

también geométricamente irreducible y geométricamente conexa.

c) Un abierto en P1
k, con lo que Γk̄ es un abierto en P1

k̄
y nuevamente es

geométricamente irreducible y geométricamente conexa.

d) Un abierto en una cónica geométricamente ı́ntegra Γ′, con lo que Γ es
también geométricamente ı́ntegra.

e) Un abierto en P1
k′ , donde k′/k es una extensión cuadrática o cúbica. En-

tonces Γk̄ es un abierto denso en P1
k′ ×k Esp k̄, que es unión de dos o tres

componentes conexas isomorfas a P1
k̄
, luego Γ es geométricamente disco-

nexa.

f) Un abierto en una cónica reducida singular Γ′ (de modo que Γ no con-
tiene al punto singular de Γ′). Entonces Γ′

k̄
es unión de dos componentes

irreducibles isomorfas a P1
k̄

que se cortan en un punto, cuya imagen en Γ′

es el punto singular. Entonces, Γk̄ es un abierto denso en Γ′
k̄

que no con-
tiene al punto de intersección de las dos componentes irreducibles, luego
es disconexo y aśı Γ no es geométricamente conexa.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, es inmediato que el número
de elementos de ΦE,s, ΦE,s(k) y ΦE,s(k̄) es el dado por la tabla 10.1.

Ahora vamos a relacionar el modelo de Néron con el modelo de Weierstrass
minimal. Para ello conviene dar la definición siguiente:

Definición 10.37 Sea D un anillo de valoración discreta con cuerpo de co-
cientes K, sea E/K una curva eĺıptica y sea N/S su modelo de Néron, donde
S = EspD. Definimos N0 = N \ (Ns \ N0

s) = Nη ∪ N0
s , que es un abierto en N

cuya fibra cerrada es N0
s .
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I0, II, II∗ III, III∗ IV, IV∗ IV2, IV∗
2 In In,2 I∗n I∗n,2 I∗0,3

ΦE,s 1 2 3 2 n n+2
2 /

n+1
2 4 3 2

ΦE,s(k) 1 2 3 1 n 2/1 4 2 1
ΦE,s(k̄) 1 2 3 3 n n 4 4 4

Tabla 10.1: Número de componentes conexas de la fibra cerrada Ns.
(En el tipo In,2, las dos posibilidades corresponden, respectivamente, al caso en que n es par o

impar. En el tipo In hay que excluir el caso n = 0, que está incluido en la primera columna.)

Del hecho de que N0
s sea un subgrupo algebraico de Ns se sigue que la

multiplicación N ×S N −→ N se restringe (como aplicación) a una aplicación
N0
s ×S N0

s −→ N0
s (es fácil ver que N0

s ×S N0
s = N0

s ×k(s) N0
s), y también lo hace

a Nη ×S Nη −→ Nη, luego se restringe a una aplicación N0 ×S N0 −→ N0. Lo
mismo vale para el homomorfismo i : N −→ N, que se restringe a N0 −→ N0.
Como N0 es abierto en N, esto implica que N0 hereda de N una estructura
de esquema de grupos. (Observemos que la sección o : S −→ N puede verse
también como o : S −→ N0.)

Teorema 10.38 Sea S = EspD, donde D es un anillo de valoración discreta
con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos5 k. Sea E/S el modelo regular
minimal de una curva eĺıptica E/K. Sea W/S el modelo de Weierstrass minimal
de E/K, sean N y W 0 los abiertos de puntos suaves de E y W , respectivamente y
sea N0 el subgrupo abierto de N que resulta de eliminar las componentes conexas
de Ns distintas de N0

s. Entonces, la contracción ρ : E −→ W se restringe a un
isomorfismo ρ : N0 −→W 0.

Demostración: Por el teorema 8.18, sabemos que se obtiene de E mediante
la contracción ρ : E −→W de las componentes irreducibles de Es que no cortan
a O = {o} = {oη, os}. Si Es tiene una única componente irreducible, el teorema
es trivial, pues entonces ρ es un isomorfismo, E = W y N0 = N = W 0.

Supongamos, pues, que Es tiene más de una componente irreducible. En-
tonces, la componente Γ1 que contiene a os es isomorfa a P1

k, por lo que todos
sus puntos son suaves excepto los que corten a otras componentes irreducibles.
Si llamamos C a la unión de las demás componentes, es claro que N0

s = Es \ C
y N0 = E \ C. La imagen de C por ρ es un conjunto finito de puntos, pero la
tabla 8.1 muestra que, en todos los casos, C es conexo, por lo que ρ[C] es un
punto p ∈Ws.

De este modo, W \ {p} ∼= E \ C es regular y, por la minimalidad de E, no
puede ocurrir que W sea también regular en p. Por lo tanto, la fibra Ws ha
de tener un punto singular, que ha de ser necesariamente p. Además, p será el
único punto no suave de W . En otras palabras, tenemos que W 0 = W \ {p} y,
ciertamente, ρ se restringe a un isomorfismo ρ : N0 −→W 0.

5Si car k = 2, 3 suponemos además que k es perfecto. Lo mismo vale para todos los teoremas
de esta sección.
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En particular, podemos dotar a W 0 de una (única) estructura de esquema
de grupos de forma que la estructura de grupo algebraico inducido sobre la fibra
genérica E/K es la asociada a su estructura de curva eĺıptica.

Definición 10.39 Sea S = EspD, donde D es un anillo de valoración discreta
con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k. Sea N/S el modelo de Néron
de una curva eĺıptica E/K. Llamaremos reducción. r : E(K) −→ Ns(k) a la
composición de la inversa de la biyección canónica N(S) −→ E(K) (cf. 10.31)
con la aplicación canónica N(S) −→ Ns(k).

Vamos a relacionar esta reducción con la teoŕıa clásica. Para ello considera-
mos el esquema P2

S = Proy(D[X,Y, Z]). Por el teorema [E 4.28] tenemos una
biyección natural P2

S(S) −→ P2
K(K). Componiendo su inversa con la aplicación

canónica P2
S(S) −→ P2

k(k) obtenemos otra reducción r′ : P2
K(K) −→ P2

k(k).
Ésta admite una interpretación clásica muy simple:

Un punto x ∈ P2
K(K) está determinado por unas coordenadas homogéneas

[a, b, c] que podemos tomar en D. Más aún, multiplicando por una potencia
adecuada de un primo de D, podemos suponer que una de ellas, por ejemplo, c,
es una unidad en D. Por consiguiente, otro vector de coordenadas homogéneas
es [a′, b′, 1], donde a′ = a/c y b′ = b/c están ambos en D.

Identificando A1
K = V (Z), el punto x es, en términos clásicos, el punto

(a′, b′). El homomorfismo de anillos D[X,Y ] −→ D determinado por la susti-
tución X �→ a′, Y �→ b′ induce a su vez un homomorfismo de esquemas

σ : S = EspD −→ Esp(D[X,Y ]) −→ P2
S .

Es claro que ση = x, mientras que σs, visto como punto de A2
k ⊂ P2

k, es el
punto de coordenadas ([a′], [b′]) = [[a′], [b′], 1] = [[a], [b], [c]].

En definitiva, en términos clásicos, la reducción r′ : P2
K(K) −→ P2

k(k) es la
aplicación dada por r′([a, b, c]) = [[a], [b], [c]], donde las coordenadas homogéneas
se toman en D de modo que al menos una de ellas sea unitaria. En otras pala-
bras, la reducción de un punto x ∈ P2

K(K) es el punto de P2
k(k) cuyas coordena-

das homogéneas son las reducciones módulo p de las coordenadas homogéneas
de x.

Volviendo a la reducción r : E(K) −→ Ns(k) que hemos definido antes, pode-
mos componerla con la aplicación Ns(k) −→Ws(k) inducida por la contracción
N −→ E −→ W , lo que nos da una tercera reducción rW : E(K) −→ Ws(k).
Ahora observamos que W es una superficie fibrada determinada por una ecuación
de Weierstrass con coeficientes en D, lo que nos da una inmersión cerrada
i : W −→ P2

S . Cada x ∈ E(K) se extiende a una sección σ ∈ N(S), de modo
que las correspondientes secciones en W (S) y P2

S(S) determinan las reducciones
rW (x) y r′(i(x)), respectivamente. Aśı pues, tenemos el diagrama conmutativo

E(K)
r

��









��

rW

��

P2
K(K)

r′

��
Ns(k) �� Ws(k) �� P2

k(k)
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La conmutatividad de la parte derecha se interpreta como que la reducción
rW es, en términos clásicos, la que a cada punto de E(K) le asigna el punto
que resulta de reducir módulo p sus coordenadas homogéneas.6 A su vez, la
reducción r resulta ser un refinamiento natural de rW .

Teorema 10.40 Sea S = EspD, donde D es un anillo de valoración discreta
con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k, sea N su modelo de Néron.
Entonces, la reducción r : E(K) −→ Ns(k) es un homomorfismo de grupos.

Demostración: Si T −→ S es cualquier cambio de base, la aplicación na-
tural N(S) −→ N(T ) es un homomorfismo de grupos (esto se prueba fácilmente
para cualquier esquema de grupos). Tomando T = EspK obtenemos que
N(S) −→ E(K) es un isomorfismo, y tomando T = Esp k obtenemos que
N(S) −→ Ns(k) es un homomorfismo. La reducción r es la composición del
inverso del primero con el segundo.

Definición 10.41 En las condiciones del teorema anterior, llamamos

E0(K) = r−1[N0
s(k)], E1(K) = r−1[{ok}],

donde ok es el elemento neutro de Ns(k). Obviamente E1(K) ⊂ E0(K) son
subgrupos de E(K).

Hemos visto que la contracción ρ : N −→W cumple que ρ−1[W 0
s ] = N0

s , por
lo que la aplicación u : Ns(k) −→Ws(k) cumple u−1[W 0

s (k)] = N0
s(k). Aśı pues,

E0(K) = r−1
W [W 0

s ], es decir, que E0(K) puede verse también como el subgrupo
de E(K) formado por los puntos con reducción regular7 en W 0

s .

Si consideramos a W 0 como esquema de grupos isomorfo a N0, entonces
tenemos también un isomorfismo de grupos N0

s(k) ∼= W 0
s (k), del que se sigue

que la restricción rW : E0(K) −→W 0
s es también un isomorfismo de grupos.

Por otra parte, de la propia definición se deduce que tenemos monomorfismos
de grupos

E(K)/E1(K) −→ Ns(k), E0(K)/E1(K) −→ N0
s(k).

En particular, vemos que, si el cuerpo k es finito, los subgrupos E0(K) y
E1(K) tienen ı́ndice finito en E(K). Más aún, el ı́ndice de E0(K) en E(K) es
finito sin necesidad de que k lo sea.8 Ello se debe a que tenemos un monomor-
fismo de grupos

E(K)/E0(K) −→ ΦE(k).

En efecto, basta tener en cuenta que el homomorfismo de grupos algebraicos
Ns −→ ΦE induce un homomorfismo de grupos

Ns(k) −→ ΦE(k),

cuyo núcleo es N0
s(k). El teorema siguiente recoge esto y un poco más:

6Es decir, que se trata de la reducción definida en [CE sección 6.2] (respecto de una ecuación
de Weierstrass minimal de la curva eĺıptica.)

7Y, por consiguiente, es el mismo definido en [CE sección 6.2].
8Este hecho se enuncia sin demostración en [CE] tras el teorema [CE 6.24].
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Teorema 10.42 Sea D un anillo de valoración discreta con cuerpo de cocientes
K y cuerpo de restos k, sea N su modelo de Néron y ΦE = π0(Ns). Entonces,
existen monomorfismos de grupos

E0(K)/E1(K) −→ N0
s(k), E(K)/E0(K) −→ ΦE(k).

Si D es completo, el primer monomorfismo es un isomorfismo. Si además k es
finito, el segundo también lo es.

Demostración: Ya hemos probado la existencia de los monomorfismos. Si
D es completo, el teorema 10.30 aplicado a N/S (donde S = EspD) nos da que
todo x ∈ Ns(k) se extiende a un σ : S −→ N tal que σs = x. Es claro entonces
que ση ∈ E(K) cumple que r(ση) = x, luego la reducción r : E(K) −→ Ns(k)
es suprayectiva, al igual que su restricción E0(K) −→ N0

s(k). Esto prueba a su
vez la suprayectividad del primer monomorfismo.

Puesto que ya hemos visto que r : E(K) −→ Ns(k) es suprayectiva, para
probar la suprayectividad del segundo monomorfismo basta ver que el homomor-
fismo Ns(k) −→ ΦE(k) es suprayectivo. Teniendo en cuenta el teorema 10.14,
esto equivale a probar que cada componente conexa de Ns que es geométrica-
mente conexa contiene un punto racional.

Esto se deduce de la tabla 8.1. En efecto, podemos descartar los casos en
los que Es tiene una única componente irreducible, ya que entonces ΦE(k) es
trivial. En todos los casos restantes salvo I2n,2, si C es la componente conexa y
C ′ es la componente irreducible de Es que la contiene, tenemos que C ′ ∼= P1

k y
C es C ′ salvo a lo sumo dos puntos. Ahora bien, es claro que P1

k tiene al menos
tres puntos racionales, luego al menos uno de ellos está en C.

En el caso exceptuado, C puede ser también una cónica geométricamente
regular C ′ menos un punto no racional. Basta probar que C ′ tiene al menos un
punto racional. Esto es consecuencia de que k es finito. En efecto, si car k = 2,
el teorema 4.14 nos da que C ′ ∼= P1

k.
Si car k �= 2, aplicamos 4.13 para representar C ′ = V (aX2 + bY 2 + cZ2),

con a, b, c ∈ k. La regularidad geométrica equivale a que abc �= 0. Si k tiene q
elementos, basta observar que los conjuntos

{ax2 ∈ k | a ∈ k} y {−by2 − c | y ∈ k}

tienen ambos (q+1)/2 elementos, luego existe un punto (x, y, 1) ∈ k3 que cumple
la ecuación aX2 + bY 2 + cZ2 = 0, es decir, que C ′ tiene un punto racional.
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Caṕıtulo XI

Caracteres de grupos

Exponemos en este caṕıtulo una pequeña introducción a la teoŕıa de caracte-
res de grupos, en la que incluimos poco más que lo imprescindible para definir,
más adelante, el conductor de una curva eĺıptica. No obstante, en la última
sección incluimos algunos resultados adicionales que no nos van a hacer falta,
pero que conectan de forma natural con los resultados previos.

Una cosa es tener definido un grupo (por ejemplo, un grupo de unidades de
un anillo, un grupo de Galois de una extensión de cuerpos, etc.) y otra muy
distinta tener una representación clara de su estructura. A la hora de “com-
prender un grupo”, resulta útil encontrar un grupo isomorfo lo más “concreto”
posible. Un recurso clásico es tratar de expresar un grupo dado como grupo de
permutaciones:

Ejemplo Si definimos el grupo diédrico de orden 8 como el grupo D4 de las
simetŕıas de un cuadrado, tendremos una representación más clara y manejable
—que podemos incluso tomar como definición— si observamos que es isomorfo
al subgrupo siguiente del grupo Σ4 de las permutaciones de 4 elementos (que
podemos identificar con los cuatro vértices del cuadrado):

D4 = {1, (1, 2, 3, 4), (1, 3)(2, 4), (4, 3, 2, 1), (1, 3), (2, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 4)(2, 3)}.

1

2

3

4 Las tres primeras (sin contar a 1) se corresponden con
los giros de 90◦, 180◦ y 270◦, las dos siguientes son las
simetŕıas respecto de las diagonales y las dos últimas son
las simetŕıas respecto de las mediatrices de los lados. Por
ejemplo, a partir de esta representación de D4 es fácil ver
que, si llamamos σ = (1, 2, 3, 4) y τ = (1, 3), entonces

D4 = {1, σ, σ2, σ3, τ, στ, σ2τ, σ3τ} = 〈σ, τ〉 .

Además, el producto en D4 puede calcularse a partir de estas expresiones
sin más que tener en cuenta que σ4 = τ2 = 1 y que τσ = σ−1τ .
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Sin embargo, la interpretación de D4 como el grupo de las simetŕıas de un
cuadrado nos proporciona otra representación concreta del mismo, como un
grupo de matrices. En efecto, podemos identificar cada simetŕıa del cuadrado
con una aplicación lineal en R2 y ésta a su vez con su matriz en la base canónica:

Ejemplo El giro de 90◦ en R2 y la simetŕıa respecto al eje Y son, respectiva-
mente, las aplicaciones lineales determinadas por las matrices

σ =
(

cos 2π
4 sen 2π

4
− sen 2π

4 cos 2π
4

)
=

(
0 1
−1 0

)
, τ =

(
−1 0

0 1

)
.

Se comprueba fácilmente que las matrices 1, σ, σ2, σ3, τ, στ, σ2τ, σ3τ son dis-
tintas dos a dos, aśı como que satisfacen las relaciones σ4 = τ2 = 1, τσ = σ−1τ ,
de donde se sigue que las ocho matrices son el subgrupo generado por σ y τ , y
que sus elementos son todas las simetŕıas del cuadrado (la identidad, los tres gi-
ros y las cuatro simetŕıas propiamente dichas). Esto nos da una representación
(o una definición) alternativa de D4 como grupo de matrices (como el subgrupo
generado por las matrices σ y τ).

Una forma sencilla de comprobar que D4 como grupo de permutaciones
es isomorfo a D4 como grupo de matrices es observar que si identificamos el
conjunto {1, 2, 3, 4} con los puntos de X = {(1, 0), (0,−1), (−1, 0), (0, 1)} (de
acuerdo con la numeración de la figura), entonces, las permutaciones σ y τ son
las restricciones a X de los automorfismos de R2 determinados por σ y τ , por
lo que, en general, si identificamos cada matriz de D4 con el automorfismo que
determina en R2 (respecto de la base canónica), un isomorfismo entre D4 como
grupo de automorfismos y D4 como grupo de permutaciones viene dado por la
restricción φ �→ φ|X .

Ejemplo Si cambiamos n = 4 por n = 3 en el ejemplo anterior, obtenemos
una representación matricial del grupo de simetŕıas de un triángulo, que tiene
seis elementos y es, por consiguiente, isomorfo al grupo Σ3 de permutaciones de
tres elementos. Los generadores son

σ =
(

cos 2π
4 sen 2π

3
− sen 2π

3 cos 2π
3

)
=

(
−1/2

√
3/2

−
√

3/2 −1/2

)
, τ =

(
−1 0

0 1

)
.

Se comprueba fácilmente que las seis matrices 1, σ, σ2, τ, στ, σ2τ son distintas
dos a dos, aśı como que σ3 = τ2 = 1, τσ = σ−1τ , de donde se sigue que el grupo
〈σ, τ〉 tiene orden 6.

A primera vista, podŕıa dudarse de si es más útil representar un grupo finito
como grupo de permutaciones o como grupo de matrices, pero sucede que las
representaciones matriciales dan lugar a una potente herramienta cuyas posibi-
lidades superan con creces a las que ofrecen las representaciones por grupos de
permutaciones. En este caṕıtulo estudiaremos únicamente los aspectos básicos
de la parte más simple de dicha teoŕıa.
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11.1 Representaciones lineales de grupos

Aunque los grupos D4 y Σ3 que hemos considerado en los ejemplos preceden-
tes teńıan una interpretación geométrica —como grupos de simetŕıas— que nos
llevaba de forma natural a una representación matricial, podemos plantearnos
la posibilidad de representar cualquier grupo abstracto (aunque aqúı sólo con-
sideraremos grupos finitos) en forma de grupo de matrices. Esta idea se plasma
en la definición siguiente:

Definición 11.1 Una representación matricial de grado n ≥ 1 de un grupo
finito G sobre un cuerpo K es un homomorfismo de grupos ρ : G −→ LG(n,K),
donde el grupo lineal general LG(n,K) es el grupo de las matrices inversibles
de orden n× n con coeficientes en K.

Notemos que la definición no exige que ρ sea inyectivo. (En tal caso se dice
que la representación es fiel.) En general, si N es el núcleo de ρ, tenemos que ρ
induce una representación fiel del grupo cociente G/N .

En los ejemplos precedentes hemos calculado una representación fiel de
grado 2 del grupo D4 sobre Q y otra de Σ3 sobre R.

A la hora de estudiar las representaciones matriciales, es útil tener en cuenta
que las matrices pueden identificarse con automorfismos de espacios vectoriales.
Ello nos lleva a la definición siguiente:

Definición 11.2 Una representación lineal de grado n ≥ 1 de un grupo finito
G es un homomorfismo ρ : G −→ AutK(V ), donde V es un espacio vectorial de
dimensión n sobre un cuerpo K.

Si ρ : G −→ Aut(V ) es una representación lineal de un grupo G, escribi-
remos a menudo vσ = ρ(v)(σ). En estos términos, el hecho de que ρ(σ) sea
un automorfismo de V y que ρ sea un homomorfismo de grupos equivale a las
relaciones

(v + w)σ = vσ + wσ, (αv)σ = α(vσ), (vσ)τ = v(στ),

donde v, w ∈ V , σ, τ ∈ G, α ∈ K.

La relación entre las representaciones matriciales y las representaciones li-
neales es evidente: toda representación matricial ρ de grado n sobre un cuerpo
K determina una representación lineal sobre cualquier espacio vectorial V de
dimensión n sobre K respecto a una base B de V prefijada, sin más que asignar
a cada σ ∈ G el automorfismo de V que tiene matriz ρ(σ) en la base B.

Rećıprocamente, toda representación lineal ρ en un espacio vectorial V de di-
mensión n sobre un cuerpo K determina una representación matricial de grado n
para cada base B de V , sin más que asignar a cada σ ∈ G la matriz de ρ(σ) en
la base B.

Ahora damos una definición de isomorfismo de representaciones que vuele
irrelevante la arbitrariedad en la elección de las bases:
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Definición 11.3 Diremos que dos representaciones lineales ρi : G −→ Aut(Vi),
para i = 1, 2, son isomorfas (donde V1 y V2 son espacios vectoriales sobre un
mismo cuerpo K) si existe un isomorfismo φ : V1 −→ V2 de espacios vectoriales
tal que ρ2 = ρ1 ◦ φ̄, donde φ̄ : Aut(V1) −→ Aut(V2) es el isomorfismo de grupos
dado por φ̄(f) = φ−1fφ (o, equivalentemente, si φ cumple que φ(vσ) = φ(v)σ
para todo v ∈ V1 y todo σ ∈ G.)

Dos representaciones matriciales ρi : G −→ LG(n,K) son isomorfas si existe
una matriz M ∈ LG(n,K) tal que, para todo σ ∈ G, se cumple la relación
ρ2(σ) = M−1ρ1(σ)M .

Es inmediato que dos representaciones matriciales isomorfas dan lugar a re-
presentaciones lineales isomorfas independientemente de los espacios vectoriales
y las bases elegidas, aśı como que dos representaciones lineales isomorfas dan
lugar a representaciones matriciales isomorfas independientemente de las bases
elegidas.

A continuación vamos a mostrar una tercera estructura equivalente a la de
representación matricial y a la de representación lineal. Se basa en la definición
siguiente:

Definición 11.4 Si G es un grupo finito y K es un cuerpo, llamaremos K[G] al
espacio vectorial sobre K de base G, que en el que consideraremos la estructura
de K-álgebra determinada por el producto siguiente:

(
∑
σ∈G

ασσ)(
∑
τ∈G

βττ) =
∑

σ,τ∈G
ασβτστ.

Es evidente que el producto aśı definido es bilineal y que extiende al producto
de G. Teniendo esto en cuenta, se comprueba sin dificultad que cumple todas
las propiedades necesarias para que K[G] sea ciertamente una K-álgebra.

Si ρ : G −→ Aut(V ) es una representación lineal, podemos dotar a V de
estructura de K[G]-módulo (por la derecha) mediante el producto dado por

v(
∑
σ∈G

ασσ) =
∑
σ∈G

ασρ(σ)(v).

Notemos que el producto vσ según esta definición coincide con el producto
vσ = ρ(σ)(v) que hab́ıamos definido. Rećıprocamente, si V es un K[G]-módulo
de dimensión finita sobre K, podemos definir una acción ρ : G −→ Aut(V )
mediante ρ(σ)(v) = vσ.

De este modo, tenemos una correspondencia entre las representaciones li-
neales de grado n de G y los K[G]-módulos (por la derecha) de dimensión n
sobre K. Es inmediato que dos representaciones son isomorfas si y sólo si los
K[G]-módulos correspondientes son isomorfos. Más concretamente, un isomor-
fismo f : V1 −→ V2 entre dos K-espacios vectoriales es un isomorfismo entre
dos representaciones lineales de G si y sólo si es un isomorfismo entre los K[G]-
módulos asociados.
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Observemos ahora que si L/K es una extensión de cuerpos, LG(n,K) es un
subgrupo de LG(n,L), por lo que toda representación matricial de un grupo G
sobre K puede considerarse también como representación sobre L. Esto tiene
un equivalente en términos de representaciones lineales:

Definición 11.5 Si ρ : G −→ Aut(V ) es una representación lineal de un grupo
G y L/K es una extensión de cuerpos, entonces VL = L⊗K V es un L-espacio
vectorial y tenemos un monomorfismo de grupos Aut(V ) −→ Aut(VL) dado
por α �→ i ⊗ α, donde i : K −→ L es la inclusión. Definimos la extensión de
escalares ρL : G −→ Aut(VL) como la composición de ρ con este monomorfismo,
que claramente es una representación lineal de G sobre K del mismo grado que ρ.

Concretamente, si v1, . . . , vn es una K-base de V , entonces 1⊗v1, . . . , 1⊗vn
es una L-base de VL, y la representación matricial de ρ en la primera base es la
misma que la de ρL en la segunda.

En términos de módulos tenemos un isomorfismo natural L[G] ∼= L⊗KK[G],
y ρL está asociada a la estructura natural de L[G]-módulo en VL dada por

(α⊗ v)(β ⊗ σ) = (αβ)⊗ vσ.

Veamos un par de ejemplos generales de representaciones:

Definición 11.6 Si G es un grupo finito, llamaremos representación trivial de
grado n de G sobre el cuerpo K a la representación matricial ρ : G −→ LG(n,K)
dada por ρ(σ) = In para todo σ ∈ G. Sus representaciones lineales asociadas
son las representaciones en espacios vectoriales V de dimensión n que cumplen
vσ = v para todo v ∈ V y todo σ ∈ G.

Definición 11.7 Si G es un grupo finito, llamaremos representación regular
de G a la representación asociada a la estructura de K[G]-módulo de K[G].
Claramente es fiel y su grado es el orden de G.

Ahora veamos cómo podemos construir nuevas representaciones a partir de
unas dadas:

Definición 11.8 Si ρi : G −→ Aut(Vi), para i = 1, 2, son dos representaciones
lineales de G, definimos su suma directa como la representación

ρ1 ⊕ ρ2 : G −→ Aut(V1 ⊕ V2)

asociada a la suma directa de los K[G]-módulos V1 ⊕ V2. Obviamente, se trata
de la representación dada por (v1 + v2)σ = v1σ + v2σ, donde v1σ se calcula con
ρ1 y v2σ con ρ2.

Es claro que podemos definir igualmente la suma directa de cualquier número
finito de representaciones de G. El grado de la suma directa es la suma de los
grados.
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Definición 11.9 Si ρi : G −→ Aut(Vi), para i = 1, 2, son dos representaciones
lineales de G, definimos su producto tensorial como la representación

ρ1 ⊗ ρ2 : G −→ Aut(V1 ⊗K V2)

asociada al K[G]-módulo V1 ⊗K V2. Obviamente, se trata de la representación
determinada por (v1⊗ v2)σ = (v1σ)⊗ (v2σ). El grado del producto tensorial es
el producto de los grados.

Definición 11.10 Si ρ : G −→ Aut(V ) es una representación de G, llamaremos
subrepresentaciones de ρ a las representaciones ρ : G −→ Aut(W ) asociadas a
los K[G]-submódulos W de V .

Observemos que para que un subespacio vectorial W ⊂ W sea un K[G]-
submódulo es suficiente con que Wσ ⊂W , para todo σ ∈ G.

Veamos ya el primer teorema sobre representaciones que, siendo sencillo, no
es trivial:

Teorema 11.11 Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación de G, y sea W
un K[G]-submódulo de V . Entonces existe otro K[G]-submódulo W 0 tal que
V = W ⊕W 0.

Demostración: Sea W ′ cualquier subespacio vectorial de V que cumpla
V = W ⊕W ′, sea p : V −→ W la proyección y sea p0 : V −→ W la aplicación
lineal dada por

p0(v) =
1
|G|

∑
σ∈G

p(vσ−1)σ.

Si w ∈ W , entonces p(wσ−1)σ = (wσ−1)σ = w, luego p0(w) = w. Si
llamamos W 0 al núcleo de p0, es claro que V = W ⊕W 0. Por otra parte,

p0(vτ−1)τ =
1
|G|

∑
σ∈G

p(vτ−1σ−1)στ = p0(v).

Esto implica que W 0 es un K[G]-submódulo, pues si p0(v) = 0, entonces

p0(vτ)τ−1 = p0(v) = 0,

luego p0(vτ) = 0 y, por lo tanto, vτ ∈W 0.

Definición 11.12 Diremos que una representación ρ : G −→ Aut(V ) es irre-
ducible si V no tiene más K[G]-submódulos que los triviales: 0 y V .

Por el teorema anterior, si una representación no es irreducible, se descom-
pone en suma directa de dos subrepresentaciones no triviales. Es claro entonces
que toda representación puede descomponerse en suma directa de representa-
ciones irreducibles V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wn. La descomposición no es única, en
el sentido de que podemos elegir los submódulos Wi de formas distintas, pero
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más adelante veremos que la descomposición es única salvo isomorfismo, en el
sentido de que dos descomposiciones cualesquiera de un mismo K[G]-módulo
V han de tener el mismo número de sumandos y que, debidamente ordenados,
cada sumando de una descomposición es isomorfo al sumando correspondiente
de la otra.

Terminamos con una observación sobre el álgebra K[G]. Obviamente, es
conmutativa si y sólo si el grupo G es abeliano. En general, el centro de un
anillo A se define como el subanillo

Z(A) = {a ∈ A | ab = ba para todo b ∈ A}.

Vamos a calcular el centro de K[G]. Para ello recordamos que dos elementos
τ1, τ2 ∈ G se dicen si existe un σ ∈ G tal que τ2 = σ−1τ1σ. La conjugación es
una relación de equivalencia en G. Representaremos por clG(τ) a la clase de
conjugación de τ en G y por cl(G) al conjunto de todas las clases de conjugación
de G.

Es obvio que un elemento

x =
∑
σ∈G

ασσ ∈ K[G]

está en el centro de K[G] si y sólo si conmuta con todos los elementos τ ∈ G, es
decir, si cumple que τx = xτ o, equivalentemente, τxτ−1 = x. Expĺıcitamente:

∑
σ∈G

αστστ
−1 =

∑
σ∈G

ασσ.

Teniendo en cuenta que σ �→ τστ−1 es biyectiva con inversa σ �→ τ−1στ ,
esto equivale a que ∑

σ∈G
ατ−1στσ =

∑
σ∈G

ασσ,

lo cual equivale a que la función σ �→ ασ sea constante sobre las clases de
conjugación de G. Por consiguiente:

Teorema 11.13 Si G es un grupo finito, definimos, para cada clase de conju-
gación c ∈ cl(G), el elemento

ec =
∑
σ∈c

σ.

Entonces, el centro de K[G] está formado por los elementos de la forma

∑
c∈cl(G)

αcec, αc ∈ K,

es decir, se trata del subespacio vectorial que tiene por base los elementos ec.
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11.2 Caracteres

Recordemos que la traza1 de una matriz cuadrada A = (aij) se define como

Tr(A) =
∑
i

aii.

La traza es invariante por semejanza, es decir, que, si M es una matriz regular,
se cumple que Tr(M−1AM) = Tr(A). En particular, si V es un espacio vectorial
y f ∈ Aut(V ), podemos definir la traza Tr(f) como la traza de la matriz de f
en cualquier base.

Definición 11.14 Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación de un grupo fi-
nito G en un K-espacio vectorial V . Llamaremos carácter asociado a ρ a la
función χρ : G −→ K dada por χρ(σ) = Tr(ρ(σ)). Los caracteres de las repre-
sentaciones de G se llaman también caracteres de G. Un carácter es irreducible
si está asociado a una representación irreducible.

Observemos que, si ρ tiene grado n, entonces ρ(1) es la identidad en V y su
matriz asociada en cualquier base es In, luego χρ(1) = n.

Otro hecho obvio es que

χρ(σ−1τσ) = Tr(ρ(σ)−1ρ(τ)ρ(σ)) = Tr(ρ(τ)) = χρ(τ).

En otras palabras: los caracteres son constantes sobre las clases de conju-
gación de G.

Ejemplo El grupo D4 tiene 5 clases de conjugación:

cl(D4) = {{1}, {σ, σ3}, {σ2}, {τ, σ2τ}, {στ, σ3τ}},

y se comprueba sin dificultad que el carácter χ asociado a la representación
lineal que hemos construido en la introducción es el determinado por la tabla:

1 σ σ2 τ στ
χ 2 0 −2 0 0

Ejercicio: Calcular el carácter asociado a la representación de Σ3 construida en la
introducción.

El teorema siguiente muestra que la suma y el producto de caracteres es de
nuevo un carácter.

Teorema 11.15 Sean ρi : G −→ Aut(Vi), para i = 1, 2, dos representaciones
de un grupo G y sean χi sus caracteres correspondientes. Entonces el carácter
de ρ1 ⊕ ρ2 es χ1 + χ2, y el carácter de ρ1 ⊗ ρ2 es χ1χ2.

1Definición 6.38 de mi libro de Geometŕıa.
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Demostración: Si fijamos bases Bi de Vi y llamamos ρ̄i(σ) a la matriz de
ρi(σ) en la base Bi, es claro que la matriz de (ρ1 ⊕ ρ2)(σ) en la base B1 ∪ B2

de V1 ⊕ V2 es (
ρ̄1(σ) 0

0 ρ̄2(σ)

)
,

y la traza de esta matriz es χ1(σ) + χ2(σ).

Si B1 = {vi}, B2 = {wj}, ρ̄1(σ) = (aij), ρ̄2(σ) = (bij), entonces

(ρ1 ⊗ ρ2)(σ)(vi ⊗ wj) = ρ1(σ)(vi)⊗ ρ2(σ)(vj)

=
∑
k

akivk ⊗
∑
l

bljwl =
∑
kl

akibljvk ⊗ wl.

La matriz (ρ1 ⊗ ρ2)(σ) en la base B1⊗B2 tiene una fila y una columna para
cada elemento vk ⊗ wl. Según el cálculo que acabamos de hacer, el elemento
que está en la fila y en la columna correspondientes a vi ⊗ wj es aiibjj , por lo
que la traza es ∑

i,j

aiibjj = χ1(σ)χ2(σ).

Vamos a ver que las representaciones están completamente determinadas por
sus caracteres, al menos bajo ciertas hipótesis adicionales:

NOTA: Hasta el final de esta sección sobrentenderemos que el cuerpo K so-
bre el que consideramos las representaciones es algebraicamente cerrado y de
caracteŕıstica 0.

No suponemos simplemente K = C porque vamos a probar que la teoŕıa
general sobre un cuerpo K en estas condiciones puede reducirse al caso complejo.
Más concretamente, el hecho de que K tenga caracteŕıstica 0 se traduce en que
Q ⊂ K y, como K es algebraicamente cerrado, contiene a la clausura algebraica
A de Q. Probaremos que todas las representaciones matriciales de G en K son
isomorfas a representaciones sobre A.

Teorema 11.16 Si ρ : G −→ Aut(V ) es una representación y σ ∈ G, entonces
V admite una base formada por vectores propios de ρ(σ), y los valores propios
son ráıces de la unidad.

Demostración: Restringiendo ρ al subgrupo generado por σ, podemos
suponer que G está generado por σ. Como K es algebraicamente cerrado, el
automorfismo ρ(σ) tiene al menos un valor propio α1 ∈ K (una ráız de su
polinomio caracteŕıstico), Sea v1 ∈ V un vector propio asociado a α1, de modo
que v1σ = αv1 y, en general, v1σ

n = αnv1. Aśı pues, W1 = 〈v1〉 es un subespacio
invariante. Por 11.11 podemos descomponer V = W1⊕V1, donde V1 es también
un subespacio invariante.

Repitiendo el mismo razonamiento con V1 podemos encontrar un subespacio
invariante W2 = 〈v2〉 y una descomposición V = W1⊕W2⊕V2. Tras un número
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finito de pasos llegamos a una descomposición V = W1⊕· · ·⊕Wn en subespacios
invariantes de la forma Wi = 〈vi〉, donde cada vi es obviamente un vector propio
de ρ(σ).

La matriz de ρ(σ) en esta base es diagonal, y los elementos de la diagonal
son sus valores propios αi. Como existe un n ≥ 1 tal que σn = 1, ha de ser
αni = 1, luego los valores propios αi son ráıces de la unidad.

En general no es posible elegir una base de V tal que la matriz de ρ(σ) sea
diagonal simultáneamente para todo σ ∈ G, pero, como la traza χ(σ) se puede
calcular a partir de la matriz de ρ(σ) en cualquier base, concluimos que

χ(σ) = ε1 + · · ·+ εn,

donde los números εi ∈ K son ráıces de la unidad y, en particular, son ente-
ros algebraicos (es decir, que son ráıces de polinomios mónicos con coeficientes
enteros). Conviene destacar este hecho:

Teorema 11.17 Los valores que toman los caracteres de los grupos finitos son
enteros algebraicos.

En particular, los caracteres pueden verse como aplicaciones χ : G −→ A
(aunque todav́ıa no podemos asegurar que las representaciones matriciales que
los generan tengan necesariamente sus coeficientes en A). Observemos que en
A ⊂ C podemos considerar la conjugación compleja, que representaremos con
una barra, como es habitual.

Teorema 11.18 Si χ : G −→ A es un carácter de un grupo finito G, entonces,
para todo σ ∈ G, se cumple que χ(σ−1) = χ(σ).

Demostración: Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación que genere el
carácter dado. Según 11.16, podemos elegir una base de V en la que ρ(σ) admite
una matriz diagonal (aij) cuya diagonal está formada por ráıces de la unidad,
que son elementos de A de módulo 1. Entonces

χ(σ−1) =
∑
i

α−1
ii =

∑
i

ᾱii = χ(σ).

Como tercera aplicación de 11.16 mostramos que un carácter determina el
núcleo de la representación que lo genera:

Definición 11.19 Si χ : G −→ A es un carácter de un grupo finito G, llama-
remos núcleo de χ al conjunto

N(χ) = {σ ∈ G | χ(σ) = χ(1)}.

Teorema 11.20 Si ρ : G −→ Aut(G) es una representación de un grupo finito
G y χ es el carácter que determina, entonces el núcleo de χ es el núcleo de ρ.
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Demostración: Evidentemente, σ ∈ G está en el núcleo de ρ si y sólo si
ρ(σ) = In, donde n es el grado de la representación, luego, en tal caso, se cumple
que χ(σ) = n = χ(1). Rećıprocamente, si χ(σ) = n, sabemos que, en una base
adecuada, ρ(σ) se corresponde con una matriz diagonal y χ(σ) = ε1 + · · · + εn
es la suma de dicha diagonal. Los εi pueden verse como números complejos de
módulo 1, luego la parte real de cada uno de ellos es ≤ 1. Para que la suma dé
n es necesario que todas las partes reales sean 1, lo cual implica que εi = 1 y,
por consiguiente, que ρ(σ) = In, de modo que σ está en el núcleo de ρ.

Definición 11.21 Si G es un grupo finito, N es un subgrupo normal, para cada
carácter χ : G/N −→ A de G/N definimos el carácter χ̂ : G −→ A dado por
χ̂(σ) = χ(σN).

Se trata ciertamente de un carácter porque si ρ : G/N −→ Aut(V ) es la re-
presentación que determina χ, entonces la composición G −→ G/N −→ Aut(V )
es una representación de G que genera χ̂.

Es claro que χ es irreducible si y sólo si lo es χ̂. Además, tenemos que
N ≤ N(χ̂). Rećıprocamente, es claro que todo carácter ψ de G que cumpla
N ≤ N(ψ) es de la forma ψ = χ̂, para cierto carácter χ : G/N −→ A.

En vista de esto, en lo sucesivo identificaremos los caracteres de un grupo
cociente G/N con los caracteres de G cuyo núcleo contiene a N .

Las propiedades fundamentales de los caracteres se deducen del teorema
siguiente:

Teorema 11.22 (Lema de Schur) Sean ρi : G −→ Aut(Vi), para i = 1, 2
dos representaciones irreducibles de un grupo finito G y sea f : V1 −→ V2 un
homomorfismo de K[G]-módulos. Si las representaciones no son isomorfas, se
cumple que f = 0 y, si V1 = V2 y ρ1 = ρ2, entonces existe un α ∈ K tal que
f(v) = αv, para todo v ∈ V1.

Demostración: Si f �= 0, el núcleo de V1 ha de ser un K[G]-submódulo
distinto de V1, luego ha de ser trivial, y la imagen ha de ser un K[G]-submódulo
no trivial de V2, luego ha de ser todo V2. Esto prueba que f es un isomorfismo
y las representaciones son isomorfas.

Si suponemos que ambas representaciones son la misma, sea α ∈ K un valor
propio de f (aqúı usamos que K es algebraicamente cerrado). Sea f ′ : V1 −→ V1

la aplicación lineal dada por f ′(v) = f(v)−αv. Es claro que es un homomorfismo
de K[G]-módulos que y su núcleo no es trivial (porque contiene a los vectores
propios asociados a α) luego, por la parte ya probada, f ′ = 0, luego f(v) = αv
para todo v ∈ V1.

Para extraer consecuencias del lema de Schur conviene introducir la notación
siguiente:

Definición 11.23 Si G es un grupo finito, representamos por KG al conjunto
de funciones φ : G −→ K. Definimos en KG la forma bilineal simétrica

〈φ, ψ〉 =
1
|G|

∑
σ∈G

φ(σ)ψ(σ−1).
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Teorema 11.24 (Relaciones de ortogonalidad) Si χ1 y χ2 son caracteres
irreducibles de un grupo finito G, entonces

〈χ1, χ2〉 =
{

1 si χ1 = χ2,
0 si χ1 �= χ2.

Demostración: Sean ρi : G −→ Aut(Vi) representaciones que generen
los caracteres χi. Sea h : V1 −→ V2 una aplicación lineal arbitraria y sea
h0 : V1 −→ V2 la aplicación lineal dada por

h0(v) =
1
|G|

∑
σ∈G

h(vσ)σ−1.

Se cumple que h0 es un homomorfismo de K[G]-módulos, pues

h0(vτ) =
1
|G|

∑
σ∈G

h(vτσ)σ−1 =
(

1
|G|

∑
σ∈G

h(vτσ)(τσ)−1

)
τ = h0(v)τ.

Fijemos bases de ambos espacios vectoriales, sean (r1
ij(σ)), (r2

ij(σ)) las ma-
trices de ρi(σ) en las bases respectivas y sean (xij), (x0

ij) las matrices de h y h0,
respectivamente. Entonces,

x0
ij =

1
|G|

∑
σ,k,l

r1
i,k(σ)xklr2

lj(σ
−1).

Si χ1 �= χ2, las representaciones no son isomorfas, luego, según el lema de
Schur, ha de ser h0 = 0, cualquiera que sea la aplicación h de partida. Aśı pues,
el miembro derecho de la igualdad anterior ha de ser nulo cualesquiera que sean
los valores de xkl. Si hacemos xij = 1 y xkl = 0 cuando (k, l) �= (i, j), nos queda
que

1
|G|

∑
σ∈G

r1
i,i(σ)r2

jj(σ
−1) = 0

y, sumando para todo i, j, queda que

〈χ1, χ2〉 =
1
|G|

∑
σ∈G

χ1(σ)χ2(σ−1) = 0.

Tomemos ahora ρ1 = ρ2. Entonces el lema de Schur nos da que h0(v) = αv
para todo v ∈ V1. El valor de α depende de h, y podemos calcularlo. Para ello
observamos que

nα = Tr(h0) =
1
|G|

∑
σ∈G

Tr(ρ1(σ) ◦ h ◦ ρ2(σ−1)) =
1
|G|

∑
σ∈G

Tr(h) = Tr(h),

luego α = (1/n) Tr(h). En el caso i �= j, tomando igualmente xij = 1 y xkl = 0
cuando (k, l) �= (i, j), obtenemos igualmente que

1
|G|

∑
σ∈G

r1
i,i(σ)r1

jj(σ
−1) = 0.
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En cambio, para i = j, la misma elección de xkl hace que Tr(h) = 1, luego

1
n

=
1
|G|

∑
σ∈G

r1
i,i(σ)r1

jj(σ
−1).

Al sumar para todo i y todo j, la igualdad i = j se da n veces, luego sumamos
n veces la última ecuación y llegamos a que

〈χ1, χ1〉 =
1
|G|

∑
σ∈G

χ1(σ)χ1(σ−1) = 1.

En realidad, la prueba del teorema anterior contiene más información que la
que indica su enunciado, puesto que hemos probado que 〈χ1, χ2〉 = 0, no bajo
la hipótesis de que χ1 �= χ2, sino bajo la hipótesis de que las representaciones
ρ1 y ρ2 no eran isomorfas. Por consiguiente, si dos representaciones irreducibles
no son isomorfas, sus caracteres χ1 y χ2 han de ser distintos o, de lo contrario,
cumpliŕıan que 〈χ1, χ2〉 = 1, mientras que hemos visto que 〈χ1, χ2〉 = 0.

En otras palabras, tenemos que dos representaciones irreducibles de un grupo
G son isomorfas si y sólo si determinan el mismo carácter. Enseguida proba-
remos que esto es cierto aunque las representaciones no sean irreducibles, pero
para ello conviene probar antes lo siguiente:

Teorema 11.25 Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación de G, sea φ su
carácter y sea V = W1 ⊕ · · · ⊕Wm una descomposición de V en subespacios
invariantes irreducibles. Para cada carácter irreducible χ de G, el número de
subespacios Wi que determinan una representación con carácter χ es 〈φ, χ〉.

Demostración: Sea χi el carácter de la subrepresentación asociada a Wi.
Entonces φ = χ1 + · · · + χm, luego 〈φ, χ〉 = 〈χ1, χ〉 + · · · + 〈χm, χ〉, y las
relaciones de ortogonalidad implican que este valor es el número de ı́ndices i
tales que χi = χ.

Dicho de otro modo, si una representación tiene carácter φ, es necesariamente
la suma directa de tantas representaciones irreducibles de carácter χ como indica
el producto 〈φ, χ〉. Aśı pues:

Teorema 11.26 Dos representaciones de un grupo finito G son isomorfas si y
sólo si determinan el mismo carácter.

Concluimos también que todo carácter φ se descompone de forma única como
combinación lineal

φ = n1χ1 + · · ·+ nmχm

de caracteres irreducibles con coeficientes enteros ni ≥ 0. Además,

〈φ, φ〉 = n2
1 + · · ·+ n2

m,

luego φ es irreducible si y sólo si 〈φ, φ〉 = 1.
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Ejemplo El carácter χ que hemos calculado para el grupo D4 es irreducible,
pues

〈χ, χ〉 =
1
8

∑
σ∈G

χ(σ)2 =
1
8
(4 + 4) = 1.

Vamos a probar que el número de caracteres irreducibles es finito. Para ello
consideramos la representación regular ρ : G −→ Aut(K[G]). Llamemos rG a
su carácter.

Fijemos τ ∈ G. Si τ �= 1 la matriz de ρ(τ) respecto de la base G tiene en
la fila correspondiente a σ un único 1 situado en la columna correspondiente a
στ �= σ, y ceros en los demás lugares, luego la diagonal es nula y, por consiguiente
rG(τ) = 0. Concluimos que el carácter regular viene dado por

rG(τ) =
{

g si τ = 1,
0 si τ �= 1,

donde g es el orden de G.

Ahora, si χ es cualquier carácter irreducible de G, tenemos que

〈rG, χ〉 = χ(1).

Por lo tanto, si rG = n1χ1 + · · ·+nhχh es la descomposición de rG en suma
de caracteres irreducibles, los caracteres χi resultan ser todos los caracteres
irreducibles de G, y ni = χi(1) es el grado de χi. Teniendo en cuenta que
〈rG, rG〉 = g, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 11.27 Un grupo finito G tiene un número finito de caracteres irre-
ducibles χ1, . . . , χh, cuyos grados ni verifican la relación

n2
1 + · · ·+ n2

h = |G|.

Ejemplo El grupo D4 tiene cinco clases de conjugación, luego cinco caracteres
irreducibles, χ1, χ2, χ3, χ4, χ5, de los cuales conocemos dos: el carácter trivial
χ1 = 1 y el calculado en la página 362 (al que numeraremos como χ5). Los tres
que faltan tienen grados ni que han de cumplir 1 + n2

2 + n2
3 + n2

4 + 4 = 8, luego
los tres han de ser de grado 1.

Si aplicamos el teorema 11.27 al caso K = A, vemos que G tiene h repre-
sentaciones irreducibles sobre A, con caracteres χi, cuyos grados al cuadrado
suman |G|. Si ahora K es un cuerpo arbitrario (algebraicamente cerrado de
caracteŕıstica 0), cada una de las representaciones irreducibles de G sobre A
determina por extensión de escalares (definición 11.5) una representación sobre
K con la misma representación matricial asociada, por lo que tiene el mismo
grado y, más aún, el mismo carácter. Como la relación 〈χi, χi〉 = 1 no depende
del cuerpo considerado, vemos que las extensiones de las representaciones de
G sobre A siguen siendo irreducibles sobre K y, como sus grados siguen su-
mando |G|, no puede haber más representaciones irreducibles de G sobre K.
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Si, por último, tenemos en cuenta que toda representación es suma directa de
representaciones irreducibles, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 11.28 Toda representación de un grupo G sobre un cuerpo K es
isomorfa a la extensión de escalares de una representación ρ de G sobre A.
Además, la extensión ρK es irreducible si y sólo si lo es ρ. En particular, los
caracteres (irreducibles) de G sobre K coinciden con sus caracteres (irreducibles)
sobre A.

Por consiguiente, a partir de aqúı podŕıamos trabajar exclusivamente en el
caso K = A sin pérdida de generalidad, pero nos será más cómodo aún trabajar
en el caso K = C.

11.3 Caracteres complejos

Para trabajar con caracteres complejos es más natural sustituir la forma
bilineal 〈 , 〉 por el siguiente producto escalar:

Definición 11.29 Si G es un grupo finito, definimos en el espacio vectorial CG

el producto escalar dado por

(φ, ψ) =
1
|G|

∑
σ∈G

φ(σ)ψ(σ).

Observemos que es ciertamente un producto escalar, es decir, que cumple
las propiedades2

a) (φ, ψ) = (ψ, φ),

b) (φ + ψ, χ) = (φ, χ) + (ψ, χ), (φ, ψ + χ) = (φ, ψ) + (φ, χ)

c) (αφ, ψ) = α(φ, ψ), (φ, αψ) = ᾱ(φ, ψ)

d) (φ, φ) ≥ 0 y (φ, φ) = 0 si y sólo si φ = 0,

para todo φ, ψ, χ ∈ CG y todo α ∈ C.

Por otra parte, el teorema 11.18 prueba que, si φ, ψ ∈ CG son caracteres
de G, entonces 〈φ, ψ〉 = (φ, ψ). Ahora observamos que en la sección anterior
sólo hemos usado la forma bilineal 〈 , 〉 sobre caracteres, por lo que todos los
resultados de la sección anterior son válidos igualmente cambiando la forma
bilineal 〈 , 〉 por el producto escalar ( , ).

Para trabajar con funciones arbitrarias de CG es más práctico el producto
escalar.

Definición 11.30 Si G es un grupo finito, una función de clases en G es una
aplicación f : G −→ C tal que f(ρ−1τρ) = f(τ) para todo par de elementos
τ, ρ ∈ G, es decir, una función que es constante en cada clase de conjugación
de G. Llamaremos F (G) ⊂ CG al subespacio vectorial formado por todas las
funciones de clases.

2Véase la definición 1.1 de mi libro de Análisis.
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Tras la definición 11.14 hemos probado que los caracteres de G son funciones
de clases. Tenemos un isomorfismo natural KG ∼= K[G] de espacios vectoriales
que identifica cada función φ ∈ KG con el elemento∑

σ∈G
φ(σ)σ ∈ K[G].

De acuerdo con el teorema 11.13, este isomorfismo hace corresponder F (G) con
el centro de C[G].

Probamos ahora una nueva consecuencia del lema de Schur, de la que ex-
traeremos a su vez numerosas consecuencias sobre los caracteres de un grupo
finito.

Teorema 11.31 Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación irreducible de grado
n y carácter χ, y sea φ ∈ F (G) una función de clases, que podemos identificar
con

x =
∑
σ∈G

φ(σ)σ ∈ Z(C[G]).

Entonces, para todo v ∈ V , se cumple que

vx =
|G|
n

(φ, χ)v.

Demostración: Como x está en el centro de C[G], es claro que la aplicación
lineal f : V −→ V dada por f(v) = vx es un homomorfismo de C[G]-módulos,
luego el lema de Schur implica que existe un α ∈ C tal que f(v) = αv, para todo
v ∈ V . Sólo hemos de calcular α. Para ello usamos la linealidad de la traza:

nα = Tr(f) =
∑
σ∈G

φ(σ) Tr(σ) =
∑
σ∈G

φ(σ)χ(σ) = |G|(φ, χ).

La primera consecuencia es la siguiente:

Teorema 11.32 Si G es un grupo finito, sus caracteres irreducibles forman una
base (ortonormal) del espacio F (G) de las funciones de clases.

Demostración: Sean χ1, . . . , χh los caracteres irreducibles de G. Las re-
laciones de ortogonalidad implican que son linealmente independientes, luego
sólo hemos de probar que generan H. Para ello basta probar que la dimensión
de H es h y, a su vez, para ello basta probar que los conjugados χ1, . . . , χh
generan H. Notemos que (χi, χj) = (χj , χi), luego los conjugados también son
ortonormales.

Tomamos ψ ∈ H y consideramos la función de clases

φ = ψ −
h∑
i=1

(ψ, χi)χi,
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que tiene la propiedad de que (φ, χi) = 0 para todo i. Sólo hemos de probar
que esto implica que φ = 0. Sea x ∈ Z(C[G]) el elemento correspondiente a φ a
través del isomorfismo natural.

Consideremos una representación ρ : G −→ Aut(V ). Si es irreducible, el
teorema anterior nos da que vx = 0, para todo v ∈ V . Si no es irreducible, lle-
gamos a la misma conclusión descomponiéndolo en suma directa de submódulos
irreducibles.

Vamos a aplicar esto al caso en que V = C[G], es decir, a la representación
regular de G, y para v = 1. Entonces,

0 = 1x =
∑
σ∈G

φ(σ)σ,

luego φ = 0.

Es evidente que la dimensión de F (G) es igual al número de clases de con-
jugación de G, luego:

Teorema 11.33 El número de caracteres irreducibles de un grupo G es igual a
su número de clases de conjugación.

Si χ1, . . . , χh son los caracteres irreducibles de un grupo G, tenemos que
toda función de clases f se expresa de forma única como

f =
h∑
i=1

(f, χi)χi,

luego la condición necesaria y suficiente para que una función de clases f �= 0
sea un carácter es que (f, χi) sea un número natural para todo i.

En las condiciones de 11.31, consideremos la aplicación T : Z(C[G]) −→ C
dada por

T (x) =
|G|
n

(φ, χ).

Según 11.25, el homomorfismo V −→ V dado por v �→ vx es la homotecia de
razón T (x). Como (vx)y = v(xy), concluimos que la homotecia de razón T (xy)
es la composición de la homotecia de razón T (x) seguida de la homotecia de
razón T (y) o, más simplemente: T (xy) = T (x)T (y). Es obvio que T conserva la
suma, de modo que es un homomorfismo de anillos (conmutativos y unitarios).
Con esto podemos probar:

Teorema 11.34 Los grados de las representaciones irreducibles de un grupo G
dividen al orden de G.

Demostración: Según 11.13, si cl(G) = {c1, . . . , ch}, el centro de C[G]
tiene por base los elementos de la forma

ei =
∑
σ∈ci

σ.
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Es claro que cd ∈ 〈c1, . . . , ch〉Z, luego el álgebra Z[c1, . . . , ch] es un Z-módulo
finitamente generado, lo que prueba ([AC 3.58]) que los ci son enteros sobre Z.

Si χ es un carácter irreducible de G, tenemos que

x =
∑
σ∈G

χ(σ)σ =
h∑
i=1

χ(σi)ei

donde hemos elegido σi ∈ ci. Como χ(σi) es un entero algebraico, concluimos
que x es entero sobre Z, luego T (x) ∈ C es un entero algebraico. Expĺıcitamente:

T (x) =
|G|
n

(χ, χ) =
|G|
n

(χ, χ) =
|G|
n

.

Como es un entero algebraico y un número racional, concluimos que es en-
tero, y aśı, n | |G|.

Los teoremas 11.27 y 11.33 nos dan una caracterización de los grupos abe-
lianos:

Teorema 11.35 Un grupo finito G es abeliano si y sólo si todos sus caracteres
irreducibles tienen grado 1.

Demostración: Sea g el orden de G y h su número de clases. Es claro que
G es abeliano si y sólo si g = h. Si n1, . . . , nh son los grados de los caracteres
irreducibles de G, sabemos que

n2
1 + · · ·+ n2

h = g,

luego g = h si y sólo si ni = 1 para todo i.

Observemos que LG(1,C) ∼= C∗ y el isomorfismo puede verse como el que a
cada matriz le asigna su traza, luego una representación matricial de grado 1
de un grupo G puede verse como un homomorfismo de grupos G −→ C∗, que se
identifica a su vez con su carácter. En definitiva, los caracteres de grado 1 de un
grupo finito G son simplemente los homomorfismos de grupos3 χ : G −→ C∗.

Ejemplo Nos faltaba calcular los caracteres de grado 1 del grupo D4. Obser-
vemos que el centro de D4 es Z(D4) = {1, σ2}. (El centro de un grupo está
formado por los elementos cuya clase de conjugación es trivial.) El cociente
D4/Z(D4) es abeliano, luego tiene cuatro caracteres de grado 1, que son, por lo
tanto, los tres caracteres que buscamos, más el trivial.

Concretamente, D4/Z(D4) ∼= C2 × C2, sus elementos tienen todos orden 2,
luego sus caracteres tienen que tomar valores en C∗ iguales a ±1. Teniendo esto
en cuenta es fácil calcular la tabla de caracteres irreducibles de D4:

D4 1 σ σ2 τ στ
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 1 1 −1
χ4 1 −1 1 −1 1
χ5 2 0 −2 0 0

3En particular, los caracteres irreducibles de los grupos abelianos finitos coinciden con los
caracteres definidos, por ejemplo, en 11.12 de mi libro de Teoŕıa de números.
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Notemos que podŕıamos haber calculado χ5 a partir de los otros caracteres
sin necesidad de conocer la representación que lo genera. Basta tener en cuenta
que rG = χ1 + χ2 + χ3 + χ4 + 2χ5 y que rG toma siempre el valor 0 salvo en 1.

Ejemplo En Q = R4 es posible definir una estructura de anillo de división
conocida como el álgebra de los cuaterniones.4 Si llamamos 1, i, j, k a la base
canónica de R4, el producto de Q está completamente determinado por las
relaciones

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j.

Se sigue entonces que el conjunto Q8 = {±1,±i,±j,±k} es un subgrupo del
grupo de unidades de Q, conocido como el grupo cuaternio. Tiene cinco clases
de conjugación:

cl(Q8) = {{1}, {−1}, {±i}, {±j}, {±k}}

y el cociente Q8/{±1} ∼= C2 ×C2 nos da cuatro caracteres de grado 1 análogos
a los que hemos obtenido para D4 en el ejemplo anterior. Esto implica que el
quinto carácter ha de tener grado 2 y, teniendo en cuenta que puede calcularse
a partir del carácter regular de Q8, concluimos que la tabla de caracteres de Q8

es idéntica a la de D4 (biyectando adecuadamente las clases de conjugación), a
pesar de que ambos grupos no son isomorfos.

Ejercicio: Calcular la tabla de caracteres de Σ3.

Terminamos con otra consecuencia del teorema 11.31:

Teorema 11.36 Sea G un grupo finito y sean χ1, . . . , χh sus caracteres irredu-
cibles. Si V es un C[G]-módulo y llamamos Vi a la suma de todos sus C[G]-
submódulos irreducibles de carácter χi, se cumple que

V =
h⊕
i=1

Vi.

Equivalentemente: podemos encontrar distintas descomposiciones de V en
suma directa de C[G]-submódulos irreducibles, pero, si en cada una de ellas
agrupamos todos los sumandos correspondientes al mismo carácter χi, el módulo
Vi que obtenemos es independiente de la descomposición de partida.

Demostración: Llamemos ni al grado de χi. Consideremos el elemento

x =
ni
|G|

∑
σ∈G

χi(σ)σ ∈ Z(C[G])

4En la sección 1.4 de mi libro de Álgebra está construido el anillo de división de los
cuaterniones racionales. El álgebra de los cuaterniones se obtiene sin más que cambiar Q por
R en toda la construcción.
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y llamemos pi : V −→ V a la aplicación lineal dada por v �→ vx. Como
x ∈ Z(C[G]), se trata, de hecho, de un homomorfismo de C[G]-módulos.

Si W es un C[G]-submódulo irreducible de V , la restricción pi|W : W −→W
es también la multiplicación por x, y podemos aplicar el teorema 11.31, según
el cual pi|W es la homotecia de razón

ni
n

(χi, χ) =
ni
n

(χ, χi),

donde χ es el carácter de W y n su grado. Aśı pues, pi|W = 0 si χ �= χi y
pi|W es la identidad si χ = χi. Esto implica que la imagen de pi es Vi, que
pi : V −→ Vi se restringe a la identidad en Vi y que es nula sobre cada Vj con
j �= i. Es obvio que V es la suma de los Vi y la existencia de estas proyecciones
implica que la suma es directa.

11.4 Caracteres inducidos

Si G es un grupo finito y H es un subgrupo, podemos considerar a C[H]
como subespacio vectorial de C[G], lo que, a su vez, nos permite considerar a
C[G] como C[H]-módulo. Esto nos lleva a la definición siguiente:

Definición 11.37 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Consideremos una
representación lineal ρ : H −→ Aut(W ). Llamaremos representación inducida
ρG a la representación de G asociada al C[G]-módulo W ⊗C[H] C[G]. Si ψ es el
carácter de ρ, llamaremos carácter inducido ψG al carácter de G asociado a ρG.

Es obvio que, si H ≤ K ≤ G y ψ es un carácter de H, entonces (ψK)G = ψG.

Vamos a ver que ψG puede calcularse directamente a partir de ψ sin nece-
sidad de conocer la representación que lo genera. Para ello conviene introducir
la notación siguiente:

Definición 11.38 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si φ es una
función de clases en H, llamaremos φ0 : G −→ C a la función dada por

φ0(σ) =
{
φ(σ) si σ ∈ H,

0 si σ /∈ H.

En estos términos, los caracteres inducidos se calculan como indica el teo-
rema siguiente:

Teorema 11.39 Sea G un grupo finito y H un subgrupo y sea R un sistema
de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G módulo H.
Entonces, si ψ es un carácter de H, para todo σ ∈ G se cumple que

ψG(σ) =
∑
τ∈R

ψ0(τστ−1) =
1
|H|

∑
τ∈G

ψ0(τστ−1).
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Demostración: Sea ρ : H −→ Aut(W ) la representación que determina
el carácter dado ψ. Tenemos que cada σ ∈ G se expresa de forma única como
σ = hτ , con τ ∈ R. Es claro entonces que

C[G] =
⊕
τ∈R

C[H]τ.

Por consiguiente, ψG es el carácter de

V = W ⊗C[H] C[G] =
⊕
τ∈R

Wτ.

Fijado σ ∈ G, para cada τ ∈ R, podemos expresar τσ = hτσ, con τσ ∈ R
y h ∈ H. De este modo, (Wτ)σ = Wτσ. Si fijamos una base B de W , la
unión de los trasladados Bτ , con τ ∈ R, es una base de V . Para calcular la
traza de ρG(σ) en esta base observamos que, si τσ �= τ , las filas de la matriz de
ρG(τ) correspondientes a los vectores de Bτ tienen ceros en la diagonal. Por el
contrario, si τσ = τ , las suma de la diagonal de las filas correspondientes a Bτ
es la traza de ρG(σ)|Wτ . Aśı pues:

ψG(σ) =
∑

τ∈Rσ

Tr(ρG(σ)|Wτ ),

donde Rσ = {τ ∈ R | τσ = τ}. Observemos que τσ = τ equivale a que
τσ = hτ , es decir, que τστ−1 ∈ H. Por último, observamos que el isomorfismo
f : W −→Wτ dado por f(w) = wτ cumple

f(wτστ−1) = wτσ = f(w)σ.

Esto significa que ρG(σ)|Wτ se identifica a través de f con ρ(τστ−1), luego

Tr(ρG(σ)|Wτ ) = Tr(ρ(τστ−1)) = ψ(τστ−1) = ψ0(τστ−1).

Con esto obtenemos la primera fórmula del enunciado. La segunda se sigue
de la primera debido a que, si τ ∈ R cumple τστ−1 ∈ H, entonces, para cada
h ∈ H tenemos que τ ′ = hτ ∈ G cumple τ ′στ ′−1 ∈ H y ψ(τ ′στ ′−1) = ψ(τστ−1)
y, rećıprocamente, todo τ ′ ∈ G que cumple τ ′στ ′−1 ∈ H es de la forma τ ′ = hτ ,
para un único τ ∈ R tal que τστ−1 ∈ H. En definitiva, cada sumando de la
primera fórmula se corresponde con |H| sumandos idénticos en la segunda.

En particular, tenemos la relación entre los grados:

ψG(1) = |G : H|ψ(1).

Definición 11.40 Sea G un grupo finito, sea H un subgrupo de G y sea R
un sistema de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G
módulo H. Para cada función de clases φ : H −→ C, definimos φG : G −→ C
mediante

φG(σ) =
∑
τ∈R

φ0(τστ−1) =
1
|H|

∑
τ∈G

φ0(τστ−1).
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Hemos visto que si φ es un carácter de H, entonces φG es un carácter de G.
En general, se cumple que φG es una función de clases de G. Esto se com-
prueba directamente sin dificultad o, alternativamente, basta observar que la
aplicación φ �→ φG es C-lineal y que toda función de clases es combinación
lineal de caracteres.

Notemos que también hay una forma natural (y mucho más simple) de pasar
de un carácter de G a un carácter de H:

Definición 11.41 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si φ es una
función de clases de G, llamaremos φH a su restricción a H, que es también una
función de clases en H, y es un carácter si φ lo es.

Entre estas dos operaciones hay una relación sencilla:

Teorema 11.42 (Reciprocidad de Frobenius) Sea G un grupo finito y H
un subgrupo. Sean φ : H −→ C y ψ : G −→ C funciones de clases. Entonces

(φ, ψH) = (φG, ψ).

Demostración: Basta realizar un cálculo directo:

(φG, ψ) =
1
|G|

∑
σ∈G

φG(σ)ψ(σ) =
1
|G|

1
|H|

∑
σ,τ∈G

φ0(τστ−1)ψ(σ)

=
1
|G|

1
|H|

∑
σ′,τ∈G

φ0(σ′)ψ(τ−1σ′τ) =
1
|G|

1
|H|

∑
σ′,τ∈G

φ0(σ′)ψ(σ′)

=
1
|H|

∑
σ′∈H

φ(σ′)ψ(σ′) = (φ, ψH).

Ejemplo Vamos a calcular la tabla de caracteres de Σ4. El grupo tiene cinco
clases de conjugación (una para cada tipo de descomposición en producto de
ciclos disjuntos), luego Σ5 tiene cinco caracteres irreducibles, χ1, χ2, χ3, χ4, χ5.
Por simplificar la exposición damos ya la tabla y a continuación explicamos
cómo se obtiene:

Σ4 1 (ab) (abc) (abcd) (ab)(cd)
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 −1 1
χ3 2 0 −1 0 2
χ4 3 1 0 −1 −1
χ5 3 −1 0 1 −1

Tomamos como χ1 el carácter trivial, con lo que podemos rellenar con unos
la primera fila de la tabla.

El grupo Σ4 contiene al grupo alternado A4 como subgrupo normal, y el
cociente tiene orden 2, por lo que induce un carácter no trivial de grado 1 que
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es el homomorfismo χ2 : Σ4 −→ C que toma el valor 1 sobre A4 y el valor −1
sobre los elementos que no están en A4. Esto nos da la segunda fila de la tabla.

Sea H = Σ3, que podemos identificar con el subgrupo de Σ4 formado por
las permutaciones que dejan fijo al 4. Si llamamos 1H al carácter trivial de H,
tenemos que (1GH , 1G) = (1H , 1H) = 1, luego 1GH − 1G es un carácter de G, y su
grado es 3. Vamos a calcularlo y veremos que es irreducible.

Un sistema de representantes de las clases módulo Σ3 es claramente

R = {1, (1, 4), (2, 4), (3, 4)}.

Como 1H toma siempre el valor 1, tenemos que

1GH(σ) =
∑
τ∈R

10
H(τστ−1)

es simplemente el número de conjugados de σ por elementos de R que pertenecen
a Σ3, es decir, que fijan al 4. Por ejemplo, para calcular 1GH((1, 2)) observamos
que

(1, 2)1 = (1, 2), (1, 2)(1,4) = (4, 2), (1, 2)(2,4) = (1, 4), (1, 2)(3,4) = (1, 2),

por lo que 1GH((1, 2)) = 2. De este modo se calcula:

1 (ab) (abc) (abcd) (ab)(cd)

1GH 4 2 1 0 0
χ4 3 1 0 −1 −1

donde hemos llamado χ4 = 1GH − 1. Ya hemos justificado que es un carácter.
Para comprobar que es irreducible calculamos:

(χ4, χ4) =
1
24

(32 + 6 · 12 + 6 · (−1)2 + 3 · (−1)2) = 1.

Esto nos da la cuarta fila de la tabla. La quinta fila es el carácter χ5 = χ2χ4,
que también es irreducible porque (χ5, χ5) = 1.

Nos falta calcular χ3. El teorema 11.27 nos da que tiene grado 2, luego
podemos calcular χ3 despejando en la ecuación

rG = χ1 + χ2 + 2χ3 + 3χ4 + 3χ5.

Esto completa la tabla.

Otra fórmula de interés que relaciona funciones de clase inducidas y restric-
ciones es la siguiente:

Teorema 11.43 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Sean φ : H −→ C y
ψ : G −→ C funciones de clases. Entonces (φ · ψH)G = φG · ψ.
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Demostración: Para cada σ ∈ G, tenemos que

(φ · ψH)G(σ) =
1
|H|

∑
τ∈G

φ0(τστ−1)ψ0
H(τστ−1)

=
1
|H|

∑
τ∈G

φ0(τστ−1)ψ(σ) = φG(σ)ψ(σ).

Ahora necesitamos un resultado técnico:

Teorema 11.44 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal, sea χ un
carácter irreducible de G tal que χN sea suma de al menos dos caracteres dis-
tintos. Entonces existe un subgrupo N ≤ H < G y un carácter irreducible ψ de
H tal que χ = ψG.

Demostración: Sea V un C[G]-módulo asociado a χ, de modo que χN
está asociado a V como C[N ]-módulo. Sea

V =
h⊕
i=1

Vi

la descomposición de V como C[N ]-módulo dada por el teorema 11.36. Por
hipótesis, la suma tiene al menos dos sumandos no nulos.

En general, si W es un C[N ]-submódulo de V y σ ∈ G, se cumple que Wσ
es también un C[N ]-submódulo, pues, si n ∈ N , se cumple que

Wσn = W (σnσ−1)σ = Wσ,

pues σnσ−1 ∈ N . Además, si W tiene carácter χi, el carácter de Wσ es

χσ(n) = χ(σnσ−1),

que depende únicamente de χ y σ. Es claro que si W es irreducible, también lo es
Wσ, luego vemos que la multiplicación por σ transforma todos los submódulos
irreducibles de un mismo Vi (es decir, todos los submódulos con un mismo
carácter χi, en submódulos de un mismo Vj , por lo que Viσ = Vj .

Fijemos un ı́ndice i0 tal que Vi0 �= 0 y sea H = {σ ∈ H | Vi0σ = Vi0}.
Claramente, N ≤ H < G. La segunda desigualdad es estricta porque, de lo
contrario, Vi0 seŕıa un C[G]-submódulo de V , pero V es irreducible, luego seŕıa
V = Vi0 , cuando, por hipótesis, hay al menos dos sumandos no nulos.

Sea ψ el carácter de H asociado a W = Vi0 . Para probar que χ = ψG basta
ver que, si R es un sistema de representantes de las clases de congruencia por
la derecha de G módulo H, se cumple que

V =
⊕
τ∈R

Wτ,

pues esto implica que V ∼= W ×C[H] C[G].
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Si τ1, τ2 ∈ R y Wτ1 = Wτ2, entonces τ1τ
−1
2 ∈ H, luego τ1 = τ2. Esto implica

que cada Wτ = Vi0τ con τ ∈ R es un Vi, luego la suma de los Wτ es directa
(porque lo es la de los Vi). Además, dicha suma directa es un C[G]-submódulo
de V , luego es todo V .

Definición 11.45 Recordemos que un grupo finito G es resoluble si existe una
serie de subgrupos

1 = G0 � G1 � · · · � Gn = G

en la que cada cociente Gi/Gi−1 es abeliano. Se dice que G es superresoluble
si existe una serie análoga en la que cada Gi es normal en G y cada cociente
Gi/Gi−1 es ćıclico.

Es inmediato que los subgrupos y los cocientes de un grupo superresoluble
son superresolubles, pues si N � G, podemos considerar la serie

1 = G0N/N � G1N/N � · · · � GnN/N = G/N

en la que todos los términos cumplen GiN/N � G/N y tenemos un epimorfismo

Gi/Gi−1 −→ (GiN/N)
/

(Gi−1N/N),

luego los cocientes también son ćıclicos.

Similarmente, si H ≤ G, consideramos la serie

1 = G0 ∩H � G1 ∩H � · · · � Gn ∩H = H,

donde ahora tenemos monomorfismos

(Gi ∩H)/(Gi−1 ∩H) −→ Gi/Gi−1.

Sólo necesitaremos una propiedad elemental de los grupos superresolubles:

Teorema 11.46 Si G es un grupo finito superresoluble no abeliano, entonces
existe un subgrupo normal abeliano N que cumple Z(G) � N � G (donde Z(G)
es el centro de G).

Demostración: El cociente G/Z(G) �= 1 es superresoluble, luego podemos
considerar el primer término no trivial N/Z(G) � G/Z(G) de una serie según
la definición de grupo superresoluble. Aśı, se cumple que Z(G) � N � G y
N/Z(G) es ćıclico. Es claro entonces que N es abeliano, luego N �= G.

Teorema 11.47 Si G es un grupo finito superresoluble, todo carácter irreduci-
ble de G está inducido por un carácter de grado 1 de un subgrupo de G.

Demostración: Razonando por inducción, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden estrictamente menor que |G|. Sea χ un
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carácter irreducible de G. Podemos suponer que χ es fiel, es decir, que la repre-
sentación ρ : G −→ Aut(V ) que lo genera es inyectiva, pues, si tuviera núcleo
N �= 1, podŕıamos ver a χ como carácter de G/N , luego habŕıa un subgrupo
H/N ≤ G/N y un carácter ψ de grado 1 en H/N tal que χ = ψG.

También podemos suponer que G no es abeliano, pues en caso contrario χ
ya tiene grado 1 y no hay nada que probar.

Por el teorema anterior, existe un subgrupo Z(G) � N � G. Como ρ es
un monomorfismo, tenemos que ρ[N ] � Z(ρ[G]). Por consiguiente, no todos
los automorfismos en ρ[N ] son homotecias (ya que las homotecias conmutan
con todos los automorfismos), luego χ|N ha de ser suma de al menos dos ca-
racteres irreducibles distintos. (En caso contrario, como N es abeliano, χ|N
seŕıa múltiplo de un único carácter de grado 1, y ρ[N ] constaŕıa únicamente de
homotecias.)

El teorema 11.44 nos da que χ = ψG, para cierto carácter irreducible ψ
de un subgrupo H < G. Como H también es superresoluble, podemos aplicar
la hipótesis de inducción para concluir que ψ = φH , para cierto carácter φ de
grado 1, luego también χ = φG.

11.5 El teorema de Brauer

La finalidad de esta sección es demostrar el teorema siguiente:

Teorema 11.48 (Brauer) Si G es un grupo finito, todo carácter de G se ex-
presa como combinación lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos
por caracteres de grado 1.

Para probarlo empezamos introduciendo el concepto siguiente:

Definición 11.49 Diremos que un grupo finito H es p-elemental, donde p es
un número primo, si puede expresase como producto directo H = C×P , donde
C es un grupo ćıclico de orden primo con p y P es un p-grupo (un grupo de
orden potencia de p). Un grupo H es elemental si es p-elemental para algún
primo p.

Todo grupo ćıclico finito es p-elemental para todo primo p, pues se descom-
pone como producto de grupos ćıclicos de órdenes potencias de primos, y basta
agrupar todos los factores que sean p-grupos por una parte, y todos los que no
lo sean por otra.

Teorema 11.50 Todo grupo finito elemental es superresoluble.

Demostración: Veamos primero que todo p-grupo P es superresoluble.
Podemos razonar por inducción sobre el orden de P . Si P es abeliano es evi-
dente. En caso contrario, usamos5 que 1 < Z(P ) < P . Por hipótesis de in-
ducción P/Z(P ) es superresoluble y Z(P ) también lo es, por ser abeliano. Al

5Teorema 5 del apéndice del Caṕıtulo V de mi libro de Geometŕıa.
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enlazar una serie de Z(P ) con una serie de P/Z(P ) según la definición de grupo
superresoluble, obtenemos una serie que cumple la definición para P , porque los
subgrupos de Z(P ) son normales en P .

Por último, si H = C × P es p-elemental y

1 = P0 � P1 � · · · � Pn = P

es una serie según la definición de grupo superresoluble, la serie

1 � C × P0 � C × P1 � · · · � C × Pn = H

cumple la definición de grupo superresoluble para H.

Ahora podemos reducir la prueba del teorema de Brauer al resultado si-
guiente:

Teorema 11.51 Si G es un grupo finito, todo carácter de G se expresa como
combinación lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos desde sub-
grupos elementales.

En efecto, de este teorema se sigue el teorema de Brauer, ya que si tenemos

χ = n1φ
G
1 + · · ·+ nrφ

G
r ,

donde cada φi es un carácter de un subgrupo elemental Hi ≤ G, descomponiendo
cada φi en suma de caracteres irreducibles podemos suponer que cada φi es
irreducible y, como Hi es superresoluble, el teorema 11.47 nos da que φi está
inducido a su vez por un carácter de grado 1, luego lo mismo vale para φGi .

Para tratar con combinaciones lineales enteras de caracteres conviene intro-
ducir el concepto siguiente:

Definición 11.52 Si G es un grupo finito y χ1, . . . , χh son sus caracteres irre-
ducibles, llamaremos R(G) = Zχ1 ⊕ · · · ⊕ Zχh al subgrupo generado por los
caracteres χi en el espacio F (G) de las funciones de clase de G. A sus elementos
los llamaremos caracteres virtuales de G.

Como los caracteres irreducibles son una base del C-espacio vectorial F (G)
de las funciones de clases de G, es claro que también son una base de R(G)
como Z-módulo. También es obvio que todo carácter virtual se expresa de
forma única como diferencia de dos caracteres. Como el producto de caracteres
es un carácter, tenemos que R(G) es un subanillo de F (G).

El teorema 11.51 es consecuencia, a su vez, del teorema siguiente:

Teorema 11.53 Sea G un grupo finito y sea Vp el subgrupo de R(G) generado
por los caracteres inducidos desde subgrupos p-elementales de G. Entonces el
cociente R(G)/Vp es finito y su orden es primo con p.
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En efecto, si admitimos este resultado, sólo tenemos que probar que R(G)
es la suma V de los subgrupos Vp, para todo primo p. Como Vp ≤ V ≤ R(G),
tenemos que el cociente R(G)/V es finito, y su orden es primo con p, para todo
primo p, luego ha de ser R(G) = V .

Observemos ahora que, si H es un subgrupo de G, el teorema 11.43 implica
que el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde H es un
ideal de R(G), y Vp es la suma de estos ideales cuando H recorre los subgrupos
p-elementales de G. Por consiguiente, Vp es también un ideal de R(G). Veamos
ahora que 11.53 es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 11.54 Sea G un grupo finito de orden |G| = pim, donde p � m, y sea
Vp el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde subgrupos
p-elementales de G. Entonces m ∈ Vp.

En efecto, R(G) es un Z-módulo finitamente generado, luego R(G)/Vp tam-
bién lo es. Por consiguiente, es producto de un número finito de grupos ćıclicos.

Si m ∈ Vp, como éste es un ideal, tenemos que mφ ∈ Vp para todo φ ∈ R(G),
lo que significa que todos los elementos de R(G)/Vp tienen orden divisor de m.
Por consiguiente, R(G)/Vp es producto de un número finito de grupos ćıclicos
finitos de orden primo con p, y esto prueba 11.53.

Consideremos ahora el anillo D de los enteros ciclotómicos de orden g, es
decir, la Z-subálgebra de C generada por las ráıces g-ésimas de la unidad. Se
trata de un Z-módulo libre de rango finito. Fijemos una base D = 〈ω1, . . . , ωc〉Z
tal que ω1 = 1. Vamos a trabajar en el producto tensorial D ⊗Z R(G).

Como R(G) es el Z-módulo libre que tiene por base los caracteres irreducibles
χ1, . . . , χh de G, tenemos, por una parte, que D ⊗Z R(G) es el D-módulo libre
generado por los elementos 1 ⊗ χi. Podemos identificarlo con el D-submódulo
generado por χ1, . . . , χh en el espacio F (G) de las funciones de clases de G
(de modo que identificamos cada 1 ⊗ χi con χi). Aśı, R(G) es el conjunto de
elementos de D⊗Z R(G) cuyas coordenadas en la base 1⊗χi (o χi) son enteras.

Por otra parte, D⊗Z R(G) es también el R(G)-módulo libre de base ωi ⊗ 1,
y los elementos de R(G) son los que en esta base tienen todas las coordenadas
nulas excepto la de ω1 ⊗ 1 = 1⊗ 1.

Es claro entonces que (D⊗ZVp)∩R(G) = Vp. (Un elemento de la intersección
es un elemento de D⊗Z R(G) cuyas coordenadas en la base ωi⊗1 están en Vp y
son todas nulas menos la de ω1 ⊗ 1.) Por consiguiente, para probar 11.54 basta
ver que m ∈ D ⊗Z Vp.

El hecho de que R(G) sea un subanillo de F (G) y que Vp sea un ideal, implica
inmediatamente que D⊗Z R(G) también es un subanillo de F (G) y que D⊗Z Vp
es un ideal de D ⊗Z Vp.

Teorema 11.55 Sea G un grupo de orden g y sea φ : G −→ gZ una función de
clases que toma valores múltiplos de g. Entonces φ es combinación lineal con
coeficientes en D de caracteres inducidos por caracteres de subgrupos ćıclicos
de G.
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Demostración: Podemos expresar φ = gψ, donde ψ : G −→ Z es otra
función de clases. Para cada subgrupo ćıclico C ≤ G, definimos la función de
clases θC : C −→ Z mediante

θC(x) =
{ |C| si x genera C,

0 en otro caso.

Si C(G) es el conjunto de todos los subgrupos ćıclicos de G, tenemos que

∑
C∈C(G)

θGC (x) =
∑
y∈G

∑
C∈C(G)

θ0
C(yxy−1)
|C| =

∑
g∈G

1 = g.

Por lo tanto,

φ = gψ =
∑

C∈C(G)

θGCψ =
∑

C∈C(G)

(θCψC)G.

Falta probar que la función de clases ηC = θCψC es combinación lineal con
coeficientes en D de caracteres de C. Ciertamente, como toda función de clases,
es combinación lineal de los caracteres irreducibles de C. Si χ es uno de ellos,
su coeficiente en la combinación lineal es (ηC , χ) y, en efecto, se cumple que

(ηC , χ) =
1
|C|

∑
σ∈C

θC(σ)ψ(σ)χ(σ) =
∑
σ
ψ(σ)χ(σ−1) ∈ D

donde en el último sumatorio σ recorre los generadores de C. El resultado está
en D porque los caracteres de C y de G toman valores en D. (Precisamente
para esto hemos introducido D en sustitución de Z.)

Puesto que todo grupo ćıclico es p-elemental, el teorema anterior implica, en
particular, que φ ∈ D ⊗Z Vp.

Con esto podemos reducir el teorema de Brauer al resultado siguiente:

Teorema 11.56 En las condiciones previas al teorema anterior, existe una
función de clases ψ : G −→ Z tal que ψ ∈ D ⊗Z Vp y, para todo x ∈ G, se
cumple que p � ψ(x).

En efecto, dada una función ψ en estas condiciones, si g = pim, llamemos
N al orden del grupo de unidades de Z/piZ, de modo que kN ≡ 1 (mód pi),
para todo entero k primo con p. En particular, ψ(x)N ≡ 1 (mód pi), para todo
x ∈ G, luego la función de clases m(ψN−1) toma valores enteros múltiplos de g.

Por el teorema 11.55, tenemos que m(ψN − 1) ∈ D ⊗Z Vp. Por otra parte,
ψ ∈ D⊗Z Vp, y éste es un ideal de D⊗Z R(G), luego también mψN ∈ D⊗Z Vp,
con lo que concluimos que m ∈ D ⊗Z Vp, y ya hemos visto que esto implica el
teorema de Brauer.

Tenemos pendiente demostrar 11.56.

Si G es un grupo finito y sea p un número primo. Diremos que x ∈ G es
un p-elemento si su orden es potencia de p, y es un p′-elemento si su orden es
primo con p.
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En general, si el orden de x es m = pim′, donde p � m′, existen u, v ∈ Z tales
que upi + vm′ = 1, con lo que xp = xvm

′
, xp′ = xup

i

cumplen que

x = xpxp′ = xp′xp, xp
i

p = xm
′

p′ = 1,

es decir, que todo x ∈ G puede descomponerse como producto de un p-elemento
y un p′-elemento, a los que llamaremos, respectivamente, p-componente y p′-
componente de x.

Necesitaremos este resultado técnico:

Teorema 11.57 En las condiciones anteriores, sea ψ : G −→ Z una función
de clases que cumpla ψ ∈ D ⊗Z R(G). Si x ∈ G y xp′ es su p′-componente,
entonces ψ(x) ≡ ψ(xp′) (mód p)

Demostración: Sea C = 〈x〉, de modo que xp′ ∈ C. Observamos que
ψC ∈ D ⊗Z R(C), luego no perdemos generalidad si suponemos que G está
generado por x. Tenemos, pues, que

ψ =
∑
i

diχi,

con di ∈ D y donde los caracteres irreducibles χi tienen todos grado 1 (porque G
es abeliano), luego son homomorfismos de grupos χi : G −→ D∗. Si q = pi es el
orden de la p-componente de x, tenemos que xq = xqp′ , luego χi(x)q = χi(xp′)q.
Por consiguiente:

ψ(x)q =
(∑

i

diχi(x)
)q

≡
∑
i

diχi(x)q =
∑
i

diχi(xp′)q

≡
(∑

i

diχi(xp′)
)q

= ψ(xp′)q (mód p),

donde las congruencias son módulo el ideal generado por p en D. Ahora bien,
como los extremos son enteros, concluimos que

ψ(x)q ≡ ψ(xp′)q (mód p)

en Z y, como q es potencia de p, esto equivale a que ψ(x) ≡ ψ(xp′) (mód p).

Con esto estamos en condiciones de construir una función ψ en las condi-
ciones del teorema 11.56. Para ello partimos de un sistema de representantes
{xi}i de las clases de conjugación de G formadas por p′-elementos. Sea CG(xi)
el centralizador en G de xi, es decir, el subgrupo formado por los elementos
que conmutan con xi, sea Pi un p-subgrupo de Sylow6 de CG(xi), es decir, un
p-subgrupo cuyo orden sea la mayor potencia de p que divide al orden de CG(xi)
y sea Ci = 〈xi〉.

6Véase el apéndice del Caṕıtulo V de mi libro de Geometŕıa
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Como los elementos de Ci conmutan con los de Pi, tenemos que Hi = CiPi
es un subgrupo de G y, como Ci ∩ Pi = 1 (porque el orden de Ci es primo con
el orden de Pi), concluimos que el producto Hi = Ci × Pi es directo, luego Hi

es un subgrupo p-elemental de G.
Sea φi : Ci −→ Z la función de clases dada por

φi(x) =
{
|Ci| si x = xi,

0 si x �= xi.

Se cumple que φi ∈ R(Ci), pues, al expresar φi como combinación lineal de
los caracteres de Ci, el coeficiente de cada carácter χ es

(φi, χ) = χ(xi) = χ(x−1
i ) ∈ D.

Definimos ahora ψi : Hi −→ Z mediante ψi(x, y) = φi(x), donde x ∈ Ci,
y ∈ Pi. Viendo a Ci como cociente de Hi, tenemos que las funciones de clase
de Ci determinan funciones de clase de Hi, y ψi es precisamente la función
determinada por φi. Es claro entonces que ψi ∈ D ⊗Z R(Hi) (porque ψi es
combinación lineal con coeficientes en D de los caracteres de Hi determinados
por los caracteres de Ci). Por consiguiente, ψGi ∈ D ⊗Z Vp.

Por la propia definición de la función inducida por una función de clases es
inmediato que ψGi toma valores enteros. Vamos a probar que

ψGi (xi) �≡ 0 (mód p), ψGi (xj) = 0 para j �= i.

En efecto, si y ∈ G cumple que yxjy
−1 ∈ Hi, entonces, como se trata de un

p′-elemento, ha de ser yxjy
−1 ∈ Ci y, para j �= i, ha de ser yxjy

−1 �= xi, luego
ψi(yxjy−1) = φi(yxjy−1) = 0, y esto implica que φGi (xj) = 0.

Por el contrario, el conjunto de los y ∈ G tales que yxiy
−1 = xi es precisa-

mente el centralizador CG(xi), luego

ψGi (xi) =
1
|Hi|

∑
y∈G

ψ0
i (y

−1xiy) =
|CG(xi)||Ci|
|Ci||Pi|

=
|CG(xi)|
|Pi|

,

que no es divisible entre p porque Pi es un p-subgrupo de Sylow del centralizador.

Ahora es fácil ver que la función

ψ =
∑
i

ψGi

cumple el teorema 11.56, pues, ciertamente ψ ∈ D ⊗Z Vp, toma valores enteros
y, para todo x ∈ G, el teorema 11.57 nos da que ψ(x) ≡ ψ(xp′) (mód p) y, a su
vez, la p′-componente xp′ está en la clase de conjugación de un xi, luego

ψ(x) ≡ ψ(xp′) = ψ(xi) = ψGi (xi) �≡ 0 (mód p).

Esto prueba 11.56 y, por consiguiente, termina la demostración del teorema
de Brauer.
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11.6 Caracteres en grupos cociente

Ya hemos visto que cada carácter de un grupo cociente G/N (y, más en
general, cada función de clases) induce un carácter (o una función de clases)
en G mediante φG(σ) = φ(σN). Ahora vamos a definir una correspondencia en
sentido inverso análoga a la definición de los caracteres inducidos.

Para ello observamos que la representación ρ : G −→ C[G/N ] dada por
ρ(σ)(Nτ) = Nτσ determina en C[G/N ] una estructura natural de C[G]-módulo
que nos permite dar la definición siguiente:

Definición 11.58 Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación lineal de un grupo
finito G y sea N un subgrupo normal. Definimos la representación ρG/N del
grupo cociente G/N como la asociada al C[G/N ]-módulo V ⊗C[G] C[G/N ]. Si
χ es el carácter de ρ, llamaremos χG/N al carácter de ρG/N .

Vamos a ver cómo calcular χG/N a partir de χ sin necesidad de considerar
las representaciones correspondientes.

Llamemos V N al subespacio de V fijado por los elementos de N . El hecho
de que N sea un subgrupo normal implica que V N es un C[G]-submódulo de V ,
y la representación G −→ Aut(V N ) tiene a N en su núcleo, luego induce una
representación de G/N o, lo que es lo mismo, podemos considerar a V N como
C[G/N ]-módulo de forma natural.

Consideremos a aplicación lineal p : V −→ V N dada por

p(v) =
1
|N |

∑
n∈N

vn.

Es inmediato comprobar que es un homomorfismo de C[G]-módulos, que
su imagen es ciertamente V N y que se restringe a la identidad en V N , luego,
llamando W al núcleo de p, tenemos que V = V ⊕W , donde W es también un
C[G]-módulo.

La proyección p induce una aplicación lineal f : V ⊗C[G] C[G/N ] −→ V N

dada por f(v ⊗Nσ) = p(v)σ, que es claramente un homomorfismo de C[G/N ]-
módulos y es, de hecho, un isomorfismo, pues admite como inversa a la aplicación
g dada por g(v) = v ⊗N1.

Aśı pues, χG/N es también el carácter de la representación de G/N inducida
por la restricción de ρ a V N . Vamos a usar esta representación para calcular
expĺıcitamente χG/N . Para cada σ ∈ G, definimos

xσ =
1
|N |

∑
n∈N

nσ ∈ C[G].

Es claro entonces que, si v ∈ V , se cumple que vxσ = p(v)σ. Por consi-
guiente, vxσ = vσ para todo v ∈ V N , mientras que vxσ = 0 si v ∈ W . Esto
significa que, fijando una base de V que sea unión de una base de V N y otra de
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W , vemos que la multiplicación por xσ es un endomorfismo de V que tiene la
misma traza que la restricción de ρ(σ) a V N . Equivalentemente:

χG/N (Nσ) = Tr(xσ) =
1
|N |

∑
n∈N

χ(nσ).

Para enunciar la conclusión a la que hemos llegado conviene dar primero la
definición siguiente:

Definición 11.59 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal. Para cada
función de clases φ : G −→ C, definimos la función de clases φG/N : G/N −→ C
mediante

φG/N (Nσ) =
1
|N |

∑
n∈N

φ(nσ).

En estos términos hemos probado lo siguiente:

Teorema 11.60 Si χ es un carácter de un grupo finito G y N es un subgrupo
normal, entonces el carácter χG/N de G/N definido en 11.58 coincide con la
función de clases de la definición anterior.

O, dicho de otro modo, si χ es un carácter, χG/N también lo es.

A continuación probamos una fórmula análoga a la reciprocidad de Frobenius
para caracteres inducidos:

Teorema 11.61 Sea G un grupo finito, sea N un subgrupo normal, y sean
φ : G −→ C, ψ : G/N −→ C funciones de clases. Entonces

(φ, ψG) = (φG/N , ψ).

Demostración: Notemos que, por claridad, hemos representado por ψG la
función ψ vista como función de G (que usualmente representamos también por
ψ). Se trata de una comprobación rutinaria:

(φG/N , ψ) =
1

|G : N |
∑

Nσ∈G/N
φG/N (Nσ)ψ(Nσ)

=
1
|G|

∑
Nσ∈G/N

∑
n∈N

φ(nσ)ψG(nσ) =
1
|G|

∑
σ∈G

φ(σ)ψG(σ) = (φ, ψG).

11.7 Complementos

En esta sección demostraremos algunos resultados adicionales sobre carac-
teres de grupos que no nos serán necesarios después.



388 Caṕıtulo 11. Caracteres de grupos

Caracteres de productos directos Vamos a determinar los caracteres de un
producto directo de grupos G = G1 ×G2. Observemos que, como G1

∼= G/G2,
podemos considerar a cada carácter χ de G1 como un carácter de G. Concreta-
mente, entendiendo que χ(g1g2) = χ(g1). Lo mismo es válido para los caracteres
de G2.

Teorema 11.62 Sea G = G1 ×G2 un producto directo de grupos. Si χi es un
carácter irreducible de Gi, entonces χ1χ2 es un carácter irreducible de G, y todo
carácter irreducible de G es de esta forma.

Demostración: Sabemos que χ1χ2 es un carácter de G, aunque, en gene-
ral, el producto de caracteres irreducibles no tiene por qué ser irreducible. No
obstante, multiplicando las ecuaciones

(χ1, χ1) =
1
|G1|

∑
g1∈G1

|χ1(g1)|2 = 1, (χ2, χ2) =
1
|G2|

∑
g2∈G2

|χ2(g2)|2 = 1,

obtenemos que (χ1χ2, χ1χ2) = 1, luego χ1χ2 es irreducible.

Si χi1, . . . , χ
i
hi

son los caracteres irreducibles de Gi, es claro que los carac-
teres χ1

kχ
2
l son distintos dos a dos, pues el producto determina los factores por

restricción. Sabemos que∑
k

χ1
k(1)2 = |G1|,

∑
l

χ2
l (1)2 = |G2|,

y multiplicando ambas ecuaciones obtenemos que∑
k,l

(χ1
kχ

2
l )(1)2 = |G|,

luego G no puede tener más caracteres irreducibles.

En particular, descomponiendo un grupo abeliano como producto de grupos
ćıclicos, podemos determinar fácilmente todos sus caracteres irreducibles. Sólo
tenemos que observar que los caracteres irreducibles de un grupo ćıclico G = 〈σ〉
de orden n son los homomorfismos χ : G −→ C∗ determinados por que χ(σ)
es una ráız n-sima de la unidad. Hay n ráıces posibles que dan lugar a los n
caracteres irreducibles de G.

El grado de un carácter irreducible Hemos probado que el grado de un
carácter irreducible de un grupo finito G debe dividir al orden de G. Este
resultado puede mejorarse.

Teorema 11.63 Si G es un grupo finito, el grado de cualquier carácter irredu-
cible de G divide al ı́ndice |G : Z(G)|.

Demostración: Sea g = |G| y c = |Z(G)|. Consideremos una represen-
tación irreducible ρ : G −→ Aut(V ) de grado n. Si σ ∈ Z(G) ⊂ Z(C[G]), el
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teorema 11.31 nos dice que ρ(σ) es una homotecia en V de razón λ(σ), de modo
que λ : Z(G) −→ C∗ es un homomorfismo de grupos.

Fijemos ahora un número natural m ≥ 1 y consideremos el grupo Gm (el
producto directo de G por śı mismo m veces). Si χ es el carácter de ρ, podemos
considerar en Gm el carácter χm, que, según hemos visto en la sección anterior,
es irreducible, y está asociado a la representación

ρm : Gm −→ V ⊗C[G] · · · ⊗C[G] V

dada por7 ρm(σ1, . . . , σm)(v1⊗· · ·⊗vm) = v1σ1⊗· · ·⊗vmσm. Por consiguiente,
si (σ1, . . . , σm) ∈ Z(G)m, tenemos que ρm(σ1, . . . , σm) es la homotecia de razón
λ(σ1 · · ·σm).

Consideremos el subgrupo H de Z(G)m formado por los elementos que cum-
plen σ1 · · ·σm = 1. Tenemos que H está en el núcleo de ρm, luego podemos
ver a ρm como representación de Gm/H. El teorema 11.34 implica que el grado
de ρm, que es nm, divide el orden de este cociente, que es gm/cm−1. Aśı pues,
existe un k ∈ Z tal que knm = gm/cm−1 o, lo que es lo mismo, (g/cn)m ∈ c−1Z,
para todo m ∈ Z.

Esto implica que Z[g/cn] ⊂ c−1Z, luego la Z-álgebra Z[g/cn] es un Z-módulo
finitamente generado, luego g/cn es un entero algebraico y un número racional,
luego g/cn ∈ Z, luego n | g/c = |G : Z(G)|.

El teorema 11.44 nos permite refinar más la cota:

Teorema 11.64 Si G es un grupo finito y N es un subgrupo normal abeliano,
entonces el grado de todo carácter irreducible de G divide al ı́ndice |G : N |.

Demostración: Razonando por inducción, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden menor que |G|. Sea χ un carácter
irreducible de G y supongamos que χN se descompone en suma de al menos
dos caracteres irreducibles distintos. Entonces, por 11.44, existe un subgrupo
N ≤ H < G tal que χ = ψG, para cierto carácter ψ de H. Por hipótesis de
inducción ψ(1) | |H : N |, luego

χ(1) = ψG(1) = |G : H|ψ(1) | |G : N |.

Supongamos ahora que χN = nψ, para cierto carácter irreducible ψ de N ,
que será de grado 1, porque N es abeliano. Sea ρ : G −→ LG(n,C) una
representación matricial que genere a χ, consideremos G′ = ρ[G] ≤ LG(n,C) y
sea N ′ = ρ[N ]. Tenemos un epimorfismo G/N −→ G′/N ′, luego

|G′ : N ′|
∣∣ |G : N |.

El hecho de que χN = nψ se traduce en que las matrices de N ′ son de la forma
εIn, luego N ′ ≤ Z(G′). La inclusión G′ −→ LG(n,C) es una representación de
G′ de grado n, luego el teorema anterior nos da que n | |G′ : N ′|

∣∣ |G : N |.
7Con más detalle, al considerar a χ como carácter del i-ésimo factor, su representación aso-

ciada es la dada por Gm pi−→ G
ρ−→ Aut(V ), y el producto tensorial de estas representaciones

de Gm es el indicado.
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Subgrupos normales El teorema 11.20 nos permite reconocer el núcleo de
un carácter a partir de la tabla de caracteres de un grupo. Obviamente, los
núcleos de caracteres son subgrupos normales. Los demás subgrupos normales
de un grupo dado pueden calcularse a partir de la tabla de caracteres sin más
que tener en cuenta que son intersecciones de núcleos:

Teorema 11.65 Todo subgrupo normal de un grupo finito es la intersección de
los núcleos de los caracteres irreducibles que lo contienen.

Demostración: Es trivial: sea G un grupo y N un subgrupo normal.
Los caracteres irreducibles que contienen a N en su núcleo son los caracteres
irreducibles de G/N , luego todo se reduce a probar que la intersección de los
núcleos de todos los caracteres irreducibles de un grupo dado es trivial, pero
ello se debe a que dicha intersección es el núcleo de la representación regular,
que es fiel.

Recordemos que el subgrupo derivado de un grupo G es el menor subgrupo
G′ tal que el cociente G/G′ es abeliano.

Teorema 11.66 El subgrupo derivado de un grupo finito es la intersección de
los núcleos de los caracteres irreducibles de grado 1.

Demostración: Si un carácter irreducible χ : G −→ C cumple G′ ≤ N(χ),
entonces χ es un carácter irreducible de G/G′ y, como el cociente es abeliano, χ
tiene grado 1. Rećıprocamente, si χ tiene grado 1, entonces es un homomorfismo
χ : G −→ C∗, luego G/N(χ) es abeliano y, por consiguiente, G′ ≤ N(χ).

En particular, el número de caracteres de grado 1 de un grupo finito G es
igual al ı́ndice |G : G′|.

También podemos calcular el centro de un grupo a partir de su tabla de
caracteres. Para ello definimos el centro de un carácter χ : G −→ C como el
conjunto

Z(χ) = {σ ∈ G | |χ(σ)| = χ(1)}.

Teorema 11.67 Sea G un grupo finito.

a) Si χ es un carácter de G asociado a una representación ρ : G −→ Aut(V ),
entonces

Z(χ) = {σ ∈ G | ρ(σ) es una homotecia }.

b) Z(χ) es un subgrupo de G y Z(χ)/N(χ) es ćıclico.

c) Z(G) es la intersección de los centros de todos los caracteres irreducibles
de G.

d) Si χ es un carácter irreducible y fiel de G, entonces Z(G) = Z(χ).
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Demostración: a) Dado σ ∈ G, sabemos que, eligiendo una base en V ,
podemos suponer que la matriz asociada al automorfismo ρ(σ) es diagonal y
χ(σ) = ε1 + · · ·+ εn es la suma de dicha diagonal. Además, todos los εi tienen
módulo 1.

Tenemos que σ ∈ Z(χ) si y sólo si |ε1 + · · · + εn| = n, y es fácil ver que
esto ocurre śı y sólo si todos los εi son iguales, es decir, si y sólo si ρ(σ) es una
homotecia de razón ε.

b) Ahora es inmediato que Z(χ) es un subgrupo de G. Más aún, si llamamos
λ(σ) a la razón de la homotecia ρ(σ), tenemos que λ : Z(χ) −→ C∗ es un
homomorfismo de grupos cuyo núcleo es N(χ), Z(χ)/N(χ) es isomorfo a un
subgrupo finito de C∗, luego ha de ser ćıclico.

c) Si χ es irreducible, el teorema 11.31 implica que Z(G) ≤ Z(χ). Por otra
parte, como ρ[Z(χ)] está formado por homotecias, ρ[Z(χ)] ≤ Z(ρ[G]). Teniendo
en cuenta el isomorfismo natural ρ[G] ∼= G/N(χ), vemos que

Z(χ)/N(χ) ≤ Z(G/N(χ)).

Si σ pertenece a los centros de todos los caracteres irreducibles de G y τ ∈ G,
se cumple que στσ−1τ−1 ∈ N(χ), y esto vale para todo carácter irreducible χ,
luego στσ−1τ−1 = 1, lo que implica que σ ∈ Z(G).

d) Si χ es un carácter irreducible y fiel de G, en c) hemos probado que
Z(χ) ≤ Z(G), y también la inclusión opuesta, luego Z(G) = Z(χ).

En particular, vemos que una condición necesaria para que un grupo G pueda
tener un carácter irreducible y fiel es que Z(G) sea ćıclico. Hay ejemplos que
muestran que no es suficiente.





Caṕıtulo XII

Curvas de Tate

En este caṕıtulo presentaremos una técnica para estudiar las curvas eĺıpticas
con reducción multiplicativa sobre un cuerpo métrico discreto y completo. Se
trata de una representación anaĺıtica debida a Tate, análoga a la teoŕıa clásica
para curvas eĺıpticas complejas desarrollada en el caṕıtulo X de [CE].

Recordemos, que si R ⊂ C es un ret́ıculo complejo (es decir, el Z-módulo
generado por dos números complejos linealmente independientes sobre R), el
cociente T = C/R admite una estructura natural de superficie de Riemann.
Cada ret́ıculo R tiene asociada su función ℘ de Weierstrass, dada por

℘(z) =
1
z2

+
∑

ω∈R\{0}

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
,

que es una función meromorfa en C con polos en los puntos de R, los cuales
son, además, periodos de ℘, por lo que ésta induce una función meromorfa
℘ : T −→ C∞ con un único polo en 0. Por otra parte, para n ≥ 2, definimos

Gn =
∑

ω∈R\{0}

1
ωn

.

(La serie converge para n ≥ 2, y es nula cuando n es impar.) En estos términos
([CE 10.14]), la función ℘ satisface la ecuación diferencial

℘′2 = 4℘3 − 60G4℘− 140G6.

De aqúı se sigue ([CE 10.17]) que si llamamos ER/C a la curva eĺıptica
definida por la ecuación Y 2 = 4X3−g2X−g3 (donde g2 = 60G4 y g3 = 140G6),
la aplicación φ : T −→ ER(C) dada por

φ(P ) =
{

(℘(P ), ℘′(P )) si P �= 0,
O si P = 0,

(donde O es el punto infinito de ER) es un isomorfismo de grupos (y una trans-
formación conforme si consideramos en ER(C) la estructura natural de superficie
de Riemann).
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Por último, sucede que toda curva eĺıptica E/C es isomorfa a una curva
ER/C para un cierto ret́ıculo R.

En este caṕıtulo obtendremos resultados análogos cambiando C por un cuer-
po métrico discreto y completo K. Nos interesará especialmente el caso en que
K es un cuerpo local, es decir, una extensión finita del cuerpo Qp de los números
p-ádicos, para un primo p. Dedicamos la primera sección a recordar aspectos
más concretos del caso complejo y reformularlos ligeramente para que puedan
ser traducidos al caso local.

12.1 Curvas eĺıpticas complejas

A la hora de obtener resultados análogos para Qp de los hechos que acabamos
de recordar, el primer obstáculo con el que nos encontramos es que Qp no posee
subgrupos discretos no triviales. En efecto, si R ⊂ Qp es un subgrupo y x ∈ R
es no nulo, entonces pnx ∈ R y

ĺım
n

pnx = 0,

luego 0 es un punto de acumulación de R. Esto impide, por ejemplo, dotar
a Qp/R de una estructura topológica razonable. Para resolver este problema
vamos a ver que, en el caso complejo, podemos hacer las cosas de una forma
ligeramente distinta.

En primer lugar, recordamos que toda curva eĺıptica puede ser parametrizada
a partir de un ret́ıculo de la forma Rτ = Z+τZ, donde τ pertenece al semiplano

H = {τ ∈ C | Im τ > 0}.

Ello se debe a que, si Eτ/C es la curva eĺıptica asociada a Rτ y llamamos
j(τ) a su invariante, la función j : H −→ C (la función modular de Klein) es
suprayectiva ([CE 12.3]).

La aplicación u = e2πiz induce un isomorfismo de grupos C/Z ∼= C∗ que
hace corresponder τ con q = e2πiτ . Por consiguiente, este isomorfismo induce a
su vez un isomorfismo C/Rτ

∼= C∗/qZ, donde, obviamente, estamos llamando

qZ = {qn | n ∈ Z},

que es un subgrupo discreto de C∗. Notemos que la condición Im τ > 0 equivale a
|q| < 1. Aśı pues, resulta que toda curva eĺıptica compleja puede parametrizarse
desde C∗ módulo el subgrupo discreto qZ, y sucede que todo q ∈ Q∗

p con |q| < 1
determina también un subgrupo discreto qZ ⊂ Q∗

p, por lo que será expresando
en estos términos los resultados del caso complejo como podremos traducirlos
al caso local. De ello nos ocuparemos en la sección siguiente. Aqúı vamos a
describir las parametrizaciones en términos de C∗/qZ.

Para cada τ ∈ H, llamamos ℘(z; τ), a la función de Weierstrass asociada
al ret́ıculo Rτ , e, igualmente, llamamos Gn(τ) a la constante correspondiente
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(que ahora pasa a ser una función de τ). El resultado fundamental es que
las funciones Gn(τ) resultan ser holomorfas. El teorema [CE 10.30] nos da su
desarrollo en serie de Fourier, que, en términos de q = e2πiτ , resulta ser un
desarrollo en serie de potencias:

G2k(τ) = 2ζ(2k) + 2
(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

σ2k−1(n)qn,

donde ζ es la función dseta de Riemann y σk es la función aritmética

σk(n) =
∑
d|n

dk.

En la prueba del teorema [CE 10.30] está impĺıcita la convergencia en el
disco unitario |q| < 1 de la serie de potencias

sk(q) =
∞∑
n=1

σk(n)qn

cuando k es impar, pero, como σk(n) < σk+1(n), todas las series sk son conver-
gentes. Observemos que

sk(q) =
∞∑
n=1

∑
d|n

dkqn =
∞∑
d=1

dk
∞∑
m=1

qmd =
∞∑
d=1

dkqd

1− qd
=

∞∑
n=1

nkqn

1− qn
.

Para que la reagrupación de los sumandos sea válida, hay que probar que la
serie definida por dkqn es absolutamente convergente, es decir, que converge
(con una cierta ordenación) cuando q es un número real 0 < q < 1. Ahora bien,
teniendo en cuenta que

ĺım
n

σk(n)qn = 0,

es fácil probar que la serie converge a sk(q) cuando se ordenan sus términos
empezando por todos los que tienen n = 1, seguidos de los que tienen n = 2,
etc. (Dado ε > 0, tomamos n suficientemente grande como para que las sumas
parciales de sk(q) disten de la suma total menos de ε/2 y además σk(n)qn < ε/2.)

En particular, evaluando la función dseta, obtenemos que

g2(τ) = 60G4(τ) =
(2πi)4

12
(1 + 240s3(q)),

g3(τ) = 140G6(τ) =
(2πi)6

216
(−1 + 504s5(q)).

Por otra parte, antes del teorema [CE 10.33] obtuvimos la expresión

1
(2πi)2

℘(z; τ) =
1
12

+
u

(1− u)2
+

∞∑
m=1

∞∑
n=1

nqnm(un + u−n − 2),
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donde aqúı hemos llamado u = e2πiz. La expresión es válida si 0 < Im z < Im τ ,
lo cual equivale a 0 < |q| < |u| < 1. Observemos ahora que, para |x| < 1,
tenemos que

x

(1− x)2
= x

d

dx

(
1

1− x

)
=

∞∑
n=1

nxn.

Aplicando dos veces esta identidad resulta que

1
(2πi)2

℘(z; τ) =
1
12

+
∞∑
m=0

qmu

(1− qmu)2
+

∞∑
m=1

qmu−1

(1− qmu−1)2
− 2

∞∑
n=1

nqn

1− qn
.

De aqúı llegamos a su vez a la identidad

1
(2πi)2

℘(z; τ) =
1
12

+
∑
n∈Z

qnu

(1− qnu)2
− 2s1(q).

En principio, hemos probado esto para |q| < |u| < 1. Ahora demostramos
que la identidad es cierta en todo C∗ \ qZ:

Teorema 12.1 Sea τ ∈ C tal que Im τ > 0, sea R = Z + τZ y q = e2πiτ .
Entonces, la serie

F (u) =
∑
n∈Z

qnu

(1− qnu)2

converge absoluta y uniformemente en los compactos de C∗ \ qZ a una función
meromorfa en C∗ tal que, para todo z ∈ C \R y llamando u = e2πiz, se cumple

1
(2πi)2

℘(z; τ) =
1
12

+
∑
n∈Z

qnu

(1− qnu)2
− 2s1(q).

Demostración: Basta probar la convergencia, pues ya hemos probado que
la identidad es válida en un abierto de C \ R, luego lo será en todo C \ R por
el principio de prolongación anaĺıtica. Notemos que los denominadores sólo se
anulan en puntos de qZ, luego todos los sumandos son funciones holomorfas en
C∗ \ qZ. Si probamos que la convergencia es uniforme en compactos, la suma
será también holomorfa. Para cada n > 0, tenemos que∣∣∣∣ q−nu

(1− q−nu)2

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ qnu

(1− qnu)2

∣∣∣∣ =
|u||q|n
|qn − u|2 +

|u||q|n
|1− qnu|2 .

Puesto que |q| < 1, es claro que existen c > 0 y n0 ∈ N independientes de q
y tales que el miembro derecho está acotado por c |q|n para todo u ∈ C y todo
n ≥ n0. El criterio de mayoración de Weierstrass implica que la serie converge
absoluta y uniformemente en C.

Derivando respecto de z en la identidad del teorema anterior (y teniendo en
cuenta que u′ = 2πiu), concluimos que

1
(2πi)3

℘′(z; τ) =
∑
n∈Z

qnu(1 + qnu)
(1− qnu)3

.
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Notemos que la serie del miembro derecho (como función de u) es u por
la derivada de la serie del teorema anterior, luego también define una función
meromorfa en C∗ con polos (a lo sumo) en qZ.

Las funciones ℘ y ℘′ satisfacen la ecuación de Eτ :

Y 2 = 4X3 − g2X − g3.

Se trata de una ecuación de Weierstrass clásica, pero no lo que nosotros
hemos definido como ecuación de Weierstrass. Vamos a transformarla en una
ecuación de Weierstrass mediante un cambio de variables que, además, elimine
los factores 2πi de las fórmulas que hemos encontrado para ℘, ℘′, g2 y g3, aśı
como los denominadores 12 y 216 que nos han aparecido. El cambio oportuno
es:

1
(2πi)2

X = X ′ +
1
12

,

1
(2πi)3

Y = 2Y ′ + X ′.

Es fácil ver que este cambio transforma la ecuación en

Y 2 + XY = X3 + a4X + a6,

donde
a4(τ) = −1

4
1

(2πi)4
g2(τ) +

1
48

= −5s3(q),

a6(τ) = −1
4

1
(2πi)6

g3(τ)− 1
48

1
(2πi)4

g2(τ) +
1

1728
= −5s3(q) + 7s5(q)

12
.

Llamaremos Eq/C a la curva eĺıptica definida por la ecuación de Weierstrass
anterior. El cambio de variables induce un isomorfismo Eτ

∼= Eq.

Por otra parte, aplicando el cambio de variables a las funciones ℘ y ℘′

concluimos que la ecuación de Eq es satisfecha por las funciones

X(u, q) =
1

(2πi)2
℘(u, q)− 1

12
=

∑
n∈Z

qnu

(1− qnu)2
− 2s1(q),

Y (u, q) =
1
2

(
1

(2πi)3
℘′(u, q)−X(u, q)

)
=

∑
n∈Z

(qnu)2

(1− qnu)3
+ s1(q).

Con esto tenemos casi probado el teorema siguiente:

Teorema 12.2 Sea q ∈ C∗ tal que |q| < 1. Las series

X(u, q) =
∑
n∈Z

qnu

(1− qnu)2
− 2s1(q), Y (u, q) =

∑
n∈Z

(qnu)2

(1− qnu)3
+ s1(q)

definen funciones (de u) meromorfas en C∗ con polos en los puntos de qZ, y
satisfacen la ecuación de Weierstrass

Y 2 + XY = X3 + a4X + a6,
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donde

a4(q) = −5s3(q), a6(q) = −5s3(q) + 7s5(q)
12

.

Además, las funciones X e Y inducen funciones meromorfas en el toro com-
plejo C∗/qZ con un único polo en u = 1 y, si Eq/C es la curva eĺıptica definida
por la ecuación de Weierstrass, la aplicación φ : C∗/qZ −→ Eq(C) dada por

φ(u) =
{

(X(u, q), Y (u, q)) si u �= 1,
O si u = 1,

(donde O es el punto infinito de Eq) es un isomorfismo de grupos (y una trans-
formación conforme si consideramos en Eq(C) la estructura natural de superficie
de Riemann).

Demostración: Se trata de una mera reformulación del teorema [CE 10.17]
que hemos citado al principio del caṕıtulo. Podemos tomar un τ ∈ C tal que
Im τ > 0 y q = e2πiτ . Sea R = Z+ τZ.

La proyección canónica C∗ −→ C∗/qZ es localmente inyectiva, por lo que
induce una estructura de superficie de Riemann en C∗/qZ. Podemos considerar
a C∗/qZ como un toro complejo, pues el isomorfismo C/R ∼= C∗/qZ dado por
z �→ e2πiz es una transformación conforme. Lo que hemos probado es que, a
través de esta transformación, las funciones de Weierstrass ℘(z; τ) y ℘′(z; τ)
se corresponden con funciones meromorfas de C∗/qZ que, tras un cambio de
variables lineal, se convierten en X e Y . Aśı, las aplicaciones inducidas por ℘,
℘′ y X, Y , junto con el isomorfismo Eτ

∼= Eq dado por el cambio de variables,
dan lugar a un diagrama conmutativo

C/R ��

��

Eτ (C)

��
C∗/qZ �� Eq(C)

Más aún, puesto que sab́ıamos que toda curva eĺıptica E/C es isomorfa a
una de la forma Eτ/C, también podemos afirmar que toda curva eĺıptica es
isomorfa a una de la forma Eq/C, luego puede ser parametrizada desde C∗/qZ

a través de las funciones X, Y .

Vamos a relacionar el discriminante ∆(τ) y el invariante j(τ) de la ecuación
clásica

Y 2 = 4X3 − g2X − g3

con el discriminante ∆(q) y el invariante j(q) de la ecuación dada por el teorema
anterior. Recordemos que, por definición,

∆(τ) = g3
2(τ)− 27g2

3(τ), j =
1728 g3

2(τ)
g3
2(τ)− 27g2

3(τ)
.



12.2. La curva de Tate 399

En las ecuaciones con las que hemos calculado a4 y a6 a partir de g2 y g3

podemos despejar

g2 =
(2πi)4

12
(1− 48a4) =

(2πi)4

12
c4,

g3 =
(2πi)6

216
(72a4 − 864a6 − 1) =

(2πi)6

216
c6,

donde c4 y c6 son las constantes asociadas a la ecuación de Weierstrass de Eq.
Por consiguiente,

∆(τ) =
(2πi)12

123
(c34 − c26) = (2πi)12∆(q),

j(τ) =
(12)3g2(τ)3

∆(τ)
=

c34
∆(q)

= j(q).

Ahora, los teoremas [CE 10.31], [CE 12.17] y [CE 10.32] nos dan que

∆(q) =
∞∑
n=1

τ(n)qn = q
∞∏
n=1

(1− qn)24,

j(q) =
1
q

+
∞∑
n=0

c(n)qn,

donde los coeficientes τ(n) y c(n) son enteros.

Observemos que todas las series que hemos obtenido tienen coeficientes en-
teros salvo, en principio, la que define a

a6(q) = −5s3(q) + 7s5(q)
12

= −
∞∑
n=1

∑
d|n

5d3 + 7d5

12
qn.

Ahora bien, es fácil ver que 12 | (5d3 + 7d5). (Basta razonar que esta
expresión es divisible entre 3 y entre 4 tomando congruencias módulo 3 y 4,
respectivamente.) Por consiguiente, la serie de potencias que define a a6(q)
también tiene coeficientes enteros.

12.2 La curva de Tate

En esta sección K será un cuerpo métrico discreto y completo. Notemos que
la serie

sk(q) =
∞∑
n=1

σk(n)qn =
∞∑
n=1

nkqn

1− qn

converge cuando |q| < 1. En efecto, ambas series convergen porque sus respec-
tivos términos generales convergen a 0, y la igualdad entre ambas se demuestra
por el mismo argumento que en el caso complejo.
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Definición 12.3 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo. Para cada
q ∈ K∗ tal que |q| < 1, definimos la curva de Tate como la curva Eq/K definida
por la ecuación de Weierstrass

Y 2 + XY = X3 + a4(q)X + a6(q),

donde

a4(q) = −5s3(q), a6(q) = −5s3(q) + 7s5(q)
12

.

En principio, no descartamos que K pueda tener caracteŕıstica 2 o 3, pero,
al igual que en el caso complejo, la expresión que define a a6 puede reducirse
a una serie de potencias con coeficientes enteros (sin el denominador 12), y aśı
hay que entender la definición de a6(q). En particular, |a4(q)| ≤ 1, |a6(q)| ≤ 1,
es decir, la ecuación tiene coeficientes enteros.

Consideremos ahora las series formales de potencias que definen a a4(q) y
a6(q), a las que daremos el mismo nombre, pero ahora a4(q), a6(q) ∈ Z[[q]]. El
cuerpo de cocientes Q((q)) está formado por las series de la forma

s =
∞∑

n=m
anq

n, m ∈ Z, an ∈ Q,

y es un cuerpo valorado con la valoración dada por v(s) = m, donde m es el
menor entero tal que am �= 0.

El discriminante ∆(q) es un polinomio en a4(q), a6(q) con coeficientes ente-
ros, por lo que podemos verlo también como serie ∆(q) ∈ Z[[q]]. Veamos ahora
que la identidad

∆(q) =
∞∑
n=1

τ(n)qn,

que en principio tenemos probada como igualdad de funciones holomorfas en el
disco unitario complejo, es válida también como identidad en Z[[q]]. En efecto,
teniendo en cuenta que la suma y el producto de series formales convergentes
converge a la suma y el producto de las series de partida, tenemos que el miembro
izquierdo es una serie formal que converge a la función holomorfa ∆(q), y lo
mismo vale para el miembro derecho, pero si dos series formales convergen a la
misma función holomorfa, es que son iguales.

Más aún, también podemos considerar la identidad

∆(q) = q
∞∏
n=1

(1− qn)24

como una identidad en Z[[q]]. En primer lugar observamos que el producto es
convergente, pues, si llamamos Pn al producto parcial n-simo, como

(1 + qn)24 = 1 + qn + · · ·

resulta que v(Pn−Pn−1) ≥ n, y esto prueba que la sucesión {Pn}n es de Cauchy,
luego convergente. Se trata, pues, de una sucesión de series finitas que converge
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formalmente a una serie de potencias y también converge uniformemente en un
disco del plano complejo a la función holomorfa dada por la serie ∆(q). Esto
implica que la sucesión {P (i)

n /i!}n es, por una parte, finalmente constante igual
al coeficiente i-ésimo del ĺımite formal y, por otra, converge al coeficiente i-
ésimo de ∆(q) (porque si una sucesión de funciones holomorfas converge casi
uniformemente, la sucesión de sus derivadas converge a la derivada del ĺımite).
Aśı pues, el ĺımite formal coincide con la serie de potencias ∆(q).

Similarmente, podemos considerar la serie c4(q) ∈ Z[[q]], aśı como

j(q) =
c4(q)
∆(q)

∈ Q((q)),

que es una serie de Laurent que converge en el disco unitario (menos en 0) a la
función holomorfa j(q). Una vez más, la identidad

j(q) =
1
q

+
∞∑
n=0

c(n)qn

es válida en Q((q)), pues ambos miembros son series de Laurent que convergen
a la misma función meromorfa en el disco unitario, luego deben coincidir.

Con esto ya podemos probar:

Teorema 12.4 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y q ∈ K∗ tal que
|q| < 1. Entonces, la curva de Tate Eq/K es una curva eĺıptica con discrimi-
nante e invariante dados por

∆(q) =
∞∑
n=1

τ(n)qn = q
∞∏
n=1

(1− qn)24,

j(q) =
1
q

+
∞∑
n=0

c(n)qn,

donde los coeficientes τ(n) y c(n) son enteros, los mismos que los de las expre-
siones análogas en C.

Demostración: Hemos visto que las identidades son válidas en Q((q)) y,
al tener coeficientes enteros, todas las series convergen trivialmente en q, luego
tenemos las identidades correspondientes en K. En particular, el desarrollo de
∆(q) en producto infinito prueba que ∆(q) �= 0, pues, más concretamente, es
claro que |∆(q)| = |q|. Esto prueba que Eq es una curva eĺıptica.

Recordemos ahora que, según [GA 5.27] y [GA 5.28], el valor absoluto de K
se extiende de forma única a cada extensión finita de K, que resulta ser también
un cuerpo métrico discreto y completo. Por consiguiente, el valor absoluto de
K se extiende también de forma única a la clausura algebraica K̄ de K, que es
también un cuerpo métrico, aunque puede verse que no es discreto ni completo.

Teniendo esto en cuenta, vamos a probar que las series

X(u, q) =
∑
n∈Z

qnu

(1− qnu)2
− 2s1(q), Y (u, q) =

∑
n∈Z

(qnu)2

(1− qnu)3
+ s1(q)

convergen en todo punto u ∈ K̄ \ qZ, donde K̄ es la clausura algebraica de K.
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La condición u ∈ K̄ \ qZ es la necesaria para que todos los sumandos estén
definidos, y es claro que el término general tiende a 0. Esto prueba que las series
convergen en K(u) (porque es completo), luego convergen al mismo ĺımite en
K̄. (No pod́ıamos razonar directamente con K̄ porque no es completo.)

Observemos ahora que las series satisfacen las ecuaciones funcionales

X(u, q) = X(qu, q) = X(u−1, q),

Y (u, q) = Y (qu, q), Y (u−1, q) = −Y (u, q)−X(u, q).

En efecto, la primera ecuación para X es inmediata, para la segunda, multi-
plicamos el numerador y el denominador del término general (con u−1 en lugar
de u) por q−2nu2 y obtenemos una reordenación de la serie evaluada en u. La
primera ecuación para Y también es inmediata y, para la segunda, multiplica-
mos el numerador y el denominador del término general de Y por (q−nu)3 y
comparamos con la suma de ambas series.

En particular, vemos que X(qnu, q) = X(u, q), Y (qnu, q) = Y (u, q) para
todo n ∈ Z. En efecto, para exponentes negativos tenemos, por ejemplo, que

X(q−nu, q) = X(qnu−1, q) = X(u−1, q) = X(u, q),

y con Y se razona análogamente. En otras palabras, X e Y son funciones
periódicas, que inducen funciones sobre el cociente K̄∗/qZ definidas salvo en 1.

Veamos ahora que X e Y cumplen la ecuación de Tate, es decir:

Y (u, q)2 + X(u, q)Y (u, q) = X(u, q)3 + a4(q)X(u, q) + a6(q).

Para ello contamos con que esta ecuación se cumple siempre que q es un
número complejo de módulo 0 < |q| < 1 y u ∈ C \ qZ. En particular, fijado
u ∈ C∗ \ {1}, tenemos que la ecuación se cumple para |q| < r = mı́n{|u|, |u|−1}.

Observemos en primer lugar que, si n > 0, cada término

tn(T, q) =
qnT

(1− qnT )2

puede verse como un elemento del anillo Z[T ][[q]], pues el denominador es una
unidad de este anillo (porque su término independiente es una unidad en Z[T ].
Para ı́ndices negativos tenemos que

t−n(T, q) =
q−nT

(1− q−nT )2
=

qnT

(qn − T )2
,

y podemos considerarlo como una serie en Z[T ]T [[q]], donde hemos localizado
respecto de T para que el término independiente del denominador sea una uni-
dad de Z[T ]T . Mas aún, en ambos casos tenemos que v(tn(T, q)) = |n|, luego
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la serie definida por estos términos converge en Z[T ]T [[q]]. Por consiguiente,
podemos definir

X(T, q) =
∑
n∈Z

qnT

(1− qnT )2
− 2s1(q) =

T

(1− T )2
+

∞∑
n=1

Pn(T )qn ∈ Q(T )[[q]],

donde Pn(T ) ∈ Z[T ]T . En general, los coeficientes de X(T, q) son funciones
racionales de Q(T ) cuyos denominadores son divisibles a lo sumo entre T y
T − 1.

Fijemos ahora un u ∈ C∗ \ {1}. Es claro que la serie formada por las series
formales tn(u, q) ∈ C[[q]] (más el término −2s1(q)) converge formalmente a la
serie X(u, q) ∈ C[[q]] que resulta de sustituir T por u en cada coeficiente de
X(T, u).

Por otra parte, podemos ver los términos tn(u, q) como funciones holomorfas
en el disco D(0, r), y la serie que definen converge absoluta y casi uniformemente
en dicho disco, pues, si |q| ≤ r′ < r, podemos acotar |tn(q)| ≤ c|q||n| ≤ cr|n|,
donde la constante c no depende de q, y basta aplicar el criterio de mayoración
de Weierstrass.

Aśı pues, podemos ver a X(u, q) como una función holomorfa en D(0, r)
que es ĺımite casi uniforme de una serie de funciones holomorfas cuyas series de
Taylor convergen formalmente en C[[q]]. Esto implica que X(u, q) ∈ C[[q]] es la
serie de Taylor de la función holomorfa X(u, q).

Similarmente razonamos que podemos considerar

Y (T, q) =
∑
n∈Z

(qnT )2

(1− qnT )3
+ s1(q) =

T 2

(1− T )3
+

∞∑
n=1

Qn(T )qn ∈ Q(T )[[q]],

con Q(T ) ∈ Z[T ]T de modo que la serie Y (u, q) converge en D(0, r).

A su vez, esto nos permite considerar la ecuación de Weierstrass como una
igualdad en C[[q]]. Llevando todos sus términos a un mismo miembro, es una
ecuación de la forma S(u, q) = 0, para cierta serie S(u, q) ∈ C[[q]] que resulta de
sustituir T por u en una serie S(T, q) ∈ Q(T )[[q]] cuyos coeficientes son funciones
racionales en Q(T ) cuyos denominadores son divisibles a lo sumo entre T y T−1.

Ahora bien, sabemos que S(u, q) = 0 para todo q ∈ D(0, r), lo que implica
que la serie de potencias S(u, q) es idénticamente nula para todo u, es decir,
que los coeficientes de S(T, q) son funciones racionales de C(T ) que se anulan
en todo u ∈ C∗ \ {1}, luego son idénticamente nulos. Aśı pues, S(T, q) = 0 o, lo
que es lo mismo, la ecuación de Weierstrass se cumple en Q(T )[[q]].

Por último, tomamos q ∈ K y u ∈ K̄ \ qZ. Claramente1 S(u, q) = 0, y esto
equivale a que X(u, q) e Y (u, q) satisfacen la ecuación de Weierstrass.

1Si K tiene caracteŕıstica prima p, observamos primero que el hecho de que S(T, q) sea
idénticamente nula en Q(T )[[q]] implica que también lo es en k(T )[[q]], donde k = Z/pZ,
teniendo en cuenta que todos los coeficientes de S(T, q) son funciones de Q(T ) con coeficientes
enteros y denominadores de la forma T i(T − 1)j .
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Definición 12.5 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y q ∈ K∗ tal
que |q| < 1. La aplicación de Tate es la aplicación φ : K̄∗ −→ Eq(K̄) dada por

φ(u) =
{

(X(u, q), Y (u, q)) si u /∈ qZ,
O si u ∈ qZ,

donde O es el punto infinito de Eq/K.

El paso siguiente es demostrar que φ es un homomorfismo de grupos. Para
ello tomamos u1, u2 ∈ K̄∗ y llamamos u3 = u1u2, Pi = φ(ui), con lo que hemos
de probar que P3 = P1 + P2.

Esto es evidente si u1 ∈ qZ, pues entonces P1 = O y P3 = P2 = O + P2, y lo
mismo sucede si u2 ∈ qZ. Aśı pues, podemos suponer que u1, u2 /∈ qZ.

Supongamos ahora que u3 ∈ qZ, con lo que hemos de probar que P1+P2 = O.
Tenemos que u2 = u−1

1 qm, luego

X(u2, q) = X(u1, q), Y (u2, q) = −Y (u1, q)−X(u1, q).

Según [CE 2.21], ésta es precisamente la relación que ha de darse entre las
coordenadas de dos puntos P1 y P2 para que sea P2 = −P1.

A partir de aqúı suponemos que u1, u2, u3 /∈ qZ, con lo que los tres puntos Pi
son finitos, digamos Pi = (xi, yi). (En otras palabras, llamamos xi = X(ui, q),
yi = Y (ui, q).) Supongamos además que x1 �= x2. Entonces, según [CE 2.21],
la relación P3 = P1 + P2 equivale a

(x2 − x1)2x3 = (y2 − y1)2 + (y2 − y1)(x2 − x1)− (x1 + x2)(x2 − x1)2,

(x2 − x1)y3 = −(y2 − y1 + x2 − x1)x3 − (y1x2 − y2x1).

Si (tras pasar todos los términos al mismo miembro) sustituimos en estas
ecuaciones

x1 = X(T1, q), x2 = X(T2, q), x3 = X(T1T2, q),

y1 = Y (T1, q), y2 = Y (T2, q), y3 = Y (T1T2, q),

obtenemos dos series E1(T1, T2, q), E2(T1, T2, q) ∈ Q(T1, T2)[[q]] cuyos coefi-
cientes son funciones racionales de Q(T1, T2) con coeficientes enteros y cuyos
denominadores contienen a lo sumo los factores T1, T2, T1− 1, T2− 1, T1T2− 1.
Basta probar que ambas series son idénticamente nulas. Para ello observamos
que, si fijamos u1, u2 ∈ C∗ \{1} tales que u3 = u1u2 �= 1, las series de potencias
X(ui, q), Y (ui, q) convergen cuando q vaŕıa en un disco D(0, r), para cierto r
suficientemente pequeño y las sumas satisfacen las dos ecuaciones precedentes,
luego las series Ei(u1, u2, q) ∈ C[[q]] son idénticamente nulas. Como esto vale
para (casi) todos los números complejos u1 y u2, esto implica que las series
Ei(T1, T2, q) son idénticamente nulas.

Nos falta considerar el caso en que x1 = x2. Observemos que una curva
eĺıptica contiene a lo sumo dos puntos con la misma coordenada x y, cuando
hay dos, uno es el opuesto del otro. Aśı pues, nos falta probar que se cumple
φ(u1u2) = φ(u1) + φ(u2) cuando φ(u1) = ±φ(u2). Terminaremos la prueba
gracias al siguiente hecho elemental:
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Teorema 12.6 Sea φ : G −→ H una aplicación de un grupo (multiplicativo)
G en un grupo (aditivo) H tal que φ(u1u2) = φ(u1) + φ(u2) siempre que u1,
u2 ∈ G cumplen φ(u1) �= ±φ(u2). Si φ toma infinitos valores, entonces es un
homomorfismo.

Demostración: Dados u1, u2 ∈ G, podemos tomar u ∈ G tal que φ(u) sea
distinto de

±φ(u1), −φ(u1)± φ(u2), ±φ(u1u2).

Entonces φ(uu1) = φ(u) + φ(u1) �= ±φ(u2), luego

φ(u) + φ(u1) + φ(u2) = φ(uu1) + φ(u2) = φ(uu1u2) = φ(u) + φ(u1u2),

luego φ(u1) + φ(u2) = φ(u1u2).

Para aplicar este teorema, sólo hemos de probar que la aplicación de Tate
toma infinitos valores en Eq(K̄). Ahora bien, la expresión

X(T, q) =
T

(1− T )2
+

∞∑
n=1

Pn(T )qn

muestra que si t ∈ K cumple |t| < 1, entonces |Pn(1 + t)| ≤ 1 (pues el denomi-
nador de Pn es de la forma T i), luego

X(1 + t, q) =
1 + t

t2
+ · · ·

donde los puntos suspensivos representan un entero, luego |X(1 + t, q)| = |t|−2,
luego los puntos φ(1 + tn), para n = 1, 2, . . . son distintos dos a dos.

El teorema siguiente recoge los hechos básicos sobre la aplicación de Tate:

Teorema 12.7 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y q ∈ K∗ tal
que |q| < 1. Entonces, la aplicación de Tate induce un isomorfismo de grupos
φ : K̄∗/qZ −→ Eq(K̄) compatible con la acción del grupo de Galois G(K̄/K), es
decir, que para todo σ ∈ G(K̄/K) y todo u ∈ K̄, se cumple que φ(uσ) = φ(u)σ.

Demostración: Acabamos de probar que φ es un homomorfismo de grupos
y, por la propia definición, es inmediato que su núcleo es qZ, luego induce un
monomorfismo en K̄∗/qZ. La suprayectividad no es fácil de probar, de modo
que dedicaremos toda la sección siguiente a demostrarla.

La última propiedad se debe a que los automorfismos conservan el valor
absoluto,2 luego son continuos y “atraviesan” las series infinitas.

2Esto es debido a la unicidad de la extensión, ya que, dado σ ∈ G(K̄/K), podŕıamos definir
|x|∗ = |σ(x)| y tendŕıamos otro valor absoluto en K̄ que extendeŕıa al de K, luego ha de ser
|σ(x)| = |x|.
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12.3 La suprayectividad de la aplicación de Tate

Tal y como hemos indicado en la prueba del teorema 12.7, dedicamos esta
sección a terminarla, demostrando que la aplicación de Tate es suprayectiva. En
realidad vamos a probar algo ligeramente más fuerte: si L/K es una extensión
finita y P ∈ Eq(L), entonces existe un u ∈ L∗ tal que φ(u) = P . (Notemos
que todo P ∈ Eq(K̄) está en Eq(L), para cierta extensión finita L/K. Lo
que probamos es más fuerte porque demostramos que P tiene una antiimagen
precisamente en L∗ y no sólo en K̄∗.)

Notemos que la curva Eq y la aplicación de Tate φ no se alteran si cambiamos
K por L, por lo que no perdemos generalidad si suponemos que L = K, con
lo cual, lo que hemos de probar es que la aplicación φ : K∗ −→ Eq(K) es
suprayectiva.

En realidad probaremos todav́ıa más que esto: llamemos

D = {u ∈ K | |u| ≤ 1}

al anillo de enteros de K, sea m = (π) su ideal maximal, sea k = D/m el cuerpo
de restos y sea v la valoración en K asociada a π. Llamamos

D∗ = {u ∈ D | |u| = 1}

al grupo de las unidades de D y consideramos su subgrupo

D∗
1 = {u ∈ D | u ≡ 1 (mód m)}.

Observemos que el homomorfismo natural D∗ −→ K∗/qZ es inyectivo, luego
podemos considerar D∗

1 ⊂ D∗ ⊂ K∗/qZ. Vamos a probar que la aplicación de
Tate induce un isomorfismo φ : K∗/qZ −→ Eq(K) que hace corresponder estos
subgrupos con los subgrupos Eq,1(K) ⊂ Eq,0(K) ⊂ Eq(K), respectivamente.

Para empezar notamos que la serie que define sk(q) muestra que q | sk(q),
luego también q | a4(q), a6(q). A su vez, esto implica que

v(c4(q)) = v(1− 48a4(q)) = 0,

y el teorema [CE 6.4] nos permite concluir que la ecuación de Tate es minimal.
Por consiguiente, los grupos Eq,1(K) y Eq,0(K) pueden calcularse reduciendo
módulo m la propia ecuación de Tate. La reducción es la curva sobre k dada
por la ecuación

Y 2 + XY = X3.

Según el teorema 8.24, vemos que tiene un nodo, que es racional, pues en la
prueba se ve que esto depende del polinomio T 2+a1T−a2 = T 2+T = T (T +1),
que tiene sus ráıces en k. En otras palabras, las curvas de Tate tienen siempre
reducción multiplicativa racional.

El punto singular de la reducción es el punto de coordenadas (0, 0), y los
puntos de Eq(K) que se reducen a (0, 0) son los que pueden expresarse en la
forma [πu, πv, ε], con u, v ∈ D, ε ∈ D∗. Equivalentemente, son los puntos (x, y)
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con v(x), v(y) ≥ 1, luego Eq,0(K) está formado por O y por los puntos (x, y)
tales que v(x) ≤ 0 o v(y) ≤ 0.

Similarmente, los puntos finitos que se reducen a [0, 1, 0] son los de la forma
[πu, ε, πv], con u, v ∈ D, ε ∈ D∗. Aśı pues, Eq,1(K) está formado por O y los
puntos finitos (x, y) tales que v(y) < 0.

Las series de Laurent que hemos encontrado para X(u, q) e Y (u, q) muestran
que

X(u, q) ∈ u

(1− u)2
+ m, Y (u, q) ∈ u2

(1− u)3
+ m,

de donde se sigue inmediatamente que φ[D∗] ⊂ Eq,0(K) y que φ[D∗
1 ] ⊂ Eq,1(K).

El teorema [CE 6.16] afirma que la aplicación Eq,1(K) −→ m dada por

(x, y) �→ −x

y
, O �→ 0

es biyectiva. (El teorema afirma que, de hecho, es un isomorfismo de grupos
cuando en m consideramos la estructura de grupo inducida por el grupo formal
de Eq, pero no necesitamos esto.) Por otra parte, tenemos una biyección obvia
m −→ D∗

1 dada por t �→ 1 + t. Consideramos la composición

m −→ D∗
1

φ−→ Eq,1(K) −→ m,

que es la aplicación dada por

t �→ −X(1 + t, q)
Y (1 + t, q)

, 0 �→ 0.

Como hemos compuesto φ con dos aplicaciones biyectivas, si la composición
es suprayectiva, φ también lo será.

Si en el desarrollo en serie de Laurent

X(T, q) =
T

(1− T )2
+

∞∑
n=1

Pn(T )qn

cambiamos T por 1 + T obtenemos

X(1 + T, q) =
1 + T

T 2
+

∞∑
n=1

Pn(1 + T )qn,

donde Pn(1 + T ) es una función racional cuyo denominador es de la forma
(1 + T )i. Como 1 + T es una unidad en Z[[T ]], podemos desarrollar

Pn(1 + T ) =
∞∑
m=0

cmnT
m,

con cmn en Z (o en el cuerpo primo de K), y aśı, como serie formal en K[[T ]],

X(1 + T ) =
1 + T

T 2
+

∞∑
n=1

∞∑
m=0

cmnT
mqn =

1 + T

T 2
+

∞∑
m=0

∞∑
n=1

cmnq
nTm

= T−2(1 + T + T 2
∞∑
m=0

αm+2T
m) = T−2(1 +

∞∑
m=1

αmTm),

con αm ∈ D. Esta serie converge para todo t ∈ m.
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Similarmente obtenemos una serie de Laurent

Y (1 + T ) = −T−3(1 +
∞∑
m=1

βmTm),

para ciertos βm ∈ D. La serie entre paréntesis tiene inversa en D[[T ]], la cual
tendrá término independiente igual a 1. Por lo tanto,

−X(1 + T, q)
Y (1 + T, q)

= T (1 +
∞∑
m=1

γmTm),

para ciertos γm ∈ D. Todo se reduce a probar que la aplicación m −→ m dada
por

t �→ t(1 +
∞∑
m=1

γmtm)

es suprayectiva, y esto es consecuencia inmediata del teorema [CE 5.6], donde
se construye una serie G(T ) = T (1 + · · · ) inversa de la serie dada.

Con esto tenemos probado que φ : D∗
1 −→ Eq,1(K) es biyectiva. Estudiamos

ahora el homomorfismo

φ̄ : D∗/D∗
1 −→ Eq,0(K)/Eq,1(K)

inducido por φ. Puesto que D∗ = D \ m, es claro que D∗/D∗
1
∼= k∗ y, por

[CE 6.8], tenemos un isomorfismo

Eq,0(K)/Eq,1(K) ∼= Ẽq(k),

donde Ẽq(k) es el grupo de puntos racionales regulares de la reducción de Eq

módulo m. Nuevamente, si probamos que la composición

k∗ −→ D∗/D∗
1

φ̄−→ Eq,0(K)/Eq,1(K) −→ Ẽq(k)

es suprayectiva, tendremos que φ̄ también lo será.

Ahora bien, es fácil ver que dicha composición es

a �→
(

a

(1− a)2
,

a2

(1− a)3

)
, 1 �→ O.

En efecto, todo a ∈ k∗ \ {1} es de la forma a = [u], para cierto u ∈ D tal
que 1 − u ∈ D∗. Al aplicar φ obtenemos (X(u, q), Y (u, q)). Por último hemos
de calcular la reducción de este punto módulo m, y antes hemos visto que, este
par es congruente módulo m con(

u

(1− u)2
,

u2

(1− u)3

)
,

luego la aplicación tiene la forma indicada. Ahora es fácil ver que es suprayec-
tiva, pues una antiimagen para un punto (x, y) es a = y2/x3. En efecto, tenemos
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que (x, y) cumple la ecuación y2 + xy = x3, luego no puede ser x = 0 (ya que
entonces (x, y) seŕıa el punto singular (0, 0)). Usando la ecuación se comprueba
sin dificultad que la imagen de a es ciertamente (x, y).

Ahora consideramos el diagrama conmutativo siguiente, con filas exactas:

1 �� D∗
1

��

��

D∗ ��

φ

��

k∗ ��

��

1

0 �� Eq,1(K) �� Eq,0(K) �� Ẽq,r(k) �� 0

Hemos probado que las dos flechas verticales de los extremos son isomorfis-
mos, luego φ también lo es. Esto implica a su vez que el homomorfismo inducido
por φ entre los cocientes

φ̃ : K∗/D∗qZ −→ Eq(K)/Eq,0(K)

es inyectivo. Si probamos que es suprayectivo, un diagrama conmutativo análogo
nos dará que el homomorfismo φ : K∗/qZ −→ Eq(K) es biyectivo.

Ahora bien, si v(q) = m, es claro que el homomorfismo

K∗/D∗qZ −→ Z/mZ

inducido por u �→ v(u) es un isomorfismo. Aśı pues, como φ̃ es inyectiva y
su dominio tiene m elementos, para que sea suprayectiva basta probar que
|Eq(K)/Eq,0(K)| ≤ m.

Para ello aplicamos el teorema 10.42, que nos acota este ı́ndice por |ΦEq (k)|,
es decir, por el número de componentes irreducibles con puntos racionales del
modelo de Néron de Eq. Ahora bien, sabemos que Eq tiene reducción multipli-
cativa racional, luego la fibra cerrada de su modelo regular minimal es de tipo In
donde, según el algoritmo de Tate, n = v(∆) y, entonces |ΦEq

(k)| = n.
Ahora tenemos en cuenta que el desarrollo de ∆(q) en producto infinito del

teorema 12.4 implica que n = v(∆) = v(q) = n, y esto termina la prueba.

El teorema siguiente recoge los hechos adicionales que hemos probado, más
allá de lo enunciado en el teorema 12.7:

Teorema 12.8 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, sea D su anillo
de enteros, sea D∗ su grupo de unidades, sea m su ideal maximal, sea k su
cuerpo de restos y sea

D∗
1 = {u ∈ D∗ | u ≡ 1 (mód m)}.

Entonces, para cada q ∈ K∗ tal que |q| < 1, la curva de Tate Eq/K tiene
reducción multiplicativa racional, y la aplicación de Tate determina un isomor-
fismo

φ : K∗/qZ −→ Eq(K)

que hace corresponder los subgrupos D∗
1 ⊂ D∗ ⊂ K∗/qZ con los subgrupos

Eq,1(K) ⊂ Eq,0(K) ⊂ Eq(K). Por consiguiente, si n = v(q),

Eq(K)/Eq,0(K) ∼= Z/nZ, Eq,0(K)/Eq,1(K) ∼= k∗.
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12.4 Curvas con reducción multiplicativa

En la sección primera hemos visto que toda curva eĺıptica E/C es isomorfa
a una curva Eτ/C asociada a un ret́ıculo complejo, de modo que puede ser
parametrizada (con las funciones de Weierstrass) desde un toro complejo. Si
sustituimos C por un cuerpo métrico discreto y completo K, el resultado análogo
es falso, es decir, no toda curva eĺıptica E/K es isomorfa (ni siquiera sobre K̄)
a una curva de Tate Eq. Por ejemplo, una condición necesaria es que E/K
tenga reducción multiplicativa racional. En esta sección demostraremos que la
condición también es suficiente

Empecemos observando que el desarrollo en serie del invariante de Eq mues-
tra que

|j(q)| = 1
|q| > 1.

Ahora demostramos que j(q) toma todos los valores posibles que satisfacen
esta condición necesaria:

Teorema 12.9 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, sea α ∈ K̄ tal
que |α| > 1. Entonces existe un único q ∈ K(α) tal que j(q) = α.

Demostración: La idea es aplicar el teorema [CE 5.6], pero no podemos
aplicarlo directamente a la serie de j(q). Ésta es de la forma

j(q) =
1
q
(1 + c(0)q + c(1)q2 + · · · ),

donde los coeficientes son enteros. La serie entre paréntesis tiene inversa en
Z[[q]], luego

f(q) =
1

j(q)
= q + c2q

2 + · · · ,

donde los coeficientes ci son también enteros. A esta serie śı que podemos
aplicarle el teorema [CE 5.6], que nos da otra serie g(q) = q + d2q

2 + · · · tal que
f(g(q)) = q. Como |1/α| < 1, podemos calcular q = g(1/α) ∈ K(α) (es decir,
que la serie converge en 1/α). Además, |q| = |1/α| < 1 y

1
j(q)

= f(q) = f(g(1/α)) =
1
α
,

luego j(q) = α.
Para probar la unicidad, supongamos que j(q) = j(q′), con |q| < 1, |q′| < 1.

Entonces f(q) = f(q′), luego

0 = f(q)− f(q′) = q − q′ + c2(q2 − q′2) + · · · ,

y es claro que podemos sacar factor común q − q′, de modo que

0 = |f(q)− f(q′)| = |q − q′||1 + c2(q + q′) + · · · | = |q − q′|,

luego q = q′.
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Observemos que una curva eĺıptica E/K tiene mala reducción si y sólo si su
discriminante minimal cumple |∆| < 1 y, por 8.24, la reducción será multipli-
cativa si y sólo si |c4| = 1. Esto implica que |j(E)| = |c34/∆| > 1. Aśı pues,
toda curva eĺıptica E/K con reducción multiplicativa es isomorfa sobre K̄ a una
curva de Tate. Vamos a investigar bajo qué condiciones podemos asegurar que
el isomorfismo está definido sobre K. El teorema siguiente nos ayudará en casi
todos los casos:

Teorema 12.10 Sea E/K una curva eĺıptica definida sobre un cuerpo de ca-
racteŕıstica distinta de 2 o 3 y supongamos que j(E) �= 0, 1728. Definimos

γ(E/K) = −c4/c6 ∈ K∗/K∗2.

Entonces γ(E/K) es independiente de la ecuación de Weierstrass de E/K con
la que se calcula y, si E′/K es otra curva eĺıptica que cumpla j(E′) �= 0, 1728,
se cumple que E/K ∼= E′/K si y sólo si j(E) = j(E′) y γ(E/K) = γ(E′/K).

Demostración: En caracteŕıstica distinta de 2 o 3 se cumple la relación
∆ = (c34 − c26)/1728, luego

j(E) =
c34
∆

=
1728c34
c34 − c26

,

aśı, las condiciones j(E) �= 0, 1728 equivalen a que (para cualquier ecuación de
Weierstrass) c4 �= 0 �= c6, condiciones necesarias para la definición de γ(E/K).

Si consideramos dos ecuaciones de Weierstrass, los nuevos c4 y c6 están
relacionados con los iniciales según las fórmulas u4c′4 = c4, u6c′6 = c6, para
cierto u ∈ K∗. Por lo tanto,

c′4
c′6

= u2 c4
c6
≡ c4

c6
(mód K∗2).

Esto prueba que γ(E/K) está bien definido. Es obvio que si E/K ∼= E′/K,
entonces j(E) = j(E′) y γ(E/K) = γ(E′/K). Para probar el rećıproco, en
virtud del teorema [CE 2.7], la hipótesis sobre la caracteŕıstica de K nos permite
considerar ecuaciones de Weierstrass de la forma

Y 2 = X3 + a4X + a6, Y 2 = X3 + a′4X + a′6.

Aśı,

j(E) = 1728
4a3

4

4a3
4 + 27a2

6

= 1728
4(a3

4/a
2
6)

4(a3
4/a

2
6) + 27

,

luego, llamando v = a3
4/a

2
6, la hipótesis j(E) = j(E′) implica que

v

4v + 27
=

v′

4v′ + 27
,

de donde se sigue inmediatamente que v = v′, es decir, que

a3
4

a2
6

=
a′34
a′26

.
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Por otra parte, tenemos que c4 = −48a4, c6 = −864a6, luego la hipótesis
γ(E/K) = γ(E′/K) implica que

2a4

a6
≡ c4

c6
≡ c′4

c′6
≡ 2a′4

a′6
(mód K∗2).

Por consiguiente, existe un t ∈ K∗ tal que a4a
′
6 = t2a′4a6. Entonces, susti-

tuyendo en la relación a3
4a

′2
6 = a′34 a2

6 obtenemos que a′4 = t4a4 y, multiplicando
las dos ecuaciones llegamos a que a′6 = t6a6. Esto significa que el cambio de
variables X = t2X ′, Y = t3Y ′ transforma la primera ecuación en la segunda,
luego E/K ∼= E′/K.

Nota No es dif́ıcil adaptar la prueba del teorema anterior al caso en que K
tiene caracteŕıstica 3, pero en caracteŕıstica 2 sucede que γ(E/K) siempre vale 1,
por lo que el resultado ya no es cierto.

Ahora es inmediato el refinamiento siguiente de [CE 2.9]:

Teorema 12.11 Si dos curvas eĺıpticas E/K y E′/K tienen el mismo inva-
riante j �= 0, 1728, existe una extensión cuadrática L/K tal que EL/L ∼= E′

L/L.

Demostración: Si carK �= 2, 3, basta tomar

L = K
(√

γ(E/K)
γ(E′/K)

)
,

que es una extensión cuadrática de K bien definida porque los invariantes están
definidos módulo K∗2. Es claro entonces que γ(EL/K) = γ(E′

L/L), luego el
teorema anterior nos da el isomorfismo indicado.

Si carK = 2, 3 basta examinar la prueba del teorema [CE 2.9] para com-
probar que, tanto en el caso carK = 3 y j �= 0, como en el caso carK = 2 y
j �= 0, el cambio de variables que determina el isomorfismo requiere a lo sumo
una extensión cuadrática para estar definido sobre el cuerpo dado.

Los invariantes 0 y 1728 que hemos descartado no deben preocuparnos, pues
en cualquier cuerpo métrico discreto tienen valor absoluto ≤ 1. Ahora podemos
probar el teorema fundamental:

Teorema 12.12 (Tate) Sea K un cuerpo métrico discreto y completo de ca-
racteŕıstica distinta de 2 o 3, sea E/K una curva eĺıptica tal que |j(E)| > 1 y
sea γ(E/K) ∈ K∗/K∗2 el invariante definido en el teorema 12.10.

a) Existe un único q ∈ K∗ con |q| < 1 tal que EK̄
∼= EqK̄ .

b) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. E/K ∼= Eq/K.

2. γ(E/K) = 1.

3. E tiene reducción multiplicativa racional.
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Demostración: Por el teorema 12.9 existe un único q ∈ K∗ con |q| < 1 tal
que j(q) = j(E), lo que implica que Eq es la única curva de Tate isomorfa a E
(sobre K̄). En vista del teorema anterior, para probar la equivalencia entre b1
y b2 basta probar que γ(Eq/K) = 1. Para Eq tenemos que

c4(q) = 1− 48a4(q) = 1 + 240s3(q),

c6(q) = −1 + 72a4(q)− 864a6(q) = −1 + 504s5(q).

Hemos de probar que
1 + 240s3(q)
1− 504s5(q)

es un cuadrado en K∗. De hecho, vamos a probar que, si α ∈ K∗ cumple
|α| < 1, entonces 1 + 4α ∈ K∗, lo que implica que tanto el numerador como el
denominador de la fracción anterior son cuadrados.

Para ello recordamos3 que el desarrollo en serie de Taylor de la función
holomorfa (1 + z)−1/2 alrededor de z = 0 es

(1 + z)−1/2 =
∞∑
n=0

(−1/2
n

)
zn,

donde (−1/2
n

)
=

(
− 1

2

) (
− 3

2

) (
− 5

2

)
· · ·

(
− 2n−1

2

)
n!

=
(−1)n

4n

(
2n
n

)
,

luego

(1 + 4z)−1/2 =
∞∑
n=0

(−1)n
(

2n
n

)
zn.

Si llamamos F (z) ∈ Z[[z]] a la serie dada por el miembro derecho, la igualdad

(1 + 4z)F (z)2 = 1,

válida para todo z ∈ D(0, 1/4) implica que la identidad es cierta formalmente
en el anillo Z[[z]], y la serie converge en todo α ∈ K∗ con |α| < 1, luego tenemos
que 1 + 4α = (1/F (α))2, como queŕıamos probar.

Obviamente, si E/K ∼= Eq/K, entonces E tiene reducción multiplicativa
racional (porque sabemos que Eq la tiene. Aśı pues, sólo hemos de probar que
b3 implica b2.

De acuerdo con el algoritmo de Tate, si E/K tiene reducción multiplicativa,
admite una ecuación de Weierstrass tal que

π | a3, a4, a6, π | b4, b6, π � b2.

Por lo tanto,

γ(E/K) = −c4
c6

=
b22 − 24b4

b32 − 36b2b4 + 216b6
=

1
b2

1− 24 b4
b22

1− 36 b4
b22

+ 216 b6
b32

.

3Véase mi libro de Funciones de variable compleja, al final de la sección 3.3
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Teniendo en cuenta que |b4/b22| < 1 y |b6/b32| < 1, el numerador y el denomi-
nador de la segunda fracción son cuadrados en K∗, pues ambos son de la forma
1 + 4α con |α| < 1. Aśı pues,

γ(E/K) = 1/b2 ≡ b2 (mód K∗2).

Ahora bien, que la reducción de E/K sea racional equivale a que el polinomio
T 2 + ā1T − ā2 tenga ráıces simples en k. El lema de Hensel4 implica que
estas ráıces han de ser de la forma ᾱ, β̄, donde α y β son ráıces del polinomio
T 2 + a1T − a2. Aśı pues, este polinomio tiene ráıces simples en K, luego su
discriminante, que es precisamente b2, es un cuadrado en K∗. Esto prueba que
γ(E/K) = 1.

Aunque el caso que nos va interesar es el de las curvas eĺıpticas definidas sobre
cuerpos de caracteŕıstica 0, lo cierto es que la restricción sobre la caracteŕıstica
en el teorema anterior se puede eliminar. Para ello conviene observar un hecho
general:

Teorema 12.13 Sea K un cuerpo métrico completo y discreto. Si una curva
eĺıptica E/K admite una ecuación de Weierstrass de la forma

Y 2 + XY = X3 + a4X + a6,

donde v(a4), v(a6) ≥ 1, entonces es isomorfa a una única curva de Tate.

Demostración: Se comprueba inmediatamente que el invariante de E cum-
ple |j(E)| > 1, luego existe una única curva de Tate Eq/K con el mismo inva-
riante, la cual cumple una ecuación de la forma

Y 2 + XY = X3 + a′4X + a′6.

Como EK̄
∼= Eq,K̄ , existen u, r, s, t ∈ K̄ tales que una ecuación se transforma

en la otra mediante un cambio de variables del tipo descrito en el teorema 4.23.
Las relaciones que proporciona dicho teorema se reducen a

(1) 1 + s = u (5) 1 + 12r = u2

(2) −s + 3r − s2 = 0 (6) b4 + r + 6r2 = u4b′4
(3) r + 2t = 0 (7) c4 = u4c′4
(4) a4 − t− rs + 3r2 − 2st = u4a′4 (8) c6 = u6c′6

Si carK = 2, la primera ecuación nos da u = 1, la tercera r = 0, la segunda
s = 0, 1 y la cuarta que t ∈ K, luego el cambio de variables determina un
isomorfismo definido sobre K.

Si carK = 3, la segunda ecuación nos da que s = 0,−1, la primera que
u = ±1, la sexta nos da que r ∈ K y la tercera que t ∈ K, con lo que llegamos
a la misma conclusión.

Si carK �= 2, 3, las dos últimas ecuaciones nos dan que u4, u6 ∈ K, luego
u2 ∈ K. La quinta nos da que r ∈ K, la primera que s ∈ K y la tercera que
t ∈ K, y concluimos igualmente.

4Teorema 5.20 de mi libro de Geometŕıa algebraica o, alternativamente, por el teorema
7.18 de mi libro de Teoŕıa de números, cuya prueba es mucho más simple.
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Teorema 12.14 Una curva eĺıptica E/K definida sobre un cuerpo métrico dis-
creto y completo es isomorfa a una curva de Tate si y sólo si tiene reducción
multiplicativa racional.

Demostración: Sabemos que las curvas eĺıpticas con reducción multipli-
cativa cumplen la condición |j(E)| > 1, luego, en el caso en que carK �= 2, 3, el
teorema 12.12 prueba que E/K es isomorfa a una (única) curva de Tate. Ahora
vamos a dar un argumento alternativo que es válido en cualquier caracteŕıstica:

Según el algoritmo de Tate, una curva eĺıptica con reducción multiplicativa
racional (es decir, una curva de tipo In, con n ≥ 1) admite una ecuación de
Weierstrass minimal tal que v(a3), v(a4), v(a6) ≥ 1 y v(b2) = v(a2

1 + 4a2) �= 0.
Además, el polinomio T 2+ ā1T + ā2 tiene ráıces simples en el cuerpo de restos k.

Si car k �= 2, tomamos t ∈ K tal que a2 + 2t = 0 y el cambio de variables
correspondiente (según el teorema 4.23) nos transforma la ecuación en otra que
cumple las mismas condiciones anteriores y además a3 = 0.

Si car k = 2, entonces v(a1) = 0, luego podemos tomar un r ∈ K entero
tal que a3 + ra1 = 0, con lo que el cambio de variables correspondiente nos da
igualmente a3 = 0 y se siguen cumpliendo todas las condiciones indicadas.

Ahora aplicamos el lema de Hensel (véase el final de la prueba de 12.12),
según el cual existe un s ∈ K entero tal que s2 + a1s − a2 = 0, con lo que el
cambio correspondiente nos da una ecuación de Weierstrass en las condiciones
del teorema anterior, el cual nos da la conclusión.

Observemos ahora que las curvas con reducción multiplicativa no son las
únicas que cumplen |j(E)| > 1. Por ejemplo, si car k > 3, el teorema 9.1
muestra que las curvas que cumplen |j(E)| > 1 son exactamente las que tienen
reducción de tipo In, In,2, I∗n o I∗n,2, para n ≥ 1, que cumplen, más concretamente,
v(j(E)) = −n.

Más aún, si car k = 3, sigue siendo cierto que en estos cuatro casos se cumple
v(j(E)) = −n, pues en las condiciones del paso 2 del algoritmo de Tate tenemos
que v(b2) = v(c4) = 0, luego v(j(E)) = −v(∆) = −n, y en las condiciones del
paso 7 tenemos que v(b2) = 1, v(c4) = 2 y v(j(E)) = 6− v(∆) = −n.

Definición 12.15 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo. Diremos que
una curva eĺıptica E/K tiene potencialmente buena reducción (resp. potencial-
mente reducción multiplicativa) si existe una extensión finita L/K tal que EL/L
tiene buena reducción (resp. reducción multiplicativa).

El teorema siguiente, que es una consecuencia inmediata de 12.11, muestra
que las curvas E/K que cumplen |j(E)| > 1 son precisamente las curvas con
reducción multiplicativa potencial:

Teorema 12.16 Sea E/K una curva eĺıptica sobre un cuerpo métrico discreto
y completo tal que |j(E)| > 1. Sea Eq/K la única curva de Tate que cumple
j(Eq) = j(E). Entonces existe una extensión cuadrática L/K de manera que
EL/L ∼= Eq/L. (Y, en particular, EL/L tiene reducción multiplicativa racio-
nal.)
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Conviene observar que, de acuerdo con la demostración de 12.11, en el caso
en que carK �= 2, 3, la extensión necesaria es L = K(

√
γ(E/K)).

Aunque no tiene que ver con curvas de Tate, probamos a continuación un
teorema análogo para el caso de buena reducción potencial, que es esencialmente
[CE 6.13] y [CE 6.14], pero añadiremos una precisión que necesitaremos en el
caṕıtulo siguiente.

Teorema 12.17 Sea E/K una curva eĺıptica sobre un cuerpo métrico discreto
y completo de caracteŕıstica 0 tal que |j(E)| ≤ 1. Entonces existe una extensión
L/K de grado |L : K| | 24 tal que la curva EL/L tiene buena reducción. Si la
caracteŕıstica del cuerpo de restos es �= 2, la cota sobre el grado puede rebajarse
a 12.

Demostración: Recordemos ([CE 2.15]) que, para cada λ ∈ K̄, λ �= 0, 1,
la curva de Legendre asociada a λ es la curva eĺıptica Eλ de ecuación

Y 2 = X(X − 1)(X − λ),

cuyo discriminante es ∆ = 16λ2(λ− 1)2 y su invariante es

j(Eλ) = 28 (λ2 − λ + 1)3

λ2(λ− 1)2
.

Supongamos que el cuerpo de restos k cumple car k �= 2 y tomemos como λ
una solución de la ecuación

28(λ2 − λ + 1)3 − j(E)λ2(λ− 1)2 = 0.

Claramente, λ �= 0, 1, por lo que podemos considerar la curva Eλ, definida
sobre el cuerpo L0 = K(λ). Sea L/L0 una extensión arbitraria. Como j(E) es
entero en K y 28 es una unidad, es claro que λ es entero en L, luego la ecuación
que define a Eλ tiene coeficientes enteros. Por otra parte, λ cumple también la
reducción de la ecuación, de donde se sigue que λ̄ �= 0, 1, luego ∆̄ �= 0, luego Eλ

tiene buena reducción en L.
En principio, |L0 : K| | 6 y, si j(E) �= 0, 1728, el teorema 12.11 nos da una

extensión L/L0 de grado 2 (o tal vez 1) tal que EL/L ∼= Eλ. Aśı pues, tenemos
que |L : K| | 12 y EL/L tiene buena reducción.

Si j(E) = 0, la ecuación que determina λ se reduce a λ2 − λ + 1 = 0, luego
|L0 : K| | 2, y la prueba del teorema [CE 2.9] muestra que podemos tomar
una extensión L/L0 de grado |L : L0| | 6 tal que EL/L ∼= Eλ. Nuevamente,
|L : K| | 12.

Si j(E) = 1728, entonces λ = −1, 1/2, 2 ∈ K, luego L0 = K y la prueba de
[CE 2.9] nos muestra que podemos tomar |L : K| | 4.

Si la caracteŕıstica del cuerpo de restos es 2, razonamos igualmente con
las curvas de Deuring ([CE 2.17]) Dα, definidas por ecuaciones de la forma
Y 2 + αXY + Y = X3, y que cumplen

∆ = α3 − 27, j =
α3(α3 − 24)3

α3 − 27
.
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Para j(E) �= 0, 1728 tenemos que |L0 : K| | 12 y |L : L0| | 2.
Si j(E) = 0 podemos tomar α = 0, con lo que L0 = K y |L : L0| | 6.
Si j(E) = 1728, entonces |L0 : K| | 6, |L : L0| | 4 (porque la ecuación se

reduce a α6 − 36α3 + 216).

Recapitulando, tenemos lo siguiente:

Teorema 12.18 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y sea E/K una
curva eĺıptica.

a) E/K tiene potencialmente buena reducción si y sólo si |j(E)| ≤ 1.

b) E/K tiene potencialmente reducción multiplicativa si y sólo si |j(E)| > 1.

c) Si E/K tiene reducción buena o multiplicativa, tiene el mismo tipo de
reducción en cualquier extensión de K.

Demostración: El apartado c) lo hemos probado en la sección 9.8. Note-
mos que al analizar las reducciones de tipo In o In,2 no hemos usado la hipótesis
de que el grado de ramificación de la extensión no sea divisible entre la carac-
teŕıstica del cuerpo de restos.

Los dos teoremas anteriores5 nos dan una implicación de a) y b), respec-
tivamente y, como los casos son mutuamente excluyentes (por el apartado c),
tenemos también las implicaciones opuestas.

En las condiciones del teorema 12.16, el isomorfismo Eq/L ∼= EL/L induce
isomorfismos

L∗/qZ ∼= Eq(L) ∼= E(L).

Podemos describir E(K) a través de este isomorfismo:

Teorema 12.19 Sea E/K una curva eĺıptica definida sobre un cuerpo métrico
discreto y completo K de modo que |j(E)| > 1, sea q ∈ K tal que j(Eq) = j(E).
Supongamos que Eq y E no son isomorfas sobre K, y sea L/K una extensión
cuadrática tal que Eq/L ∼= EL/L. Entonces

E(K) ∼= {u ∈ L∗/qZ | NL
K(u) ∈ qZ/q2Z}.

Demostración: La norma es un homomorfismo NL
K : L∗ −→ K∗ y, como

q ∈ K, se cumple que NL
K(q) = q2, luego la norma induce un homomorfismo

NL
K : L∗/qZ −→ K∗/q2Z.

Tomemos un isomorfismo ψ : Eq −→ EL y sea σ ∈ G(L/K) el automorfismo
no trivial. Observemos que σ induce un automorfismo de EspL definido sobre
K, el cual induce a su vez automorfismos σ̄ : EqL −→ EqL y σ̄ : EL −→ EL. A
su vez, podemos definir ψσ : Eq −→ EL mediante ψσ = σ̄ ◦ ψ ◦ σ̄−1. Se cumple

5Notemos que la hipótesis sobre la caracteŕıstica de K en el teorema anterior sólo la hemos
usado para acotar el grado de la extensión, pero no es necesaria para asegurar la buena
reducción potencial.
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que ψ = ψσ si y sólo si ψ está definido6 sobre K. Por consiguiente, podemos
afirmar que ψσ �= ψ. Por consiguiente, ψσ ◦ ψ−1 es un automorfismo no trivial
de Eq.

Ahora bien, según [CE 2.12], la curva Eq tiene sólo dos automorfismos, y
el que no es la identidad ha de ser el automorfismo que determina el punto
opuesto en la estructura de variedad abeliana. Aśı pues, para cada P ∈ Eq(L),
se cumple que ψ−1(ψσ(P )) = −P , o también ψσ(P ) = −ψ(P ), donde hemos
usado que ψ es un isomorfismo de grupos.

Por otra parte, se cumple7 que ψσ(P ) = ψ(Pσ)σ
−1

, donde los exponentes del
segundo miembro corresponden a la acción natural de σ sobre Eq(L) y E(L).
Aśı pues, ψ(Pσ) = −ψ(P )σ, donde hemos usado que el automorfismo asociado
al opuesto de la estructura de variedad abeliana de EL/L está definido sobre K.

Por último, teniendo en cuenta que q ∈ K, el teorema 12.7 nos da que el
isomorfismo φ : L∗/qZ −→ Eq(L) cumple φ(uσ) = φ(u)σ.

Uniendo todo esto vemos que, para todo u ∈ L∗, se cumple

ψ(φ(u)) ∈ E(K)⇔ ψ(φ(u))σ = ψ(φ(u))⇔ −ψ(φ(u)σ) = ψ(φ(u))

⇔ ψ(−φ(uσ)) = ψ(φ(u))⇔ φ((uσ)−1) = φ(u)⇔ uuσ ∈ qZ ⇔ NL
K(u) ∈ qZ.

La conclusión es ahora inmediata.

6Obviamente, esto puede enunciarse en un contexto mucho más general (véase [CE 1.9]
para la versión clásica). En términos de esquemas, tomando los abiertos finitos de ambas
curvas, se trata de probar que un isomorfismo de L-álgebras ψ : A ⊗K L −→ B ⊗K L tal
que ψ(xσ) = ψ(x)σ para todo x ∈ A ⊗K L, está inducido por un isomorfismo de K-álgebras
A −→ B. A su vez, basta ver que ψ(a⊗ 1) ∈ B⊗ 1 para todo a ∈ A. En el caso cuadrático la
prueba es muy simple: si 1, α es una K-base de L y σ(α) = u + vα, con u, v ∈ K, entonces
ψ(a⊗1) = b⊗1+c⊗α cumple ψ(a⊗1) = ψ(a⊗1)σ , es decir, b⊗1+c⊗α = b⊗1+cu⊗1+cv⊗α,
lo que implica claramente c = 0.

7Esto se debe a que, a través del isomorfismo natural K[X,Y ]⊗KL ∼= L[X,Y ], el automor-
fismo inducido por σ cumple σ(X − a) = X − σ(a), luego el automorfismo que σ induce sobre
la K-álgebra K[x, y] asociada al abierto af́ın de los puntos finitos de E/L hace corresponder
cada punto racional (x− a, y − b) con (x− σ(a), y − σ(b)).



Caṕıtulo XIII

Subgrupos de torsión

Si E/K es una curva eĺıptica y m ≥ 1 un número natural, llamamos

E[m] = {P ∈ E(K̄) | mP = O}

al subgrupo de E(K̄) formado por los puntos de torsión de orden divisible
entre m. Según las observaciones tras la definición [CE 3.9], si m no divide a la
caracteŕıstica de K, se cumple que E[m] ∼= (Z/mZ)× (Z/mZ).

Cada σ ∈ G(K̄/K) induce un automorfismo de grupos σ : E(K̄) −→ E(K̄)
que se restringe a un automorfismo E[m] −→ E[m]. Más precisamente, tenemos
un homomorfismo de grupos ρm : G(K̄/K) −→ Aut(E[m]).

En este caṕıtulo estudiaremos la relación entre estos homomorfismos ρm y
el tipo de reducción de E/K, bajo el supuesto de que K es un cuerpo métrico
discreto completo. Antes vamos a observar que los resultados que obtenga-
mos se podrán aplicar al estudio de las curvas eĺıpticas definidas sobre cuerpos
numéricos (es decir, extensiones finitas de Q).

Si K es un cuerpo numérico, E/K es una curva eĺıptica y p es un ideal primo
del anillo D de los enteros algebraicos de K, entonces el tipo de reducción de E
sobre p, es decir, la fibra correspondiente a p en el modelo regular minimal E/S
de E/K sobre S = EspD, es el mismo que el tipo de reducción de E/K sobre
EspDp, puesto que el modelo regular minimal correspondiente es la superficie
E ×S EspDp, que tiene la misma fibra cerrada. Aśı pues, a efectos de estudiar
el tipo de reducción de E/K módulo p, no perdemos generalidad si suponemos
que D es un anillo de valoración discreta.

Sea ahora Kp la compleción de K respecto de la valoración vp y sea Dp su
anillo de enteros. Tenemos que Kp un cuerpo métrico discreto y completo y la
curva EKp

/Kp tiene el mismo tipo de reducción que E/K. Esto es consecuencia
de los dos hechos siguientes:

a) La valoración vp de Kp extiende a la valoración de K asociada a p.

b) El cuerpo de restos Dp/p coincide con D/p. (Esto hace que, además de
conservarse el tipo de reducción se conserve también el subtipo.)

419
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En efecto, basta considerar el algoritmo de Tate: fijamos una ecuación de
Weierstrass minimal de E/K que cumpla las condiciones de uno de los pasos
del algoritmo, y observamos que dichas condiciones se siguen cumpliendo si
consideramos la ecuación como asociada a EKp

, pues sólo dependen del valor
que toma vp sobre las constantes asociadas a la ecuación y de la existencia de
ráıces en el cuerpo de restos k o en su clausura algebraica k̄ de ciertos polinomios
derivados también de la ecuación.

No está de más señalar que, al pasar de la curva E/K a su compleción
EKp

/Kp, no se alteran los grupos E[m], pues claramente E[m] ⊂ EKp
[m] y

ambos grupos tienen m2 elementos, luego son iguales.
Por otra parte, aunque no vamos a necesitar este hecho, es fácil ver que la

restricción determina un monomorfismo G(K̄p/Kp) −→ G(K̄/K), de modo que
los homomorfismos locales ρm : G(K̄p/Kp) −→ Aut(E[m]) para cada primo p

son restricciones del homomorfismo global ρm : G(K̄/K) −→ Aut(E[m]), que,
de este modo, contiene toda la información local que extraeremos en las secciones
siguientes.

De este modo, el caso principal al que pretendemos aplicar los resultados de
este caṕıtulo es el caso de las curvas eĺıpticas E/K definidas sobre un cuerpo
local K, es decir, sobre una extensión finita de un cuerpo Qp de números p-
ádicos (o, lo que es lo mismo, la compleción de un cuerpo numérico respecto
de uno de sus divisores primos no arquimedianos). Se trata, pues, de cuerpos
métricos discretos y completos de caracteŕıstica 0 con cuerpo de restos finito.
No obstante, veremos que nos conviene trabajar en un contexto ligeramente más
general:

NOTA: A lo largo de este caṕıtulo, y mientras no se indique lo contrario, se
sobrentenderá que K es un cuerpo métrico discreto y completo de caracteŕıs-
tica 0 cuyo cuerpo de restos es perfecto de caracteŕıstica p.

13.1 Preliminares sobre cuerpos métricos

Necesitamos recordar algunos hechos sobre la aritmética de los cuerpos
métricos discretos y completos.1 Tal y como ya hemos recordado al princi-
pio de la sección 9.8, si K ′/K es una extensión de grado n, entonces K ′ es
también un cuerpo métrico discreto y completo, y su valoración cumple la re-
lación vK′ |K = evK , para cierto e ≥ 1 llamado ı́ndice de ramificación de K ′/K.
La extensión de cuerpos de restos k′/k es finita, y su grado f se llama grado de
inercia de K ′/K. Además, se cumple la relación n = ef .

Recordemos que cada valor absoluto de K se extiende de forma única2 a K ′,
para cada extensión finita K ′/K, luego podemos extenderlo a toda la clausura

1Todos los hechos que no demostraremos aqúı están probados en mi libro de Teoŕıa de cuer-
pos de clases, en lo sucesivo [CC], si bien figuran alĺı como requisitos previos, y no dependen
de la teoŕıa de cuerpos de clases propiamente dicha.

2En [CC] se prueban resultados más generales. Una prueba particularizada al caso local
está en [GA 5.27].
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algebraica K̄ y, en particular, a cualquier extensión algebraica de K (que se
convierte aśı en un cuerpo métrico, no necesariamente discreto ni completo).

Si la extensión K ′/K es finita de Galois, la unicidad de la extensión implica
que cada σ ∈ G(K ′/K) conserva el valor absoluto, luego cumple σ[E′] = E′

y σ[p′] = p′, por lo que induce un k-automorfismo σ̄ ∈ G(k′/k). Como k es
perfecto, la extensión k′/k es separable y por [CC 1.39] es de Galois, y además
tenemos un epimorfismo de grupos3

G(K ′/K) −→ G(k′/k).

El núcleo de este epimorfismo se llama grupo de inercia de la extensión, y es
claramente

G0(K ′/K) = {σ ∈ G(K ′/K) | v(σ(α)− α) ≥ 1 para todo α ∈ D′}.

En particular, vemos que |G0(K ′/K)| = e.

Las extensiones que cumplen e = 1 se llaman no ramificadas, y el teorema
[CC 2.36] nos da sus propiedades fundamentales: Las extensiones no ramificadas
son finitas de Galois,4 y el epimorfismo natural G(K ′/K) −→ G(k′/k) es un
isomorfismo. Más aún, la aplicación K ′ �→ k′ biyecta las extensiones finitas no
ramificadas de K con las extensiones finitas de k.

Hay que precisar en qué consiste esta biyección. Si L/K es una extensión
algebraica, el valor absoluto de K se extiende a L de forma única, por lo que
podemos considerar igualmente su anillo de enteros

E = {α ∈ K | |α| ≤ 1},

que es un anillo local con un único ideal maximal m (no necesariamente fi-
nitamente generado) y que no es sino el anillo de los elementos de L enteros
sobre D. Si consideramos, en particular una clausura algebraica K̄ de K, en-
tonces k̄ = E/m resulta ser5 una clausura algebraica de k, y, para cada extensión
algebraica L/K, tenemos un monomorfismo natural E/m −→ k̄, de modo que
podemos considerar a todos los cuerpos de restos de todas las extensiones al-
gebraicas de K como subcuerpos de k̄. Es en este sentido en el que podemos
afirmar que la aplicación K ′ �→ k′ biyecta las extensiones no ramificadas de K
con las extensiones finitas de k.

Todav́ıa podemos precisar esto un poco más: Según [CC 2.35], el producto
de extensiones no ramificadas es una extensión no ramificada, y las extensiones
intermedias de una extensión no ramificada son no ramificadas. Por lo tanto, si
llamamos Knr a la unión de todas las extensiones finitas de K no ramificadas,

3El grupo de descomposición GP que aparece en [CC 1.39] es todo G(K′/K) en el caso
local, porque K′ sólo tiene un ideal primo.

4Notemos que [CC 2.36] está enunciado en un contexto más general. En nuestro caso,
hemos de tener en cuenta que K es separable y que todas las extensiones finitas de k son de
Galois.

5Véanse las observaciones previas a [CC 2.32].



422 Caṕıtulo 13. Subgrupos de torsión

tenemos que Knr/K es una extensión infinita de Galois y que una extensión
finita K ′/K es no ramificada si y sólo si K ′ ⊂ Knr.

Esto nos permite definir llamar extensiones no ramificadas de K a todos
los cuerpos intermedios (finitos o no) de la extensión Knr/K. Para el caso de
extensiones finitas, esta definición coincide con la que ya teńıamos.

Observemos que, si K ′/K es una extensión finita, la valoración de K ′ no
extiende a la de K en sentido estricto (extiende a evK), pero śı lo hace si la
extensión es no ramificada. Por consiguiente, es claro que la valoración de K se
extiende de forma única a una valoración en Knr, luego Knr es también un cuerpo
métrico discreto (lo cual no es cierto para extensiones algebraicas arbitrarias).
En particular, su anillo de enteros Dnr es un anillo de valoración discreta, y su
cuerpo de restos es la unión de todas las extensiones finitas de k, luego es k̄, la
clausura algebraica de k (que coincide con la clausura algebraica del cuerpo de
p elementos).

El cuerpo Knr no es completo, pero podemos formar su compleción K̂nr,
que es un cuerpo métrico discreto y completo con el mismo cuerpo de restos k̄.
Como k̄ es algebraicamente cerrado, resulta que K̂nr no tiene extensiones no
ramificadas. Veamos algunos hechos básicos:

Teorema 13.1 Si K ′/K es una extensión finita, entonces

K ′
nr = K ′Knr, K̂ ′

nr = K ′K̂nr y |K ′
nr : Knr| = |K̂ ′

nr : K̂nr| = e.

Si la extensión K ′/K es de Galois, entonces K ′
nr/Knr y K̂ ′

nr/K̂nr también lo
son, y la restricción induce isomorfismos

G(K̂ ′
nr/K̂nr) ∼= G(K ′

nr/Knr) ∼= G0(K ′/K).

Demostración: Si L/K es una extensión finita no ramificada, entonces
K ′L/K ′ también lo es (por [CC 2.35]), luego K ′L ⊂ K ′

nr y esto prueba que
K ′Knr ⊂ K ′

nr. Rećıprocamente, si L′/K ′ es una extensión no ramificada, con-
sideramos la única extensión no ramificada L/K tal que el cuerpo de restos
de L es el de L′. Entonces K ′L/K ′ es una extensión no ramificada (de nuevo
por [CC 2.35]) y su cuerpo de restos contiene al de L′, luego [CC 2.36] nos
da que K ′ ⊂ L′ ⊂ K ′L, pero la segunda extensión cumple e = f = 1, luego
L′ = K ′L ⊂ K ′Knr y, por consiguiente, K ′

nr = K ′Knr.

La igualdad K̂ ′
nr = K ′K̂nr se sigue de que el miembro derecho es un cuerpo

métrico completo que contiene a K ′
nr como subconjunto denso, luego es la com-

pleción de K ′
nr.

Si e es ı́ndice de ramificación de K ′
nr/Knr, tenemos que vK′

nr
|Knr = evKnr , y

restringiendo esta relación a K, vemos que e es también el ı́ndice de ramificación
de K ′/K. Como el grado de inercia de K ′

nr/Knr ha de ser f = 1, concluimos
que |K ′

nr : Knr| = e. El mismo argumento se aplica a las compleciones.
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Si K ′/K es de Galois, es claro que K ′Knr/Knr también lo es, y esto implica
a su vez que K ′K̂nr/Knr también lo es. Es claro que la restricción induce
monomorfismos entre los grupos de Galois

G(K̂ ′
nr/K̂nr) −→ G(K ′

nr/Knr) = G0(K ′
nr/Knr) −→ G0(K ′/K).

Como todos los grupos tienen el mismo orden, son isomorfismos.

Para cada extensión finita no ramificada K ′/K, tenemos un isomorfismo
natural G(K ′/K) ∼= G(k′/k) (pues el grupo de inercia tiene orden e = 1). Estos
isomorfismos inducen claramente un isomorfismo G(Knr/K) ∼= G(k̄/k).

Definimos el grupo de inercia (absoluto) de K como el grupo IK = G(K̄/Knr),
de modo que G(Knr/K) ∼= G(K̄/K)/IK , y el isomorfismo anterior está inducido
por el homomorfismo natural G(K̄/K) −→ G(k̄/k), que resulta, por tanto, ser
un epimorfismo de núcleo IK .

Más aún, es claro que una extensión algebraica L/K es no ramificada si y sólo
si IK ⊂ G(K̄/L), es decir, si y sólo si el grupo de inercia IK actúa trivialmente
sobre L. La relación entre el grupo de inercia absoluto y los grupos de inercia
de extensiones finitas es la siguiente:

Teorema 13.2 Si K ′/K es una extensión finita de Galois, entonces

G0(K ′/K) = G(K ′/K ′ ∩Knr) ∼= IK/IK′ .

Demostración: Sea L/K la extensión no ramificada cuyo cuerpo de restos
sea el de K ′. Según [CC 2.36] tenemos que K ⊂ L ⊂ K ′, y es claro que L
ha de ser la mayor extensión no ramificada de K contenida en K ′, es decir,
que L = K ′ ∩ Knr. Obviamente, es una extensión de Galois de K. Además,
|L : K| = f luego |K ′ : L| = e. (Aqúı e y f son los correspondientes a la
extensión de partida.) Tenemos un diagrama conmutativo

G(K ′/K)

��

�� G(k′/k)

G(L/K)

������������

luego la restricción se restringe a G0(K ′/K) −→ G0(L/K) = 1, luego

G0(K ′/K) ⊂ G(K ′/L)

y ambos grupos tienen orden e, luego tenemos la primera igualdad del enunciado:
G0(K ′/K) = G(K ′/K ′∩Knr). Para la segunda basta observar que la restricción

IK = G(K̄/Knr) −→ G(K ′Knr/Knr) −→ G(K ′/(K ′ ∩Knr)) = G0(K ′/K)

es claramente suprayectiva, y su núcleo es

G(K̄/Knr) ∩G(K̄/K ′) = G(K̄/K ′Knr) = G(K̄/K ′
nr) = IK′ .
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Recordemos que una extensión finita K ′/K de cuerpos métricos discretos
se dice dominadamente ramificada si su ı́ndice de ramificación e no es divisi-
ble entre la caracteŕıstica p del cuerpo de restos. En caso contrario se dice
que es libremente ramificada. En particular, las extensiones no ramificadas son
dominadamente ramificadas. Es inmediato que si una extensión K ′/K es domi-
nadamente ramificada, también lo son las extensiones K ′

nr/Knr y K̂ ′
nr/K̂nr.

Teorema 13.3 Si el cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado, para cada
número natural e no divisible entre car k, existe una única extensión domina-
damente ramificada K ′/K de grado e. Además, la extensión es de Galois y el
grupo G(K ′/K) es ćıclico.

Demostración: Si K ′/K es una extensión dominadamente ramificada, el
teorema [CE 2.44] nos da que K ′ = K(π), donde π es ráız de un polinomio de
la forma Xn − ρ, donde n = e es el grado de la extensión.

Sea ω una ráız n-sima primitiva de la unidad y consideremos la extensión
K ′ = K(ω). El teorema [CC 3.13] nos da que el diferente de K ′/K divide
a nωn−1, luego el teorema [CC 3.22] nos da que el discriminante divide a
N(nωn−1) = nn, luego el primo de K no divide al discriminante y, según
[CC 3.23], esto implica que la extensión K ′/K es no ramificada. Esto sólo
es posible si K ′ = K, de modo que K contiene a las ráıces n-simas de la unidad.
Por consiguiente, K ′ contiene a todos los conjugados de π y la extensión K ′/K
es de Galois.

Como la extensión K ′/K tiene grado n, el polinomio Xn − ρ ha de ser
irreducible, luego todos los elementos de la forma ωiπ han de ser conjugados
de π. Por consiguiente, para cada i ∈ Z existe un único σi ∈ G(K ′/K) tal
que σi(ρ) = ωiρ, y la aplicación i �→ σi induce un isomorfismo de grupos
Z/nZ −→ G(K ′/K). Aśı pues, la extensión es ćıclica.

Por último, si K ′ y L son dos extensiones de K dominadamente ramificadas y
de grado n, el teorema [CC 2.45] nos da que K ′L/K también es dominadamente
ramificada, luego G(K ′L/K) es ćıclico, luego tiene un único subgrupo H de
ı́ndice n, luego K ′ y L son ambos iguales al cuerpo fijado por H.

Para probar la existencia basta tomar K ′ = K( n
√
π), donde π es primo en

(el anillo de enteros de) K. El criterio de irreducibilidad de Eisenstein prueba
que el polinomio Xn− π es irreducible en K[X], luego la extensión K ′/K tiene
grado n, por lo que es dominadamente ramificada.

Dećıamos al principio del caṕıtulo que, dada una curva eĺıptica E/K, nuestro
objetivo era relacionar los homomorfismos

ρm : G(K̄/K) −→ Aut(E[m])

con el tipo de reducción de E/K. Ahora podemos precisar esto un poco más.
En realidad vamos a relacionar el tipo de reducción de E/K con la acción del
grupo de inercia IK sobre los grupos de torsión, es decir, con las restricciones
ρm : IK −→ Aut(E[m]). Veamos ahora que, con este fin, no perdemos genera-
lidad si suponemos que el cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado.
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En efecto, dada una curva eĺıptica E/K, consideramos el cuerpo Knr, que es
un cuerpo métrico discreto. Aunque no es completo, es el cuerpo de cocientes
de su anillo de enteros, Dnr, que es un anillo de valoración discreta, cuyo cuerpo
de restos es k̄, la clausura algebraica del cuerpo de restos de K.

Por consiguiente, podemos considerar la reducción de EKnr/Knr, que resulta
ser del mismo tipo (aunque no necesariamente del mismo subtipo) que la de
E/K. En efecto, basta tener el cuenta que la valoración de Knr extiende a la de
K y razonar con el algoritmo de Tate exactamente igual a como hemos hecho
en la introducción a este caṕıtulo:

Tomamos una ecuación de Weierstrass minimal de E/K que satisfaga las
condiciones de uno de los pasos del algoritmo, y vemos que sigue cumpliéndolas
como ecuación de EKnr/Knr, pues éstas sólo dependen del valor que toma la
valoración v sobre las constantes asociadas a la ecuación, y sobre la multiplicidad
de las ráıces en k̄ de ciertos polinomios derivados también de ella. Lo que puede
variar es el subtipo de la reducción, pues el subtipo es 2 o 3 cuando ciertos
polinomios de k[X] no tienen todas sus ráıces en k, cosa que ya no sucede cuando
cambiamos k por k̄. Aśı pues, si el tipo de reducción de E/K tiene subtipo 2
o 3, sobre Knr tendremos el mismo tipo de reducción pero con subtipo 1 (es
decir, sin sub́ındice de subtipo).

Por otra parte, tenemos la igualdad E[m] = EKnr [m], pues claramente tene-
mos una inclusión y ambos tienen el mismo orden m2.

Además, como Knr no admite extensiones no ramificadas, tenemos que
(Knr)nr = Knr, luego IKnr = G(K̄nr/Knr) = G(K̄/Knr) = IK , luego la acción
de IKnr sobre los grupos EKnr [m] es la misma que la de IK sobre los grupos
E[m] (literalmente la misma, puesto que se trata de los mismos grupos con
otros nombres).

Al cambiar K por Knr hemos perdido la completitud, pero ahora podemos
considerar a su vez la compleción K̂nr, que resulta ser un cuerpo métrico discreto
y completo con cuerpo de restos algebraicamente cerrado. Tal y como hemos
razonado en la introducción a este caṕıtulo, el tipo de reducción de EKnr/Knr es
el mismo que el de EK̂nr

/K̂nr y, obviamente, los grupos de torsión E[m] siguen
siendo los mismos.

Veamos ahora que K̄K̂nr es una clausura algebraica de K̂nr. En efecto, si
L = K̂nr(α) es una extensión finita de K̂nr, sea f ∈ K̂nr[X] el polinomio mı́nimo
de α. Por [CC 2.18], si g ∈ Knr[X] es un polinomio (mónico) cuyos coeficientes
estén lo suficientemente próximos a los de f , entonces g es irreducible en K̂nr[X]
(luego también en Knr[X]) y, si β ∈ K̄ es una ráız de g, se cumple que

L = K̂nr(α) = K̂nr(β) ⊂ K̄K̂nr.

Aśı pues, éste último cuerpo contiene a todas las extensiones finitas de K̂nr

y es una extensión algebraica de K̂nr, luego es su clausura algebraica.

Ahora es fácil ver que la restricción G(K̄K̂nr/K̂nr) −→ G(K̄/Knr) = IK
es un isomorfismo de grupos. En efecto, es inyectivo porque el valor absoluto
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de K̂nr tiene extensión única a la clausura algebraica, lo cual implica que los
automorfismos son continuos, y K̄ es denso en K̄K̂nr (pues su clausura contiene
a Knr, luego también a la compleción K̂nr).

Veamos ahora la suprayectividad: tomamos σ ∈ G(K̄/Knr). Sea L/K̂nr una
extensión finita. Según hemos visto, es de la forma L = K̂nr(β), para cierto
β ∈ K̄ cuyo polinomio mı́nimo en Knr[X] es también irreducible en K̂nr[X].
Esto implica que todos los conjugados de β sobre Knr siguen siendo conjugados
sobre K̂nr. Por consiguiente, σ|Knr(β) : Knr(β) −→ K̄ se extiende de forma
única a un K̂nr-monomorfismo σL : L −→ K̄K̂nr. (Para definir σL(β) = σ(β)
necesitábamos que β y σ(β) siguieran siendo conjugados sobre K̂nr.)

La unicidad permite unir todas estas extensiones en un único K̂nr-monomor-
fismo σ̄ : K̄K̂nr −→ K̄K̂nr que extiende a σ y que es un automorfismo porque
tiene por inverso a la extensión de σ−1.

El cuerpo de restos de K̂nr sigue siendo algebraicamente cerrado, luego K̂nr

no tiene extensiones no ramificadas, luego IK̂nr
= G(K̄K̂nr/K̂nr).

Puesto que el isomorfismo IK̂nr
∼= IKnr

∼= IK es simplemente la restricción,
es claro que la acción de IK̂nr

sobre los grupos E[m] es la misma que la de IK .
Más precisamente, tenemos diagramas conmutativos:

IK̂nr

��

ρm �� Aut(E[m])

IK

ρm

������������

que expresan que, si P ∈ E[m], entonces Pσ es el mismo si consideramos que
σ ∈ IK̂nr

o si lo identificamos con su restricción a K̄.

En resumen, las curvas E/K y EK̂nr
/K̂nr tienen el mismo tipo de reducción

(aunque no necesariamente el mismo subtipo) y las acciones de los grupos de
inercia IK̂nr

∼= IK sobre los grupos E[m] se corresponden a través del isomor-
fismo natural dado por la restricción.

13.2 Módulos de Tate

Pasamos ya a estudiar la acción del grupo de inercia IK sobre los subgrupos
de torsión E[m], tal y como hemos explicado anteriormente. Empezaremos
recordando la construcción de los módulos de Tate de una curva eĺıptica, aunque
aqúı vamos a necesitar estudiarlos en un contexto ligeramente más general:

Si A es un grupo abeliano y m ≥ 1, definimos

A[m] = {x ∈ A | mx = 0}.

Si l es un número primo, consideramos los homomorfismos A[ln+1] −→ A[ln]
dados por x �→ lx, con los que podemos formar el ĺımite inverso

Tl(A) =←−ĺım
n

A[ln].



13.2. Módulos de Tate 427

Observemos que A[ln] tiene una estructura natural de Z/lnZ módulo, por lo
que, considerando el anillo de los enteros l-ádicos como ĺımite inverso

Zl =←−ĺım
n
Z/lnZ

(respecto de los epimorfismos Z/ln+1Z −→ Z/lnZ dados por m �→ lm), podemos
dotar a Tl(A) de una estructura natural de Zl-módulo. Por último, definimos

Vl(A) = Tl(A)⊗Zl Ql,

que es un espacio vectorial sobre el cuerpo Ql de los números l-ádicos.

Observemos ahora que un homomorfismo α : A −→ B entre grupos abelianos
se restringe a homomorfismos A[ln] −→ B[ln] compatibles con la multiplicación
por l. Éstos determinan, por tanto, un homomorfismo entre sistemas inversos,
el cual induce un homomorfismo de Zl-módulos Tl(α) : Tl(A) −→ Tl(B), el cual
induce a su vez una aplicación Ql-lineal Vl(α) : Vl(A) −→ Vl(B). Esto significa
que Tl y Vl son funtores. El teorema siguiente prueba que son exactos por la
izquierda:

Teorema 13.4 Si 0 −→ A
α−→ B

β−→ C −→ 0 es una sucesión exacta de
grupos abelianos, la sucesión

0 −→ Tl(A) −→ Tl(B) −→ Tl(C)

también es exacta. Una condición suficiente para que Tl(β) sea suprayectivo es
que el grupo A sea l-divisible, es decir, que todo x ∈ A sea de la forma x = ly,
para cierto y ∈ A.

Demostración: Es fácil ver que las sucesiones

0 −→ A[ln] −→ B[ln] −→ C[ln]

son exactas. Si llamamos C ′[ln] = β[B[ln]] ⊂ C[ln], tenemos sucesiones exactas

0 −→ A[ln] −→ B[ln] −→ C ′[ln] −→ 0,

y los grupos C ′[ln] definen igualmente un sistema inverso. El teorema [AC 4.5]
nos da una sucesión exacta

0 −→ Tl(A) −→ Tl(B) −→←−ĺım
n

C ′[ln].

El último módulo es un submódulo de Tl(C), luego tenemos una sucesión
exacta

0 −→ Tl(A) −→ Tl(B) −→ Tl(C),

donde es fácil ver que el segundo homomorfismo no es sino Tl(β).

Supongamos ahora que A es l-divisible y veamos que la sucesión

0 −→ A[ln] −→ B[ln] −→ C[ln] −→ 0
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es exacta. En efecto, si z ∈ C[ln], existe un y ∈ B tal que β(y) = z. Entonces
β(lny) = 0, luego existe un x ∈ A tal que α(x) = lny. Por la divisibilidad, existe
x′ ∈ A tal que x = lnx′, y aśı ln(y − α(x′)) = 0, luego y′ = y − α(x′) ∈ B[ln] y
β(y′) = β(y) = z.

Por otra parte, la divisibilidad implica también que el ĺımite inverso asociado
a A es suprayectivo, luego [AC 4.5] implica ahora que la sucesión

0 −→ Tl(A) −→ Tl(B) −→ Tl(C) −→ 0

es exacta.

Una observación elemental es que, si A es finito, entonces Tl(A) = 0. En
efecto, la sucesión A[ln] se vuelve finalmente constante, luego un x ∈ Tl(A) es
una sucesión (xn) en la que, para n ≥ n0, se cumple que xn ∈ A[ln] = A[ln0 ],
por lo que xn = ln0xn+n0 = 0, luego x = 0.

Si E/K es una curva eĺıptica, definimos E[m], Tl(E) y Vl(E) como los co-
rrespondientes al grupo E(K̄). Sabemos que E[ln] ∼= Z/lnZ× Z/lnZ, de donde
se sigue ([CE 3.21]) que6 Tl(E) ∼= Zl × Zl, por lo que Vl(E) es un Ql-espacio
vectorial de dimensión 2.

Como la acción de G(K̄/K) respeta la multiplicación por l, es claro que
induce una acción sobre Tl(E) y ésta, a su vez, otra sobre Vl(E). Más precisa-
mente: tenemos un homomorfismo de grupos natural

ρ : G(K̄/K) −→ AutQp
Vl(E).

A continuación mostramos cómo estos homomorfismos determinan si E/K
tiene reducción buena, multiplicativa o aditiva. Para ello damos la definición
siguiente:

Definición 13.5 Sea E/K una curva eĺıptica, para cada primo l �= p, llamamos
Vl(E)IK al subespacio vectorial de Vl(E) formado por los puntos fijados por el
grupo de inercia IK . Llamaremos

ε(E/K) = dimQl
(Vl(E)/Vl(E)IK ) = 2− dimQl

Vl(E)IK .

En principio, tenemos que ε(E/K) depende de l, pero el teorema siguiente
muestra, en particular, que no es aśı:

Teorema 13.6 Si E/K es una curva eĺıptica, se cumple que

ε(E/K) =




0 si E/K tiene buena reducción,
1 si E/K tiene reducción multiplicativa,
2 si E/K tiene reducción aditiva.

6Conviene destacar que el isomorfismo no es canónico, es decir, que sólo está definido en
función de la elección arbitraria de una base en Tl(E).
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Demostración: De las observaciones finales de la sección precedente se
sigue inmediatamente que ε(E/K) = ε(EK̂nr

/K̂nr), aśı como que el tipo de
reducción de E/K coincide con el de EK̂nr

/K̂nr. Por consiguiente, no perdemos
generalidad si suponemos que el cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado.
En particular, tenemos entonces que IK = G(K̄/K).

Consideremos las sucesiones exactas

0 −→ E0(K) −→ E(K) −→ E(K)/E0(K) −→ 0,

0 −→ E1(K) −→ E0(K) −→ Ẽr(k) −→ 0,

donde Ẽr(k) es el conjunto de puntos regulares de la reducción de Ẽ/k.

Sabemos que el cociente E(K)/E0(K) es finito por 10.42, luego, según he-
mos visto, su módulo de Tate es nulo. Por consiguiente, la primera sucesión
exacta nos da un isomorfismo Tl(E0(K)) ∼= Tl(E(K)) que, a su vez, induce un
isomorfismo Vl(E0(K)) ∼= Vl(E(K)).

Por otra parte, el grupo E1(K) no tiene elementos de orden l por [CE 6.19],
y esto implica obviamente que Tl(E1(K)) = 0. Más aún, en la demostración
del teorema [CE 6.19], teniendo a su vez en cuenta la de [CE 5.16], en la cual
se basa, se ve que la multiplicación por l �= p es un isomorfismo en E1(K),
por lo que se trata de un grupo divisible, y aśı, la segunda sucesión exacta nos
proporciona un isomorfismo Tl(E0(K)) ∼= Tl(Ẽr(k)), que a su vez induce un
isomorfismo Vl(E0(K)) ∼= Vl(Ẽr(k)).

Combinando ambos isomorfismos obtenemos que Vl(E(K)) ∼= Vl(Ẽr(k)).
Ahora bien, la inclusión E(K) ⊂ E(K̄) induce monomorfismos

E(K)[ln] −→ E[ln],

que a su vez inducen un monomorfismo Tl(E(K)) −→ Tl(E), que a su vez
induce un monomorfismo Vl(E(K)) −→ Vl(E). Puesto que IK = G(K̄/K), los
puntos de E(K)[ln] son los puntos de E[ln] fijados por IK , luego Tl(E(K)) es
el subespacio de Tl(E) fijado por IK , lo que implica claramente7 que

Vl(E(K)) = Vl(E)IK .

En definitiva, tenemos que

ε(E/K) = 2− dimQl
Vl(E)IK = 2− dimQl

(Vl(Ẽr(k))).

Ahora observamos que si E/K tiene buena reducción, entonces Ẽ/k es una
curva eĺıptica, luego Ẽr(k) = Ẽ(k) y Vl(Ẽr(k)) = Tl(Ẽ) ∼= Q2

l (por [CE 3.21],
ya que l �= p). Por otra parte, la unicidad que proporcionan los teoremas 10.22
y 10.23, implica que si E/K tiene reducción multiplicativa8, entonces Ẽr(k) ∼= k∗

y, si la reducción es aditiva, Ẽr(k) ∼= k+.
7Un elemento de Vl(E) es de la forma x/s, con x ∈ Tl(E) y s ∈ Zl, por lo que se cumple

(x/s)σ = xσ/s = x/s si y sólo si xσ = x, si y sólo si x ∈ Tl(E(K)), si y sólo si s ∈ Vl(E(K)).
8Aqúı es donde usamos que k es algebraicamente cerrado: la reducción multiplicativa será

necesariamente racional.
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Es claro que k∗[ln] es el grupo de las ráıces de la unidad de orden divisible
entre pn, luego k∗[ln] ∼= Z/lnZ, lo que implica que Vl(k∗) ∼= Ql. Por otra parte,
usando una vez más que l �= p, vemos que k+[ln] = 0, luego Vl(k+) = 0. En
resumen:

dimQl
(Vl(Ẽr(k))) =




2 si E/K tiene buena reducción,
1 si E/K tiene reducción multiplicativa,
0 si E/K tiene reducción aditiva,

y esto implica inmediatamente la igualdad del enunciado.

Aśı pues, vemos que el tipo de reducción (buena, multiplicativa o aditiva)
de E/K está determinado por la acción del grupo de inercia IK sobre Vl(E).
Veamos una aplicación:

Teorema 13.7 Si φ : E1 −→ E2 es una isogenia no nula entre dos curvas
eĺıpticas sobre K, entonces ε(E1/K) = ε(E2/K), de modo que ambas curvas
tienen el mismo tipo de reducción (buena, multiplicativa o aditiva) sobre K.

Demostración: El núcleo de φ es un subgrupo finito de E1. Pongamos
que tiene r elementos y tomemos un primo l que no divida a r y que sea distinto
de la caracteŕıstica del cuerpo de restos de k. Es claro que φ se restringe a un
homomorfismo de grupos φn : E1[ln] −→ E2[ln]. El orden del núcleo de φn ha
de dividir a l2n y a r, luego ha de ser trivial. Como ambos grupos tienen el
mismo orden, φn es un isomorfismo.

Por otra parte, el hecho de que φ esté definido sobre K implica inmediata-
mente que es compatible con la acción de G(K̄/K) en ambos grupos, es decir,
que para todo σ ∈ G(K̄/K) y todo P ∈ E1[ln] se cumple que φn(Pσ) = φn(P )σ.

Es claro entonces que los isomorfismos φn inducen un isomorfismo de módulos
Tl(E1) −→ Tl(E2), que a su vez induce un isomorfismo de espacios vectoriales
φ̄ : Vl(E1) −→ Vl(E2) compatible con la acción del grupo de Galois. En par-
ticular, φ̄[Vl(E1)IK ] = Vl(E2)IK , luego ε(E1/K) = ε(E2/K).

Más en general, si K es un cuerpo numérico, p es un ideal primo de su
anillo de enteros, Kp es la compleción de K respecto de la valoración de p

y φ : E1 −→ E2 es una isogenia no nula entre dos curvas eĺıpticas definidas
sobre K, entonces φ induce una isogenia no nula φKp

: E1Kp
−→ E2Kp

, por lo
que ε(E1/Kp) = ε(E2/Kp). De acuerdo con la discusión que hemos realizado
en la introducción de este caṕıtulo, esto implica que E1 y E2 tienen el mismo
tipo de reducción respecto de cada primo de K.

13.3 El criterio de Néron-Ogg-Shafarevich

Según hemos visto en la sección anterior, una curva eĺıptica E/K tiene buena
reducción si y sólo si ε(E/K) = 0, si y sólo si Vl(E)IK = Vl(E), si y sólo si el
grupo de inercia IK fija al espacio vectorial Vl(E), para cualquier primo l �= p,
y esto equivale claramente a que IK fije al módulo de Tate Tl(E) para cualquier
primo l �= p. Esto es una parte del llamado criterio de Néron-Ogg-Shafarevich,
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que nos da además otras equivalencias directamente en términos de los grupos
de torsión E[m]:

Teorema 13.8 (Criterio de Néron–Ogg–Shafarevich) Para toda curva
eĺıptica E/K, las condiciones siguientes son equivalentes:

a) E tiene buena reducción sobre K.

b) El grupo de inercia IK actúa trivialmente sobre el módulo de Tate Tl(E)
para algún primo l �= p (o para todo primo l �= p).

c) El grupo de inercia IK actúa trivialmente sobre E[m], para todo m ≥ 2
primo con p.

d) El grupo de inercia IK actúa trivialmente sobre E[m], para infinitos valo-
res de m primos con p.

Demostración: Hemos visto que a) ⇔ b), y es claro que b) ⇒ c) ⇒ d).
Veamos, pues, que d) ⇒ a). No perdemos generalidad si suponemos que el
cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado, de modo que IK = G(K̄/K).

Por el teorema 10.42 sabemos que el ı́ndice |E(K) : E0(K)| es finito. Tome-
mos un número natural m que cumpla las propiedades siguientes:

a) m es primo con p,

b) m > |E(K) : E0(K)|,

c) IK actúa trivialmente sobre E[m].

Ahora consideramos las sucesiones exactas

0 −→ E0(K) −→ E(K) −→ E(K)/E0(K) −→ 0,

0 −→ E1(K) −→ E0(K) −→ Er(k) −→ 0.

Por c) tenemos que E[m] ⊂ E(K). Sabemos que E[m] ∼= Z/mZ × Z/mZ.
Para cada primo q | m, sea qe la mayor potencia de q que divide a m. Podemos
tomar un subgrupo 〈P 〉 × 〈Q〉 de E[m] de orden qe × qe. Si tuviéramos que
qe−1P /∈ E0(K) o qe−1Q /∈ E0(K) (pongamos el primer caso), entonces la
primera sucesión exacta inyectaŕıa 〈P 〉 en el cociente E(K)/E0(K), con lo que
el ı́ndice |E(K) : E0(K)| seŕıa múltiplo de qe. Por b) esto no puede ocurrir
para todo primo q, luego existe un primo q | m tal que qe−1P ∈ E0(K) y
qe−1Q ∈ E0(K). Aśı pues, el grupo E0(K) contiene un subgrupo isomorfo a
Z/qZ× Z/qZ.

Ahora consideramos la segunda sucesión exacta. Por [CE 6.19] sabemos que
E1(K) no contiene elementos de orden q, luego Er(k) contiene un subgrupo
isomorfo a Z/qZ× Z/qZ.

Supongamos que E tiene mala reducción sobre K. Si la reducción fuera
multiplicativa (multiplicativa racional, ya que k es algebraicamente cerrado),
se cumpliŕıa que Er(k) ∼= k∗, pero entonces los elementos de orden q en Er(k)
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formaŕıan un subgrupo isomorfo a Z/qZ (al grupo de las ráıces q-ésimas de
la unidad de k). Si la reducción fuera aditiva, seŕıa Er(k) ∼= k y no habŕıa
elementos de torsión. Aśı pues, E ha de tener buena reducción sobre K.

En principio, con este resultado hemos sustituido una condición sobre la
acción del grupo de inercia sobre los módulos de Tate (o sobre uno de ellos) por
una condición que afecta a infinitos grupos E[m]. Vamos a ver que, para curvas
con buena reducción potencial, la condición puede expresarse en términos de un
único grupo E[m].

Teorema 13.9 Si E/K es una curva eĺıptica tal que |j(E)| ≤ 1. Entonces, las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) E tiene buena reducción sobre K.

b) IK actúa trivialmente sobre E[m] para todo m ≥ 1 primo con p.

c) IK actúa trivialmente sobre E[m], para algún m ≥ 3 primo con p.

Demostración: Sólo hay que probar que c) ⇒ a). Según el teorema 12.18,
la hipótesis sobre el invariante se traduce en que la curva tiene potencialmente
buena reducción, es decir, que existe una extensión finita L/K tal que EL/L
tiene buena reducción. Sea l el mayor primo que divide a m y llamemos

l′ =
{
l si l > 2,
4 si l = 2.

Como m ≥ 3, tenemos que l′ | m, luego E[l′] ⊂ E[m], luego IK actúa
trivialmente sobre E[l′].

Consideremos ahora el grupo de inercia G0(L/K) = IK/IL. El teorema
anterior nos da que IL actúa trivialmente en Tl(E), luego G0(L/K) actúa sobre
Tl(E). En otras palabras, tenemos un homomorfismo

ρ : G0(L/K) −→ AutZlTl(E).

Expĺıcitamente, cada x ∈ Tl(E) es una sucesión x = (Pn) con Pn ∈ E[ln] de
modo que Pn = lPn+1 y, para cada σ ∈ IK , tenemos que xσ = (Pσ

n ).

Más en general, si fijamos una base x, y de Tl(E) sobre Zl, cada automor-
fismo u : Tl(E) −→ Tl(E) (como Zl-módulo) está determinado por las imágenes
u(x) = ax + by, u(y) = cx + dy o, equivalentemente, por la matriz

A =
(

a b
c d

)
∈ LG(Zl).

Si z ∈ Tl(E) tiene coordenadas z = z1x + z2y, entonces las coordenadas de
u(z) son

(z1, z2)
(

a b
c d

)
= (az1 + cz2, bz1 + dz2),
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luego, por la definición de la estructura de Zl-módulo en Tl(E), tenemos que
u(z)n = (anz1,n + cnz2,n, bnz1,n + dnz2,n), donde an, bn, cn, dn ∈ Z/lnZ son los
restos módulo ln de a, b, c, d.

Por consiguiente, si llamamos un : E[ln] −→ E[ln] al automorfismo definido
por la matriz (

an bn
cn dn

)
∈ LG(Z/nZ),

tenemos que u(z) = (un(zn)). Observemos que las aplicaciones u �→ un son
homomorfismos AutZl(Tl(E)) −→ AutZ(E[ln]). En estos términos, hemos visto
que la composición

G0(L/K)
ρ−→ AutZl(Tl(E)) −→ AutZ(E[l′])

es la acción natural de G0(L/K) (o, equivalentemente, de IK) sobre E[l′], y sa-
bemos que esta acción es trivial. Por consiguiente, la imagen por ρ de G0(L/K)
es un subgrupo finito del núcleo del segundo homomorfismo. Si probamos que
dicho núcleo no tiene más subgrupo finito que el subgrupo trivial, concluiremos
que la imagen de ρ es trivial, es decir, que IK actúa trivialmente sobre Tl(E),
lo cual, según el teorema anterior, equivale a que E tenga buena reducción
sobre K.

Equivalentemente, sólo nos queda probar que el grupo

H = {A ∈ LG(Zl) | A ≡ I2 (mód l′)}

no tiene elementos no triviales de orden finito. (Aqúı es donde necesitamos que
sea l′ = 4 si l = 2, pues si fuera l′ = 2, una matriz de orden finito seŕıa −I2.)

Supongamos, pues, que H contiene una matriz A de orden finito �= 1. No
perdemos generalidad si suponemos que tiene orden primo p. Podemos consi-
derar entonces el polinomio mı́nimo pol.minA ∈ Ql[X], que divide a Xp − 1 y
también al polinomio caracteŕıstico, el cual cumple

pol.carA ≡ pol.car I2 = (X − 1)2 (mód l′).

Si pol.minA tiene grado 2, entonces coincide con el polinomio caracteŕıstico,
con lo que pol.carA | Xp − 1 (en Ql[X], luego en Zl[X]) y, por consiguiente,
(X − 1)2 | Xp − 1 en (Z/lZ)[X]. Esto sólo es posible si p = l = 2. Entonces

pol.carA = pol.minA = X2 − 1 �≡ (X − 1)2 (mód 4),

luego este caso no puede darse.
Si pol.minA tiene grado 1, no puede ser X−1, pues seŕıa A = I2, luego divide

al polinomio ciclotómico cp(X). Por consiguiente, cp(X) y pol.carA tienen un
factor común en Ql[X], luego también en Zl[X], y podemos tomarlo mónico.
Concluimos como antes que cp(X) es divisible entre X − 1 en (Z/lZ)[X], con lo
que, nuevamente, Xp − 1 tiene una ráız doble en dicho cuerpo, y eso nos lleva
también al caso p = l = 2. Ahora tendŕıa que ser pol.minA = X + 1, pero
entonces A = −I2 /∈ H, luego este caso tampoco puede darse.
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Observemos que el teorema anterior no puede ser cierto para curvas arbitra-
rias (sin exigir que tengan buena reducción potencial), pues, si aśı fuera, bastaŕıa
tomar una extensión finita L/K tal que E[m] ⊂ E(L) para un m ≥ 3 cualquiera,
para concluir que EL/L tiene buena reducción. De este modo, resultaŕıa que
todas las curvas eĺıpticas tendŕıan potencialmente buena reducción.

Las condiciones del teorema anterior (y las de 13.8) son especialmente sim-
ples si el cuerpo de restos es algebraicamente cerrado. Entonces IK = G(K̄/K),
por lo que la condición de que IK deje invariante a E[m] es equivalente a que
E[m] ⊂ E(K).

En otros términos, si llamamos K(E[m]) a la adjunción a K de los cuer-
pos K(P ) de los puntos P ∈ E[m] (o, en términos clásicos, la adjunción de
las coordenadas de los puntos P ∈ E[m] vistos como puntos racionales de
E(K̄)), tenemos que K(E[m])/K es una extensión finita de Galois (porque
G(K̄/K) permuta los puntos de E[m]), y la condición de que IK deje invariante
a E[m] equivale a que deje invariante a K(E[m]), es decir, a que la extensión
K(E[m])/K sea no ramificada. Si k es algebraicamente cerrado, esto equivale
a su vez a que K(E[m]) = K.

Para curvas con buena reducción potencial, los cuerpos K(E[m]) no son
tantos como parecen:

Teorema 13.10 Supongamos que una curva eĺıptica E/K cumple |j(E)| ≤ 1 y
que el cuerpo de restos de K es algebraicamente cerrado de caracteŕıstica p.

a) Existe una mı́nima extensión L/K tal que, para toda extensión finita
K ′/K, la curva EK′/K ′ tiene buena reducción si y sólo si L ⊂ K ′.

b) Se cumple que L = K(E[m]), para cualquier natural m ≥ 3 primo con p.
En particular, la extensión L/K es finita de Galois.

c) Si p �= 2, entonces |L : K(E[2])|
∣∣ 2.

Demostración: Por el teorema anterior, la curva EK′/K ′ tiene buena
reducción si y sólo si E[m] ⊂ E(K ′), lo que equivale a que K(E[m]) ⊂ K ′, para
cualquier m ≥ 3 prefijado primo con p.

Aplicando esto a m′ y a K ′ = K(E[m′]), concluimos que EK′/K ′ tiene
buena reducción, y aplicando el mismo hecho a m y K ′, obtenemos la in-
clusión K(E[m]) ⊂ K(E[m′]). Intercambiando los papeles llegamos a la in-
clusión opuesta, luego todos los cuerpos K(E[m]) son una misma extensión L
de K y cumple a). La extensión L/K es de Galois porque los K-automorfismos
permutan los puntos de E[m]. Con esto quedan probados a) y b).

Para probar c) llamamos L0 = K(E[2]) y tomamos una ecuación de Weiers-
trass de E/K de la forma Y 2 = X3 + a2X

2 + a4X + a6, con ai ∈ K enteros. Es
fácil ver que los tres puntos finitos de E[2] son los que en E(K̄) tienen coordena-
das (α, 0), donde α ∈ K̄ es una ráız del miembro derecho de la ecuación. Como
los tres puntos están en E(L0), concluimos que la ecuación factoriza como

Y 2 = (X − a)(X − b)(X − c), a, b, c ∈ L0.
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Un cambio de variables X = X ′ + c nos permite suponer que c = 0, con lo
que la ecuación se reduce a

Y 2 = X(X − a)(X − b).

Si llamamos L′ = L0(
√
a), el cambio de variables X = aX ′, Y = (

√
a)3Y ′

pone la ecuación en forma de Legendre:

Y 2 = X(X − 1)(X − λ),

y el mismo argumento de 12.17 prueba que EL′ tiene buena reducción, luego ha
de ser L0 ⊂ L ⊂ L′, y esto implica que |L : L0| | 2.

En las condiciones del teorema anterior, de acuerdo con el teorema 12.17,
sabemos que |L : K| | 24, e incluso |L : K| | 12 si p �= 2. En particular, vemos
que la extensión L/K es dominadamente ramificada siempre que p �= 2, 3. El in-
terés de la ramificación dominada es que reduce la condición de buena reducción
a una divisibilidad de grados en lugar de una inclusión de cuerpos. Vamos a
enunciarlo sin exigir que el cuerpo de restos sea algebraicamente cerrado:

Teorema 13.11 Sea E/K una curva eĺıptica tal que |j(E)| ≤ 1 y sea p la
caracteŕıstica del cuerpo de restos de K.

a) Si m ≥ 3 es un número natural primo con p, el ı́ndice de ramificación e0

de la extensión K(E[m])/K es independiente de m, y cumple e0 | 24. Si
p �= 2, entonces e0 | 12.

b) Si p � e0 (en particular si p �= 2, 3), entonces, para cada extensión finita
K ′/K, se cumple que EK′ tiene buena reducción si y sólo si su ı́ndice de
ramificación es múltiplo de e0.

Demostración: Por el teorema 13.1 sabemos que si K ′/K es cualquier
extensión finita, el ı́ndice de ramificación de K ′/K coincide con el de K̂ ′

nr/K̂nr,
el cual coincide a su vez con el grado |K̂ ′

nr : K̂nr|. Teniendo en cuenta que el
tipo de reducción de EK′ coincide con el de EK̂′

nr
, aśı como que

̂K(E[m])nr = K̂nr(E[m]),

es claro que podemos sustituir K por K̂nr, con lo que podemos suponer que
el cuerpo de restos es algebraicamente cerrado. El apartado a) es, entonces,
consecuencia inmediata de las observaciones previas al teorema. Para probar b)
basta observar que EK′ tiene buena reducción si y sólo si L = K(E[m]) ⊂ K ′, si
y sólo si L ⊂ K ′

d, donde K ′
d es la máxima extensión dominadamente ramificada

de K contenida en K ′, cuyo grado es el mayor natural primo con p que divide
al grado |K ′ : K| (teorema [CC 2.46]). Teniendo en cuenta el teorema 13.3,
la inclusión K ⊂ L ⊂ K ′

d equivale a que e0 = |L : K|
∣∣ |K ′

d : K| (pues si se
da la divisibilidad, entonces el grupo de Galois G(K ′

d/K) tiene un subgrupo de
ı́ndice d, cuyo cuerpo fijado ha de ser necesariamente L), y esto equivale a que
e0 | |K ′ : K|.
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Ahora es inmediato que, si p �= 2, 3, el ı́ndice de ramificación e0 considerado
en el teorema anterior coincide con el valor de m determinado por la tabla
del teorema 9.3 en función del tipo de reducción de E/K (donde no hemos de
considerar los tipos In ni I∗n, para n > 0, pues tienen potencialmente reducción
multiplicativa).

13.4 El carácter de Artin

En esta sección hacemos un paréntesis para estudiar más a fondo las ex-
tensiones libremente ramificadas. Nos apoyaremos fuertemente en la teoŕıa de
la ramificación expuesta en el caṕıtulo X de [CC]. Empezamos recordando los
conceptos y hechos básicos:

Si K ′/K es una extensión finita de Galois, definimos sus grupos de ramifi-
cación como los grupos9

Gi(K ′/K) = {σ ∈ G(K ′/K) | v(σ(α)− α) ≥ i + 1 para todo α ∈ D′},

donde D′ es el anillo de enteros de K ′. Observemos que G−1(K ′/K) = G(K ′/K)
y que G0(K ′/K) es el grupo de inercia que ya hab́ıamos definido.

En [CC] se expone la teoŕıa de la ramificación para el caso de los cuerpos
numéricos y el de los cuerpos locales (sus compleciones, las extensiones finitas
de los cuerpos Qp de números p-ádicos) para mostrar más fácilmente la relación
entre ambos casos, pero es inmediato comprobar que todo lo dicho en el caso
p-ádico es válido igualmente —sin cambio alguno en las demostraciones10— en
el contexto en el que venimos trabajando en todo este caṕıtulo, es decir, para
cuerpos métricos completos discretos de caracteŕıstica 0 con cuerpo de restos
perfecto de caracteŕıstica prima p. Por consiguiente, en esta sección seguimos
trabajando en este mismo contexto.

El teorema [CC 10.4] afirma que todos los grupos Gi(K ′/K) son subgrupos
normales de G(K ′/K), y que existe un i tal que Gi(K ′/K) = 1. Aśı pues,
forman una serie

1 = Gi � Gi−1 � · · · � G0 � G(K ′/K).

Si descomponemos el ı́ndice de ramificación e = pse0, donde p � e0, sabemos
que g0 = e, y el teorema [CC 10.5] nos da que g1 = ps, de modo que G1(K ′/K)
es el p-subgrupo de Sylow del grupo de inercia G0(K ′/K). En particular, la
extensión K ′/K es dominadamente ramificada si y sólo si G1(K ′/K) = 1.

9En [CC 10.1] están definidos en un contexto más general. En el caso local, el grupo de
descomposición GP es todo el grupo de Galois G(K′/K).

10El teorema [CC 10.6] no es válido en este contexto general porque se apoya en que el cuerpo
de restos es finito, pero no vamos a necesitar este hecho ni se usa en los teorema siguientes de
[CC]. Podŕıa parecer que la prueba de [CC 10.5] usa también la finitud del cuerpo de restos,
pero no es cierto: sólo requiere el hecho de que todo subgrupo finito del grupo multiplicativo
de un cuerpo es ćıclico (pues, si el grupo tiene orden n, ha de ser el grupo de las ráıces n-simas
de la unidad, que es ćıclico).
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Si D′ = D[α1, . . . , αn], es fácil ver que

Gi(K ′/K) = {σ ∈ G(K ′/K) | v(σ(αj)− αj) ≥ i + 1 para j = 1, . . . , n}.

Con esto podemos probar:

Teorema 13.12 Si K ′/K es una extensión finita de Galois, el isomorfismo
natural (dado por la restricción)

G(K̂ ′
nr/K̂nr) −→ G0(K ′/K)

se restringe a isomorfismos entre los grupos de ramificación de ambas extensio-
nes.

Demostración: Sea K ′′ = Knr ∩ K ′, de modo que tenemos la igualdad
de cuerpos de restos k′′ = k′. Según el teorema [CC 3.11], si α ∈ K ′′ cumple
k′′ = k[ᾱ] y π es cualquier primo en K ′, entonces D′ = D[α, π], mientras que
D̂′

nr = D̂nr[π]. Ahora basta aplicar la observación previa al teorema, teniendo
en cuenta que, como α ∈ Knr, todos los elementos de G(K̂ ′

nr/K̂nr) fijan a α.

Esto nos permitirá reducir muchas pruebas al caso en que el cuerpo de restos
es algebraicamente cerrado.

El teorema [CC 3.12] nos da que existe un α ∈ D′ tal que D′ = D[α] y, por
consiguiente,

Gi(K ′/K) = {σ ∈ G(K ′/K) | vK′(σ(α)− α) ≥ i + 1}.

De aqúı se sigue que la función iK′/K : G(K ′/K) −→ N ∪ {∞} dada por

iK′/K(σ) = vK′(ασ − α).

es independiente de la elección del generador α ∈ D′, pues es igual al máximo
número natural i tal que σ ∈ Gi−1(K ′/K). En términos de esta función, tene-
mos que11

Gi(K ′/K) = {σ ∈ G(K ′/K) | iK′/K(σ) ≥ i + 1}.
El hecho de que Gi(K ′/K) = 1 para i suficientemente grande se traduce en

que
iK′/K(σ) =∞ si y sólo si σ = 1.

Similarmente, el hecho de que los grupos de ramificación sean normales en
G(K ′/K) se traduce en que

iK′/K(τ−1στ) = iK′/K(σ), para todo σ, τ ∈ G(K ′/K).

Otra propiedad elemental es la siguiente:

iK′/K(στ) ≥ mı́n{iK′/K(σ), iK′/K(τ)}.
11En virtud de [CC 10.3], también podemos calcular la función iK′/K con α = π, donde π

es un primo de K′, aunque no genere el anillo de enteros.
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En efecto:

iK′/K(στ) = v(αστ − α) = v(αστ − ασ + ασ − α)

≥ mı́n{v(αστ − ασ), v(ασ − α)} = mı́n{iK′/K(τ), iK′/K(σ)}.

El teorema [CC 10.16] se traduce en una propiedad más de la función iK′/K :

Teorema 13.13 Sea k ⊂ L ⊂ K una cadena de extensiones de Galois de
cuerpos locales. Entonces, para cada σ ∈ G(L/k), se cumple que

iL/k(σ|L) =
1

eK/L

∑
τ∈G(K/L)

iK/k(τσ).

Demostración: Sea α (resp. β) un generador del anillo de enteros de K
(resp. de L) sobre el anillo de enteros de k. El teorema [CC 10.16] afirma que

vL(σ(β)− β) =
∑

τ∈G(K/L)

vL((τσ)(α)− α),

y esto equivale a que

eK/L iL/k(σ|L) =
∑

τ∈G(K/L)

iK/k(τσ).

De aqúı en adelante L/K será una extensión finita de Galois, llamaremos
G = G(L/K) a su grupo de Galois y Gi = Gi(L/K) a sus grupos de ramificación.
Representaremos por g y gi sus órdenes respectivos.

La función iL/K : G −→ N ∪ {∞} que acabamos de definir es una función
de clases en G excepto por el hecho de que no está definida en σ = 1. Vamos a
corregir esto:

Definición 13.14 La función de Artin aL/K : G(L/K) −→ Z es la función
dada por

aL/K(σ) = −f iL/K(σ) si σ �= 1, aL/K(1) = f
∑
σ �=1

iL/K(σ),

donde f es el grado de inercia de la extensión L/K.

Es claro que aL/K es una función de clases en G(L/K). Hemos definido
aL/K(1) para que se cumpla que∑

σ∈G
aL/K(σ) = 0,

es decir, que12 (aL/K , 1) = 0.

12De este modo, si una función de clases φ coincide con aL/K salvo quizá para σ = 1 y
cumple (φ, 1) = 0, entonces φ = aL/K .
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El valor aL/K(1) tiene una interpretación aritmética. Para obtenerla obser-
vamos que iL/K toma el valor i sobre los elementos de Gi−1\Gi, luego, si gt = 1,
tenemos que∑

σ �=1

iL/K(σ) = (g0 − g1) + 2(g1 − g2) + 3(g2 − g3) + · · ·+ t(gt−1 − 1)

= g0 + g1 + · · ·+ gt−1 − t =
∞∑
i=0

(gi − 1).

El teorema [CC 10.11] nos da inmediatamente el resultado siguiente:

Teorema 13.15 Si DL/K es el diferente de la extensión L/K, entonces

aL/K(1) = fvL(DL/K).

De la propia definición de la función de Artin se sigue que, aL/K = 0 si y
sólo si la extensión L/K es no ramificada. El propósito central de esta sección
es demostrar el teorema siguiente:

Teorema 13.16 Si L/K es es ramificada, la función aL/K es un carácter del
grupo de Galois G(L/K).

Como aL/K es una función de clases, el teorema 11.32 nos da que es combi-
nación lineal de los caracteres irreducibles de G, y el coeficiente de cada carácter
χ es (aL/K , χ). Teniendo en cuenta que aL/K �= 0, basta probar que estos coe-
ficientes son números naturales. Observamos que

(aL/K , χ) =
1
g

∑
σ∈G

aL/K(σ)χ(σ−1) =
1
g

∑
σ∈G

χ(σ) aL/K(σ−1)

=
1
g

∑
σ∈G

χ(σ) aL/K(σ) = (χ, aL/K),

donde hemos usado que aL/K(σ−1) = aL/K(σ) = aL/K(σ).

Para cada función de clases φ de G, definimos

f(φ) = (φ, aL/K).

El teorema 13.16 quedará probado si demostramos que f(χ) es un número
natural para todo carácter χ de G.

Para cada i ≥ 0, llamamos rGi al carácter regular del grupo de ramificación
i-ésimo Gi. Sabemos que en la descomposición de rGi en suma de caracteres
irreducibles aparece cada carácter irreducible con multiplicidad igual a su grado.
Por consiguiente, ui = rGi

− 1Gi
es también un carácter de Gi, salvo que sea

Gi = 1, en cuyo caso ui = 0. Esto sucede para todo i suficientemente grande.

Teorema 13.17 En las condiciones anteriores, se cumple que

aL/K =
∞∑
i=0

gi
g0

uGi .
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Demostración: Tenemos que

uGi (σ) =
1
gi

∑
τ∈G

u0
i (τστ

−1).

Teniendo en cuenta que Gi es un subgrupo normal en G y que ui(σ) = −1
para todo σ �= 1, es claro que

uGi (σ) =




g(gi−1)
gi

si σ = 1
−g/gi si σ ∈ Gi \ {1},

0 si σ ∈ G \Gi.

Por lo tanto,

gi
g0

uGi (σ) =




f(gi − 1) si σ = 1
−f si σ ∈ Gi \ {1},

0 si σ ∈ G \Gi.

Aśı, si σ ∈ Gk \Gk+1, la suma para todo i es igual a

−f(k + 1) = −fiL/K(σ) = aL/K(σ).

Ahora observamos que ∑
σ∈G

uGi (σ) = 0,

y lo mismo vale si sumamos para todo i. Como aL/K cumple también que
(aL/K , 1) = 0, también se tiene la igualdad para σ = 1.

De aqúı extraemos varias consecuencias. En primer lugar, vemos que g0aL/K
es un carácter de G. Por consiguiente, si χ es un carácter de G, se cumple que
(χ, g0aL/K) es un número natural. Equivalentemente:

Teorema 13.18 Si χ es un carácter de G, se cumple que f(χ) es un número
racional ≥ 0.

Para cada función de clases φ en G, definimos

φ(Gi) =
1
gi

∑
σ∈Gi

φ(σ).

En estos términos se cumple lo siguiente:

Teorema 13.19 Si φ es una función de clases en G, entonces

f(φ) =
∞∑
i=0

gi
g0

(φ(1)− φ(Gi)).

Demostración: Basta tener en cuenta que

(φ, uGi ) = (φ|Gi
, ui) = φ(1)− φ(Gi).
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Teorema 13.20 Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación de G con carác-
ter χ, y sea V Gi el subespacio formado por los elementos de V fijados por cada
elemento de Gi. Entonces

f(χ) =
∞∑
i=0

gi
g0

dim(V/V Gi).

Demostración: Observemos que V G1 es el C[Gi]-submódulo de V asociado
al carácter trivial 1Gi

en la descomposición dada por el teorema 11.36. Por
consiguiente, su dimensión es la multiplicidad de 1Gi en χ|Gi , es decir:

dimV Gi = (χ|Gi
, 1Gi

) = χ(Gi).

Por otra parte, dimV = χ(1), con lo que dimV/V Gi = χ(1)−χ(Gi) y basta
aplicar el teorema anterior.

Seguidamente reformulamos el teorema 13.13:

Teorema 13.21 Sea K ⊂ K ′ ⊂ L una cadena de extensiones de Galois. Lla-
memos N = G(L/K ′), de modo que G/N ∼= G(K ′/K). Entonces,

aK′/K = a
G/N
L/K .

Demostración: Tomemos un σ ∈ G, de modo que σ|K′ se identifica con
Nσ ∈ G/N . De acuerdo con 11.59, la igualdad aK′/K(Nσ) = a

G/H
L/K (Nσ) equi-

vale a
aK′/K(Nσ) =

1
nL/K′

∑
n∈N

aL/K(nσ).

Si σ /∈ N , esto equivale a su vez a que

−fK′/K iK′/K(σ|K′) =
1

eL/K′fL/K′

∑
n∈N

(−fL/K)iL/K(nσ),

lo cual, simplificando, se reduce a

iK′/K(σ|K′) =
1

eL/K′

∑
n∈N

iL/K(nσ),

que es precisamente lo que afirma el teorema 13.13. Falta probar la igualdad
cuando σ|K′ = 1, pero ésta es consecuencia inmediata de que

(aG/NL/K , 1G/N ) = (aL/K , 1G) = 0.

Ahora relacionamos la función aL/K con aL/K′ .

Teorema 13.22 Sea K ⊂ K ′ ⊂ L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois y sea H = G(L/K ′). Entonces

aL/K |H = vK(∆K′/K)rH + fK′/K aL/K′ ,

donde ∆K′/K es el discriminante de K ′/K y rH es el carácter regular de H.
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Demostración: Si σ ∈ G cumple σ �= 1, entonces

aL/K(σ) = −fL/K iL/K(σ), aL/K′(σ) = −fL/K′ iL(K′(σ), rH(σ) = 0.

Además, un generador del anillo de enteros de L sobre el anillo de enteros de
K lo genera también sobre el anillo de enteros de K ′, luego iL/K(σ) = iL/K′(σ).
Ahora es claro que la igualdad del enunciado se cumple para σ. Falta considerar
el caso σ = 1. Teniendo en cuenta el teorema 13.15, la igualdad que hemos de
probar es equivalente a

fL/K vL(DL/K) = |L : K ′|vK(∆K′/K) + fK′/KfL/K′ vL(DL/K′).

Según [CC 3.22], el discriminante de una extensión es la norma del diferente,
lo cual implica que

vK(∆L/K) = fL/K vL(DL/K), vK′(∆L/K′) = fL/K′ vL(DL/K′).

Aśı pues, la ecuación que hemos de probar equivale a

vK(∆L/K) = |L : K ′|vK(∆K′/K) + fK′/K vK′(∆L/K′).

A su vez, esta fórmula equivale al teorema [CC 3.24].

Como consecuencia:

Teorema 13.23 Sea K ⊂ K ′ ⊂ L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois. Sea H = G(L/K ′). Entonces, para todo carácter ψ de H,

f(ψG) = vK(∆K′/K)ψ(1) + fK′/Kf(ψ).

Demostración: Hay que entender que la última f de la fórmula es la
función correspondiente a la extensión L/K ′.

f(ψG) = (ψG, aL/K) = (ψ, aL/K |H) = vK(∆K′/K)(ψ, rH) + fK′/K(ψ, aL/K′)

= vK(∆K′/K)ψ(1) + fK′/K f(ψ).

Ahora consideramos la función φL/K definida en [CC 10.18]:

Teorema 13.24 Sea χ un carácter de grado 1 en G y sea c(χ) el mayor número
natural tal que χ|Gc(χ) �= 1. (Si χ = 1G, tomamos c(χ) = −1.) Entonces,

f(χ) = φL/K(c(χ)) + 1.

Demostración: Si i ≤ c(χ), entonces χ(Gi) = (χ|Gi , 1) = 0 (porque χ|Gi

tiene grado 1, luego es irreducible). Por lo tanto, χ(1)−χ(Gi) = 1. Si i > c(χ),
entonces χ(Gi) = 1, luego χ(1)− χ(Gi) = 0. El teorema 13.19 nos da que

f(χ) =
c(χ)∑
i=0

gi
g0

= φ(c(χ)) + 1.
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Teorema 13.25 Sea χ un carácter de grado 1 en G, sea N su núcleo y sea K ′

su cuerpo fijado. Sea c′(χ) el mayor número natural tal que (G/N)c′(χ) �= 1.
Entonces f(χ) = φK′/K(c′(χ)) + 1 es un número natural.

Demostración: El teorema [CC 10.19] afirma que

(G/N)i = GψL/K′ (i)N/N,

donde ψL/K′ es la función de Hasse (la inversa de φL/K′). Por tanto, (G/N)i = 1
equivale a que GψL/K′ (i) ≤ N , es decir, a que χ|Gψ

L/K′ (i)
= 1. Por consiguiente,

c(χ) = ψL/K′(c′(χ)) o, equivalentemente, c′(χ) = φL/K′(c(χ)). El teorema
anterior y [CC 10.20] nos dan que

f(χ) = φL/K(c(χ)) + 1 = φK′/K(φL/K′(c(χ))) + 1 = φK′/K(c′(χ)) + 1.

Por último, la extensión K ′/K es abeliana, luego podemos aplicar el teo-
rema [CC 10.25]: el número natural c′(χ) cumple que G(K ′/K)c′(χ) �= 1 y
G(K ′/K)c′(χ)+1 = 1, luego es un vértice de la función φK′/K , luego φK′/K(c′(χ))
es un vértice de ψK′/K , luego es un número entero ≥ −1. (La función ψK′/K

es lineal hasta −1, luego su primer vértice es ≥ −1.)

Finalmente estamos en condiciones de demostrar el teorema 13.16:

Hemos de probar que f(χ) es un número natural para todo carácter χ de G.
Por el teorema 13.18 sabemos que f(χ) es un número racional ≥ 0, luego sólo
necesitamos probar que es entero. Por el teorema de Brauer 11.48, podemos
expresar

χ =
∑
i

niψ
G
i ,

donde ni ∈ Z y cada ψi es un carácter de grado 1 en un cierto subgrupo Hi

de G. Por consiguiente, basta probar que f(ψGi ) es entero. Por 13.23, basta
probar que f(ψi) es entero, lo que equivale a suponer que χ tiene grado 1. En
tal caso basta aplicar el teorema anterior.

A partir del carácter de Artin podemos definir otro que, de hecho, es el que
nos va a interesar:

Definición 13.26 Si L/K es una extensión finita de Galois, definimos la fun-
ción de Swan sL/K : G(L/K) −→ Z como la función dada por

sL/K = aL/K − uG0 =
∞∑
i=1

gi
g0

uGi ,

donde ui = rGi
− 1Gi

. (Véase el teorema 13.17.)

Expĺıcitamente:

sL/K(σ) =
{

f(1− i(σ)) si σ ∈ G0 \ 1,
0 si σ ∈ G \G0,
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y sL/K(1) está determinado por la relación (sL/K , 1G) = 0, que se cumple
porque (aL/K , 1G) = 0 y (uG0 , 1G) = (u0, 1G0) = 0.

Es claro entonces que sL/K = 0 si y sólo si G1 = 1, es decir, si la extensión
L/K es dominadamente ramificada. En caso contrario es una función de clases
no nula. Consideremos un carácter irreducible χ de G, y observemos que

(sL/K , χ) =
∞∑
i=1

gi
g0

(uGi , χ) =
∞∑
i=1

gi
g0

(ui, χGi
) ≥ 0.

Por otra parte, (sL/K , χ) = (aL/K , χ)− (uG0 , χ) ∈ Z, puesto que aL/K y uG0
son caracteres. Concluimos que (sL/K , χ) es un número natural para todo χ,
luego sL/K es un carácter de G, el carácter de Swan de la extensión L/K.

13.5 El invariante de Swan

Dada una curva eĺıptica E/K, el carácter de Swan que acabamos de definir
permite definir una medida δ(E/K) de la ramificación libre de las extensiones
K(E[m])/K, pero para ello tendŕıamos que utilizar mucha más teoŕıa de repre-
sentaciones de grupos que la que hemos desarrollado en el caṕıtulo XI. En su
lugar, definiremos δ(E/K) sin hacer referencia al carácter de Swan y mostrare-
mos sólo parcialmente la relación entre ambos conceptos.

Definición 13.27 Sea E/K una curva eĺıptica, sea l un primo distinto de la
caracteŕıstica p del cuerpo de restos de K. Definimos el invariante de Swan de
E/K como

δ(E/K) =
∞∑
i=1

gi
g0

dimZ/lZ(E[l]/E[l]Gi),

donde Gi = Gi(K(E[l])/K), gi = |Gi| y E[l]Gi es el subespacio vectorial de E[l]
fijado por todos los elementos de Gi.

El resultado principal que probaremos en esta sección es el teorema siguiente:

Teorema 13.28 Si E/K es una curva eĺıptica, el invariante δ(E/K) es un
número natural independiente del primo l con que se calcula.

Del teorema 13.12 se sigue inmediatamente que δ(E/K) = δ(EK̂nr
/K̂nr), lo

que nos permite restringirnos al caso en que el cuerpo de restos k es algebrai-
camente cerrado sin pérdida de generalidad.

Antes de entrar en la demostración de 13.28 probaremos algunos resultados
sobre δ(E/K). En primer lugar probamos que δ(E/K) depende únicamente de
la ramificación libre de las extensiones K(E[l])/K:

Teorema 13.29 Si E/K es una curva eĺıptica, para cada primo l �= p, se
cumple que δ(E/K) = 0 si y sólo si la extensión K(E[l])/K es dominadamente
ramificada.
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Demostración: Es claro que δ(E/K) = 0 (para un l) si y sólo si G1 actúa
trivialmente sobre E[l], si y sólo si G1 actúa trivialmente sobre K(E[l]), si y sólo
si G1 = 1, si y sólo si la extensión K(E[l])/K es dominadamente ramificada.

Ahora probamos que, para calcular δ(E/K), podemos sustituir K(E[l]) por
cualquier extensión dominadamente ramificada:

Teorema 13.30 Dada una curva eĺıptica E/K y un primo l �= p, llamemos
L0 = K(E[l]) y sea K ⊂ L0 ⊂ L de modo que L/K es finita de Galois y L/L0

es dominadamente ramificada.13 Entonces,

δ(E/K) =
∞∑
i=1

gi
g0

dimZ/lZ(E[l]/E[l]Gi),

donde Gi = Gi(L/K) y gi = |Gi|.
Demostración: Llamemos G0

i = Gi(L0/K) y g0
i = |G0

i |. En principio,
δ(E/K) está definido en términos de los grupos G0

i . Hemos de probar que
podemos reemplazarlos por los Gi.

Observemos que la restricción G(L/K) −→ G(L0/K) tiene núcleo G(L/L0),
que es primo con p, luego se restringe a un isomorfismo r : G1 −→ G0

1.

Como la extensión L/L0 es dominadamente ramificada, su ı́ndice de rami-
ficación es e = g0/g

0
0 y, para x ≥ 0, su función de Hasse viene es simplemente

ψ(x) = ex (véase [CC 10.18]). Según [CC 10.19], tenemos que

G0
x = Gψ(x)H/H,

donde H = G(L/L0) y Gx = G{x}, donde {x} es el menor natural mayor o igual
que x. En otros términos, G0

x = r[Gex]. Más expĺıcitamente, si la sucesión de
grupos de ramificación de L0/K es

G0
1 = · · · = G0

v1 > G0
v1+1 = · · · = G0

v2 > Gv2+1 = · · ·
entonces la de L/K es

G1 = · · · = Gev1 > Gev1+1 = · · · = Gev2 > Gev2+1 = · · · ,
de modo que G0

vi está formado por las restricciones de los elementos de Gevi .
Aśı pues, llamando v0 = 0 y agrupando los sumandos iguales en el sumatorio
del enunciado, tenemos que éste es igual a∑

i

gevi(evi − evi−1)
g0

dimZ/lZ(E[l]/E[l]Gevi )

=
∑
i

g0
vi(vi − vi−1)

g0
0

dimZ/lZ(E[l]/E[l]G
0
vi ) = δ(E/K),

donde hemos usado que gevi = g0
vi y que E[l]Gevi = E[l]G

0
vi .

13En realidad esta hipótesis no es necesaria.
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Ahora mostramos el efecto de cambiar el cuerpo base, siempre mediante una
extensión dominadamente ramificada:

Teorema 13.31 Si L/K es una extensión dominadamente ramificada y su
ı́ndice de ramificación es e, entonces, para toda curva eĺıptica E/K y todo primo
l �= p, se cumple que δ(EL/L) = e δ(E/K).

Demostración: Llamemos L0 = K(E[l]), con lo que LL0 = L(E[l]). La
extensión LL0/L0 es dominadamente ramificada, luego el teorema anterior nos
da que δ(E/K) puede calcularse con los grupos de ramificación de LL0/K. Por
otra parte, δ(EL/L) se calcula, por definición, con los grupos de ramificación de
LL0/L. Ahora tenemos una cadena de extensiones K ⊂ L ⊂ LL0 en la que la
primera es dominadamente ramificada. Esto implica que

G1(LL0/K) ⊂ G(LL0/L).

El teorema [CC 10.2] nos da entonces que

Gi(LL0/L) = Gi(LL0/K) ∩G(LL0/L) = Gi(LL0/K).

Aśı pues, la expresión dada por el teorema anterior para δ(E/K) coincide con
la definición de δ(EL/L) excepto por el término g0, que es diferente para ambas
extensiones y, concretamente, tenemos g0(LL0/K) = eg0(LL0/L). Esto implica
la relación del enunciado.

En particular vemos que las extensiones no ramificadas no alteran el valor
de δ(E/K).

Pasemos ya a probar el teorema 13.28. En primer lugar consideraremos el
caso en que la curva E/K tiene buena reducción potencial. El teorema 13.10
nos dice que todos los cuerpos K(E[l]) son un mismo cuerpo L, salvo quizá
L0 = K(E[2]), que, en cualquier caso, cumple que |L : L0|

∣∣ 2.
Para que l = 2 sea un primo admisible ha de ser p �= 2, y entonces la extensión

L/L0 es dominadamente ramificada, luego el teorema 13.30 nos da que δ(E/K)
para l = 2 puede calcularse igualmente con los grupos de ramificación de L en
lugar de con los de L0.

Si la extensión L/K es dominadamente ramificada, entonces δ(E/K) = 0
para cualquier primo l con el que se calcule. En particular esto sucede si E/K
tiene buena reducción (pues entonces L/K es trivial) o si p > 3 (por 13.10).
Supongamos, pues, que L/K tiene ramificación libre. En particular estamos
suponiendo que la reducción de E/K es aditiva.

Veamos que, en estas condiciones, E(K)[l] = 0. Tratamos aparte el caso en
que l = 2. Tal y como hemos explicado en la prueba de 13.10, la curva E/K
admite una ecuación de Weierstrass de la forma

Y 2 = X3 + a2X
2 + a4X + a6,

de modo que los puntos de E[2] distintos del neutro son los puntos de E(K̄) de
coordenadas (α, 0), donde α es una ráız del miembro derecho de la ecuación. Si
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uno de ellos está en E(K), tras un cambio de variables pasa a tener coordenadas
(0, 0), y la ecuación de Weierstrass se reduce a Y 2 = X(X2 + a2X + a4). De
aqúı se sigue que |L0 : K|

∣∣ 2, luego |L : K|
∣∣ 4, contradicción.

Pasamos ahora al caso en que l > 3. Para ello consideramos las sucesiones
exactas

0 −→ E0(K) −→ E(K) −→ E(K)/E0(K) −→ 0,

0 −→ E1(K) −→ E0(K) −→ Er(k) −→ 0.

que ya consideramos en la prueba del teorema 13.8. Según el teorema 10.42, el
orden del grupo E(K)/E0(K) divide al número de componentes conexas de la
fibra cerrada del modelo de Néron de E/K que, para los tipos correspondientes
a reducción aditiva, es 1, 2, 3 o 4. Por consiguiente, todo P ∈ E(K)[l] tiene
imagen trivial en E(K)/E0(K), luego está en E0(K). A su vez, su imagen
en Er(k) = k+ es trivial, pues k+ no contiene elementos de torsión, luego
P ∈ E1(K), pero, por [CE 6.19], sabemos que E1(K)[l] = 0.

En realidad podemos afirmar algo más fino: como L es la menor extensión
de K donde E tiene buena reducción, si K ⊂ K ′ � L, se cumple que EK′ sigue
teniendo reducción aditiva y L es también la menor extensión de K ′ donde EK′

tiene buena reducción, luego el argumento precedente se aplica a EK′ y nos
permite concluir que E(K ′)[l] = 0.

Aplicamos esto a los cuerpos Ki fijados por los grupos de ramificación Gi,
de modo que E[l]Gi �= 0 si y sólo si E(Ki)[l] �= 0, si y sólo si Ki = L, si y sólo
si Gi = 1, en cuyo caso E[l]Gi = E[l]. En definitiva, llegamos aśı a que

δ(E/K) =
∑
i

2gi
g0

,

donde la suma recorre los ı́ndices i tales que gi �= 1. En particular, vemos que
δ(E/K) es independiente de la elección de l.

Recordemos que estamos suponiendo que el cuerpo de restos de K es al-
gebraicamente cerrado, por lo que G(K̄/L) = IL. Como EL/L tiene buena
reducción, el teorema 13.6 nos da que G(K̄/L) actúa trivialmente sobre Tl(E),
luego la acción de G(K̄/K) sobre Tl(E) induce una acción

G(L/K) −→ Aut(Vl(E)),

que es una representación de G(L/K) sobre el cuerpo Ql. Llamemos χl a su
carácter.

Si Gi �= 1, entonces su cuerpo fijado Ki está estrictamente contenido en L,
luego la reducción de EKi

/Ki es aditiva, y 13.6 nos da que Vl(E)Gi = 0.

Consideramos ahora V = Q̄l ⊗Ql
Vl(E) con la estructura natural de Q̄l[G]-

módulo, que determina una representación de G sobre el cuerpo Q̄l con el mismo
carácter χl. Veamos que que V Gi = 0 siempre que Gi �= 1. Para ello conside-
ramos la representación matricial ρ : Gi −→ LG(2,Ql) asociada a una base de
Vl(E). Si fuera V Gi �= 0, el sistema de ecuaciones (x, y)(ρ(σ)−I2) = (0, 0), para
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σ ∈ Gi, tendŕıa una solución no trivial en Q̄l, pero, al ser un sistema de ecua-
ciones lineales con coeficientes en Ql, tendŕıa también una solución no trivial en
Ql, lo que implicaŕıa que Vl(E)Gi �= 0.

Al ser Q̄l algebraicamente cerrado, podemos afirmar que (1, χl|Gi
) = 0 luego,

llamando rGi
al carácter regular de Gi y ui = rGi

− 1, tenemos también que

(uGi , χl) = (ui, χlGi) = (rGi , χlGi) = χl(1) = 2.

Por el contrario, si Gi = 1, entonces ui = 0 y (uGi , χl) = 0. Esto nos da la
siguiente expresión para el invariante de Swan:

δ(E/K) =
∞∑
i=1

gi
g0

(uGi , χl) = (sL/K , χl),

que es ciertamente un número natural, pues el carácter de Swan sL/K es un
carácter de G (o la función nula).

Con esto queda probado el teorema 13.28 para curvas con buena reducción
potencial. Para abordar el caso de la reducción multiplicativa potencial necesi-
tamos estudiar los cuerpos K(E[m]) en este contexto. Nos apoyaremos en las
curvas de Tate:

Sea q ∈ K tal que |q| < 1 y consideremos la curva de Tate Eq/K. Tenemos
un isomorfismo de grupos

K̄/qZ −→ Eq(K̄).

Sea m un número natural primo con p, sea ζ ∈ K̄ una ráız m-sima primitiva
de la unidad y Q ∈ K̄ una ráız m-sima de q. Se cumple que 〈ζ〉 ∩ 〈Q〉 = 1, pues
si ζi = Qj , entonces ζim = qj y, como |ζ| = 1, |q| < 1, ha de ser i = j = 0. Es
claro entonces que 〈ζ,Q〉 ∼= (Z/mZ)× Z, y que

〈ζ,Q〉 /qZ ∼= (Z/mZ)× (Z/mZ).

Por consiguiente, el isomorfismo de Tate se restringe a un monomorfismo

〈ζ,Q〉 /qZ −→ E[m].

Como ambos grupos tienen m2 elementos, se trata de un isomorfismo.
Llamemos L = K(ζ,Q). El isomorfismo de Tate se restringe a un isomor-

fismo L/qZ −→ E(L), de donde se sigue que K(E[m]) ⊂ L. Como p � m,
la extensión ciclotómica K(ζ)/K es no ramificada, y la extensión L/K(ζ) es
dominadamente ramificada por [CC 2.44], luego la extensión completa L/K es
dominadamente ramificada, y lo mismo le sucede a K(E[m])/K.

En el caso general, si E/K es una curva eĺıptica con reducción multiplicativa
potencial, es decir, tal que |j(E)| > 1, el teorema 12.16 nos da una extensión
cuadrática (o trivial) L/K tal que EL/L es una curva de Tate.

Por la parte ya probada, sabemos que L(E[m])/L es una extensión no ra-
mificada. Si E/K tiene reducción multiplicativa, la extensión L/K es trivial o
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bien no ramificada (según que la reducción sea multiplicativa racional o irra-
cional, aunque el segundo caso no puede darse si suponemos que el cuerpo de
restos es algebraicamente cerrado), por consiguiente, la extensión L(E[m])/K
es dominadamente ramificada, y lo mismo sucede si p = 3 (pues entonces L/K
es a, lo sumo, dominadamente ramificada).

Ahora podemos reunir los casos básicos en los que δ(E/K) es trivial:

Teorema 13.32 Para toda curva eĺıptica E/K, se cumple que δ(E/K) = 0 en
los casos siguientes:

a) La caracteŕıstica del cuerpo de restos es p > 3.

b) E/K tiene buena reducción o reducción multiplicativa.

c) E/K tiene potencialmente reducción multiplicativa y p > 2.

Demostración: Fijado un primo l �= p, acabamos de ver que la extensión
K(E[l])/K es dominadamente ramificada cuando E/K tiene reducción multi-
plicativa y cuando tiene reducción multiplicativa potencial y p > 2. Si E/K
tiene buena reducción, entonces la extensión K(E[l])/K es no ramificada, luego
también tenemos que δ(E/K) = 0. Sólo nos falta considerar el caso en que
E/K tenga buena reducción potencial y p > 3, en cuyo caso basta considerar el
teorema 13.11.

Aśı pues, para probar el teorema 13.28 sólo nos falta considerar el caso en
que E/K tiene reducción aditiva potencialmente multiplicativa y p = 2. En este
caso hemos visto que el ı́ndice de ramificación de cada extensión K(E[m])/K
puede ser divisible entre 2, pero no entre 4, ya que K(E[m]) está contenido en
la cadena de extensiones K ⊂ L ⊂ L(E[m]), donde la primera es cuadrática y
la segunda tiene ramificación dominada.

Veamos que δ(E/K) es un número natural. Llamemos L = K(E[l]). Pode-
mos suponer que el cuerpo de restos de K es algebraicamente cerrado, con lo
que G(L/K) = G0(L/K).

Si la extensión L/K es dominadamente ramificada, entonces δ(E/K) = 0 y
hemos terminado. En caso contrario, tenemos que G1(L/K) tiene orden 2. Por
otra parte, el cociente G(L/K)/G1(L/K) es ćıclico, por [CC 10.5].

Sea σ un generador del cociente y sea G1(L/K) = {1, τ}. Entonces, todo
elemento de G(L/K) es de la forma σiτ j , y se cumple que στ = τσ porque
G1(L/K) � G(L/K), luego σ−1τσ = τ . Esto implica que G(L/K) es un grupo
abeliano, y el teorema [CC 10.9] nos da entonces que g0 divide a todos los
ı́ndices i tales que Gi > Gi+1. Esto significa que, si en la definición de δ(E/K)
agrupamos todos los sumandos correspondientes a grupos Gi iguales, el número
de sumandos de cada grupo es múltiplo de g0, por lo que cada uno de dichos
grupos es un número natural, y δ(E/K) también lo es.

Consideremos ahora dos primos impares l1 �= l2. Vamos a probar que la
definición de δ con l1 coincide con la definición con l2. Sea q ∈ K∗ tal que



450 Caṕıtulo 13. Subgrupos de torsión

|q| < 1 y j(Eq) = j(E). Observemos que K contiene a las ráıces de la unidad
de orden l1l2, porque la extensión ciclotómica de orden l1l2 es no ramificada
y K no tiene extensiones no ramificadas. Por consiguiente, si α es una ráız
del polinomio X l1l2 − q, la extensión K(α)/K es finita de Galois (puesto que
contiene a todas las demás ráıces, que resultan de multiplicar α por las ráıces
de la unidad), y es dominadamente ramificada por [CC 2.44].

Si cambiamos K por K(α), de acuerdo con el teorema 13.31, estamos mul-
tiplicando δ(E/K) por el grado |K(α) : K| (tanto para el cálculo con l1 como
para el cálculo con l2), luego, para probar la igualdad, podemos suponer que K
contiene a las ráıces de q de ı́ndice l1 y l2.

Hemos visto que, a través de la aplicación de Tate, los puntos de Eq[li]
se corresponden con productos ζQj , donde ζ ∈ K∗ es una ráız li-ésima de la
unidad, y Q ∈ K∗ es una ráız li-ésima de q. Por consiguiente Eq[li] ⊂ Eq(K),
para i = 1, 2.

Consideremos de nuevo la extensión cuadrática L/K dada por 12.16, para la
cual EL

∼= EqL. Como estamos suponiendo que E tiene reducción aditiva y EqL

tiene reducción multiplicativa, la extensión ha de ser ramificada. El isomorfismo
implica que E[li] ⊂ E(L).

Por otra parte, 12.19 implica que E(K)[li] = 0. En efecto, cada P ∈ E[li]
es la imagen por el isomorfismo EqL

∼= EL de un punto P ′ ∈ Eq[m], y éste es la
imagen por la aplicación de Tate de un punto de la forma ζQj ∈ K∗, donde ζ
es una ráız li-ésima de la unidad y Q es una ráız li-ésima de q. Según 12.19, se
cumple que P ∈ E(K) si y solo si N(ζQj) = ζ2Q2j ∈ qZ.

Ahora bien, si ζ2Q2j = qm, elevando a li vemos que q2j = ql1m, luego
l1m = 2j, luego la igualdad original es ζ2 = 1, luego ζ = 1 (porque li es
impar). Además li | m, con lo que el punto original es ζQj ∼= 1 (mód qZ), que
corresponde al elemento neutro de L∗/qZ, luego P es el elemento neutro de E[li].

Esto implica que K � K(E[li]) ⊂ L, luego L = K(E[l1]) = K(E[l2]).
Además, G(L/K) = G1(L/K) cumple que E[li]G1 = 0. Por último, si

G1 = · · · = Gv > Gv+1 = 1,

entonces δ(E/K) = 2v, tanto para l1 como para l2. Esto termina la prueba del
teorema 13.28.

Teorema 13.33 Si φ : E1 −→ E2 es una isogenia no nula entre dos curvas
eĺıpticas sobre K, entonces δ(E1/K) = δ(E2/K).

Demostración: Por 13.7 sabemos que ambas curvas tienen el mismo tipo
de reducción, aśı como que éste variará de igual modo tras una extensión de
constantes. Por consiguiente, si una tiene potencialmente buena reducción, lo
mismo le sucederá a la otra, y en tal caso, la menor extensión L/K tal que EiL/L
tiene buena reducción es la misma para ambas. En la prueba del teorema 13.28
hemos visto que E[l]Gi = 0 si y sólo si Gi �= 1, de donde se sigue inmediatamente
la igualdad de los invariantes.

Consideremos ahora el caso en que ambas curvas tienen reducción multipli-
cativa potencial. No perdemos generalidad si suponemos que el cuerpo de restos



13.6. El conductor de una curva eĺıptica 451

de k es algebraicamente cerrado. En virtud del teorema 13.31, podemos susti-
tuir K por cualquier extensión dominadamente ramificada, pues esto modificará
del mismo modo los invariantes de ambas curvas.

Sea qi ∈ K tal que j(Eqi) = j(Ei). Igual que hemos hecho en la prueba del
teorema 13.28, podemos extender K de modo que contenga las ráıces l-ésimas
de qi. Sea L/K la extensión cuadrática tal que Tq1

∼= E1L. Entonces E2,L tiene
también reducción multiplicativa (necesariamente racional), luego también se
cumple que Tq2

∼= E2,L, y en la prueba del teorema 13.28 hemos visto que, en
estas circunstancias, se cumple que K(E1[l]) = L = K(E2[l]), aśı como que
E1[l]G1 = 0 = E2[l]G1 . De aqúı se sigue inmediatamente la igualdad de los
invariantes.

13.6 El conductor de una curva eĺıptica

Conviene reunir en un único término los dos invariantes ε(E/K) y δ(E/K)
que hemos asociado a una curva eĺıptica:

Definición 13.34 Si E/K es una curva eĺıptica, definimos el exponente del
conductor de E/K como

f(E/K) = ε(E/K) + δ(E/K).

Los teoremas 13.6 y 13.32 se combinan en el teorema siguiente:

Teorema 13.35 Sea E/K una curva eĺıptica y sea p la caracteŕıstica del cuerpo
de restos de K.

a) E/K tiene buena reducción si y sólo si f(E/K) = 0.

b) E/K tiene reducción multiplicativa si y sólo si f(E/K) = 1.

c) E/K tiene reducción aditiva si y sólo si f(E/K) ≥ 2.

Además, en el último caso, se cumple f(E/K) = 2 siempre que p > 3.

Similarmente, los teoremas 13.7 y 13.33 se combinan en el teorema siguiente:

Teorema 13.36 Si φ : E1 −→ E2 es una isogenia no nula entre dos curvas
eĺıpticas sobre K, entonces f(E1/K) = f(E2/K).

Ahora podemos reunir la información local contenida en los exponentes
f(E/K) en el concepto global de conductor, definido para curvas eĺıpticas sobre
cuerpos de cocientes de dominios de Dedekind (no necesariamente locales):

Definición 13.37 Sea K el cuerpo de cocientes de un dominio de Dedekind
D de caracteŕıstica 0 y tal que, para cada divisor primo p de D, el cuerpo de
restos kp = D/p sea perfecto. Si E/K es una curva eĺıptica, para cada primo
p de D podemos considerar la compleción Kp de K, que es un cuerpo métrico
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completo de caracteŕıstica 0 con cuerpo de restos perfecto, aśı como la curva
eĺıptica EKp

, que —tal y como hemos razonado al principio del caṕıtulo— tiene
el mismo tipo (y subtipo) de reducción que E/K sobre p. Definimos

fp(E/K) = f(EKp
/Kp).

En virtud de los teoremas 8.22 y 13.35, tenemos que fp(E/K) = 1 salvo a lo
sumo para un número finito de primos, por lo que podemos definir el conductor
de E/K sobre D como el ideal de D dado por

f(E/K) =
∏
p

pfp(E/K).

Es claro que el teorema 13.36 es válido también globalmente: dos curvas
eĺıpticas isógenas (sobre un dominio de Dedekind) tienen el mismo conductor.

Aparentemente, el cálculo del conductor (o, más concretamente, el cálculo
de los exponentes del conductor en primos con cuerpo de restos de caracteŕıstica
2 o 3) es complicado, porque exige calcular invariantes de Swan, que dependen
de los grupos de ramificación de ciertas extensiones de cuerpos. Sin embargo,
en la práctica el cálculo es muy simple gracias a la llamada fórmula de Ogg,
según la cual, si E/K es una curva eĺıptica y E/S es su modelo regular minimal,
entonces

vp(∆p) = fp(E/K) + mp − 1,

donde ∆p es el discriminante minimal de E/K en p y mp es el número de
componentes irreducibles de la fibra cerrada Ep contadas con su multiplicidad
(de modo que, por ejemplo, los tipos I∗0, I∗0,1 y I∗0,2 tienen todos m = 5).

Aśı pues, el conductor de una curva eĺıptica puede calcularse con el algoritmo
de Tate. La fórmula de Ogg no es fácil de probar. El lector puede comprobarla
trivialmente para primos con cuerpo de restos de caracteŕıstica p > 3. Sólo
tiene que combinar la tabla del teorema 9.1 para calcular vp(∆p) y la tabla 8.1
que nos da el valor de mp para cada tipo de reducción. Naturalmente, éste es
precisamente el caso en que la fórmula carece de interés, pues si p > 3 tenemos
que fp(E/K) = εp(E/K) se calcula trivialmente sin necesidad de la fórmula.

Esto nos permite concebir al invariante de Swan δ(E/K) como la corrección
de ε(E/K) necesaria para que la fórmula de Ogg sea válida también cuando
p = 2, 3.

El nombre de “fórmula de Ogg” no parece muy afortunado: Tate la hab́ıa
constatado ya para p > 3, Ogg publicó una demostración válida cuando p = 3,
pero incompleta en el caso p = 2, y la primera demostración general se debe a
Saito, aunque aqúı no estamos en condiciones de exponerla.
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cuerpo de coeficientes, 31
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modelo, 128

de Weierstrass, 131
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Néron (modelo de), 345
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invariante de, 444
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