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RESUMEN. Estudiamos las algebras Booleanas y la dualidad de Stone, que
establece una relacién (contravariante) entre las primeras y cierto tipo de
espacios topolégicos. A continuacién, nos ocupamos del estudio de la légica
proposicional, demostrando el teorema de completud para el mismo, i.e., que
las relaciones de consecuencia sintdctica y seméntica coinciden. Ademads, de-
mostramos el teorema de deduccién de Herbrand-Tarski, definimos la nocién
de dualidad en la légica proposicional, demostramos los teoremas de la forma
normal conjuntiva y disyuntiva, el teorema de interpolacién, la completud fun-
cional del algebra Booleana 2 y la equivalencia entre una categoria cociente de
la categoria de preteorias proposicionales y la de las dlgebras Booleanas.

Siguiendo a Halmos, mostramos que la teoria de los silogismos Aristotélicos
se puede explicar desde la teoria de las dlgebras mondadicas de Halmos, que son
4lgebras Booleanas junto con un operador.

Seguimos con el estudio de las nociones imprescindibles del dlgebra univer-
sal, para poder definir correctamente los términos y las férmulas de la légica
de predicados de primer orden con igualdad. Entonces definimos la relacién de
satisfaccion entre sistemas algebraicos, férmulas y valoraciones, establecemos
las nociones de modelo de un conjunto de férmulas y de teoria de un conjun-
to de sistemas algebraicos; a continuacién, exponemos la conexién de Galois
contravariante (inducida por la relacién de satisfaccién) entre los reticulos com-
pletos de los sistemas algebraicos (de una signatura dada) y de las férmulas,
definimos y estudiamos los conceptos de encajamiento elemental y equivalen-
cia elemental, y, previa presentacién de un sistema deductivo, demostramos
el teorema de completud de Godel-Mal’cev, que afirma la identidad entre la
relacién de consecuencia sintactica y la relacién de consecuencia seméntica.
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1. INTRODUCCION.

En la primera seccién estudiamos las dlgebras Booleanas y los homomorfismos
entre ellas, asi como la equivalencia de esos conceptos con los de anillo Booleano y
homomorfismo entre anillos Booleanos. Ademaés, definimos las nociones de subélge-
bra Booleana, congruencia sobre un algebra Booleana, etc., tipicas de otras es-
tructuras algebraicas. También demostramos los teoremas de Krull-Tarski, sobre
la existencia de ideales o filtros maximales en las dlgebras Booleanas no finales,
el teorema de representacion de Stone, la existencia de dlgebras Booleanas libres,
el teorema de dualidad de Stone, que establece una antiequivalencia entre la cate-
goria algebraica de las dlgebras Booleanas y la categoria topoldgica de los espacios
Booleanos, y la existencia de compleciones de dlgebras Booleanas.

En la segunda seccién nos ocupamos del estudio de la légica proposicional. Para
ello definimos el conjunto de las férmulas proposicionales relativas a un lenguaje
proposicional, como el conjunto subyacente de un algebra libre sobre un conjunto
de variables proposicionales. Ello nos permitirda obtener un principio de demostra-
cién por induccién algebraica sobre las féormulas proposicionales y un principio de
definicién por recursién algebraica sobre las mismas. A continuacién definimos la
nocién de célculo proposicional clasico, a partir de la cual obtenemos el operador
de consecuencia sintactica del que demostraremos que es un operador de clausura
algebraico substitucional y una vez definida la nocién de valoracién y de modelo
de un conjunto de férmulas proposicionales, definimos la nocién de consecuencia
semantica entre conjuntos de férmulas y férmulas y demostramos que las relaciones
de consecuencia sintdctica y semantica coinciden. Ademas, demostramos el teorema
de deduccién de Herbrand-Tarski, definimos la nocién de dualidad en la légica pro-
posicional, demostramos los teoremas de la forma normal conjuntiva y disyuntiva, el
teorema de interpolacién, la completud funcional del dlgebra Booleana 2 y la equi-
valencia entre una categoria cociente de la categoria de preteorias proposicionales
y la de las dlgebras Booleanas.

En la tercera seccidon, siguiendo a Halmos, mostramos que la teoria de los silo-
gismos Aristotélicos se puede explicar desde la teorfa de las dlgebras monddicas de
Halmos.

En la cuarta secciéon definimos el concepto de algebra, que serd un conjunto
acompanado de operaciones internas, y de homomorfismo, que serd una aplicaciéon
entre los conjuntos subyacentes de las algebras que respete las operaciones de las
mismas. También definimos las nociones de subédlgebra de un dlgebra, las dlgebras



LOGICA MATEMATICA 3

libres sobre los conjuntos y las operaciones polinémicas sobre un algebra. Ademss,
una vez definido el concepto de sistema algebraico, que serd un agebra junto con
relaciones, como pueda ser el conjunto de los nimeros reales junto con las ope-
raciones +, X y la relacién <, definimos los términos y las férmulas de la logica
de predicados de primer orden con igualdad y la relacién de satisfaccion entre sis-
temas algebraicos, férmulas y valoraciones, establecemos las nociones de modelo
de un conjunto de féormulas y de teoria de un conjunto de sistemas algebraicos;
a continuacién, exponemos la conexién de Galois contravariante (inducida por la
relacién de satisfaccién) entre los reticulos completos de los sistemas algebraicos
(de una signatura dada) y de las férmulas, definimos y estudiamos los conceptos de
encajamiento elemental y equivalencia elemental.

En la dltima seccién, desarrollamos la teoria de la deduccién para la légica de
predicados de primer orden y establecemos el teorema de completud de Godel-
Mal’cev, que afirma la coincidencia entre la relacién de consecuencia seméntica y
la relacién de consecuencia sintactica.

2. ALGEBRAS BOOLEANAS.

But perhaps the greatest service the present account could render would
stem from its stressing of its final conclusion that mathematical thin-
king is, and must be, essentially creative. It is to the writer’s continuing
amazement that ten years after Godel’s remarkable achievement current
views on the nature of mathematics are thereby affected only to the point
of seeing the need of many formal systems, instead of a universal one.
Rather has it seemed to us to be inevitable that these developments will
result in a reversal of the entire axiomatic trend of the late nineteenth
and early twentieth centuries, with a return to meaning and truth. Pos-
tulational thinking will then remain as but one phase of mathematical
thinking.

E. Post.

En esta seccién, una vez definidas las dlgebras Booleanas y los homomorfismos
entre ellas, demostramos la equivalencia de esos conceptos con los de anillo Boo-
leano y homomorfismo entre anillos Booleanos. Ademas, definimos las nociones de
subélgebra Booleana, congruencia sobre un algebra Booleana, filtro, filtro maximal
o ultrafiltro, ideal e ideal maximal de un algebra Booleana; caracterizamos los mo-
nomorfismos y los epimorfismos y demostramos los teoremas de Noether para las
algebras Booleanas. También demostramos los teoremas de Krull-Tarski, sobre la
existencia de ideales o filtros maximales en las algebras Booleanas no finales, el
teorema de representacion de Stone, la existencia de algebras Booleanas libres, el
teorema de dualidad de Stone y la existencia de compleciones de dlgebras Booleanas.

2.1. Algebras Booleanas y homomorfismos.

Definicién 2.1. Un dlgebra Booleana es un séxtuplo A = (A,V,A,—,0,1) en el
que A es un conjunto, V y A operaciones binarias sobre A, — una operacién unaria
sobre A y 0, 1 € A tales que:

Vee A, zVe=x y zANzr=um.

Ve,y € A, aVy=yVax y cANy=yAz.

Vae,y,z€ A, zV(yVz)=(xVy)Vz y zA(yAz)=(xAy) Az
Ve,yc A, zV(zrAy)=z y zA(zVy) =z

Va,y,z € A, aV(yAz) = (xVy)A(xVz) y zA(yVz)=(xAy)V(zAz).
Vee A, c A~z =0y zV-z=1

Vee A, cA0=0y zV1=1.

N otk W
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Ejemplo. Para cada conjunto A, Sub(A) = (Sub(4),U,N,C4, 3, A) es un élgebra
Booleana. En particular, para A = 1, Sub(1), denotado por 2, es un &dlgebra Boo-
leana y para A = &, Sub(&), denotado por 1, también es un dlgebra Booleana, a
la que denominamos el algebra Booleana final.

Mas adelante demostraremos que el algebra Booleana 2 es un dlgebra Booleana
inicial, un coseparador y que, sobre todo, es un objeto esquizofrénico, i.e., que
esta dotado de una doble personalidad, topolégica y algebraica, que conmutan entre
si, en el sentido de que las operaciones Booleanas son continuas.

Ejemplo. Sea A un conjunto. Entonces el conjunto de las partes de A finitas o
cofinitas, i.e., el conjunto

{X CA]card(X) <Ny V card(A — X) < Xg },
junto con U, N, 04, @ v A es un dlgebra Booleana, a la que denotamos por FC(A).

Sea m un cardinal transfinito. Demuéstrese que existe un algebra Booleana A
tal que card(4) = m.

Ejemplo. Sea R un anillo y Z(R) el centro del mismo, i.e., el conjunto {x € R |
Vy € R(zy = yz) }. Entonces el conjunto B(R) = {e € Z(R) | €? = e}, formado
por los centrales idempotentes de R, junto con las operaciones V, A y —, definidas,
para cada e, f € B(R), como:

l.eVf=e+ f—ef.

2. eN f=ef.

3. re=1-—e.
el neutro aditivo, 0, y el neutro multiplicativo, 1, del anillo R, constituyen un
algebra Booleana.

Definicién 2.2. Sea A un &lgebra Booleana. Entonces <a, o simplemente <, es
la relacién binaria en A definida como:

<a={(z,y) e A |any =2z}
Sea A un dlgebra Booleana. Demuéstrese que « < y si y s6losi x Vy =y.

Proposicién 2.3. Sea A un dlgebra Booleana y x,y,z € A. Entonces:

z <z, i.e., la relacion < es reflexiva.
Six <y ey<z, entonces x =y, i.e., la relacion < es antisimétrica.
Six <y ey<z, entonces x < z, i.e., la relacion < es transitiva.
xV0==x, ie., 0 es neutro para V.
rcAN1=ux,ie., 1 es neutro para N.
x <y siysolosixzN\-y=0.
r=-ysiysolosixANy=0yxVy=1.
—-—z =z (Ley de la doble negacién).
9. =(x Vy) = -~z A~y (Ley de De Morgan).
10. =(z Ay) =~z V —y (Ley de De Morgan).
11. 0 <z yx < 1.
12. x <zey<zsiysilosizVy<z.
13. z2<zxyz<ysiysilosiz<xAy.

P NSO D=

Demostracion. O

Definicién 2.4. Sea A es un dlgebra Booleana y x,y € A. Entonces la diferencia
de = e y, denotada por = — y, es © A —w, la diferencia simétrica de = e y, denotada
por x By, es (x —y)V (y —x) y el exponencial de x e y, denotado por x = y, es
-z Vy.
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En la proposiciéon que sigue establecemos la generalizacion, a familias finitas, de
las leyes de De Morgan.

Proposicion 2.5. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces dado un x € A, un nimero
natural n y una familia (zy | k € n+1) € A" se cumple que:

1. = — VkEn—H T = Infpenirix — K Y _‘(Vk6n+1 xg) = Infrent1 2k
2. x —infrepntr o = \/ke"_F1 x—xr y (nfreprxg) = \/ken+1 —Ty.

Demostracion. O

Ahora establecemos la generalizacién, a familias finitas, de las leyes distributivas.

Proposiciéon 2.6. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces dado un nimero natural
n, una familia (ry, | k € n+1) € N**1 g una familia (xg; | (k,7) € Upenii {F} X
(rk + 1)) en A y siendo K = [[c, 1 (1x + 1), se cumple que:

Loinfrent1 Viep 11 Thi = V pex Mfkent1 @n, px)-
2. Vienyr ifier+12ri = nfren Vignir Tr,r)-

Demostracion. O

Una vez definido el concepto de dlgebra Booleana, definimos los homomorfis-
mos entre las mismas, la composicién de los homomorfismos y establecemos las
propiedades bésicas de la composicion.

Definicién 2.7. Sean A y B dos algebras Booleanas. Un homomorfismo de dlgebras
Booleanas de A en B es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y denotado
por f: A——=B, en el que f es una aplicacién de A en B, tal que, para cada
z,y € A:

flavy)=f(@)V fy).
flxAy) = f(x) A f(y).
f(=z) = ~f(z).
f(0)=0.
f(1)=1

A los homomorfismos de un dlgebra Booleana en si misma los denominamos endo-
morfismos.

Sean A y B dos dlgebras Booleanas. Demuéstrese que una aplicacién f: A— B
es un homomorfismo de A en B precisamente si, para cada z,y € A:

flavy) = f@)V fy).
f(oa) = =f ().

Proposicién 2.8. Si A = (A,V,A,—,0,1) es un dlgebra Booleana, entonces A°P =
(A, A, V,7,1,0) es un dlgebra Booleana, el dlgebra Booleana dual de A.

Demostracion. O

Definicién 2.9. Sean A y B dos algebras Booleanas. Un antihomomorfismo de
dlgebras Booleanas de A en B es un triplo ordenado (A, f, B), abreviado como f y
denotado por f: A——=B, en el que f es una aplicacién de A en B, tal que, para
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cada z,y € A:
flavy) = flz) A fy).
flany) = fl@)V f(y)
f(x) = ~f(=).
f0)=1

Proposiciéon 2.10. Sean A y B dos dlgebras Booleanas y f una aplicacion de A
en B. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un antihomomorfismo
de A en B es que sea un homomorfismo de A en B°P o de A°P en B.

Demostracion. O

Proposicién 2.11. Sean f: A—=B, g: B——=C y h: C——=D tres homomor-
fismos de dlgebras Booleanas. Entonces:
1. Siendo idp = (A, ida, A), se cumple que ida: A— A, el homomorfismo
identidad de A, es un endomorfismo de A.
2. Siendo gof = (A, gof,C), se cumple que go f: A——= C, el homomorfismo
composicion de f y g, es un homomorfismo de A en C.
3. (Asociatividad). El diagrama:

/“%
A / B
ho
g g
golf
\\C/h D
ho(gof)
conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:
ida f
A——A y A——B
f idg
f f
B B

conmutan.

Demostracion. 1. Puesto que, para cadan € N, id"} = idan, tenemos que ida : A —= A
es un homomorfismo, ya que, para F' € {V,A,—,0,1}, el diagrama:
id’ An
LF
A

n__° o

i

A

ida
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conmuta, siendon =2, si F=VoF=A,n=1si F=-yn=0,si F=00
F=1.

2. Puesto que, para cada n € N, g" o f* = (go f)", y, por hipdtesis, para
F e {V,A,—,0,1}, los diagramas:

A" —”> B 'y B" —>” cr
F ‘ F F l F
A B B C
conmutan, entonces también conmuta el diagrama:
g 9o )" on
FJ F
A—C
gof
luego go f: A——= C es un homomorfismo. O

Por cumplir las algebras Booleanas junto con los homomorfismos entre ellas las
propiedades establecidas en la proposicién anterior, podemos afirmar que constitu-
yen una categoria, concepto que definimos a continuacion.

Definicién 2.12. Una categoria C consta de los siguientes datos:

1. Un conjunto Ob(C) de objetos, A, B, ....

2. Un conjunto Mor(C) de morfismos f, g, .. ..

3. Una aplicacién dg: Mor(C) —=Ob(C) que a cada morfismo f € Mor(C)
le asigna el objeto do(f), al que denominamos el dominio de f.

4. Una aplicacién d;: Mor(C) —= Ob(C) que a cada morfismo f € Mor(C)
le asigna el objeto d;(f), al que denominamos el codominio de f.

5. Una aplicacién id: Ob(C)——=Mor(C) que a cada objeto A € Ob(C) le
asigna el morfismo id 4, al que denominamos el morfismo identidad de x.

6. Siendo Mor(C) [[oy,(c) Mor(C) el conjunto definido como:

Mor(C)[[op(c)Mor(C) = { (f,9) € Mor(C)? | do(f) = di(g) },

una aplicacién o: Mor(C) [[y,(q) Mor(C) —Mor(C), que a cada par (f, g) €
Mor(C) [Iop(c) Mor(C) le asigna el morfismo f o g, al que denominamos la
composicion de [y g.
Si A, B € Ob(C), entonces Home (A, B) es el conjunto de los morfismos de C cuyo
dominio es A y cuyo codominio es B, i.e., el conjunto definido como:

Home (A, B) = { f € Mor(C | do(f) = A & du(f) =B}

Convenimos que f: A—— B es sinénimo de f € Homg(A4, B).
Estando estos datos sujetos a cumplir las siguientes condiciones:
1. Para cada A € Ob(C), do(ida) = A y di(ids) = A.
2. Para cada par (f.g) € Mor(C) [Topc) Mor(C), do(f o g) = do(g) y di(f o
g9) = di(f).
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3.8 f:t A—=B, g: B—=C y h: C——=D son tres morfismos, entonces
ho(go f)=(hog)of,ie., el diagrama:

(hog)o f

h
g °J
gof
C D
\\\/h
ho(go f)

conmuta.
4. Si f: A——= B, entonces foidy = f yidgo f = f, i.e., los diagramas:

idy f
A—A y A———>1B
f id
f f l o
B B

conmutan.

En algunas ocasiones, para abreviar, denotaremos el conjunto de los objetos
de una categorfa C, simplemente por C, y si A,B € C, i.e., si A,B € Ob(C),
entonces denotaremos por Hom(A, B) o por C(A4, B) el conjunto Hom¢ (A, B) de
los morfismos de A en B.

En lo que sigue, salvo indicacién expresa de lo contrario, suponemos elegido un
universo de Grothendieck U.

Corolario 2.13. Las dlgebras Booleanas A tales que A € U, junto con los homo-
morfismos entre ellas constituyen una categoria, a la que denotamos por Bool.

Definicién 2.14. Sea C una categoria y f: A——= B un morfismo de C. Decimos
que

1. El morfismo f: A——= B es un monomorfismo si, para cada objeto X de C
y cualesquiera morfismos g, h: X —= A, si el diagrama

fog

foh

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando f og = f o h, entonces g = h; es
por ello que a este tipo de morfismos también se los denomina simplifica-
bles a la izquierda. Denotamos al conjunto de los monomorfismos de A en
B por Mono(A, B). Convenimos entonces que f: A+— B significa que el
morfismo f: A+— B es un monomorfismo.
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2. El morfismo f: A——= B es un epimorfismo si, para cada objeto Y de C y
cualesquiera morfismos g, h: B——=Y, si el diagrama

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando go f = ho f, entonces g = h;
es por ello que a este tipo de morfismos también se los denomina simplifi-
cables a la derecha. Convenimos entonces que f: A—> B significa que el
morfismo f: A—— B es un epimorfismo, y denotamos al conjunto de los
epimorfismos de A en B por Epi(4, B).

3. El morfismo f: A——= B es un isomorfismo si existe un g: B——= A tal que
gof=iday fog=1idp. A los isomorfismos de un objeto en si mismo los
denominamos automorfismos.

Sean A y B dos algebras Booleanas. Demuéstrese que si un homomorfismo
f: A——=B es inyectivo, resp., sobreyectivo, entonces es un monomorfismo, resp.,
epimorfismo.

Sean A y B dos dlgebras Booleanas. Demuéstrese que un homomorfismo f: A—B
es un isomorfismo precisamente si es un homomorfismo biyectivo.

Proposicién 2.15. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces — es un isomorfismo de
A en A°P yﬁoﬁ:idA.

2.2. Anillos Booleanos y homomorfismos. A continuacién definimos los con-
ceptos de anillo Booleano y de homomorfismo entre tales anillos y demostramos que
las categorias de algebras Booleanas y de anillos Booleanos son concretamente iso-
morfas.

Definicién 2.16. Un anillo Booleano es un séxtuplo A = (A, +, —,0,-,1) tal que:

1. Ve,y,z€ A, 2+ (y+2)=(r+y) + 2.

Vee A, x4+0=2 y O+x=u=.

Vee A z+(—2)=0y (—x)+z=0.

Ve,y€e A, x+y=y+=z.

Ve,y,z€ A, z-(y-2)=(x-y)- 2.

VeeA z-1=2 y 1l-z=u.

Vo, y,z€ A - (y+2)=(@-y)+@-2) y (y+z)-z=y 2)+ (2 2).
Ve A, -z =ux.

O NSO

Proposicién 2.17. Si A es un anillo Booleano, entonces, para cada x,y € A,
Ty =y -z, t.e, es un anillo conmutativo y x + x = 0, luego es un anillo de
caracteristica 2.

Demostracion. O

Definicién 2.18. Sean A y B dos anillos Booleanos. Un homomorfismo de anillos
Booleanos de A en B es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y denotado
por f: A——=B, en el que f es una aplicacién de A en B, tal que, para cada
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z,y € A

A los homomorfismos de un anillo Booleano en si mismo los denominamos endo-
morfismos.

Proposicién 2.19. Sean f: A—=B, g: B—=C y h: C——=D tres homomor-
fismos de anillos Booleanos. Entonces:
1. Siendo idp = (A, ida, A), se cumple que ida: A— A, el homomorfismo
identidad de A, es un endomorfismo de A.
2. Siendo gof = (A, gof,C), se cumple que go f: A——= C, el homomorfismo
composicion de f y g, es un homomorfismo de A en C.
3. (Asociatividad). El diagrama:

/‘——w
A f B
ho
g g
gof
\v D
ho(gof)
conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:
ida f
A—A y A———B
f idg
f f
B B

conmutan.

Corolario 2.20. Los anillos Booleanos A tales que A € U, junto con los homo-
morfismos entre ellos constituyen una categoria, a la que denotamos por BRng

Para establecer el teorema de Stone relativo a la coincidencia de los conceptos de
algebra Booleana y anillo Booleano, definimos las nociones de functor (covariante)
de una categoria en otra, categoria concreta e isomorfismo concreto entre categorias
concretas.

Definicién 2.21. Dadas dos categorias C, D, un functor de C en D es un triplo
F = (C,(Fy, F1),D), denotado por F: C——=D, en el que F es una aplicacién
de Ob(C) en Ob(D), F; una aplicacién de Mor(C) to Mor(D), y que cumple las
siguientes condiciones:
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1. Los diagramas:

Mor(C) L Mor(D) y Mor(C) L Mor(D)

TR

Ob(C) Ob(D) Ob(C) Ob(D)

conmutan.
2. El diagrama:

Ob(C) Fo Ob(D)

Mor(C) ———— Mor(D)

conmuta.
3. El diagrama:

Mor(C) [Top(c) Mor(C) fi Mor(D) [op,p) Mor(D)

Mor(C) 2 Mor(D)

conmuta.

De ahora en adelante, para un functor F': C——=D, convenimos en denotar
mediante el mismo simbolo F' a las dos aplicaciones Fy y Fj.

Proposiciéon 2.22. Sean F': A—=B, G: B——=C y H: C——=D tres functores.
Entonces:

1. Siendo Ida = (A, (idob(a), idvior(a)); A), se cumple que ldpa: A—=A, el
functor identidad de A, es un endofunctor de A.

2. Siendo Go F = (A, (Goo Fy,G1 0 Fy),C), se cumple que GoF: A—=C,
el functor composicién de F' y G, es un functor de A en C.

3. (Asociatividad). El diagrama:

(HoG)oF

AP g
HoG
GoF C\
\(:/HD

Ho(GoF)

5

conmuta.
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4. (Neutros). Los diagramas:

1d
A A A y A—L oB
1d
F F F l B
B B

conmutan.

Definicién 2.23. Decimos que un functor F': C——=D es un isomorfismo de C
en D si existe un functor G: D——=C tal que Go F ' =1Id¢c y F o G = Ildp.

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que un functor F: C—=D
sea un isomorfismo es que tanto Fy como F; sean isomorfismos.

Definicién 2.24. Decimos que un functor F': C——=D es fiel si, para cada par
de morfismos f,g: A——= B de C, si F(f) = F(g), entonces f = g; que es pleno si,
para cada morfismo u: F(A)—— F(B) de D, existe un morfismo f: A——= B tal
que F(f) = u; y que es esencialmente sobreyectivo si, para cada D € Ob(D), existe
un C € Ob(C) tal que D y F(C) son isomorfos. Por tltimo, decimos que el functor
F es una equivalencia si es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo.

Demuéstrese que todo isomorfismo de categorias es una equivalencia entre las
mismas.

Definicién 2.25. Sea K una categoria. Una categoria concreta sobre K es un par
(C,G) en el que C es una categoria y G: C——=XK un functor fiel. Un functor
concreto F': (C,G)— (D, H) sobre K de la categorfa concreta (C,G) sobre K
en la categorfa concreta (D, H) sobre K es un functor F: C——=D tal que el

diagrama:
C 4 D
PN
K
conmuta.
Decimos que el functor concreto F': (C,G) — (D, H) sobre K es un isomorfis-
mo de categorias concretas de (C,G) en (D, H) si F es un isomorfismo.

Proposicién 2.26 (Stone). Las categorias concretas (Bool, Ggool) ¥ (BRNg, GBRng)
sobre Set son concretamente isomorfas, i.e., hay un isomorfismo F: Bool—=BRng
tal que el diagrama:

Bool F BRng
et

C% A‘lg
S

Demostracion. O

conmuta.
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2.3. Subalgebras Booleanas.

Definicién 2.27. Sean A y B dos dlgebras Booleanas y X un subconjunto de A.

1. Decimos que X es un cerrado de A si, para cada z,y € X, 2 Vy,z Ay y
—x € X,y,ademads, 0,1 € X. Al conjunto de los cerrados de A lo denotamos
por CI(A).

2. Decimos que B es una subdlgebra Booleana de A, y lo denotamos por B <
A si B C Ay sila inclusién canénica, ing = (B,ing,A), de B en A es
un homomorfismo de B en A. Si ademds B # A, decimos que B es una
subdlgebra Booleana estricta de A. Denotamos por Sub(A) el conjunto de
las subalgebras Booleanas de A.

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que una parte no vacia
X de un algebra Booleana A sea un cerrado de A es que para cada x,y € X, xVy
yzeXoquexzAyy x € X.

Proposiciéon 2.28. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces existe una biyeccion,
natural, entre el conjunto Cl(A), de los cerrados de A y el conjunto Sub(A), de
las subdlgebras Booleanas de A. Ademds, esa biyeccion se extiende hasta un iso-
morfismo, cuando los conjuntos Cl(A) y Sub(A) se consideran ordenados por la
inclusion.

Demostracion. En efecto, la aplicacién de Cl(A) en Sub(A) que a un cerrado X
de A le asigna la subdlgebra Booleana X = (X, V[X,A[X,—[X,0,1) de A es una
biyeccién entre ambos conjuntos. 0

Proposicion 2.29. Sea A un dlgebra Booleana y X un cerrado de A. Entonces

hay un dlgebra Booleana X, la subdlgebra Booleana de A asociada a X, y un

homomorfismo inyectivo inx : X —= A, la inclusién candnica de X en A, tal que:
1. Im(inx) = X.

2. (Propiedad universal) Para cada homomorfismo f: B—=A, si Im(f) C

X, entonces existe un unico homomorfismo g de B en X tal que el diagra-

ma:
B
g
/
X——A
1mMx
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 2.30. Si f: A——=B, entonces Im(f) es un cerrado de B.

Demostracion. O

Haciendo uso de las dos proposiciones anteriores obtenemos la factorizacién de
un homomorfismo a través de su imagen.

Proposicién 2.31 (Noether). Sea f: A—=B un homomorfismo. Entonces hay
un dnico homomorfismo sobreyectivo f*, el sobreyectivizado de f, de A en Im(f)
tal que el diagrama
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conmuta. Esta es la factorizacién a través de la imagen de un homomorfismo de
algebras Booleanas. Ademds, si [ es inyectivo, entonces f° es inyectivo, luego bi-
yectivo.

Por otra parte, se cumple que para cada dlgebra Booleana C, cualquier homomor-
fismo g: A——=C y cualquier homomorfismo inyectivo h: C+—B, si el diagrama

AT

B
h

C

conmuta, entonces existe un unico monomorfismo t: Im(f)+—C tal que el dia-
grama

A f B
g h
. C -
f Npm(y)
t
Im(f)

conmuta. De modo que Im(f) es, esencialmente, la minima subdlgebra de B a
través del cual factoriza f.

Proposicién 2.32. Sea f un homomorfismo inyectivo de A en B, g un homomor-
fismo de D en B y h un homomorfismo inyectivo de C en D. Entonces:

1. Una condicion nmecesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t
de C en A tal que el diagrama

t

C—A

h f

D———B

9

conmute, es que Im(go h) C Im(f).
2. Si A <B yC <D, entonces una condicion necesaria y suficiente para que
exista un homomorfismo t de C en A tal que el diagrama

C
iﬂc[
D

conmute, es que g[C] C A.

LA

[inA
B

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso t estd univocamente de-
terminado y recibe el nombre de birrestriccién de g a C y A.

_—

9

Demostracion. O
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Proposiciéon 2.33. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces el conjunto de los ce-
rrados de A, Cl(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene las
stguientes propiedades:

1. A€ Cl(A).

2. SiC CCl(A) yC # @, entonces [oee C € CI(A).

3. SiC CCl(A),C # @ ysidados X,Y € C, hay un Z € C tal que XUY C Z,
entonces Joee C € CI(A).

Demostracion. O

Corolario 2.34. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces la endoaplicacion Sga del
congunto Sub(A), definida como:

g { Sub(A) — Sub(A)
8A1 X — N{CecCiA)|XxXCC}

tiene las siguientes propiedades:
1. Im(Sg,) C CI(A).
2. {X €Sub(A) | X =Sga(X)} =S(A).
3. Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A4),
X C Sgu(X).
4. Sga es isdtona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces

Sga(X) C Sga(Y).

5. Sga es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A),

Sga(X) = Sga(Sga(X)).

6. Sga es algebraica, i.e., para cada X C Sub(A4), si X # & y para cada
XY € X, existe un Z € X tal que X UY C Z, entonces

SealJX) = U Sea(X).

Por consiguiente, para cada X C A, Sga(X) es el minimo cerrado de A que contie-
ne a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X. Ademds, a la subdlgebra
Booleana de A candnicamente asociada a Sga (X), la denotamos por Sga (X) y la
denominamos, también, la subdlgebra Booleana de A generada por X .

Demostracion. O

Proposicién 2.35. Si B < A y X C B, entonces Sgg(X) = Sga (X)

Demostracion. O

La proposicién anterior nos autoriza, para un algebra Booleana A y un subcon-
junto X de A, a escribir simplemente Sg(X) en lugar de Sga (X).

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién més constructiva de la subalgebra Booleana generada por un conjunto.

Definicién 2.36. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces:

1. Denotamos por E el operador sobre Sub(A), definido como:

Sub(A) —> Sub(A)
Ea { X — XU(V[XJUAXZU-X]U{0,1}).
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2. Si X C A, entonces denotamos por (E (X) | n € N) la familia en Sub(A)
definida por recursién como:

EA(X) =X,
EX"(X) = Ea(ER (X)), n > 0.

Ademas, convenimos que:

Ex(X) = U,en EA(X).

Proposicién 2.37. Si A es un dlgebra Booleana y X C A, entonces Sgp(X) =
EX (X).

Demostracion. O

Proposicion 2.38. Sea A es un dlgebra Booleana y X C A. Entonces:

1. St X =2, Sga(X)={0,1}.
2. Si X # @, entonces, conviniendo que, para x € A, v' =z y 7! = -z,
tenemos que

o , €ki
Sga(X) = {\/kEn-‘rl ielrr;f:kl Thi

Demostracion. O

neN,Vken+1(r, e N)Vken+1
V’L'GTk-l-].(xk’iGX & Ek)iG{—l,l})}7

Sea A es un dlgebra Booleana y X C A. Demuéstrese que si X # &, entonces

_ , €k, i
SealX) = { bt \/ierwl i

Demuéstrese que en el dlgebra Booleana Sub(A), la subdlgebra generada por
{{a} | a € A} tiene como conjunto subyacente el conjunto

neN,Vken+1(ry e N)Vken+1
ViETk+1(l‘k,i€X & ekﬂ'E{—l,l})}.

{X CA]card(X) <Ny V card(A — X) < Rg },
i.e., el conjunto de las partes de A finitas o cofinitas.

Proposicion 2.39. Sea A un dlgebra Booleana, X un cerrado de A eY C A.
Entonces hay un cerrado Z de A tal que X CZ y ZNY = XNY y Z es mazrimal
con dichas propiedades.

Demostracion. O

Definicién 2.40. Sea A es un algebra Booleana y X C A. Decimos que X es
un conjunto de generadores de A, o que X genera A, si Sgp(X) = A y que es un
conjunto de generadores minimal de A si es un conjunto de generadores y si ningin
subconjunto estricto de X genera A. Ademds, decimos que A estd finitamente
generada, o que es de generacion finita, si hay un subconjunto X de A tal que
card X < Ry y X genera A.

Teorema 2.41 (Sikorski). Sea A es un dlgebra Booleana que esté generada por
un conjunto no vacio X, B un dlgebra Booleana y f: X —= B tal que, para cada
neN, cada (v, | k €n+1) € X" ycada (e | Kk €n+1) € {11} s
infreni12f = 0, entonces infrc,y1 f(xr)* = 0. Entonces hay a un dnico homo-
morfismo g: A—B tal que g[X = f.

Demostracion. O
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Teorema 2.42 (Sikorski). Sean A y B dos dlgebras Booleanas que estén generadas,
resp., por los conjuntos no vacios X eY y sea f: X —=Y un isomorfismo tal que,
para cadan € N, cada () | k € n+1) € X" y cada (e | k € n+1) € {—1,1}"H,
infreni12f = 0, precisamente si infrepi1 f(ar)* = 0. Entonces hay a un tinico
isomorfismo g: A —=B tal que la birrestriccion de g a X e Y es f.

Demostracion. O

Proposicion 2.43. Si A es un dlgebra Booleana finitamente generada, entonces
cualquier conjunto de generadores de A contiene un subconjunto finito que también
genera A. Ademds, A tiene un conjunto de generadores minimal.

Demostracion. O

Proposicion 2.44. Sea A un dlgebra Booleana y X un conjunto de generadores
minimal de A. Si X es infinito, entonces cualquier conjunto de generadores de A es
tal que su cardinal es al menos el cardinal de X. En particular, A no puede ser un
algebra Booleana finitamente generada y dos conjuntos de generadores minimales
cualesquiera de A tienen el mismo cardinal.

Demuéstrese que si A es un algebra Booleana que estd generada por un con-
junto infinito numerable, entonces cualquier conjunto infinito de generadores de A
contiene un subconjunto infinito numerable que también genera A.

Proposicion 2.45. Si A es un dlgebra Booleana, entonces una condicion necesaria
y suficiente para que toda w-cadena ascendente de subdlgebras Booleanas de A sea
estacionaria es que toda subdlgebra Booleana de A esté finitamente generada.

Demostracion. O

Proposicion 2.46. Si A es un dlgebra Booleana que estd finitamente generada e
Y es una subdlgebra Booleana de A tal que Y # A, entonces hay una subdlgebra de
A distinta de A que contiene a 'Y y es maximal con esas propiedades.

Demostracion. O

Proposicién 2.47. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos y X un subconjunto
de A. Si f y g coinciden en X, entonces también coinciden en Sga (X).

Demostracion. O

Proposicion 2.48. Sea f una aplicacion de un subconjunto X de un dlgebra Boo-
leana A en el conjunto subyacente de otra dlgebra Booleana B. Entonces hay a lo
sumo una extension g de f que sea un homomorfismo de Sga(X) en B.

Demostracion. O

Corolario 2.49. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos y X un subconjunto de
A tal que Sga(X) = A. Si f y g coinciden en X, entonces f = g.

Demostracion. O

Sean A y B dos algebras Booleanas. Demuéstrese que hay a lo sumo un homo-
morfismo de Sga (@) en B. Ademds, si tal homomorfismo existe, demuéstrese que
tiene como imagen la subdlgebra de B generada por &.

Proposiciéon 2.50. Sea f una biyeccion de un conjunto de generadores X de un
dlgebra Booleana A en un conjunto de generadores Y de otra dlgebra Booleana B.
Si g y h son extensiones homomorfas de f y de la inversa f~' hasta A y B, resp.,
entonces g es un isomorfismo de A en B, cuyo inverso es h.

Demostracion. O
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Proposicién 2.51. Sea f: A——=B un homomorfismo y X un subconjunto de A
tal que Sga(X) = A. Entonces f es un monomorfismo precisamente si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. f es inyectiva sobre X, i.e., f]X es inyectiva.
2. (f1X)~?! tiene una extension homomorfa.

Proposicion 2.52. Sea f: A——=B un homomorfismo de dlgebras Booleanas, X €
Cl(A) e Y € CI(B). Entonces f[X] € CI(B) y f~1[Y] € Cl(A). En particular,
Im(f) € CI(B)

Demostracion. O

Proposiciéon 2.53. Sea f: A——=B un homomorfismo de dlgebras Booleanas y
X C A. Entonces f[Sga(X)] = Sgg(f[X]).

Demostracion. O

Proposiciéon 2.54. Sea f: A——=B un homomorfismo de dlgebras Booleanas y
X un subconjunto de A tal que Sga(X) = A. Entonces f es un homomorfismo
sobreyectivo precisamente si f[X] es un conjunto de generadores de B.

Demostracion. O

Definicién 2.55. Sea A un &lgebra Booleana y a € A. Decimos que a es un no-
generador de A precisamente si, para cada X C A, si Sg(X U {a}) = A, entonces
Sg(X) = A. Denotamos por Frat(A) el conjunto de los no-generadores de A.

Proposicién 2.56. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces Frat(A) es un cerrado
de A, al que llamamos el cerrado de Frattini de A.

Demostracion. O

Proposicién 2.57. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces Frat(A) es la intersec-
cion de todos los cerrados mazximales de A, si tal conjunto de cerrados no es vacio,
y es A en caso contrario.

Demostracion. Si a es un no-generador de A, entonces para cada cerrado maximal
X de A, Sg(X U {a}) estd entre X y A, pero no puede ser igual a A porque
X =Sg(X) C A. Por lo tanto Sg(X U {a}) = X, luego a € X. Asi que el conjunto
de los no-generadores de A estd contenido en cualquier cerrado maximal de A.
Por otra parte, si @ € A no es un no-generador, entonces hay un subconjunto
X de A tal que Sg(X U {a}) = A pero Sg(X) = A. Sea Y el conjunto de todos
los cerrados Y de A tales que X C Y y a € Y. Se cumple que Y # &, porque
Sg(X) € Y. Ademés, la unién de una cadena no vacia en (¥, C) estd en Y. Por lo
tanto (), C) tiene un maximal Y. Para cada cerrado Z de A, si Y C Z, entonces
a € Z,y puesto que X C Z, Z = A. Luego Y es un cerrado maximal de A. Esto
demuestra que a no pertenece a la interseccién de todos los maximales de A.
O

2.4. Congruencias, ideales y filtros en las algebras Booleanas.

Definicién 2.58. Sea A un &lgebra Booleana y & una relacién binaria en A.
Decimos que ® es una congruencia sobre A si ® es una relacién de equivalencia
sobre A y si, para cada a,b,c,d € A se cumple que:

1. Sia=b (méd )y c=d (méd ®), entonces aVe=bVd (méd ).

2.S8ia=b (méd ®)yc=d (méd @), entoncesaAc=bAd (méd D).

3. Sia=b (méd ®), entonces ma = —-b (mdd P).

Denotamos por Cgr(A) el conjunto de las congruencias sobre el dlgebra Booleana

A.
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Proposiciéon 2.59. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces el conjunto de las con-
gruencias sobre A, Cgr(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A x A, i.e.,
tiene las siguientes propiedades:
1. Ax AeCgr(A).
2. Si(®; i€ I) es una familia no vacia en Cgr(A), entonces [\;c; Pi es una
congruencia sobre A.
3. 51 (®; | i €l) es una familia no vacia en Cgr(A) y si dados i,j € I, hay
un k € I tal que ®; U ®; C Py, entonces | J,.; i es una congruencia sobre

A.

el

Demostracion. O

Corolario 2.60. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces la endoaplicacion Cgy del
congunto Sub(A x A), definida como:
C Sub(A x A) —= Sub(A x A)
&a o — { ¥ eCar(A) | dC T}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Cgy ) C Cgr(A).

2. {®PeSub(Ax A)| P =Cgu(P)} =Cgr(A).

3. Cga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada ® € Sub(A x A),

4. Cgp es isétona, i.e., para cada ®,¥ € Sub(A x A), si & C U, entonces

Cga(¥) C Cga(¥).
5. Cga es idempotente, i.e., para cada ® € Sub(A x A),

Cga(®) = Cga(Cga(®)).
6. Cga es algebraica, i.e., para cada familia (®; | i € I) no vacia dirigida
superiormente en Cgr(A) se cumple que

CgA(Uiel‘I’i) = UieICgA(‘bi)-
Por consiguiente, para cada ® C A x A, Cga(P) es la minima congruencia sobre
A que contiene a @, y la denominamos la congruencia sobre A generada por .

Demostracion. O

Proposicién 2.61. El conjunto Cgr(A) de las congruencias sobre un dlgebra Boo-

leana A es un subreticulo completo del reticulo Eqv(A) de las equivalencias sobre
A.

Demostracion. La proposicién significa que si (®; | ¢ € I) es una familia de con-
gruencias sobre A, entonces el {nfimo y el supremo de tal familia en Eqv(A), son
de hecho congruencias sobre A.

Nos limitamos a demostrar el caso del supremo y sélo para la operacién V,
dejando los demés casos como ejercicio. Sean (x4 | a € 2) e (yo | @ € 2) € A? tales
que, para cada o € 2, o = Yo (méd \/,.; ;). Entonces, ya que en Eqv(A) se
cumple que

\/iel o, = {(a:,y) € A?

podemos afirmar que hay sucesiones finitas de elementos de A y congruencias de la
familia (®; | i € I) tales que

Jk €N —13(aa)ackr1 € A 3(i0)aer € IF }
tal que = = ag, y = ax, y Vo € k(aa,a011) € ;)

zo = 20,0Pig 0201t 20,ko—1Pig 1, 120,k0 = Y0
T = 21,0‘1%'1‘021,1 Zl,kl—l@il,kl,lzl,kl =
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Luego tenemos que

roVry =yoVar (méd V;;gko i, )
YoVar=yoVyr (méd Vgep, @iy )

Por lo tanto
zoVa1=yoVyr (méd \/a62 \/Bek B P, 5)-

Asi que podemos afirmar que
i) V T1 = Yo V Y1 (méd \/iEI (I)l),

lo cual demuestra que \/,.; ®; es una congruencia sobre A.
O

Antes de pasar a demostrar que el reticulo de las congruencias sobre un algebra
Booleana A es algebraico, convenimos que, para una parte X de A, Cg(X) denota
la congruencia sobre A generada por X?. En particular, para X = { a,b}, usamos
Cg(a,b), en lugar de Cg({a,b}).

Proposicién 2.62. FEl reticulo Cgr(A) de las congruencias sobre un dlgebra Boo-
leana A, es algebraico.

Demostracion. Demostramos en primer lugar que, para cada congruencia ¢ sobre

A se cumple que:
P = \/(a,b)E‘i’ Cg(a,b).

Es evidente que ® C \/(a7b)€¢ Cg(a,b). Reciprocamente, si suponemos que (x,y) €
V(apyes Cgla,b), entonces hay un n € N — 1, una familia (ca)aent1 € Ay una
familia ((aa,bq))acn € @™ tales que © = ¢g, y = ¢, ¥, para cada a € 0, €y = Cat1
(méd Cg(aa,bs)). Luego, para cada o € n, Cg(aqy,bs) € P, porque (aq,bs) € P,
por lo tanto, para cada o € n, ¢q = co41  (m6d @). De donde x =y (mdd D) y
por lo tanto \/, ;) ce Cg(a,b) € ©.

Demostramos ahora que, para cada (a,b) € A%, Cg(a,b) es compacta en Cgr(A).
Sea (®; | i € I) una familia de congruencias sobre A tal que Cg(a,b) C \/,.; ®;.
Entonces (a,b) € \/;c; ®;, luego hay un n € N — 1, una familia (cq)acns1 € A"
y una familia (ia)aen € I™ tales que a = ¢p, b = ¢, y, para cada a € n, ¢o, = Cot1
(méd @, ). Por lo tanto a = b (méd V., P4, ). luego Cg(a,b) €V, ., Pi,. Por
consiguiente Cg(a,b) es compacta.

]

Proposicion 2.63. Sea A un dlgebra Booleana, ® una relacion binaria en A y ¥
una congruencia sobre A. Entonces hay una congruencia © sobre A tal que ¥ C ©
yON®=UN>P yO es maximal con dichas propiedades.

Demostracion. O

Procedemos ahora a definir, entre otros, los conceptos de filtro e ideal, y a de-
mostrar que estan intimamente relacionados con las congruencias sobre las dlgebras
Booleanas y los homomorfismos entre ellas.

Respecto de los filtros dice P. Samuel:

It is therefore necessary to have a tool permitting the passage from the
finite to the infinite (or conversal by using dual methods). The necessary
tool has to have finite features in its definition, but to be infinite in its
essence; and the filters fulfill both requirements.

Definicién 2.64. Sea A un algebra Booleana y F,I C A.
1. Decimos que el subconjunto F' de A es
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a) Una subbase para un filtro propio de A si F' # & y si, para cadan € N
ycada (zp |k €n+1) € F*" infrenig o # 0.

b) Un filtro de A si F # @, para cada z,y € F, x Ay € F y, para cada
x e Fycaday e A, sixz <y, entonces y € F. A los filtros F' tales que
0 ¢ F los denominamos filtros propios de A.

¢) Un filtro principal si existe un a € A tal que F =1 a.

d) Un filtro mazimal o ultrafiltro de A si es un filtro propio de A y no
estd estrictamente contenido en ningun otro filtro propio de A.

2. Decimos que el subconjunto I de A es

a) Una subbase para un ideal propio de A si I # & y si, para cadan € N
y cada (z |k en+1) e I\ o ap # 1.

b) Un ideal de A si I # &, para cada z,y € I, x Vy € I y, para cada
xelycadaye A, siy <z entonces y € I. A los ideales I tales que
1 € I los denominamos ideales propios de A.

¢) Un ideal principal si existe un a € A tal que F ={ a.

d) Un ideal maximal de A si es un ideal propio de A y no estd estricta-
mente contenido en ningin otro ideal propio de A.

Denotamos al conjunto de los filtros, resp., ideales, de A por Fil(A), resp., Id1(A),
y al conjunto de los ultrafiltros, resp., ideales maximales, de A por Ufil(A), resp.,
Spec(A). Cuando los consideramos ordenados por la inclusién, los denotamos por
Fil(A), Id1(A), Ufil(A) y Spec(A).

Demuéstrese que si I’ es una subbase para un filtro propio de un algebra Booleana
A, entonces 0 & F.

Demuéstrese que si F es un filtro de un dlgebra Booleana A, entonces { ~z | x €
F} es un ideal de A.

Demuéstrese que si f: A—=Sub(X) es un homomorfismo de dlgebras Boolea-
nas, entonces, para cada z € X, el conjunto {a € A | x € f(a)} es un ultrafiltro
sobre A.

Definicién 2.65. Sea A un dlgebra Booleana y a € A. Decimos que a es un dtomo
de A si 0 < ay sientre 0y a no hay ningtin elemento de A. Denotamos por At(A)
el conjunto de los atomos de A. Ademds, decimos que A es atdmica si, para cada
x € A— {0}, existe un a € At(A) tal que a < z.

Cuando dispongamos de la légica proposicional demostraremos que hay dlgebras
Booleanas sin atomos.

Demuéstrese que F' es un ultrafiltro principal de un algebra Booleana A preci-
samente si F' =1} a, para un atomo a de A.

Demuéstrese que para cada conjunto A, At(Sub(A4)) coincide con el conjunto

{{a} |ac A}

Definicién 2.66. Decimos que un &lgebra Booleana A es completa si cada sub-
conjunto de A tiene un supremo y un infimo.

Proposicion 2.67. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces hay un homomorfismo
de A en Sub(At(A)). Ademds, tal homomorfismo es inyectivo si A es atémica y
es sobreyectivo si A es completa.

Demostracion. La aplicacién fa: A——=Sub(At(A)) definida como:

A —> Sub(At(A))
fA{:c — {acAt(A)|a<a},

es un homomorfismo de A en Sub(At(A)). O
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Corolario 2.68. Cualquier dlgebra Booleana atémica es isomorfa a un cuerpo de
conjuntos y cualquier dlgebra Booleana completa y atomica es isomorfa al dlgebra
Booleana de los subconjuntos de un conjunto.

Corolario 2.69. Las dlgebras Booleanas finitas son, salvo isomorfismo, precisa-
mente las dlgebras Booleanas de los subconjuntos de los conjuntos finitos.

Proposicion 2.70. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces el reticulo algebraico
Cgr(A) de las congruencias sobre A es distributivo e isomorfo a los conjuntos

ordenados Fil(A) y Idl(A)
Demostracion. O
Teorema 2.71 (Krull-Tarski). Sea A un dlgebra Booleana no final, i.e., tal que
0 # 1. Entonces:

1. Cada filtro propio de A estd incluido en un ultrafiltro de A.

2. Cada ideal propio de A estd incluido en un ideal maximal de A.

Demostracion. O

Proposicion 2.72. Sea f: A ——=B un homomorfismo de dlgebras Booleanas. En-
tonces el nucleo de f, i.e., Ker(f) = {(z,y) € Ax A | f(x) = f(y)}, es una
congruencia sobre A y el ideal que le corresponde es f~1[0] = {z € A| f(x) =0}.

Demostracion. O

Demuéstrese que un homomorfismo f: A — B es inyectivo si y sélo si f~1[0] =
{0}.
Proposicién 2.73. Cualquier monomorfismo de dlgebras Booleanas es inyectivo.

Demostracion. O

Proposicién 2.74. Sea A un dlgebra Booleana y ® € Cgy, . Entonces hay un dlge-
bra Booleana A /®, el dlgebra Booleana cociente de A entre ®, y un homomorfismo
pro: A——=A/®, la proyeccién canénica de A en A/, tal que:
1. Ker(prg) = ®.
2. (Propiedad universal) Para cada homomorfismo f: A—=B, si ® C Ker(f),
entonces hay un inico homomorfismo g: A/® —=B tal que el diagrama:

A Pre

A/

conmuta.
Demostracion. O

Si en lugar de partir de una congruencia sobre un dlgebra Booleana A, partimos
de un ideal I, resp., de un filtro F' de A, entonces denotamos por A/I, resp., A/F
el cociente de A entre la congruencia determinada por el ideal I, resp., por el filtro
F.

La siguiente proposicién establece que toda imagen homomorfa de un algebra
Booleana es isomorfa a un dlgebra Booleana cociente de la misma.

Proposiciéon 2.75. Sea f: A——=B un homomorfismo sobreyectivo de dlgebras
Booleanas. Entonces A/Ker(f) es isomorfa a B.
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Demostracion. O

A continuacién establecemos la factorizacién de un homomorfismo a través de
su nucleo.

Proposicién 2.76 (Noether). Sea f un homomorfismo de A en B. Entonces hay
un 1inico homomorfismo inyectivo f', el inyectivizado de f, de A/Ker(f), la coima-
gen de f, en B tal que el diagrama

f

A—— B
fi

A/Ker(f)

PTKer(f)

conmuta. Esta es la factorizacion a través de la coimagen de un homomorfismo.
Ademds, si f es sobreyectivo, entonces f' es sobreyectivo, luego biyectivo.

Por otra parte, se cumple que para cada dlgebra Booleana C, cualquier homo-
morfismo sobreyectivo g: A—=C y cualquier homomorfismo h: C—=B, si el
diagrama

conmuta, entonces existe un unico homomorfismo sobreyectivo t: C— A /Ker(f)

tal que el diagrama
A f
W)
g A /Ker
t
C

Demostracion. O

B

conmuta.

Proposicién 2.77. Sea f un homomorfismo sobreyectivo de B en A, h un homo-
morfismo sobreyectivo de D en C y g un homomorfismo de B en D. Entonces:
1. Una condicion necesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t

de A en C tal que el diagrama

f A
lt
C

B———
D———

g
h
conmute, es que Ker(f) C Ker(h o g).
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2. Si @ es una congruencia sobre B y ¥ una congruencia sobre D, entonces
una condicion necesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t de

B/® en D/V tal que el diagrama

T
B— % B/o

g t

——+=D/VU
D Pry /

conmute, es que, para cada x,y € B, si(x,y) € @, entonces (g(x), g(y)) € ¥

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso t estd univocamente de-
terminada.

Demostracion. O

Proposicién 2.78. Sean ®,¥ € Cgr(A) y & C V. Entonces se cumple que:

1. La relacion ¥/® es una congruencia sobre A/®.
2. Existe un dnico homomorfismo pe.w de A/® en A/V tal que pp,w o pry =
pry, t.e., el diagrama

A

Pre Pry

A/D

Po,w A/\I]

conmuta. Ademds, pao,w es sobreyectivo.
3. (A/®)/(¥/®) es isomorfa a A/T.
4. \I//(D = Kel‘(p@,\y).

Demostracion. O

En la proposicién que sigue demostramos que un homomorfismo factoriza a través
de su niticleo y de su imagen.

Proposicion 2.79. Sean A y B dos dlgebras Booleanas y f: A——=B un homo-
morfismo. Entonces el diagrama:

A B

PTKer(f) Inpm(f)

A/ Ker (f) T Im(f)

conmuta, siendo f° la biyectivizada de f. Ademds, el siguiente diagrama conmuta:

A m A/ Ker(f)
b
fs f fi

Im(f) ——B
WMIm(f)
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Proposiciéon 2.80. Sea f: A——=B un homomorfismo de dlgebras Booleanas. Si

® € Cgr(B) entonces la imagen inversa de ® mediante f? es una congruencia sobre
A ie., (f3)71®] € Cer(A).
Proposicién 2.81. Sea A un dlgebra Booleana, X € CI(A) y ® € Cgr(A). En-
tonces se cumple que:

1. Sate(X) € CI(A).

2. @ | Sate(X) es una congruencia sobre Satg(X).

3. X/(® [ X) ySate(X)/(® | Sate (X)) son isomorfas.

O

Demostracion. O

Proposicién 2.82. Sea A un dlgebra Booleana y ® € Cgr(A). Entonces se cumple
que los reticulos (f ®,C) y Cgr(A/®) son isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo viene dado por la aplicacién

1+ & — Cgr(A/P)
U +— U/

La proposicién anterior se puede ilustrar con la siguiente figura:

Va Vase

/ AYNZS

/

S

Aa

Proposiciéon 2.83. Sea f: A——=B un homomorfismo sobreyectivo de dlgebras
Booleanas. Si ® C A%, entonces

F?[Ker(f) v Cga(®)] = Cgg(f?[2]).

Demostracion. (f?)~1[Cgg(f?[®])] es una congruencia sobre A que contiene a
® U Ker(f), luego contiene a Ker(f) V Cga (), asi que, por ser f sobreyectiva,
Ceg(f?[®]) contiene a f2[Ker(f)V Cga (®)].

Por otra parte, al ser f un homomorfismo, hay un isomorfismo entre los conjun-
tos ordenados (1t Ker(f),C) y Cgr(B). Pero Ker(f) C Ker(f) V Cga (P) asi que
corresponde a una congruencia f2[Ker(f) V Cga(®)] que contiene a f2[®], luego
f?[Ker(f) V Cga(®)] contiene a Cgg(f2[®)). O

Proposicién 2.84. Sea A un dlgebra Booleana e I € Idl(A). Entonces son equi-
valentes:
1. I € Spec(A).
2. I # Ay, para cada x,y € A, siz Ny €I, entoncesz €l oy €1, ie., I es
un ideal primo.
3. I #£ Ay, para cada x € A, x € I precisamente si —~x & I.
4. A/I es isomorfa a 2.

Demostracion. O

Proposicién 2.85. Sea A un dlgebra Booleana y F € Fil(A). Entonces son equi-
valentes:
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F € Ufil(A).

F# Ay, para cada x,y € A, sixNVy €I, entoncesx € F oy € F.
F # Ay, para cada x € A, x € F precisamente si ~x € F.

A/F es isomorfa a 2.

=W

Demostracion. O

Para demostrar el teorema de Stone, segin el cual cualquier dlgebra Booleana
es isomorfa a una subdlgebra Booleana del algebra Booleana de las partes de un
conjunto, pero no sélo para tal fin, introducimos los conceptos de producto de una
familia de algebras Booleanas, igualador de dos homomorfismos de dlgebras Boolea-
nas, sistema proyectivo de algebras Booleanas y de homomorfismos entre algebras
Booleanas, limite proyectivo de un sistema proyectivo de algebras Booleanas y de
un sistema proyectivo de homomorfismos entre dlgebras Booleanas, y también los de
algebra Booleana simple, subdirectamente irreducible y directamente irreducible;
ademds, demostramos dos teoremas de Birkhoff, uno sobre la descomposicién de las
algebras Booleanas finitas en productos de dlgebras Booleanas directamente irre-
ducibles y otro sobre la representaciéon de un algebra Booleana como un producto
subdirecto de algebras Booleanas subdirectamente irreducibles.

Nos ocupamos, en primer lugar, de demostrar tanto la existencia de productos de
familias de dlgebras Booleanas, como la de productos de familias de homomorfismos
entre familias de dlgebras Booleanas, asi como, en segundo lugar, de estudiar la
conducta del operador de formacién de productos, respecto de las identidades y de
la composicién de familias de homomorfismos entre familias de dlgebras Booleanas.

2.5. Productos de algebras Booleanas.

Proposicién 2.86. Sea (A; | i € I) una familia de dlgebras Booleanas. Entonces
hay un par ordenado ([T,c; A, (pr; | i € I)) en el que [],c; Ay, el producto de
(A; i€, es un dlgebra Booleana y, para cada i € I, pr;, la proyeccién candnica
i-ésima del producto, un homomorfismo de [[,c; Ai en Ay, que tiene la siguiente
propiedad universal:

Para cada par ordenado (A, (f; | ¢ € I)), en el que A es un dlgebra Booleana
y, para cada i € I, fi: A——=A,; un homomorfismo de dlgebras Booleanas, hay
un dnico homomorfismo (f; |t € I : A— [[,.; A; tal que, para cada i € I, el

i€l
diagramas:
A
irien| N
[lics A pr, A
conmuta.

Demostracion. Sea [];.; A; el dlgebra Booleana cuyo conjunto subyacente es el
producto cartesiano de la familia de conjuntos (A; | i € I), i.e., el conjunto definido
como:

[]4i = {z€Fnc(I,( JA) |VieI(x; € A4) },

i€l i€l
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y en la que, para cada z,y € [[,.; Ai, las operaciones estructurales estdan definidas

Ccomao:

iel

zVy=(x; Vy; | i €I),

e ANy=(x; Ny; |i €I),
o= (i i€ T),
0=(0: i€,
1=(1;]i€el)

y, para cada i € I, sea pr; el triplo ordenado (J],c; Ai,pr;, A;), denotado por
pr;: [[;e; Ai—=Ay, en el que pr; es la aplicacién de [],.; A; en A; definida

como:
pr; { [lies Ai — Ai
K3 .

T — ;.

Entonces se cumple que, para cada ¢ € I, pr; es un homomorfismo de [[,.; A; en
A;.

Por otra parte, dado un par ordenado (A, (f; | i € I)), en el que A es un algebra
Booleana y, para cada i € I, f;: A——=A; un homomorfismo, sea (f; |i € I) la

aplicacién de A en []..; A; definida como:

L A — [ler Ai
(fi €I>{a - (fi(é)\iel)-

Es evidente que, para cada i € I, pr;o (fi|i€I) = f; y que (fi |i €I) es un
homomorfismo de A en [],.; A;. Con ello queda demostrada la existencia de al
menos un homomorfismo de A en [];,.; A; con la propiedad indicada. Dejamos,
como ejercicio, la demostracién de la unicidad. O

el

icl

En la proposicién anterior hemos demostrado, para una familia de algebras Boo-
leanas, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un algebra Booleana
y una familia de homomorfismos desde el algebra Booleana hasta cada uno de las
algebras Booleanas de la familia dada, sujeto a cumplir una cierta propiedad uni-
versal; pero, ni hemos afirmado que tal par sea absolutamente tnico, ni que las
proyecciones candnicas sean necesariamente sobreyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

» El par ordenado de la proposicién anterior, es tinico salvo (un tnico) iso-
morfismo.
= Las proyecciones canénicas son sobreyectivas.

Proposicién 2.87. Sea (A; |i € I) una familia de dlgebras Booleanas. Entonces:

1. Para cada dlgebra Booleana A y cualesquiera homomorfismos f,g: A — [],c; Ay,
st, para cada i € I, el diagrama:

pr;o f
/\
pr;
A [Lier A A;
\g\/
pr;og

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (pr; | i € I) es colectivamente
monomorfica.



28 JUAN CLIMENT

2. Para cada par ordenado (A, (f; | i € 1)), en el que A sea un dlgebra Boo-
leana y, para cada i € I, f;: A——=A; un homomorfismo, y para cada
homomorfismo sobreyectivo t: [[,o; Ai — A, si, para cada i € I, el dia-

grama:

i€l

pr; A,
t /
A

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (pr; | i € I) es
extremal.

HiEI A;

Demostracion. O

Corolario 2.88. Sea (A; | i € I) una familia de dlgebras Booleanas. Si un par
ordenado (P, (p; | i € I)), en el que P es un dlgebra Booleana y, para cada i € I,
pi: P——=A,, tiene la propiedad de que para cada par ordenado (A, (f; |i € 1)), en
el que A es un dlgebra Booleana y, para cadai € I, f;: A—— A; un homomorfismo,
hay un iunico homomorfismo h: A —=P tal que, para cada i € I, el diagrama:

A

L fi

P—0p—A,;

b

conmuta, entonces hay un unico isomorfismo t de P en []
i €1, el diagrama:

ser A tal que, para cada

P
Di

Hie[ A pr;

conmuta.

Demostracion. O

Proposicién 2.89. Sea (A; | i € I) una familia de dlgebras Booleanas. Entonces,
para cada i € I, pr; es un homomorfismo sobreyectivo.

Demostracion. O

Demuéstrese que no existe el producto de todas las dlgebras Booleanas.

Sea A un algebra Booleana y ¢ una relacién de equivalencia sobre A. Demuéstre-
se que P es una congruencia sobre A precisamente si ¢ es un cerrado del algebra
Booleana A x A.

Sean A y B dos édlgebras Booleanas y f una aplicacién de A en B. Demuéstrese
que f es un homomorfismo de A en B precisamente si f es un cerrado del algebra
Booleana A x B.

Proposicién 2.90. Sea (A; |i € I) una familia de dlgebras Booleanas. Entonces:

1. Si I =@, entonces [[;,.; Ai es un dlgebra Booleana final.
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2. Si(A;|i€I) es tal que, para cada i,j € I, A; = A, y A es el valor
comain, entonces denotamos por Al el producto [Lic; Ai de la familia de
dlgebras Booleanas (A; | i € I), al que denominamos la potencia directa
I-ésima de A, y al dnico homomorfismo de A en Al, determinado por la
familia de homomorfismos (ida | @ € I), lo denominamos el homomorfis-
mo diagonal de A en Al y lo denotamos por dgr a; ademds, dg; o es un
monomorfismo. Asi pués, para cada i € I, el diagrama:

A
id
ng,A A

I S A
A DI, i
conmuta.
3. Si I es un conjunto final y su inico miembro es i, entonces

Hz‘eIAi = A;'{i}'

Por consiguiente, en este caso, [[;c; Ai es isomorfo a A;.
4. Si I tiene exactamente dos miembros y éstos son i y j, entonces

[Lic;Ai = A xA; y [[e A=A XA,

5. Si para cada i € I, A; es un dlgebra Booleana final, entonces [[;c; A; es
un dlgebra Booleana final.
Demostracion. O

Proposicién 2.91. Para cada conjunto A, el dlgebra Booleana Sub(A) es, natu-
ralmente, isomorfa al dlgebra Booleana 2.

Demostracion. O

Proposicién 2.92 (Conmutatividad). Sea (A; | i € I) una familia de dlgebras
Booleanas y ¢ un automorfismo de I, entonces

Hie]Ai = HieIAw(i)'
Demostracion. O

Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (A, | j € J)
la restriccién de (A; | i € I) a J, si J C I, que no es mas que la composicién de
iny y de (A; | i € I). Ademds, usaremos pr; para denotar la proyeccion canénica
j-ésima, del producto de cualquier familia de algebras Booleanas para la cual se
cumpla que j sea miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposicién 2.93. Sea (A; | i € I) una familia de dlgebras Booleanas y J, K, L C
I tales que K C J y L C K. Entonces:
Lopry, = ideeJAj’ siendo pr; ; el dnico endomorfismo <prj |j€ J> del
algebra Booleana HjeJAj tal que, para cada j € J, el diagrama:

[Tcs A
pr;
Pry; !

[jesAj ——A,
pr;

conmuta.
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2. pry; =DPrg oDk, i-e., el diagrama:

[LicsAj
Pr; i Pl
[Tkex Ax Pl s [lier A

conmuta; siendo, para J,K C I, con K C J, pr; g el dnico homomorfis-
model dlgebra Booleana HjeJ A; en el dlgebra Booleana []; c, A tal que,
para cada k € K, el diagrama:

HjeJ Aj

T
Prj K &

erK Ay T Ay

conmuta.

Demostracion. O

Proposicién 2.94. Sean (A; | i € I) y (B; | i € I) dos familias de dlgebras
Booleanas. Entonces se cumple que:

1. Si, para cada i € I, A; < By, entonces [[,c; Ai <]];c; Bi-

2. Si[[;e;r As <Il,c; Bi, entonces, para cada i € I, A; < B;.

Demostracion. O

Proposicién 2.95. Sean (A; | i € I) y (B, | ¢ € I) dos familias de dlgebras
Booleanas y (f; | © € I) una familia de homomorfismos en la que, para cada i €
I, fi: A;——=B;. Entonces hay un tinico homomorfismo, denotado por [],c; fi y
denominado el producto de (f; | i € I), del dlgebra Booleana [[,.; A; en el dlgebra
Booleana [[;c; Bi tal que, para cada i € I, el diagrama:

pr;
[Licr A “ > A
Hie] fi fi
Hiel B, pr; B;
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 2.96. Sean (A; |ie€I), (B; i€ )y (C;|i€ ) tres familias de
dlgebras Booleanas y (f; |1 € I) y (g; | i € I) dos familias de homomorfismos tales
que, para cada i € I, fi: A;—=B; y g;: B, —=C,;. Entonces:

1. Hie] ida, = idHieIAi'

2. (Hiel gi) o (Hiel fi) = Hz‘el(gi o fi).

Demostracion. O
Proposicién 2.97. Sean (A; |i € 1), (B; | j € J) y(Ckx | k € K) tres fa-
milias de dlgebras Booleanas y (f; | j € J) y (gx | € K) dos familias de
homomorfismos tales que, para cada j € J, f;: A;,—=B,; y, para cada

iel
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ke K, gi: HjeJ B; —Cy. Entonces se cumple que el tinico homomorfismo
(gro(fj |7 € J)| ke K) del dlgebra Booleana [],.; A; en el digebra Booleana [ ], c i Ck
tal que, para cada k € K, el diagrama:

Hz’eI A;

olfjljed
(gro(fjlied)|keK) gro(fili€d)

erK Cr

conmuta, coincide con la composicion del tinico homomorfismo (f; | j € J) de];c; As
en [;c;Bj y del inico homomorfismo (g | k € K) de [[;c;B; en [[;cx Cr tales
que, resp., para cada j € J y cada k € K, los dos triangulos del diagrama:

Hiel A;

(filied)

C
Pry k

[

pry
HjEJ Bj I Bj

g
(gx | k € K) -

Hiew G5, G

conmutan. Asi pués, se cumple que:
(gr [ ke K)o (fj|j€J)=(gro(filicJ)|keK)
Demostracion. [l

Proposicién 2.98. Sean (A; | i € I) y (B; | i € I) dos familias de dlgebras
Booleanas y (f; | © € I) una familia de homomorfismos en la que, para cada i € I,
fi: A; —=B;. Entonces se cumple que:
1. Si para cada i € I, f; es un isomorfismo, entonces [[;c; fi es un isomor-
fismo.
2. Si para cada i € I, f; es un monomorfismo, entonces [[;c; fi es un mono-
morfismo.
3. Si para cada i € I, f; es un homomorfismo sobreyectivo, entonces [[;c; fi
es un homomorfismo sobreyectivo.
4. Si para cada i € I, f; es constante, entonces [[,c; fi es constante.

Demostracion. O

Corolario 2.99. Sea I un conjunto y f: A——=B un homomorfismo de dlgebras
Booleanas. Si f es un isomorfismo (resp. monomorfismo, homomorfismo sobreyec-
tivo, constante), entonces f1, i.e., el producto de la familia (f | i € I), es un
isomorfismo (resp. monomorfismo, homomorfismo sobreyectivo, constante) de A'
en B,

Demostracion. O

Proposicién 2.100 (Asociatividad del producto). Sea (A; | i € I) una familia
de dlgebras Booleanas y (J; | | € L) una familia de subconjuntos de I tal que
Uier Jt =1 9, para cada l,m € L, sil # m, entonces Jy N J,,, = &. Entonces

HieIAi = HleL HieJ; Ai.
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Demostracion. O

Proposicién 2.101. Sea (A; | i € I) una familia no vacia de dlgebras Booleanas,
B un dlgebra Booleana y (f; | i € I) una familia no vacia de homomorfismos en la

que, para cada i € I, fi: B——A;. Entonces Ker((f; | i € I)) = [;c; Ker(fi).
Demostracion. O

Proposicién 2.102. Sea A un dlgebra Booleana y a € A. Entonces, siendo Ala =
{zeA|lxz<a}l vy para x,y € Ala, estando xVy y x Ay definidos del mismo
modo que en A y siendo —x = a A —zx, se cumple que Ala = (Ala,V,\,—,0,a) es
un dlgebra Booleana.

Demostracion. O

Proposicién 2.103. Sea A un dlgebra Booleana y a € A. Entonces hay un homo-
morfismo sobreyectivo de A en Ala

Demostracion. (]
Proposicién 2.104. Sea A un dlgebra Booleana y a € A. Entonces

A= Ala x Al—a.
Demostracion. O

A diferencia de lo que ocurre con otras dlgebras, las descomposiciones de un
algebra Booleana en un producto de un ndmero finito de factores estan en corres-
pondencia biunivoca con las particiones finitas de la unidad. Del mismo modo, las
descomposiciones transfinitas estan en correspondencia biunivoca con las particio-
nes transfinitas de la unidad.

Definicién 2.105. Sea A un algebra Booleana y (a; | ¢ € I) una familia en A.
Decimos que (a; | i € I) es una particion de la unidad en A si, para cada i,j € I,
sii# j, entonces a; Aa; =0y \/;c;a; =1.
Proposicién 2.106. Sea A un dlgebra Booleana y (a; | i € I) una particion de la
unidad en A. Entonces la aplicacion:

f A - Hie[ Ai Fa/i

x — (xANa;|iel),

es un monomorfismo. Ademds, [ es sobreyectiva si y sdlo si, para cada familia (b; |
i€I)en],c; Ailas, existe el supremo de (b; | i € I) en A. Reciprocamente, para
cada isomorfismo f de A en [[,.; Ay, hay una particion de la unidad (a; | i € I)
en A tal que, para cada i € I, A; = Ala,.

Demostracion. O

Corolario 2.107. Sea A un dlgebra Booleanan > 0 y (a; | i € n) una particion de
la unidad en A, i.e., una familia en A tal que, para cada i,j € n, si i # j, entonces
a;Naj =0y \/Z.En a; = 1. Entonces la aplicacion:

LA e Ailai
x — (xAa;|i€n),

es un isomorfismo. Reciprocamente, para cada isomorfismo f de A en [],c, Ai, hay
una particion de la unidad (a; | ¢ € n) en A tal que, para cada i € n, A; = Ala;.

Demostracion. O

Definicién 2.108. Un algebra Booleana A es simple precisamente si A tiene
exactamente dos congruencias: Ap y VAa.
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Proposiciéon 2.109. Un dlgebra Booleana A es simple si y sélo si cualquier ho-
momorfismo desde A que no sea constante es inyectivo.

Demostracion. Supongamos que A sea simple y sea f: A —— B un homomorfismo
que no sea constante, i.e., que no factorice a través del algebra Booleana final. Si
Ker(f) # Aa, entonces, necesariamente, Ker(f) = Va, luego, para cada z,y € A,
f(z) = f(y), por lo tanto f serfa constante, contradiccién. De modo que f es
inyectiva.

Reciprocamente, si A no fuera simple, existiria una congruencia ® sobre A tal
que Ax C ® C Va, luego la proyeccién candnica prg no seria ni constante ni
inyectiva. O

Definicién 2.110. Sea A un dlgebra Booleana. Decimos que A es directamente
irreducible si no es isomorfa al producto de dos algebras Booleanas no finales.

Demuéstrese que si un dlgebra Booleana es final, entonces es directamente irre-
ducible.

Proposicién 2.111 (Stone). El dlgebra Booleana 2 es la inica dlgebra Booleana
no final que es directamente irreducible.

Demostracion. Por ser 2 un niimero primo, es evidente que 2 es directamente irre-
ducible. Por otra parte, si A un algebra Booleana tal que cardA > 3. Entonces hay
un a € A tal que a # 0y a # 1. Por lo tanto también —a # 0y —a # 1. Luego Afa
y A[=a no son finales y A = Afa X Al—-a. De donde podemos afirmar que A no
es directamente irreducible. O

Proposicién 2.112 (Birkhoff). Cualquier dlgebra Booleana finita es isomorfa a
un producto de dlgebras Booleanas directamente irreducibles.

Demostracion. O

Corolario 2.113 (Stone). Cualquier dlgebra Booleana finita es isomorfa al dlgebra
Booleana de los subconjuntos de un conjunto.

Proposicién 2.114 (Birkhoft). Cualquier dlgebra Booleana es isomorfa a un pro-
ducto subdirecto de dlgebras Booleanas subdirectamente irreducibles.

Demostracion. O

Corolario 2.115. Cualquier dlgebra Booleana es isomorfa a una potencia subdi-
recta de 2, luego cualquier dlgebra Booleana es isomorfa a un cuerpo de conjuntos.

2.6. Igualadores de los homomorfismos de dlgebras Booleanas.

Proposicion 2.116. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos de dlgebras Boolea-
nas. Entonces existe un par ordenado (Eq(f,g),eq(f,g)), el igualador de f y g, en
el que Eq(f,g) es un dlgebra Booleana y eq(f,g) un homomorfismo de Eq(f,g) en
A, que tiene las siguientes propiedades:

1. foeq(f.g) =goeq(f,g)
2. (Propiedad universal del igualador) Para cualquier dglgebra Booleana X y
cualquier homomorfismo h: X——=A, si f o h = g o h, entonces hay un

unico homomorfismo t: X —=Eq(f, g) tal que eq(f,g) ot = h.
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La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

. h
f
Bl g A —5—B

Demostracion. Sea Eq(f, g) el subconjunto de A definido como:

Eq(f,9) ={ac Al f(a) = g(a) }.

Se cumple que Eq(f, g) es un cerrado de A y que eq(f, g), la inclusién candnica de
Eq(f,g) en A, es un homomorfismo de Eq(f,g) en A.
Es evidente que foeq(f,g) = goeq(f,g). Ademds, si X es un dlgebra Booleana
y h: X——= A un homomorfismo tal que f o h = go h, entonces Im(h) C Eq(f,g),
luego, por la propiedad universal de la subdlgebra, hay un tnico homomorfismo
t: X—=Eq(f,g) tal que eq(f,g) ot = h.
U

En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par or-
denado, formado por un algebra Booleana y un homomorfismo desde el algebra
Booleana hasta el dominio de los homomorfismos dados, sujeto a cumplir un par
de condiciones; pero no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tnico. De-
mostramos a continuacién que el par ordenado de la proposicién anterior, es inico,
s6lo, salvo (un unico) isomorfismo.

Proposicién 2.117. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos de dlgebras Boolea-
nas. Si un par ordenado (E,e), en el que E es un dlgebra Booleana y e: E—— A
un homomorfismo, tiene las propiedades:

1. foe=goe.

2. Para cualquier dlgebra Booleana X y cada homomorfismo h: X —= A, si

foh = goh, entonces hay un dnico homomorfismo u: X —=E tal que
eou=h.

Entonces hay un inico isomorfismo t: E——=FEq(f, g) tal que el diagrama:

E
' e
Eaq(f,9) ———— A
eq(f,g)
conmuta.
Demostracion. O

Corolario 2.118. Sea A un dlgebra Booleana y f un endomorfismo de A.. Entonces
el conjunto de los puntos fijos de f es una subdlgebra de A.

Demostracion. O
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Proposiciéon 2.119. Si el diagrama:

A B

S —

g
U v

f/
A/

-
/

9

Bl

conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog= g ou, entonces hay un inico
homomorfismo Eq(u,v): Eq(f,g9) —=Eq(f’,¢’') tal que el diagrama:

Ea(f, 9) M A

conmuta.

Demostracion. O

Definicién 2.120. Un homomorfismo f: A——B de algebras Booleanas es un
monomorfismo reqular si existen dos homomorfismos u,v: B——=C tales que el
par ordenado (A, f) es un igualador de u y v.

Proposicién 2.121. Un homomorfismo f: A——=B es un monomorfismo reqular
precisamente si es inyectivo.

2.7. Algebras Booleanas proyectivas e inyectivas. Demostramos en primer
lugar que las algebras Booleanas libres tienen la propiedad especial de que cualquier
homomorfismo desde ellas hasta el codominio de un homomorfismo sobreyectivo de
algebras Booleanas, se puede elevar hasta el dominio del mismo.

Proposicién 2.122. Sea X un conjunto y Tgeo1(X) el dlgebra Booleana libre
sobre X. Entonces dado un homomorfismo sobreyectivo f: A—=B y un homo-
morfismo g: Tool(X) —B, hay un homomorfismo t: Teol(X)—> A tal que
el diagrama:

TBool (X)
! g
A—+B
/
conmuta.
Demostracion. O

A las algebras Booleanas que tienen la misma propiedad que la puesta de mani-
fieto para las dlgebras Booleanas libres en la proposicion anterior, las denominamos
proyectivas, y son el objeto de la definicién que sigue.
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Definicién 2.123. Un élgebra Booleana P es proyectiva si dado un homomorfismo
sobreyectivo f: A—B y un homomorfismo g: P ——B, hay un homomorfismo
t: P—— A tal que el diagrama:
P
t l ,
B

Proposicién 2.124. Cualquier dlgebra Booleana proyectiva P es un retracto co-
ciente absoluto, i.e., para cada homomorfismo sobreyectivo r: A—=P, hay un
homomorfismo s: P——= A tal que el diagrama:

!

conmuta.

P S

A
idp

conmuta.

Demostracion. O

Demostramos a continuacion que cualquier retracto de un algebra Booleana pro-
yectiva es proyectiva.

Proposicion 2.125. Si P es un dlgebra Booleana proyectiva y el dlgebra Booleana
B es un retracto de P, i.e., es tal que hay dos homomorfismos s: B—=P y
r: P—=B tales que el diagrama:

B—°5

P

r
idp ‘
B

Demostracion. Puesto que B es un retracto de P, sean s: B—=P yr: P—B
tales que r o s = idg. Veamos que B es proyectiva. Para ello consideremos un ho-
momorfismo sobreyectivo f: A —C y un homomorfismo g: B——= C. Entonces
en el diagrama:

conmuta, entonces B es proyectiva.
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el homomorfismo ¢: P—— A existe, aunque no es necesariamente unico, y es tal
que fot = gor, por ser P proyectiva. Por lo tanto el homomorfismo tosoB —=A
es tal que fo (tos)=g. De donde podemos concluir que B es proyectiva. O

Proposicion 2.126. Una condicion necesaria y suficiente para que el producto de
una familia finita de dlgebras Booleanas sea un dlgebra Booleana proyectiva es que
cada una de ellas lo sea. Ademds, el coproducto de una familia arbitraria de dlgebras
Booleanas es proyectiva si y solo si cada una de ellas lo és.

Demostracion. O

Proposicién 2.127. Una condicion necesaria y suficiente para que un dlgebra
Booleana sea proyectiva es que sea un retracto de una libre.

Demostracion. O

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que un algebra Boo-
leana sea proyectiva es que sea un retracto cociente absoluto.

Cualquier dlgebra Booleana libre cumple la condicion de la cadena numerable,
i.e., tiene la propiedad de que cualquier subconjunto de la misma al que no perte-
nezca el 0 y esté formado por elementos dos a dos disjuntos, es numerable, luego
también cualquier subalgebra de una libre tendra la misma propiedad. Por lo tanto,
para obtener algebras Booleanas que no sean proyectivas, serd suficiente mostrar
algebras Booleanas que no cumplan la condicién de la cadena numerable, e.g., el
algebra Booleana de los subconjuntos finitos-cofinitos de un conjunto innumerable.

Dice Halmos, refiriéndose a la proyectividad:

Freedom is a rather severe structural restriction on a Boolean algebra
and it is not too surprising that freedom implies projectivity. It is con-
siderably more surprising that a cardinal number restriction can also
imply projectivity.

Proposicion 2.128. Cualquier dlgebra Booleana numerable es proyectiva.

Definicién 2.129. Un &algebra Booleana I es inyectiva si dado un homomorfis-
mo inyectivo f: A+—=B y un homomorfismo g: A —1I, hay un homomorfismo
t: B——=1 tal que el diagrama:

At .8
9 t
I

conmuta.

Proposicién 2.130. Cualquier dlgebra Booleana inyectiva I es un subretracto ab-
soluto, i.e., para cada homomorfismo inyectivo s: I—= A, hay un homomorfismo
r: A——=1 tal que el diagrama:

conmuta.

Demostracion. O
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Demostramos a continuacién que cualquier retracto de un dlgebra Booleana in-
yectiva es inyectiva.

Proposiciéon 2.131. Si I es un dlgebra Booleana inyectiva y el dlgebra Booleana
B es un retracto de I, entonces B es inyectiva.

Demostracion. Puesto que B es un retracto de I, sean s: B—=P y r: I—=B
tales que r o s = idg. Veamos que B es inyectiva. Para ello consideremos un ho-
momorfismo inyectivo f: A+—=C y un homomorfismo g: A ——B. Entonces en
el diagrama:

A

N !
w
g I
S
g
B

el homomorfismo t: C——=1 existe, aunque no es necesariamente Unico, y es tal

t

que to f = sog, por ser I inyectiva. Por lo tanto el homomorfismo rot: C—=B
es tal que (rot)o f = g. De donde podemos concluir que B es inyectiva. d

Proposiciéon 2.132. Una condicion necesaria y suficiente para que el coproducto
de una familia finita de dlgebras Booleanas sea un dlgebra Booleana inyectiva es que
cada una de ellas lo sea. Ademds, el producto de una familia arbitraria de dlgebras
Booleanas es inyectiva si y sélo si cada una de ellas lo és.

Demostracion. U
Lema 2.133. Cualquier retracto de un dlgebra Booleana completa es completa.
Demostracion. O
Proposicion 2.134. Cualquier dlgebra Booleana inyectiva es completa.

Demostracion. Cualquier dlgebra Booleana se puede encajar en una que sea com-
pleta. Puesto que cualquier dlgebra Booleana inyectiva es un subretracto absoluto,
luego cualquier dlgebra Booleana inyectiva es un retracto de una que sea completa,
por lo tanto, en virtud del lema anterior, concluimos que que es completa. O

Lema 2.135. Sea A wun dlgebra Booleana, X una subdlgebra de A, ¢ € A y
f: X——=B un homomorfismo. Si A estd generada por X U {c} y existen dos
elementos bx . y bX:¢ en B tales que:
L Vze XN{<c(f(z) <bxe);
2. Yz € XN fh< e (b < f(x)),
entonces, para cada d € B tal que bx . < d < bX:¢, hay un nico homomorfismo
t: A——B tal que el diagrama:
iHX
X+—A
Re
t
-
Kd

1

B 1
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conmuta.

Demostracion. Puesto que A estd generada por la subalgebra X junto con ¢ € A,
se cumple que

A={(zxAc)V(yAn-c)|z,ye X}
Téngase en cuenta que, para z,y € X, se cumple la ecuacién:
=((x Ae)V (yA-c)) = (—zAc)V (my A-c).

La aplicacién ¢ de A en B que aun (zAc)V(yA-c) € Aleasigna (f(x)Ad)V (f(y)A
—d), cumple todas las condiciones estipuladas en el enunciado de la proposicién. O

Demuéstrese que la aplicacion t de la proposicion anterior estd bien definida, que
es un homomorfismo, que extiende a f, que transforma c en d y que es el unico
homomorfismo de A en B con dichas propiedades.

Proposicion 2.136. Cualquier dlgebra Booleana completa es inyectiva.

Demostracion. Sea I un algebra Booleana completa. Vamos a demostrar que I es in-
yectiva, i.e., que dado un homomorfismo inyectivo f: A +— B y un homomorfismo
g: A——=1, hay un homomorfismo ¢: B——=1 tal que el diagrama:

f

A+—B

9

conmuta.

Sea F, el conjunto formado por todos los pares (X,h) en los que X es una
subdlgebra Booleana de B tal que Im(f) € X y h un homomorfismo de X en
I tal que la composicién de la correstriccién de f a X con h es g; situacién que

representamos como:
+ B
X

A

I

El conjunto F; no es vacio, porque el par (Im(f),go (f*)~') le pertenece. Por otra
parte, sea < la relacién binaria sobre F, definida como:

(X,h) < (X',h) siysélosi X C X'y I'[X =h.

Tal relacién ordena al conjunto F, y (Fy, <) es fuertemente inductivo, i.e., cualquier
cadena no vacfa en (Fy, <) tiene un supremo. Por lo tanto, al no ser F, vacio y ser
el conjunto ordenado (F,, <) fuertemente inductivo, podemos afirmar, en virtud del
lema de Kuratowski-Zorn, que tiene un maximal. Sea (55 , ﬁ) un maximal, arbitrario,
pero fijo. Se cumple que X = B. Supongamos que no sea ése el caso, i.e., que
B-X +* O, yseac€ B — X. Entonces, para

i, =Sup{h(z) |z € Xnl< e} e i¥° =Infi{h(z) | € XN f< e},
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se cumple que ige S i%¢. Luego, para cualquier d € I tal que i)?,c <d<i%c en

virtud del lema 2.135, hay un tinico homomorfismo ¢: Sgg (X U {c}) —=1 tal que
el diagrama:

conmuta. Pero esto contradice la maximalidad del par ()A( ,ﬁ) Por lo tanto X =
B. O

Corolario 2.137. Una condicion necesaria y suficiente para que un dlgebra Boo-
leana sea inyectiva es que sea completa.

Demostracion. O

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que un algebra Boo-
leana sea proyectiva es que sea un retracto cociente absoluto.

2.8. La dualidad de Stone. Puesto que a continuaciéon vamos a estudiar la
dualidad de Stone entre la categoria de las dlgebras Booleanas y la de espacios
topoldgicos Booleanos, definimos las nociones y construcciones pertinentes de la
teoria de categorias y de la topologia, concretamente, consideramos la categoria
dual de una categoria, las dualidades entre dos categorias, los espacios topolégicos,
las bases de las topologias, los espacios topolégicos compactos, Hausdorff y cero-
dimensionales, las aplicaciones continuas de un espacio topolégico en otro y ciertas
construcciones sobre los espacios topoldgicos y las aplicaciones continuas.

Definicién 2.138. Si C es una categoria, la categoria dual de C, denotada por
C°P, consta de los siguientes datos:

1. Un conjunto Ob(C®P) de objetos, A, B, ..., que coincide con el conjunto
de objetos de C.
2. Un conjunto Mor(C°P) de morfismos f, g, ..., que coincide con el conjunto

de morfismos de C.
3. Una aplicacién dy”: Mor(C) —= Ob(C) que a cada morfismo f € Mor(C)
le asigna el objeto dgP(f) = di(f).
4. Una aplicacién dj*: Mor(C) ——=Ob(C) que a cada morfismo f € Mor(C)
le asigna el objeto d{”(f) = do(f).
5. Una aplicacién id°?: Ob(C) —=Mor(C) que a cada objeto A € Ob(C) le
asigna el morfismo id%} = ida.
6. Siendo Mor(C°P) []oy,(cory Mor(C°P) el conjunto definido como:
Mor(CP)[Top(coryMor(CP) = { (f,g) € Mor(C°?)? | di”(f) = di*(g) },
una aplicacién o°P: Mor(C°P) [T,(gory Mor(C°P) —Mor(C*P), que a ca-
da par (f,g) € Mor(C°P) HOb(Cop) Mor(C®P) le asigna el morfismo fo°Pg =
go f.
Si A, B € Ob(C), entonces Homeer (A4, B) = Homg (B, A). Ademds, convenimos
que f: A—=< B es sinénimo de f € Homc (B, A).
Sea C una categoria. Demuéstrese que C°P es, de hecho, una categoria.

Ejemplo. Si A = (4, <) es un conjunto preordenado, entonces la dual de la cate-
gorfa determinada por A es la categoria determinada por A°P = (A, >).
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Definimos a continuacion el concepto de functor contravariante de una categoria
en otra, que, en definitiva, es reducible al concepto de functor, haciendo uso de la
dual de una categoria.

Definicién 2.139. Dadas dos categorias C, D, un functor contravariante de C en
D es un triplo F = (C, (Fy, F1),D), denotado por F: C——=D, en el que Fj es
una aplicacién de Ob(C) en Ob(D), F; una aplicacién de Mor(C) to Mor(D), y
que cumple las siguientes condiciones:

1. Los diagramas:

Mor(C) A Mor(D) y Mor(C) A Mor(D)

dy do do dy
Ob(C) B Ob(D) Ob(C) _— Ob(D)
Iy Fy
conmutan.

2. El diagrama:
R
Ob(C) ——2 = Obh(D)

id id

Mor(C) — Mor(D)
1
conmuta.
3. Siendo tw el automorfismo de Mor(C) [[ Mor(C) que intercambia las coor-
denadas y FZotw la aplicacién de Mor(C) [Ton(cy Mor(C) en Mor(D) [],(py Mor(D),
que a un par (f,g) del primero le asigna el par (Fi(g), F1(f)) del segundo,
entonces el diagrama:

FEotw
Mor(C) [Top(c) Mor(C) Mor(D) HOb(D) Mor(D)
[e] o]
Mor(C) Mor(D)
Iy
conmuta.

Lo mismo que para los functores, de ahora en adelante, para un functor contra-
variante F': C——=D, denotaremos mediante el mismo simbolo F' a las dos aplica-
ciones Fy y Fi.

Demuéstrese que dar un functor contravariante de C en D equivale a dar un
functor de C°? en D o un functor de C en D°P.

Ejemplo. De la categoria Set en la categoria CABA, de las dlgebras Booleanas
completas atomicas y homomorfismos completos, tenemos el functor contravariante
P~: Set —= CABA que a un conjunto A le asigna el dlgebra Booleana completa
atémica Sub(A) y a una aplicacién f: A—— B le asigna el homomorfismo completo
f~1: Sub(B) —=Sub(A4).

Definicién 2.140. Una dualidad o antiequivalencia de una categoria C en otra
categoria D es un functor contravariante F' de C en D que es fiel pleno y esencial-
mente sobreyectivo.
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Dados dos functores F,G: C—=D vamos a definir a continuacién el concepto
de transformacién natural del functor F' en el functor G. Esta nocién nos permi-
tira obtener una caracterizacién de las dualidades.

Definicién 2.141. Sean F,G: C——=D dos functores de la categoria C en la
categoria D. Una transformacion natural o un morfismo functorial de F en G es
un triplo (F,n,G), denotado por n: F——=G, en el que n es una aplicacién de
Ob(C) en Mor(D) tal que:

1. Para cada A € Ob(C), na: F(A)—=G(A).

2. Para cada f: A—— B € Mor(C) el diagrama:

FA) — ™ g

B

conmuta. Sin: F'— G es tal que, para cada A € Ob(C), na: F(A) —=G(A)
es un isomorfismo, entonces decimos que 7 es un isomorfismo functorial de
FenG.

Proposicion 2.142. Sea G un functor contravariante de C en D. Una condicidn
necesaria y suficiente para que G sea una dualidad de C en D es que exista un
functor contravariante F' de D en C y dos isomorfismos functoriales n: Idp —= Go
Fye: FoG—Idc.

Antes de pasar a considerar las nociones topoldgicas necesarias para establecer
la dualidad de Stone, senalamos que segin Pontryagin:

Just as the theory of groups studies the algebraic operation of multi-
plication in its purest aspect, so abstract topology sets as its goal the
investigation of the operation of passing to the limit, disregarding all
other properties of the elements under consideration. If a group can be
regarded as a generalisation of the concept of real number, then a to-
pological space should also be regarded as a generalisation of the same
real numbers. Only in the first case the operation of multiplication is
generalized, while in the second it is the limiting operation, or, what is
the same, the concept of limit point which is generalized.

Definicién 2.143. Sea X un conjunto. Una topologia sobre X es un subconjunto
7T de Sub(X), a cuyos elementos los llamamos abiertos, que cumple las siguientes
condiciones:

1. Paracada G C 7T, UGeg GeT.

2. Paracada G, HeT,GNHeT.

3. XeT.
Un espacio topoldgico es un par (X,7) en el que X es un conjunto y 7 una topologia
sobre X.

Sea (X,7) un espacio topolégico. Un subconjunto F' de X es un cerrado de

(X, T)siX—-FeT.

Si G = &, entonces | JG =2 € T.

Observemos que si 7 es una topologia sobre un conjunto X, entonces @ € 7T,
porque & C 7, @ = |JO y, en virtud de la primera condicién de la definicién
anterior, para cada G C 7, Jgeg G € T.

Debido a que la topologia sobre el conjunto Ufil(A) de los ultrafiltros de un
algebra Booleana A, la definiremos haciendo uso de unos abiertos especiales, que
constituyen una base para una topologia, definimos ahora este ltimo concepto.
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Definicién 2.144. Sea X un conjunto. Una base para una topologia sobre X es
un subconjunto B de Sub(X), a cuyos elementos los llamamos abiertos bdsicos de
B, que cumple las siguientes condiciones:

1. Uges B=X.
2. Paracada U,V € B,y cadax € UNV, existe un W € B tal que x € W C
unv.

Si 7 es una topologia sobre X, una base de 7 es un subconjunto B de 7 tal que,
cada abierto G de 7, se puede representar como la unién de un subconjunto de B.

Proposicion 2.145. Toda topologia T sobre un conjunto X es una base de T .
Ademds, si B es una base para una topologia sobre X, entonces existe una unica
topologia sobre X, la topologia generada por B, a la que denotamos por Tgx (B),
de la cual B es base.

Demostracion. O

Definicién 2.146. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que (X, 7) es cero-
dimensional si tiene una base formada por conjuntos que son a la vez abiertos y
cerrados; que (X,7) es de Hausdorff si, dados dos elementos distintos x,y € X,
hay dos abiertos disjuntos G, H tales que € G e y € H; por ultimo, que (X, 7) es
compacto si, de cualquier subconjunto G de 7 que recubra a X, se puede extraer
un subconjunto finito con la misma propiedad.

Teorema 2.147. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio to-
poldgico (X, T):

1. (X,T) es compacto.

2. Para cada subconjunto S de CY(T), si S # @ y, para cada subconjunto
finito no vacio L de S, (L # vacio, entonces (S # vacio, i.e., para cada
subbase de filtro S formada por cerrados, se cumple que (S # vacio.

3. SiZ es un ideal propio de (T,C), entonces | JT # X.

4. Si F es un filtro de (CI(T),C), entonces (| F # .

Definimos ahora las aplicaciones continuas de un espacio topolégico en otro, que
daran lugar, como no podia ser menos, a la categoria de los espacios topoldgicos.

Definicién 2.148. Sean (X,7) e (X’,7’) dos espacios topolégicos. Una aplicacion
continua de (X, 7T ) en (X', 7’) es un triplo ordenado ((X,7), f, (X', 7)), abreviado
como f y denotado por f: (X,7)—=(X’,7’), en el que f es una aplicacién de X
en X', tal que, para cada abierto G’ € 7', f~[G'] € T.

Proposicién 2.149. Sea f una aplicacion continua de (X, T) en (X', T"), g una
de (X', T") en (X", T") y h una de (X", T") en (X", T"). Entonces:

1. Siendoid x 7y = (X, T),ida, (X,T)), se cumple queidx 7y: (X,T)—= (X, T),

la aplicacion continua identidad de (X,7T), es una aplicacion continua de
(X, 7).

2. Siendo gof = ((X,T),gof, (X", T")), se cumple que gof : (X, T)— (X", T"),

la aplicacion continua composicién de f y g, es una aplicacion continua de
(X,T) en (X", T").
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3. (Asociatividad). El diagrama:

(X, T

(XI//’ T/I/)

ho(go f)

conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:

id
1) D x0T — e x )
.d !’ !’
7 f 7 d(x,77)
(X', 17) (X',

conmutan.

Corolario 2.150. Los espacios topoldgicos (X, T) tales que X € U, junto con
las aplicaciones continuas entre ellos constituyen una categoria, a la que denota-
mos por Top. En particular, los espacios topoldgicos compactos, Hausdorff y cero-
dimensionales, a los que llamamos espacios topoldgicos Booleanos, (X, 7T) tales que
X e U, junto con las aplicaciones continuas entre ellos constituyen una categoria,
a la que denotamos por BTop.

Establecemos a continuacién un Lema que nos permitira obtener una topologia,
de manera optimal, sobre el dominio de una aplicacién cuando el codominio de la
misma esté dotado de una topologia .

Lema 2.151. Sea X un conjunto, (X', T") un espacio topoldgico y f: X —= X'
una aplicacion; situacion que indicamos por:

[ X— (X", T").

Entonces hay un levantamiento optimal de 7’ a través de f, i.e., hay una to-
pologia sobre X, denotada por Lf(T"), el levantamiento optimal de 7’ a través
de f, tal que ((X,L5(T")), f,(X',T")) es una aplicacion continua del espacio to-
poldgico (X, LI (T")) en el espacio topoldgico (X', T") y para cada espacio topoldgico
(X", T") y cada aplicacion g: X" —= X, si (X", T"), fog, (X', T")) es un morfis-
mo de (X", T") en (X', T"), entonces (X", T"),g,(X,LI(T"))) lo es de (X", T")
en (X, LS (7). Ademds, se cumple que:

1. Para cada topologia U sobre X :
Lidx ) =Uu.
2. S f: X—=X', g: X' —= X" son aplicaciones y T" una topologia sobre

X", entonces:
L9 (7" = LY (L9(T")).
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Demostracion. Es suficiente tomar como L7 (7”) la topologia sobre X definida co-
mo:
LIT)={fGNG T}
O

Establecemos ahora el dual del Lema anterior, que nos permitird obtener una
topologia, de manera cooptimal, sobre el codominio de una aplicacién cuando el
dominio de la misma esté dotado de una topologia .

Lema 2.152. Sea X un conjunto, (X', T") un espacio topoldgico y f: X' —=X
una aplicacion; situacion que indicamos por:

(X, T)—X.
Entonces hay un levantamiento cooptimal de 7’ a través de f, i.e., hay una topo-
logia sobre X, denotada por L;(7"), el levantamiento cooptimal de 7" a través
de f, tal que (X', T'), f,(X,Ls(T"))) es una aplicacion continua del espacio
topoldgico (X', T') en el espacio topoldgico (X,L(T")) y para cada espacio to-
poldgico (X", T") y cada aplicacion g: X —= X", si (X', T"),g0 f,(X",T")) es
un morfismo de (X', T") en (X", T"), entonces ((X,Ls(7"))),9,(X",T") lo es de
(X,Ly(77)) en (X", T"). Ademds, se cumple que:

1. Para cada topologia U sobre X :
Lidx (u) = Z/[

2. 85 f: X'—=X, g: X" ——= X' son aplicaciones y T" una topologia sobre
X", entonces:

Lng(TN) =Ly (Lg(Tu))-

Demostracion. Es suficiente tomar como L (7") la topologia sobre X definida co-
mo:
Li(T)={GCX|fGleT}.
O

Proposicién 2.153. Sea (X,7T) un espacio topoldgico compacto y C' un cerrado
del mismo. Entonces C es compacto, i.e., para cada subconjunto G de T, si C C
Ugeg G, entonces hay un subconjunto finito H de G tal que C' C gy H.

Demostracion. O

Proposicién 2.154. Sea (X,7) un espacio topoldgico de Hausdorff y C' un com-
pacto del mismo. Entonces C' es cerrado.

Demostracion. O

Proposicién 2.155. Sea f: (X, T)— (X', T’) una aplicacion continua. Si (X, T)
es compacto y [ sobreyectiva, entonces (X', T') es compacto. Ademds, si f es in-
yectiva y (X', T') es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo, i.e., f es
biyectiva y bicontinua.

Demostracion. O

Proposicién 2.156. Si A y B son subconjuntos compactos disjuntos de un espacio
de Hausdorff (X,T), entonces hay entornos disjuntos de A y B. Por lo tanto cada
espacio topoldgico compacto y Hausdorff es normal.

Del exioma de eleccion se deduce el teorema de Tychonoff.

Teorema 2.157 (Higgins). Sea (X;,7;)icr una familia de espacios topoldgicos com-
pactos. Entonces [[,c;(Xs,7;) es compacto.
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Demostracion. Suponemos que I # @ y que, para cada ¢ € I, X; # &, ya que en
caso contrario, el resultado es obviamente cierto. Sea 7 la minima topologia sobre
[L;c; X: para la que las proyecciones candnicas son continuas.

En principio hemos de demostrar que, para cada ideal propio Z de (7,C), |JZ #
[I;c; Xi. Pero, debido a que cada ideal propio estd contenido en uno maximal, es
suficiente que demostremos que, para cada ideal maximal M de (7,C), UM #
[Lic; Xi yaque | JZ € UM, si el ideal propio Z estd contenido en el ideal maximal

Sea M un ideal maximal de (7,C) y, para cada ¢ € I, sea M; el subconjunto

de 7; definido como:
M;={G €T |pr;' Gl € M}.

Se cumple que, para cada i € I, M; es un ideal propio de (7;, C) (comprobarlo),
luego, por ser (X, 7;) compacto, |J M; # X;. Sea = € [],.;(X; —J M;). Entonces
x ¢ |JM. Supongamos lo contrario, i.e., que x € |J M, entonces hay un abierto
G € M tal que z € G. Por lo tanto hay un n € N — 1, una familia (iq)acn en I y
una familia de abiertos (G;_ )aen, con G;, € 7;_, para cada « € n, tal que

S ﬂaen pri_a1 [G;.] CG.

Ahora bien, por ser M maximal y cumplirse que (¢, pr;a1 [G;.] € M, esto tltimo,
por ser M ideal y estar [ ,, pri_a1 [G;.] incluido en un elemento G de M, hay un
B € n tal que pr;ﬁl[Giﬁ] € M, luego hay un 8 € n tal que G;, € M;,, pero
zi, € Giy € UMy y 2, € Xy — UMy, absurdo. Por lo tanto X # UM, y
[1;c:(Xi, T;) es compacto. O

El axioma de eleccién es equivalente al teorema de Tychonoff.

Teorema 2.158. Si el producto de espacios topoldgicos compactos es compacto,
entonces el producto cartesiano de una familia no vacia (X;);er de conjuntos no
vacios, no es vacio.

Demostracion. Sea (X;);er una familia no vacfa de conjuntos no vacios. Entonces,
para el conjunto w = { X; | i € I }, que tiene la propiedad de ser un conjunto porque
es la imagen de la funcién (X;);cs, se cumple que, para cada i € I, w € X;, ya que
en caso contrario, i.e., si existiera un i € I tal que w € X;, entonces existiria una
cadena del tipo X; € w € X;, lo cual es imposible, por el axioma de regularidad.
Sea,parai € I, X} = X;U{w}y T, ={9,X;, {w}, X} Entonces se cumple que
(X7, 7;.,) es un espacio topoldgico compacto, luego, por el teorema de Tychonoff,
HZeI(X* 7;,.,) es un espacio topolégico compacto. Sea, para i € I, F; = pr{l[Xi],
que es un cerrado de [1;c/ (X}, 7iw). Entonces el conjunto no vacio { F; [ i € I}
tiene la propiedad de la interseccién finita, i.e., para cada subconjunto finito no
vacio J de I, se cumple que ﬂjeJF # @, porque la funcién x de I en (J;c; X

definida, para j € J, como z; = a;, siendo a; un elemento arbltrarlo pero fijo de
Xj, y, parai € I —.J, como z; = w pertenece, no sélo a [[,.; X/, sino a njEJ

Por lo tanto (., F; # @, pero [[;c; Xi = ;c; Fi, luego HzeIX # . D
Proposicién 2.159. Sea A un dlgebra Booleana. El subconjunto Ba de Sub(Ufil(A))

definido como:
Ba={B.|a€ A},
siendo, para cada a € A, By el conjunto definido como:
«={FeUfil(A) |a€F},
tiene las siguientes propiedades:
1. Para cada a,b € A, B, UB, = Bgvs.
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2. Para cada a,b € A, B, "By = Baps.
3. Para cada a € A, B, = CUﬁ](A)Ba.

Por lo tanto Ba es una base para una topologia sobre Ufil(A). Al espacio topoldgi-
co (Ufil(A), Tgygia)(Ba)) lo denotamos por St(A) y lo denominamos el espacio
topoldgico de Stone del dlgebra Booleana A.

Demostracion. O

Teorema 2.160 (Stone). Sea A un dlgebra Booleana. Entonces St(A) es un espa-
cto topoldgico Booleano. Ademds, si f: A—=B es un homomorfismo de dlgebras
Booleanas, entonces la aplicacion

)

es una aplicacidn continua de St(B) en St(A) y se cumple que:

1. Para cada dlgebra Booleana A, St(ida) = idgy(a)-
2. Para cada par de homomorfismos f: A—=B y g: B——=C, St(go f) =

St(f) o St(g)-

Por lo tanto St: Bool——=BTop es un functor contravariante de la categoria de
dlgebras Booleanas en la categoria de espacios topologicos Booleanos y es una dua-
lidad.

Demostracion. O

Demuéstrese que la categoria Set es antiequivalente a la categoria CABA de
las algebras Booleanas completas atémicas y homomorfismos de algebras Booleanas
completos.

3. LO&OGICA PROPOSICIONAL CLASICA.

Nos ocupamos ahora del estudio de la légica proposicional. Para ello, una vez es-
tablecido el concepto de lenguaje de orden cero, o lenguaje proposicional, definimos
el conjunto de las formulas proposicionales relativas a un lenguaje proposicional,
como el conjunto subyacente de un &lgebra libre sobre un conjunto de variables
proposicionales. Ello nos permitird obtener un principio de demostracién por in-
duccién algebraica sobre las férmulas proposicionales y un principio de definicién
por recursién algebraica sobre las mismas. A continuacién definiremos la nocién de
célculo proposicional clédsico, a partir de la cual obtendremos el operador de conse-
cuencia sintéctica del que demostraremos que es un operador de clausura algebraico
y una vez definida la nocién de valoracion y de modelo de un conjunto de férmulas
proposicionales, definiremos la nocién de consecuencia semantica entre conjuntos de
férmulas y féormulas y demostraremos que las relaciones de consecuencia sintacti-
ca y seméantica coinciden. Ademés, demostraremos el teorema de deduccién de
Herbrand-Tarski, definiremos la nociéon de dualidad en la légica proposicional, de-
mostraremos los teoremas de la forma normal conjuntiva y disyuntiva, el teorema
de interpolacion, la completud funcional del algebra Booleana 2 y la equivalencia
entre una categoria cociente de la categoria de preteorias proposicionales y la de
las algebras Booleanas.

Respecto de lo que sea la légica dicen Font & Jansana en [?]:

Every proposal of a scientific theory that aims for a reasonable degree of
generality must first provide an answer to a preliminary methodological
question: What should its basic objects of study be? In the case of
Sentential Logic, several answers can be found in the literature: For
some, a logic is a set of formulas (probably closed under substitution
and other rules), while for others it is a relation of consequence among
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formulas (in both cases, defined either semantically or sintactically);
but for others, a logic is a “calculus”, either of a “Hilbert style”or of
a “Gentzen style”, or for some other kind of formalism, while some
think that a logic should necessarily incorporate both a calculus and a
semantics; for others, forcing the meaning of the word slightly outside
its natural scope, a logic is just an algebra, or a truth-table.. ..

We entirely agree that the study of all the issues just mentioned belong to
logic as a scientific discipline; but when faced with the question of what
a logic is, we prefer a more neutral view that sees logic as the study of
the notion of formal logical consequence; accordingly, a sentential logic is
for us just a structural consequence relation (or consequence operation)
on the algebra of sentential formulas.

A las anteriores opiniones cabe afiadir que, para algunos, una légica no es mas
que un tipo de 2-categoria estructurada.

Definicién 3.1. Un lenguaje de orden cero, o un lenguaje proposicional es un par
L = (V,A), en el que V es un conjunto no vacio, de variables proposicionales, A
una signatura algebraica, a la que denominamos la signatura ldgica, tal que, para
cada n € N, los conjuntos A,, de simbolos de operacién légicos, estan definidos
como:

1. Ay ={-}.
3. A, =09, sin#1,2

Definicién 3.2. El conjunto Fm(L), de las £L-fédrmulas proposicionales es:

Fm(£) = Ta(V),

i.e., el conjunto subyacente de la A-algebra libre sobre el conjunto V.

De modo que para cada L-férmula proposicional ¢ o bien ¢ = (v), para una
unica v € V, o bien ¢ = (—)9, para una tnica férmula v, o bien ¢ = (—)¥¢, para
un unico par de férmulas ¢ y €.

Para abreviar, convenimos en identificar las formulas proposicionales del tipo
(v) con v y en denotar a las de la forma (=), resp., de la forma (—)¥¢ por —p,
resp., por ¢ — &. Ademads, utilizaremos paréntesis cuando sea necesario para evitar
ambigiiedades y convenimos que ¢ V ¢ estd por —¢ — 9, ¢ A por ~(p — V) y
@ ¢ por (p — Y)A(p — ). Debe quedar claro que los paréntesis no son simbolos
de la signatura algebraica, son simplemente simbolos auxiliares, cuya finalidad ya
ha sido indicada.

Los miembros de Fm(£) denotan funciones, esencialmente, finitarias, que se rea-
lizan como tales sobre conjuntos que estén dotados de una estructura de A-algebra.

En virtud de la definicién del conjunto de las L-férmulas, como el conjunto
subyacente de la A-algebra libre sobre el conjunto V', disponemos de un principio de
demostracién por induccién algebraica y de un principio de definicién por recursién
algebraica sobre las £-féormulas.

Corolario 3.3. Sea FF C WA(V). Si F es un cerrado de la A-dlgebra Wa (V) y
ademds { (v) |v € V} C F, entonces Fm(L) C F.
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Corolario 3.4. El par ordenado (ny,Fm(L)) en el que ny es la unica aplicacion
de V en Fm(L) tal que el diagrama:
\%
linv
nv ALV
lnAHV

Fm(L) MI(AT]V)

iNpm(g)

conmuta, tiene la propiedad de que, para cada A-algebra A y cada aplicacion
f: V—=A, existe un tinico homomorfismo f* de Fm(L) en A tal que el dia-
grama:

v —" . Fm(c)
#
7 f
A

conmuta.

Definicién 3.5. Denotamos por Varpy (s el tinico homomorfismo de Fm(£) en
Finy (V) tal que, para cada v € V, Varpy,2)((v)) = {v}, siendo Finy (V) la A-alge-
bra cuyo conjunto subyacente es Sub¢ (V) y en la que las operaciones estructurales
son:

1. F_‘ = idSubf(V)'

2. F,=U.

Definimos a continuacién el proceso de substitucién de las variables de una férmu-
la proposicional por otras férmulas proposicionales.

Definicién 3.6. A los endomorfismos de Fm(£) los denominamos substituciones.
Si (¢ | v €V): V—=Fm(L), entonces el soporte de (¢, | v € V) es el conjunto
definido como:
Supp(pw [vEV)={v eV [p, # (v) },

y a las substituciones de la forma (p, | v € V)# tales que card(Supp(g, | v € V))
sea finito, las denominamos substituciones de soporte finito. Esta ultima clase de
substituciones la obtenemos a partir de un n € N una familia (v; |€ n): n+—V
y una familia (¢; | i € n) € Fm(£)", considerando, en primer lugar, la aplicacién
(”) de V en Fm(L) definida como:
Pi’ien
V — Fm(L)
(Ui> v (v), siparacadai€n, v # v;
Pi 1EN v <‘Pi)i€n(v) =

@i, sihay un i € n tal que v = v,

. .. A\ f s L. .
y, a continuacién (;) e la extensién candnica de (;) . hasta Fm(L), que es el
i/ien i/ i€En

unico endomorfismo de Fm(L) tal que el diagrama:

nv

1% Fm(L)
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conmuta. Al operador (::‘)#e lo denominamos el operador de substitucion relativo
i/ i€n
a(vi|lien)eVmy (g;i|ien)
Convenimos que, para n = 0, ( v\t

%)ieo

Vi

g;i)ieo =y y entonces (

= idpm(c)-
Debemos observar que, para una férmula proposicional 1, el resultado de la

‘2 . ., A\t
accién de un operador de substitucién (f:)

i/ i€En
(v), si ¢ = (v) y para cada i € n, v # v;;
<Ui>ﬂ W) i, si 1 = (v;) para un i € n;
= v\ B .
Pi/ ien _‘(Sai)ien(a)’ S1 ¢ = Ta;
()i, (@ = ()i, (8), siv=a—p

#

De modo que la férmula (:;’)

de las variables proposicionales v; por las férmulas ¢; en la férmula .

(1) es el resultado de la substitucién simultdnea
Proposicién 3.7. Sean € N, (v; | i € n): n+—=V, (p; | i € n) € Fm(L)" y

f:V—=2. Entonces
N # _ #
roi) e ()LL)
Pi i€n Pi iEn

Demostracion. Es suficiente que tomemos en consideracién los diagramas conmu-
tativos:

v —" o Fm(L) v v —" Em)
. ﬁo v #
f\V o Fm(L) f”O(Z‘i)fEn fﬁo(:’i)ien (f (w)i@)
1o Gien 7 ft
2
2

O

Demuéstrese que dados m,n € N, las familias de variables proposicionales (v; |
iem):m+—V, (w; | j € n): n+—V, las familias de férmulas proposicionales
(pi | 2 € m) € Fm(L)™, (¢; | i € n) € Fm(L)" y siendo ademés {w; | j €
nt—{vliem}={w;, |a€cp}, secumple que

() m o)) = (), ()
I wi\ = o .
Zzija acp (wj)JEn(SDZ) iem quj jEN Pi i€m
Proposicién 3.8. Para cada formula proposicional ¢ y cualesquiera valoraciones
f.9:V—=2, si Varpu(r) (9) € Ea(f. g), entonces f(p) = g*(p).

Demostracion. O
Definicién 3.9. Sea £ = (V, A) un lenguaje proposicional. Entonces el L-cdlculo
proposicional cldsico es el triplo Prop(£) = (Fm(£),Ax,MP) en el que Ax, el

conjunto de los aziomas de la logica proposicional cldsica, es el subconjunto del
conjunto de las férmulas proposicionales formado por las § € Fm(L) tales que:

o — (v — @), para un (¢,1) € Fm(£)?; o

d=4 (=W —=x) = {(¢—=v)—(p—x), paraun (p,9%,x) € Fm(L)? o
(mp — =) — (Y — ), para un (p,v) € Fm(L)?,
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y MP, la regla de inferencia modus ponens, la aplicacién de Fm(£)? en Sub(Fm(£))
definida como:

Fm(£)? — Sub(Fm(L))

MP (pyx) — MP@%X):{

W}, six=p—1;

a, en caso contrario.

Al conjunto de las férmulas de la forma ¢ — (¥p — @) lo denotamos por Ax;, al
de las férmulas de la forma (¢ — (¢ — x)) — ((¢ — ¥) — (¢ — X)) por Axs
y, por tltimo, al de las férmulas de la forma (¢ — =) — (¢ — @) por Axs.
Ademas, denotamos por Cl(Prop(L)) el conjunto de los subconjuntos de Fm(L)
que contienen al conjunto de los axiomas y estan cerrados bajo el modus ponens.

Proposicién 3.10. Sea I' C Fm(L). Entonces hay un inico conjunto de férmulas
proposicionales Cng(T'), el conjunto de las consecuencias sintdcticas de T', tal que:
1. AxUT C Cng(T).
2. Para cada @, € Fm(L), si o, — 1 € Cng(T), entonces ¢ € Cng(T).
3. Para cada © C Fm(L), si AxUT' C © y, para cada ¢, € Fm(L), si cuando
©, 0 — 1 € O, entonces P € O, entonces Cng(T') C O.

Demostracion. O

Definicién 3.11. Sea £ un lenguaje proposicional. Entonces Cn., al que deno-
minamos el operador de consecuencia sintdctica del calculo proposicional clasico
Prop(L), es el operador sobre Fm(L) que a un conjunto de férmulas proposi-
cionales I' le asigna el conjunto Cng(I') de las consecuencias sintdcticas de T,
o los I-teoremas, en Prop(L). Ademds, consideramos sinénimas las expresiones
¢ € Cng(T) y T k£ . Por otra parte, a los miembros de Cn. (@) los denominamos
teoremas del cdlculo proposicional cldsico Prop(£) y consideramos sinénimas las
expresiones ¢ € Cng(9), b oy br e

Corolario 3.12. Sea L un lenguaje proposicional. Entonces la endoaplicacion Cng
del conjunto Sub(Fm(L)), definida como:

Cn Sub(Fm(L)) —= Sub(Fm(L))
£ r — M{A € Cl(Prop(£)) [T C A}
tiene las siquientes propiedades:
1. Im(Cngz) C Cl(Prop(L)).
2. {T' € Sub(Fm(L)) |T' = Cn,(T) } = Cl(Prop(L)).
3. Cug es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada I' € Sub(Fm(L)),
r g Cl’lg (F)
4. Cug es isdtona, i.e., para cada I'y A € Sub(Fm(L)), si ' C A, entonces
Cng(r) g CDL(A)
5. Cng es idempotente, i.e., para cada I' € Sub(Fm(L)),
CHE(F) = Cnﬁ(CnL(F)).
6. Cng es algebraica, i.e., para cada familia (I'; | ¢ € I) en Sub(Fm(L)), si
I # @ ypara cada i,j € I, existe un k € I tal que I'; UL'; C Ty, entonces
Cng (Uielri) = Uie[cnﬁ(ri)~
7. Para cada endomorfismo f de Fm(L) y cada T C Fm(L), se cumple que:
fCng(T)] € Cug(f[T]).

Por consiguiente, para cada T' C Fm(L), Cngz(T') es el minimo cerrado de Prop(L)
que contiene a I, y lo denominamos el cerrado de Prop(L) generado por T'.
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Demostracion. O

Demuéstrese que Cng (@) = Cng(Ax).

El hecho de que el L-célculo proposicional clasico Prop(£) = (Fm(L£), Ax, MP)
determine el par (Fm(L£),Cn,), formado por un algebra y un operador clausura
algebraico estructural sobre el conjunto subyacente de la misma, es el punto de
partida para construir una teoria, la de las ldgicas abstractas y morfismos entre
ellas, que estudiaremos posteriormente.

Proposicién 3.13. Sea £ un lenguaje proposicional, T' C Fm(L) y ¢ € Fm(L).
Una condicion necesaria y suficiente para que ¢ € Cng(T) es que exista unn € N—1
y una familia (¥; | i € n) en Fm(L) tal que p = 1,1 yVi €n, ¥; € Ax, o ; €T,
o 3j,k € i tales que 1; € MP(¢;, 1) (de modo que, en este ultimo caso, vy, tiene
la forma ¢; — ;). En particular, una condicidn necesaria y suficiente para que
v € Cng(9) es que exista unn € N — 1 y una familia (¢; | i € n) en Fm(L) tal
que p =1 yVi €n, ¢; € Ax, 0 35,k € i tales que 1p; € MP (1, ¢y).

Demostracion. (]
Lema 3.14. Para cada ¢ € Fm(L) se cumple que ¢ — ¢ € Cng(9)

Demostracion. La sucesién que sigue constituye una deduccién de ¢ — ¢ a partir
del conjunto vacio:

(1) (p=p—=9)=p) == (p—=9) = (p—9)  (Ax)
2) p—=((p—9)—9) (Axp)
(B) (p—=(p—9) = (p—9) (MP((1), (2)))
4) p—=(p—9) (Axp)
(5) ¢— (MP((3),(4)))

A continuacién establecemos el teorema de deduccién de Herbrand-Tarski.

Teorema 3.15 (Herbrand-Tarski). Sea £ un lenguaje proposicional, T C Fm(L) y
©, € Fm(L). Una condicién necesaria y suficiente para que ¥ € Cng(T'U{p}) es
que ¢ — ¥ € Cng(T), i.e., se cumple que:

TU{p}ttrest precisamente si Tz o — 1.

Demostracion. Supongamos que ¢ — 1 € Cng(T). Puesto que I' C T' U {p},
Cng(T") € Cng(T'U{p}), por lo tanto ¢ — ¢ € Cng(I'U{¢}). Pero ya que también
v € Cng(T'U{p}), se cumple que 1) € Cng(I'U{p}).

Reciprocamente, supongamos que ¢ € Cnz(T'U{¢}). Entonces hay unn € N—1
y una familia (¢p; | ¢ € n) en Fm(L) tal que ¢ = ¢,—1 vy Vi € n, ¥; € Ax, o
¥ € TU{e}, o 34,k € i tales que ¢; € MP(¢);,¢y) (de modo que, en este ultimo
caso, ¥, tiene la forma 1¥; — ;). Si n = 1, entonces, necesariamente, ¥y = 1.
Luego v € Ax o9 € TU{p}. Si v € Ax, entonces (¢, — (¢ — 1), — 1) es una
deduccién de ¢ — 9 a partir de T, i.e., o — ¢ € Cng(T). Si¢p € T U{p}, entonces
Y eT oy =p. Siy el entonces (¢, — (¢ — ), — 1) es una deduccién de
¢ — ¢ a partir de T', i.e., o — 1p € Cng(T). Si ¢ = ¢, entonces p — ¢ € Cng (D),
luego ¢ — ¢ € Cng(T).

Supongamos que la deduccion (¢; | i € n) de ¢ a partir de T'U{¢} tenga longitud
n > 1,y que el teorema se cumpla para todas las férmulas x que se puedan deducir
de T'U {¢} mediante una sucesién con menos de n términos. Tenemos ahora que v
es un axioma, o ¢ € I'U{¢}, o que ¢ se obtiene de dos férmulas anteriores mediante
MP. En los dos primeros casos se procede como antes. Supongamos que 1 se obtenga
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de dos férmulas anteriores ;, 1y, mediante MP. Entonces ¢; € Cng(I'U {¢}) vy
¥; — ¥ € Cng(T'U{p}), luego ¢ — ¥ € Cng(l) y ¢ — (¢ — ) € Cng(D).
Asf que hay un p € N—1 y una familia (6; | ¢ € p) en Fm(L) tal que ¢ — 9; = dp_1
yViep, §; € Ax,06; €', 0 3j, k € i tales que 6; € MP(4;,05) y hayun g e N—1
y una familia (¢; | i € ¢) en Fm(L) tal que ¢ — (¢; — ¢) =41 y Vi € ¢, &; € Ax,
o¢g €T, 035,k € i tales que ¢; € MP(g;, ). Concatenando las dos sucesiones
anteriores y agregandoles las férmulas (¢ — (¢¥; — ¥)) — ((¢ — ¥;) — (@ — V),
(¢ — 1¥;) = (¢ = ¥) y ¢ — 1 obtenemos una deduccién de ¢ — @ a partir de I'.

O

Demostramos a continuaciéon que una serie de férmulas proposicionales son teo-
remas. Esto serd usado para demostrar el teorema de completud, que establece la
coincidencia entre la relacién de consecuencia sintdctica y la relacién de consecuen-
cia semantica, definida més adelante, mediante el concepto de valoracién de las
variables proposicionales de una férmula en una cierta algebra booleana.

Lema 3.16 (Transitividad). Sean ¢, v y x formulas proposicionales. Entonces
Fe (o= v) = (¥ = x) = (¢ = X))
Demostracion. En virtud del teorema de Herbrand-Tarski, demostrar
Fe (o =) = (¥ = x) = (¢ = X))
equivale a demostrar
{e—=v v = x 0tk x

Ahora bien, siendoI' = { ¢ — ¥, ¢ — x,p }, tenemos que ', oy T' 2 ¢ — 1,
luego, por MP, I' k-, 4. Pero I k2 ¢ — x, luego, por MP, I' . x. (]

Lema 3.17 (Intercambio de premisas). Sean ¢, y x férmulas proposicionales.
Entonces

Felp—= W —=x) = @ —=(¢—X)
Demostracion. En virtud del teorema de Herbrand-Tarski, demostrar
Fele— W —X) = @ — (¢ —X)

equivale a demostrar

{oe—=W—=x)v,0}Fex
Ahora bien, siendo I' = { ¢ — (¥ — x),¥,¢ }, tenemos que 'z o y 'z ¢ —
(¢ — x), luego, por MP, I -, ¢ — x. Pero I' . 9, luego, por MP, I' -, . O

Lema 3.18. Sean ¢ y ¥ formulas proposicionales. Entonces
Fe o — (mp — ).

Demostracion. En virtud del teorema de Herbrand-Tarski, demostrar
Fee— (-9 — 1)

equivale a demostrar

{o, o} by
Ahora bien, siendo I' = { ¢, =¢ }, tenemos que I' Fz —¢p — (=) — —¢p), porque
- — (—p — —p) es del tipo Axy, vy T bz —p, luego, por MP, T' k. =) — —.
Pero T' - (=) — =) — (¢ — ¥), porque (=) — =) — (¢ — 1) es del tipo Axy
luego, por MP, I" -, ¢ — 1. Ahora bien, I' k-, ¢, luego, por MP, I' - ). O
Lema 3.19. Sean ¢ y ¥ formulas proposicionales. Entonces

e o — (¢ — ).
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Lema 3.20. Sea ¢ una formula proposicional. Entonces

A 2

Demostracion. En virtud del teorema de Herbrand-Tarski, demostrar
e

equivale a demostrar
{-e}bFco

Ahora bien, siendo I' = { == }, tenemos que I' Fz ~—¢ — (2= — =),
porque = — (o — ) es del tipo Axy, y T Fz =g, luego, por MP,
PFe o — . Pero T bFp (50 — =) — (m — ——mg), porque
(=== — =) — (—p — =) es del tipo Axs, luego, por MP, T' kg —p —
———p. Ahora bien, I' bz (—p — —=—=—p) — (m—@ — @), porque (- — ———p) —
(= — @) es del tipo Axg luego, por MP, I' b =—¢ — ¢, pero I' -z =, asi que
T l—l; ©. [l

Lema 3.21 (Ley de contraposicién). Sean ¢ y ¢ férmulas proposicionales. Enton-
ces

Fe (=) = (29 = —p).
Demostracion. En virtud del teorema de Herbrand-Tarski, demostrar
Fe (=) = (¢ — —p)
equivale a demostrar
{30_> Tﬁ,_‘lﬁ} l_[, .

Ahora bien, siendo I' = {¢ — ¢, )}, puesto que Fx ——p — ¢ tenemos
que ' bz ——p — ¢, asl que T U{——¢p} Fz . Ahora bien, T bz ¢ — 1, luego
TU{——¢} Fr @ — 1, por lo tanto, por MP, T’'U{ =—p } k1 9. Pero, ya que ¢ € T,
TU{—-—¢} ks —1. Por otra parte, se cumple que -y —p — (¢p — =), luego
TU{——¢} s - — (p = =), por lo tanto, por MP, TU{ ~—p } b, ¢ — =)y,
otra vez, por MP, TU{——¢ } bz ==, luego I' k- == — =), por el teorema de
Herbrand-Tarski. Ahora bien, F, (=@ — ——)) — (=) — =), porque (——p —
—p) — (- — —p) es del tipo Axs, luego, I' F, (——p — =) — (= — —g),
por lo tanto, por MP, I' k- —1) — =, pero I' k¢ =), luego, por MP, I' -, —p. O

Lema 3.22. Sea ¢ una formula proposicional. Entonces
}—ﬁ (p — ﬁﬁgp
Demostracion. En virtud del teorema de Herbrand-Tarski, demostrar

ey —
equivale a demostrar
{e} e .

Se cumple que F, == — ¢, luego, también se cumple que Fp ———p — -y,
por lo tanto, en virtud del teorema de Herbrand-Tarski, { =——¢ } F =, de donde
{¢, ==} Fr g, asi que, otra vez, por el teorema de Herbrand-Tarski, { ¢ } .
== — g, pero Fp (—|—mgp — —mp) — ((p — —|—|<p)7 porque (_‘_'_‘50 — —mp) —
(p — =) es del tipo Axg, luego { ¢} Fr (7w — —p) — (¢ — ), asi que,
por MP, { ¢} bz ¢ — ——p. Ahora bien, { ¢} b, ¢, luego, por MP, { ¢ } Fr ——¢.

O

Lema 3.23. Sea ¢ una formula proposicional. Entonces

Fe (0 — ) — —p.
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Demostracion. Puesto que kg =—¢ — ¢, tenemos que { ¢ — =, 7= } Fp =9 —
©, pero también { v — —p, 7= } Fr e, luego, por MP, { ¢ — —p, 7= } £ ¢,
pero también { ¢ — —p, 79}z o — -, luego, por MP, {¢ — —p,——p } b,
. Puesto que { ¢, —p } Fr —(¢ — ¢), podemos concluir que { ¢ — —p, == } F,
—(¢ — ¢), asi que, en virtud del teorema de Herbrand-Tarski, {¢ — —¢} Fp
—p = (e = @), pero bz (mmp — =(p — @) — ((p — ) — ~p), porque
(== = (e = 9) = ((p = ¢) = —p) es del tipo Axs, luego {¢ — —p} ¢
(90 - 90) — —p, pero ¢ ¢ — ¢, luego, por MP, {90 - _‘50} Fz —p, ast que, por el
teorema de Herbrand-Tarski, 2 (¢ — —¢) — —p. O

Lema 3.24. Sea ¢ una férmula proposicional. Entonces
Fe(~e = @) = ¢
Demostracion. En virtud del teorema de Herbrand-Tarski, demostrar
Fe (- — @) — ¢
equivale a demostrar
{~e—¢}trco

Sea I' = {—p — ¢}. Puesto que Fx —p — (==(-¢ — @) — —p), porque
- — (==(—p — @) — ) es del tipo Axy, tenemos que I' Fz = — (—=—(—-p —
@) = ~p).

Por otra parte, puesto que bz (==(=p — @) — ) = (p — 2(~p — ¥)),
porque (—=(—p — @) — =) — (¢ — (~p — ¢)) es del tipo Axs, tenemos que
Lk (5(me = @) = =) = (0 = =(¢ = ¢)).

Ademds, se cumple que

bz = — (m(mp = 9) = —p) —
(== = ) = =) = (¢ — =(=p — @) —
(= = (p — =(=p — ¥)))),

luego I' 2 —¢ — (¢ — = (=¢ — ¢)).
Puesto que

Fe (o = (o = =(0p = 9) = (b = @) = (¢ = =0 = ),
porque (~¢ — (¢ = (= = ¢))) = (¢ = @) = (~¢ = =(7p — ¢))) es
del tipo Axs, tenemos, por MP, que I' Fz (mp — ¢) — (—¢ — —(—¢ — ¢)),
luego, ya que I' k2 —¢ — ¢, tenemos, por MP, que I' k2 —¢ — —(—¢ — o).
Ahora bien, se cumple que F, (=g — =(—¢p — ¢)) = ((-mp — ¢) — ), porque
(= = =(mp = ¢)) = ((-p — ) = ¢) es del tipo Axs, por lo tanto, por MP,
tenemos que I' . (mp — ) — ¢, as que, por MP, T' b, .

O

Definicién 3.25. Sea £ = (A, V) un lenguaje proposicional. Una valoracién de £
es una aplicacién del conjunto de las variables V' en 2

Proposicion 3.26. Sea L un lenguaje proposicional y f: V —=2 una valoracion
de las variables. Entonces hay un tinico homomorfismo f* del dlgebra Fm(L) en el
algebra 2 tal que el diagrama:

nv

v Fm(L)

fﬁ

conmuta.
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Definicién 3.27. Sea £ un lenguaje proposicional, I' C Fm(L), ¢ € Fm(L) y
f: V——=2 una valoracién de las variables. Decimos que f es un modelo de ¢ si
() =1y que es un modelo de T si, para cada v € T, f¥(y) = 1.

La relacion de consecuencia semdntica entre los conjuntos de férmulas propo-
sicionales y las férmulas proposicionales, denotada por k., es el subconjunto de
Sub(Fm(L)) x Fm(L) que consta de los pares (T', ¢) tales que, para cada valoracién
f:V—=2 si, para cada v € T, fi(y) = 1, entonces f#(p) = 1. Si (T, ¢) €lF,,
también denotado por I' Iz ¢, entonces decimos que ¢ es consecuencia semdntica
de T'. En particular, si {¢} IFz ¢, denotado simplemente por ¢ |-, ¢, entonces
decimos que ¢ es consecuencia semdntica de ¢ y si tanto ¥ IF,. ¢ como ¢ I, Y,
situacion que denotamos por ¢ &, ¥, que @ y ¥ son semdnticamente equivalentes.
Por dltimo, decimos que una férmula proposicional ¢ es una tautologia si @ I, @,
i.e., si, para cada valoracién f: V—=2, f#(y) = 1 y que ¢ es una contradiccion
si, para cada valoracién f: V —=2, f¥(y) = 0.

Demuéstrese que la relacién =, en Fm(L) es la interseccién de los ntcleos de
todos los homomorfismos del dlgebra Fm(L) en el dlgebra 2.

Proposicién 3.28. Sean € N, (v; | i € n): n+—=V, (¢; | i € n) € Fm(L)" y

v € Fm(L). Si ¢ es una tautologia, entonces también lo es (Zl)’)ne ().
rren

Demostracion. O

Lema 3.29. Sean ¢ y ¢ dos formulas tales que varz () Nvarg () = &. Entonces
son equivalentes:

1. La férmula ¢ — 1 es una tautologia.

2. La formula —p o la formula ¥ es una tautologia.

Demostracion. Supongamos que —p 0 1 sea una tautologia. Entonces, para cada
valoracion f: V —=2, ff(z)) = 1, si ¢ es una tautologia y f#(¢) = 0, si =) es una
tautologfa. En ambos casos f¥(¢ — ) = 1.

Para la reciproca, demostramos que si ni - ni ¥ es una tautologia, entonces la
férmula ¢ — 1 no es una tautologia. Al no ser ni = ni ¢ una tautologia, hay una
valoracién f: V—=2 tal que f#(=p) = 0, i.e., f¥(¢) = 1, y hay una valoracién
g: V—=2 tal que g*(¢)) = 0. Entonces para la valoracion:

V —2
h v o h(v) = f(v), 51 v € varz(p);
g9(v), siv g varg(p),

se cumple que h coincide con f sobre varz () y con g sobre vars(1). Luego h¥(p) =
fHe) =1y h¥(¥) = ¢*(¢) = 0, por lo tanto h*(p — ) = 0. O

Teorema 3.30 (Interpolacién). Sean <1, (v; | i € n): n+—=Fm(L) y ¢, ¥ dos
formulas tales que varg(p) Nvarg(v) = {v; | i € n}. Entonces son equivalentes:
1. La férmula ¢ — 1 es una tautologia.
2. Hay una formula & tal que vars(§) € {v; | i € n} y las formulas ¢ — € y
& — 1 son tautologias.

Demostracion. Supongamos que las formulas ¢ — £ y £ — 1 sean tautologias y sea
f:V—=2.8i ff(&) = 0, entonces f4(p) = 0, porque fi(p — &) =1y si f4(€) =1,
entonces f¥(¢) = 1, porque ff(¢ — ¢) = 1. Por lo tanto, fi(¢ — ¢) = 1, i.e.,
@ — 1 es una tautologia.

Reciprocamente, supongamos que ¢ — 1) sea una tautologia. Vamos a demostrar,
por induccién sobre el niimero de las variables que ocurren en ¢ pero no en ¥, que
entonces existe una férmula £ tal que varg(§) C {v; | ¢ € n} y las férmulas
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p — &y & — 1 son tautologias. Si card(vars(y) — varg(¢)) = 0, entonces para
& = ¢, se cumple que varg(§) C {v; | ¢ € n} y las férmulas ¢ — £y & — ¢
son tautologias. Supongamos el resultado para las férmulas ¢ que tienen a lo sumo
m variables que no ocurren en ¢, y sea varg(p) — varg(¢) = {w; | j € m+ 1}

W,

Entonces varg(p) C {v; |i € n}U{w; | j € m+1}. Sea, ademds, pg = ((vo))ncp

W

y e = (ﬂ(vo))ﬁcp. Puesto que w,, ¢ varz(v), el resultado de la substitucién de la
variable w,, por la férmula (vy) en ¢ — ¢ es la férmula g — ¥ y el resultado
de la substitucién de la variable w, por la férmula —(vg) en ¢ — ¥ es la férmula
1 — . Entonces, las féormulas pg — ¢ y @1 — ¥ son tautologias, luego también
la férmula (w9 — ) A (p1 — ) es una tautologia y, por lo tanto también lo es
(po V 1) — 9. Ahora bien, varg(wo V1) C {v; |t € n}U{w; | j € m}, luego
hay una férmula ¢ tal que varg(§) C {v; |[i €n}y (o V1) =y & — 9 son
tautologfas. Veamos que ¢ — (pg V 1) es una tautologfa, con lo cual también
tendremos que ¢ — £ es una tautologia. Sea f: V ——=2 una valoracion tal que
f%() = 1. Entonces, o bien f*((vg)) = f*((wm)), y entonces f#(¢o) = fi(p) = 1,
o bien f((vg)) # f*((wm)), v entonces f¥(p1) = f#(p) = 1. En cualquier caso
f(po V ¢1) = 1. Luego ¢ — (po V ¢1) es una tautologia. O

Demostramos a continuacién que la relacién de consecuencia sintdctica esta in-
cluida en la relacién de consecuencia semantica.

Teorema 3.31 (Correccién). Sea L un lenguaje proposicional, T C Fm(L) y ¢ €
Fm(L). Si T F; ¢, entonces T Iz o, i.e., sila férmula proposicional ¢ es una
consecuencia sintdctica de I', entonces ¢ es una consecuencia semdntica de I'. En
particular, si bz @, entonces I, @, i.e., todos los teoremas son verdaderos.

Demostracion. O

Definicién 3.32. Sea £ un lenguaje proposicional y I' C Fm(L). Decimos que T
es consistente si Cng(T) # Fm(L), i.e., si hay un ¢ € Fm(L) tal que T' ¥ .

Proposicién 3.33. Sea L un lenguaje proposicional y I' C Fm(L). Entonces son
equivalentes:

1. El conjunto de formulas T' es inconsistente, i.e., Cng(I') = Fm(L).
2. Para cada férmula proposicional o, T' Fr —(¢ — ¢).
3. Hay una férmula proposicional ¢ tal que T'Fr —(p — ¢).

Demostracion. Es evidente que 1. — 2. y que 2. — 3.

Supongamos que, para una férmula proposicional ¢, I' Fz (¢ — ¢). Sea ¢ €
Fm(L) arbitraria, queremos demostrar que entonces I' k. 9. Ahora bien, por Ax,
Lk (e — @) = (7 — (¢ = @), pero bz @ — ¢, luego T' -z =) — (¢ — ),
pero, para cualesquiera férmulas o y 3, se cumple que b, (o« — 3) — (=8 — —a),
asi que, en particular, Fz (+1) — (p — ) — (~( — @) — =), por lo tanto
ks =(p — ¢) — =), pero habifamos supuesto que I' k2 —(p — ¢), asi que
I' b, =), pero, para cualquier férmula «, se cumple que Fz =—a — «, luego, en
particular, -, == — 1, por lo tanto I' . 1. ]

Proposicién 3.34. Sea £ un lenguaje proposicional y T' C Fm(L). Una condicion
necesaria y suficiente para que I' sea inconsistente es que exista una formula ¢ tal
que Uk oy T'Fp =g,

Demostracion. Si hay una férmula ¢ tal que I' -2 ¢ y T’ £ —¢, entonces, ya que,
para cualesquiera férmulas a y 8, Fr ~a — (o — f), ie, f € Cns({a,—a}),
tenemos que, para cada férmula 1, ¥ € Cnz({ ¢, ¢ }), pero Cnz({¢,—p}) C
Cng(T), luego T' es inconsistente.
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Si ' es inconsistente, entonces hay una férmula proposicional ¢ tal que I' .
—(¢ — ). Ahora bien, para cualesquiera férmulas a y 8, Fr —a — (o — (), luego
Fe == @) = (¢ = 9) =)y be =(p = ¢) = (¢ = ¢) = —p), por lo
tanto I'bz (¢ = ) =@y 'tz (9 — @) = =, pero bz — @, luego 'z @ y
I }—ﬁ . O

Proposicién 3.35. Sea L un lenguaje proposicional, ' C Fm(L) y ¢ € Fm(L).
Una condicion necesaria y suficiente para que T' U {p} sea inconsistente es que
T }_l: .

Demostracidn. Supongamos que I' U {¢} sea inconsistente. Entonces, para cada
férmula proposicional ¢, TU{p} b, 9, en particular, para ¢ = —p, TU{p} Fr —¢,
luego, por el teorema de Herbrand-Tarski, I -, ¢ — -, pero, para cada féormula
a, tenemos que F, (@ — —a) — —a, asi que T' g —o.

Supongamos que I' k. —p. Entonces I' U {¢} Fr = v T'U{p} Fz ¢, ie,
{@, 79} C Cng(TU{p}), luego Cnz({p, ¢ }) € Cnr(I'U{p}), pero, para cada
férmula v, ¥ € Cnz({ ¢, ¢ }), ya que, para cualesquiera férmulas o y 3, bz o —
(ma — B), e, {a,~a} b, B, asi que, para cada férmula ¢, 1 € Cng(TU{p}) O

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que I' U {¢} sea con-
sistente es que I' ¥ —p.

A continuacién, establecemos la justificacién del método de la demostracion por
reduccion al absurdo.

Proposicién 3.36. Sea £ un lenguaje proposicional, T' C Fm(L) y ¢ € Fm(L).
Una condicion necesaria y suficiente para que I' U {—p} sea inconsistente es que
T, op, e, demostrar que ¢ se deduce de I' equivale a demostrar que de I' junto
con la negacion de ¢ se deduce una contradiccion.

Demostracion. Supongamos que I' b, ¢, entonces ¢ y = € Cng(T'U {—p}), luego
I'U{=} es inconsistente.

Supongamos que I'U{—¢} sea inconsistente. Entonces, en particular, ¢ € Cn,(T'U
{=¢}), ie., TU{=p} bz ¢, luego T Fr —p — ¢, pero, para cada férmula a,
Fe(ma— a) — a,asf que T' bz . O

Por ejemplo, en el ano 1733, G. Saccheri intenté deducir el postulado euclideo
de las paralelas (por un punto exterior a una recta, en el plano, pasa una tnica
recta paralela a la dada), denotado por m, del resto de los postulados. Si denotamos
por Eucl el sistema de los postulados euclideos, lo que traté de hacer Saccheri
fué establecer que:

Eucl — {7} F 7.

Para ello intenté obtener una contradiccién a partir de (Eucl—{n})U{—n}. Saccheri
creyé, erréoneamente, haberla obtenido.

Proposicion 3.37. Sea L un lenguaje proposicional. Entonces & es consistente.

Demostracion. Si @ fuera inconsistente, existiria una férmula ¢ tal que @ k. ¢ y
@ ¢ —p. Por lo tanto, para cada valoracion f: V—=2, f4(p) =1y fi(-¢) = 1,
ie., f{p) =1y ff(p) = 0, que es absurdo. O

Lema 3.38. Cualquier conjunto de formulas proposicionales que sea consistente
estd incluido en un conjunto de formulas proposicionales consistente mazximal.

Demostracion. Sea T’ un conjunto de férmulas proposicionales consistente. Vamos a
demostrar que el conjunto Fr = { A C Fm(L) [T C A & A es consistente } no es
vacio y que cualquier cadena no vacia en (Fr, C) tiene un supremo, para entonces,
aplicando el lema de Zorn, poder afirmar que hay un maximal en (Fr, Q).
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Es obvio que Fr no es vacio. Sea (A; | ¢ € I) una cadena no vacfa en (Fr, Q).
Veamos que | J;; A; es el supremo de la mencionada familia en (Fr, C). Es evidente
que I' € ;e Ai. Si U;e; A no fuera consistente, existirfa una férmula ¢ tal que
Uier Qi bz (¢ — ), luego hay una parte finita © = {0p,..., 0,1} de U;c; A
tal que © k2 —(¢ — ). Ahora bien, para cada a € m, hay un A, tal que 6, € A;_
y puesto que (A; | i € I) es una cadena, hay un 8 € m tal que, para cada o € m,
A, € Ay, luego © C Ay, por lo tanto A;, Fz —(¢ — ¢), contradiccién, asi que
Uer Ai es consistente. Aplicando el lema de Zorn, podemos afirmar que (Fr, <)
tiene un maximal.

O

Proposicién 3.39. Sea A un conjunto de formulas tal que

1. Para cada férmula @, si Atr p, entonces ¢ € A, i.e., Cn,(A) = A.
2. Para cada férmula ¢, ¢ € A 0 ~p € A, pero no ambas a la vez.

Entonces A es consistente maximal.

Demostracion. Si A fuera inconsistente, existirfa una férmula ¢ tal que A bz ¢y
A b ¢, luego existirfa una férmula ¢ tal que ¢, ~¢ € A, que es absurdo.

Si un conjunto de férmulas © fuera tal que contuviera estrictamente a A, existiria
una férmula 6 € © tal que 6 € A, por lo tanto =0 € A, asi que 0, -0 € ©, luego ©
seria inconsistente. O

Lema 3.40. Si A es un conjunto de férmulas consistente maximal, entonces:

1. Para cada férmula @, si Atr p, entonces ¢ € A, i.e., Cn-,(A) = A.

2. Para cada formula ¢, p € A 0 —p € A, pero no ambas a la vez.

3. Dadas dos férmulas ¢ y 1, se cumple que ¢ — 1 € A precisamente si
—p €A o EA.

Demostracion. Por lo que respecta a la primera parte, si A F, ¢ pero ¢ € A,
entonces el conjunto de férmulas AU {p}, por contener estrictamente a A, serfa in-
consistente, luego A Fx —p, asi que A Fz oy A b, ¢, luego A serfa inconsistente,
contradiccién, por lo tanto ¢ € A.

Respecto de la segunda parte, si ¢ € A, entonces A U {¢}, por contener estric-
tamente a A, serfa inconsistente, luego A -, —¢ y entonces, por la primera parte,
% € A

Por tltimo, si ¢ € A y ¢ &€ A, entonces, por la segunda parte, ¢ € Ay
—p € A, pero se cumple que Fx a — (=8 — —=(a — (3)), luego, teniendo en cuenta
la primera parte, —(¢ — ©) € A, asi que ¢ — 1 € A, por ser A consistente. Por
lo tanto, si ¢ — ¥ € A, entonces = € A 0 ¥ € A. Reciprocamente, si ~¢ € A,
entonces, por cumplirse que 2 ~a — (o — ) y por la primera parte, ¢ — ¢ € A.
Si ¢ € A, entonces, por cumplirse que bz (a — (8 — 7)) — (o — B) — (o — 7))
y por la primera parte, ¢ — ¥ € A.

O

Proposicion 3.41. Si T es un conjunto de formulas consistente, entonces I' tiene
un modelo.

Demostracion. Sea A un conjunto de férmulas consistente que contenga a I' y sea
maximal con dicha propiedad. Ademas, sea f: V ——=2 la valoracién definida como:

V —2
1, si A;
v rw={b 2es
0, si(v)¢A.
Entonces se cumple que, para cada féormula ¢, f¥(¢) = 1 si y sélo si ¢ € A.

Procedemos a demostrar la dltima afirmaciéon por induccién algebraica. Para ello
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consideramos el conjunto
O={peFm(L) | fi(p)=1siysélosipecA}.

En virtud de la definicién de la valoracién f, es obvio que, para cadav € V, (v) € ©.
Sea ¢ una férmula y supongamos que ¢ € ©. Puesto que:

fi(-p)=1 siysélosi fiyp)=0
siyslosi fip) #1
siysélosi o &A
siysélosi —p €A,

podemos afirmar que —p € O. Sean ¢ y ¥ dos férmulas tales que ¢, € ©. Puesto
que:

Fllo—w)=1 siysilosi fip) =00 fi(p)=
siysolosi fHp) # 1o fiy) =
siysélosi o€ Aoy e A
siysélosi ¢ — 1 €A,

1
1

podemos afirmar que ¢ — ¥ € ©. De modo que © = Fm(L) y se cumple que, para
cada férmula ¢, f#(¢) = 1 si y sélo si ¢ € A. Por tiltimo, si vy € T', entonces y € A,
luego f¥(y) = 1, por lo tanto f es un modelo de T.

O

Establecemos a continuacion el reciproco del teorema de correccion.

Teorema 3.42 (Adecuacién). Para cada conjunto de férmulas I' y cada férmula
p, st I'lkp @, entonces T - . En particular, si g @, entonces Fr ¢, i.e., todas
las verdades de la l6gica proposicional cldsica son demostrables.

Demostracion. Si T ¥Fr ¢, entonces, ya que bz ——¢ — ¢, I' ¥, ——¢ (porque si
I Fr =, entonces I' b, ¢), luego I U {—¢} es consistente. Sea f un modelo de
T'U{—}, entonces f es un modelo de T' pero no de ¢, luego T' . . (]

Corolario 3.43 (Completud). Para cada conjunto de férmulas T y cada férmula
o, T'lFz @, siy sdlo si T g .

Corolario 3.44 (Teorema de compacidad). Para cada conjunto de férmulas T' y
cada formula @, si T IFz @, entonces hay un subconjunto finito A de T' tal que
A ”—5 @Y.

El hecho de que al corolario anterior se le denomine teorema de compacidad no
es casual, porque es equivalente a que un cierto espacio topolégico, formado por
valoraciones de las variables, sea compacto.

Proposicién 3.45. El subconjunto B de Sub(2") definido como:
Br={B,|peFm(L)},
siendo, para cada ¢ € Fm(L), By, el conjunto definido como:
By ={fe2" | fi(p) =1},
es una base para una topologia sobre 2V .

Teorema 3.46. El teorema de compacidad equivale a que el espacio topoldgico
(2V, Tgyv (Br) sea compacto.

Demostracion. O
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3.1. La equivalencia de Lindenbaum-Tarski. Nos proponemos demostrar
ahora que la categoria de las dlgebras Booleanas, que es una entidad puramen-
te matematica, es equivalente a una categoria cociente de una cierta categoria de
origen légico, de modo que dos entidades, una matematica y otra légica, son indis-
tinguibles.

Definicién 3.47. Sea £ = (V, A) un lenguaje proposicional y I' C Fm(L£). Entonces
denotamos por = la relacién binaria en Fm (L) definida como:

~r={(p,¥) €Fm(L)* [Tz g =y ).

Proposicién 3.48. Sea L = (V,A) un lenguaje proposicional y T C Fm(L). En-
tonces, para cualesquiera férmulas p, @' 1,4, se cumple que:
1. La relacion ~r en Fm(L) es una relacion de equivalencia.
St ~p P, entonces —p ~p ).
St ~p 1y @ ~rp Y entonces oV o =p V.
Sipmrp Yy ~r Y entonces p A ~p P A
AR YA
eV e YV .

Demostracion. O

S U W

Definicién 3.49. Sea £ = (V, A) un lenguaje proposicional y I' C Fm(L). Entonces
denotamos por LT (L) la A-dlgebra cuyo conjunto subyacente es Fm(L)/ ~r y
cuyas operaciones estructurales V,A,—,0 y 1 estan definidas, para cualesquiera
férmulas ¢ y 1, como:

[Pl V [Wlar = [0V Y]ar
[Plar A [Wlar = [0 A Y]
“[elxr = [0)ar
0=[pA=Q|~p
1=[pV =¢lar

Proposicién 3.50. Sea L = (V,A) un lenguaje proposicional y I' C Fm(L). En-
tonces LT (L) es un dlgebra Booleana, a la que denominamos el dlgebra Booleana
de Lindenbaum-Tarski.

Demostracion. O

Demostramos a continuacién que ciertas algebras de Lindenbaum-Tarski son
libres.

Proposicién 3.51. Sea £ = (V,A) un lenguaje proposicional. Entonces el par
ordenado (nv,LT%(L)) en el que ny es la aplicacion de V en LTz (L) que a una
variable proposicional v le asigna [(v)]x,, tiene la propiedad de que, para cada
dlgebra Booleana A y cada aplicacion f: V —— A, existe un dnico homomorfismo
f% de LT (L) en A tal que el diagrama:

nv

1% LTy(L)

fﬁ

A

conmuta.

Demostracion. O
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Lema 3.52. Sea LT (L) un dlgebra Booleana de Lindenbaum-Tarski y F un filtro
en LTp(L). Entonces F C |JF y LTr(L)/F = LT p(L)

Demostracion. O

Proposicion 3.53. Cualquier dlgebra Booleana es isomorfa a un dlgebra Booleana
de Lindenbaum-Tarski.

Demostracion. O

Definicién 3.54. Denotamos por BPth la categoria que tiene como objetos las
preteorias proposicionales cldsicas, i.e., los pares ((X, A),T") siendo X un conjunto
no vacio y I' C Ta(X), y como morfismos de ((X,A),T') en ((Y,A),A) los homo-
morfismos f: Ta(X)—=Ta(Y) tales que f[Cn x A)(I")] € Cneya)(A).

En BPth, cualquier preteorfa ((X, A),T") es isomorfa a la teorfa ((X, A), Cn x A (T)).
De hecho la categoria BPth es equivalente a la subcategoria plena de la misma de-
terminada por las teorias.

Proposicién 3.55. Sean ((X,A),T) y ((Y,A),A) dos preteorias proposicionales
clasicas y f un homomorfismo de Tp(X) en TA(Y). Entonces son equivalentes:

L. f[I] € Cngy,ay(A).
2. f[Cnix,a)()] € Cngy,a)(A).
3. Dadas dos formulas p,v € TA(X), si p ~r ¢, entonces f(p) =a f(¥).

Demostracion. O

Proposicion 3.56. Hay un functor pleno y esencialmente sobreyectivo LT de la
categoria BPth en la categoria Bool.

Demostracion. Si((X,A),T') es una preteoria, entonces LT((X, A),T") = LT (A, X).
Por otra parte, si f: ((X,A),T)—=((Y,A),A) es un morfismo de la categoria
BPth, entonces Ker(pry,.) C Ker(pry, o f), luego hay un tinico homomorfismo
LT(f) del dlgebra Booleana LT (X, A) en el dlgebra Booleana LT A (Y, A) tal que
el diagrama:

Ta(X) Pl LT (X,A)
]
TA(Y) T LTA(Y,A)

conmuta. Asi definido, LT es un functor de BPth en Bool y en virtud de la
proposicién 3.53, es esencialmente sobreyectivo.

Demostramos a continuaciéon que LT es un functor pleno. Sea g un homomorfismo
de dlgebras Booleanas de LT (X, A) en LTA (Y, A). Entonces el diagrama:

Ta(X)
‘g O PryL
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se puede completar hasta el diagrama conmutativo:
Prar
TA(X) ———LTr(X,A)

f g

TA(Y) LTA(Y,A)

przA

para algiin homomorfismo f: Tp(X)—=Tx(Y), porque pr, es un epimorfismo
y Ta(X) siendo libre, es proyectiva. Ademds, f es un morfismo de ((X,A),T) en
((Y,A),A), ya que si a, 8 € Tao(X) son tales que o ~r [, entonces g([a]~p) =
g([ﬁ]%F% por consiguiente [f(a)}zA = [f(ﬂﬂzAv i'e'7 f(a> A f(/B) Por ﬁltimo? €s
evidente que LT(f) = g. O

Para obtener la equivalencia de Lindenbaum-Tarski tenemos de definir una con-
gruencia, la relacion de homotopia, sobre la categoria BPth. Por ello pasamos a
continuacion a considerar el concepto de congruencia sobre una categoria y el de
categoria cociente de una categoria entre una congruencia.

Definicién 3.57. Sea C una categoria. Una congruencia sobre la categoria C es
una familia ® = (4,5 | (4, B) € C?) que cumple las siguientes condiciones:

1. &4 p es una equivalencia sobre C(A, B).

2. Para cualesquiera u: X — A, f,g: A—=Byv: B—=Y,

f=g (méd &4 B)
vofou=vogou (méd Pxy)

Denotamos por Cgr(C) el conjunto de las congruencias sobre la categoria C.

Sea F': C——=D un functor de la categorfa C en la categoria D. Siendo Ker(F),
el nicleo del functor F, i.e., la familia definida como:

Ker(F)ap ={(f,9) € C(A.B)* | F(f) = F(9) },
demuéstrese que es una congruencia sobre C.

Proposicion 3.58. Sea C una categoria. Entonces el conjunto de las congruencias
sobre C, Cgr(C), es un sistema de clausura algebraico sobre (C(A, B) | (A,B) €
C?), i.e., tiene las siguientes propiedades:
1. (C(A,B)?| (A, B) € C?) € Cgr(C).
2. Si (|4 € 1) es una familia no vacia en Cgr(C), entonces
congruencia sobre C.
3. Si (®° | i €I) es una familia no vacia en Cgr(C) y si dados i, € I, hay
un k € I tal que ®° U ®J C ®F entonces |J,.; ®* es una congruencia sobre
C.

el P’ es una

el

Demostracion. U
Corolario 3.59. Sea C una categoria. Entonces la endoaplicacion Cgg de la fa-
milia (Sub(C(4, B)?) | (A, B) € C?), definida como:
Co.. | (SUb(C(4,B)?) | (4, B) € C?) —= (Sub(C(4, B)?) | (4, B) € C?)
&c d — N{V¥ e Cgr(C)|dC T}
tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Cg¢) C Cgr(C).
2. {® € (Sub(C(A,B)?) | (A,B) € C?) | ® = Cg(®) } = Cgr(C).
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3. Cgg es extensiva, i.e., para cada ® € (Sub(C(4, B)?) | (4, B) € C?),
4. Cgg es isétona, i.e., para cada ®,¥ € (Sub(C(A, B)?) | (4, B) € C?), si
® C U, entonces
Cgc(¥) € Cge(V).
5. Cgg es idempotente, i.e., para cada ® € (Sub(C(4, B)?) | (A, B) € C?),

Cgc(?) = Cge(Cge(P)).
6. Cge es algebraica, i.e., para cada familia (®' | i € I) no vacia dirigida
superiormente en (Sub(C(A, B)?) | (A, B) € C?) se cumple que

Cec(Uier®’) = Uie,Cec(2).
Por consiguiente, para cada ® € [[ 4 pece Sub(C(4, B)?), Cga(®) es la minima

congruencia sobre C que contiene a ®, y la denominamos la congruencia sobre C
generada por .

Demostracion. O

Proposicién 3.60. El conjunto Cgr(C) de las congruencias sobre una categoria
C es un subreticulo completo del reticulo EqQv(C(A, B) | (A,B) € C?) de las
equivalencias sobre (C(A, B) | (A, B) € C?).

Proposicién 3.61. El reticulo Cgr(C) de las congruencias sobre una categoria C,
es algebraico.

Proposicién 3.62. Sea C una categoria y ® € Cge. Entonces hay una categoria
C/®, la categoria cociente de C entre ®, y un functor Prg: C——C/®, la pro-
yeccién canénica de C en C/®, tal que:
1. Ker(Prg) = ®.
2. (Propiedad universal) Para cada functor F: C——=D, si & C Ker(F),
entonces hay un dnico functor G: C/® —=D tal que el diagrama:

C PI‘Q)

C/d

G

conmuta.
Demostracion. O

Definicién 3.63. Sean f,g: ((X,A),T')—((Y,A),A) dos morfismo de la cate-
goria BPth. Decimos que los morfismos f y g son homdtopos, y lo denotamos por

f =g, sise cample que pry, o f =pry, ©g.

Proposicién 3.64. La relacion de homotopia es una congruencia sobre la categoria
BPth.

Demostracion. It is easy to check that the relation = is an equivalence and right
compatible with the composition of morphisms. In order to prove left compatibility,
given the situation:

(Y, A)

(Z,0),
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let us suppose that f = g. Then pr=, o f = pr=, o g, and the diagram:

A
Ts(Y) 2 =2 = T5(Y)/ =a
h 1ty (R
Ts(2) —5iz——> T=(2)/ =e

commutes. Hence pr=, o (ho f) = pr=, o (h o g), therefore ho f = hog.

Corolario 3.65. La categoria BPth/ = es equivalente a la categoria Bool

4. LA TEORIA DEL SILOGISMO.

Siguiendo a Halmos, mostramos que la teoria aristotélica del silogismo se puede
explicar desde la teoria de las dlgebras monadicas de Halmos. Pero antes vamos a
recordar algunos de los puntos esenciales de la doctrina légica de Aristoteles.

En el capitulo 4 del tratado De la expresion o interpretacion de Aristételes, dice
que un juicio es una frase con significado, pero que no todo juicio es una proposicién.
Segun Aristételes, un juicio es una proposicion si tiene verdad en si o falsedad. Una
suplica (o una interrogacién, o una orden) es, por ejemplo, un juicio, pero no tiene ni
verdad ni falsedad. Asi pues, Aristoteles distingue, dentro de los juicios o sentencias,
una clase especial a cuyos miembros les corresponde en exclusiva la posibilidad de
ser considerados verdaderos o falsos. Se trata de las proposiciones (apofénticas o
declarativas).

Aunque las nociones de verdad y falsedad son esenciales para su caracterizacién
de las proposiciones, Aristételes no procede a definirlas en sus escritos. No obstante
ello, en su Metafisica encontramos la siguiente definicion: “Pues es falso decir de lo
que es que no es o de lo que no es que es, y verdadero decir de lo que es que es y
de lo que no es que no es”.

Senialamos que, ademds del principio de bivalencia: Toda proposicion es o bien
verdadera o bien falsa, Aristételes acepta el principio de no contradiccidn, i.e. para
cada proposicién ¢, =(¢ A =), el del tercero excluido i.e. para cada proposicién ¢,
©V -, y los principios de la identidad de los indiscernibles y de la indiscernibilidad
de los idénticos. The Identity of Indiscernibles is usually formulated as follows: if,
for every property F', object z has F' if and only if object y has F, then z is
identical to y. Or in the notation of symbolic logic: VF(F(z) — F(y)) — = = y.
This formulation of the Principle is equivalent to the Dissimilarity of the Diverse
as McTaggart called it, namely: if x and y are distinct then there is at least one
property that x has and y does not, or vice versa.]

The converse of the Principle, z = y — VF(F(z) — F(y)), is called the Indis-
cernibility of Identicals. Sometimes the conjunction of both principles, rather than
the Principle by itself, is known as Leibniz’s Law.

En el tratado De la expresion o interpretacion, Aristételes se ocupa de la teoria
de la oposicion y de la clasificacién formal de las proposiciones a que ésta da lugar.
De hecho agrupa a pares proposiciones tales que el segundo miembro de los mismos
constituya la negacién del primero. La excepcién viene dada por las proposiciones
cuantitativamente indefinidas o indeterminadas, como, por ejemplo, “El hombre es
blanco”. Prescindiendo de las proposiciones indefinidas, Aristételes reconoce tres
formas de proposiciones en las que se afirma un predicado de un sujeto:
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1. Proposicion singular es aquélla en la que el término que oficia de sujeto es
el nombre de un individuo que no puede ser él mismo predicado de ninguna
otra cosa.

2. Proposicion universal es aquélla que es de alcance universal y en la que el
término que oficia de sujeto es el simbolo de un género de cosas, y como tal
se puede predicar de una pluralidad de individuos.

3. Proposicién particular es aquélla que no es de alcance universal y en la que
el término que oficia de sujeto es el simbolo de un género de cosas, y como
tal se puede predicar de una pluralidad de individuos

Las entidades de las que se ocupa la légica son las proposiciones, y esto es
asi porque el objetivo primordial de la deduccién es llegar a establecer proposiciones
verdaderas y cuya verdad esté garantizada; y la légica tiene, por lo tanto, que tratar
de las relaciones formales entre las proposiciones que aseguren que las conclusiones
se siguen de las premisas.

En la légica tradicional cualquier proposicién es tratada como siendo analizable
en sujeto y predicado, y esto significa que s6lo puede expresar o bien la coincidencia
o bien la diferencia de dos cosas o conceptos generales. Ejemplos de proposiciones
tratadas por la légica tradicional son: “Todos los hombres son mortales”, “Socrates
es un hombre”, “Algunos hombres son inteligentes”, “Ningin hombre es perfecto”.

Las constituyentes de las proposiciones, que son los que se comparan en las
mismas, se denominan términos, y son nombres de cosas, o de clases de cosas, o de
cualidades. Asi pues, de acuerdo con la légica tradicional, los constituyentes basicos
de las proposiciones son los términos, i.e., los nombres de entidades o de clases de
entidades, y es la costumbre clasificar a los términos en singulares y generales
y también en positivos y megativos. Una proposiciéon se construye, por lo tanto,
tomando dos términos, uno como sujeto y el otro como predicado, y conectandolos
mediante la copula, i.e., la particula “es” o “son”, si la proposicién expresa la
coincidencia entre los términos, y la particula “no es” o “no son”, si expresa la
diferencia entre los términos. Si los términos de hecho coinciden o difieren tal como
se asevera, entonces la proposicion es verdadera; en caso contrario, es falsa.

En la proposicion “Sécrates es mortal” el sujeto, “Socrates”, es singular, el predi-
cado “mortal”, es general, ademas, puesto que expresa acuerdo entre los términos,
es verdadera.

En la proposicién “Los atenienses no son griegos” tanto el sujeto, “ateniense”, co-
mo el predicado “griego”, son generales, puesto que se aplican a muchos individuos,
ademads, puesto que expresa incorrectamente una diferencia entre los términos, es
falsa.

Las proposiciones de las que se ocupa la logica tradicional se subdividen con
respecto a la cantidad y a la cualidad. En lo que respecta a la cantidad una propo-
sicién es o bien universal o bien particular, y en lo que respecta a la cualidad una
proposicién es o bien afirmativa o bien negativa.

Una proposicion es universal si el predicado es afirmado o negado de la totalidad
del sujeto, como por ejemplo con “Todos los hombres son mortales” o con “Ningtin
hombre es perfecto”; es particular si el predicado es afirmado de alguna parte in-
completamente especificada del sujeto, como por ejemplo con “Unos pocos hombres
son sabios” o con “Algunos hombres no son imbéciles”. Una proposicion singular,
i.e., una como “Soécrates es mortal”, que tiene a un individuo particular como su-
jeto, se ha de incluir entre las universales porque, siendo el sujeto indivisible, el
predicado es afirmado de su totalidad.

Una proposicion es afirmativa si se declara que el sujeto y el predicado coinciden
y es negativa si se declara que difieren.

Las cuatro formas posibles de la proposicién son:
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1. Universal afirmativa, denotada por A, y esquematizada por

Vr(p(z) — ().
Como ejemplo de ella tenemos: Todo hombre es mortal.
2. Universal negativa, denotada por F, y esquematizada por

Va(p(z) — ().
Como ejemplo de ella tenemos: Ningtin hombre es mortal.
3. Particular afirmativa, denotada por I, y esquematizada por

Fz(p(z) A ().
Como ejemplo de ella tenemos: Algin hombre es mortal.
4. Particular negativa, denotada por O, y esquematizada por

Jz(p(x) A —t)(x)).
Como ejemplo de ella tenemos: Algtin hombre no es mortal.

Observemos que O es la contradictoria de A, i.e., que O = —A. En efecto, A es
Va(p(x) — ¢ (), luego, ya que ~(Va(p(x) — ¢(x))) es 3z (p(z) A—p(x)), tenemos
que O = —A. Ademas, I es la contradictoria de F, i.e., que I = —E. En efecto,
E es Va(p(x) — (), luego, ya que ~(Va(p(z) — ~(x))) es 3a(p(z) A (z)),
tenemos que [ = —F.

Por otra parte, I y F son simétricas en ¢ y en 9, i.e., se cumple que

Fz(p(x) Ap(x)) = Fz((2) A (),
y que
Va(p(z) — mp(x)) = Va(h(z) — —p(x)).

Ademas, tenemos las siguientes reglas de contraposicién para Ay O:
Va(p(z) — ¢(x) = Ve(—(z) — —p(z)), ¥
Jz(p(z) A =p(z)) = Fu(~¢(x) A ().

Las relaciones légicas entre las cuatro proposiciones, una de cada uno de los tipos
A, E, I, O, que se pueden formar a partir de dos términos dados ¢ y 1 se expresan
tradicionalmente como sigue:

1. A, ie., Va(o(x) — ¢¥(x)), y E, ie., Ye(p(x) — —p(z)) son contrarias.
I, ie., 3z(p(z) ANp(x)), vy O, ie., Fx(p(x) A p(x)) son subcontrarias.
A, ie., Ve(p(z) — (), y O, ie., Fx(p(x) A —)(x)) son contradictorias.
E,ie., Vz(p(x) = —p(x)), e I, i.e., Fz(p(z) A(x)) son contradictorias.
A, ie., Ve(p(x) — ¥(x)), e I, i.e., Fx(p(x) A(x)) son subalternas.

6. E, ie., Va(o(x) — —9(x)), y O, ie., Fx(p(z) A —p(z)) son subalternas.

Después de considerar las dos primeras fases en la construccién de la logica
tradicional, i.e., determinar, en primer lugar, los términos y, en segundo lugar, las
proposiciones, obtenidas a partir de los primeros, podemos pasar a considerar la
tercera fase, i.e., la que tiene que ver con la inferencia ldgica. La inferencia logica
es un proceso de transformacién en el que se obtiene una proposicién, la conclusion
de la inferencia, a partir de otra u otras proposiciones, sus premisas.

Es evidente que a partir de una sola premisa no se puede inferir gran cosa.
Podemos, de hecho, considerar a la premisa como conclusiéon de si misma, una
inferencia vacua; o podemos inferir una proposicién particular subalterna a partir
de una proposicién universal, I a partir de A, u O a partir de F; o podemos pasar
de una proposicién universal a una proposicién particular que esté subsumida bajo
ella, como por ejemplo de “Todos los hombres son mortales”a “Sécrates es mortal”.

Sin embargo, si se parte, no de una, sino de un par de premisas y entre ambas
hay algo en comun, entonces el proceso inferencial ya no es necesariamente trivial,

Uk
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como en el caso anterior en el que se partia de una sola premisa. De hecho el caso
més simple, cuando estan involucradas dos premisas, es aquél que surge cuando la
inferencia consiste precisamente en la eliminacién de un término comin a ambas
premisas. Esta forma de inferencia, establecida por Aristételes, y que permite cons-
truir razonamientos, i.e., cadenas finitas de inferencias, se conoce por el nombre de
inferencia silogistica; y uno de los mayores logros de Aristételes consistié en dar
una clasificacién exhaustiva de las formas validas del silogismo. Para no ser acu-
sados, por Lukasiewicz, de ignorantes, o de no haber leido el Organon, hemos de
decir que el silogismo de Aristételes tiene la forma: Si A es predicado de todo B
y B es predicado de todo C, entonces A es predicado de todo C, luego la de un
condicional cuyo antecedente es la conjuncién de dos proposiciones. Por lo tanto,
ningin silogismo es formulado por Aristételes como una inferencia con las palabras
“por consiguiente”, como en la légica tradicional.

El término M, que aparece en ambas premisas, se llama el término medio del
silogismo; el predicado P de la conclusion se llama el término mayor; y el sujeto S
de la conclusién se llama el término menor. Las tres proposiciones que componen
un silogismo se disponen en dos filas separadas por un segmento de linea como
sigue: en la fila superior se escribe, a la izquierda, la premisa mayor y, a la derecha,
la premisa menor, en la fila inferior se escribe la conclusién.

Puesto que los dos pares M, Py M, S pueden ser ordenados independientemente
de cuatro maneras posibles, obtenemos cuatro figuras distintas del silogismo:

Figura I Figura II Figura III Figura VI
MP SM PM SM MP MS PM MS
SP SP SP SP

La cuarta figura no es mencionada por Aristoteles. Por otra parte, cada una
de las figuras silogisticas tiene precisamente 64 modos, que es el numero de las
aplicaciones distintas de un conjunto que consta de exactamente tres elementos, en
este caso las dos premisas junto con la conclusion, en un conjunto con exactamente
cuatro elementos, en este caso el formado por los tipos proposicionales A, F, I,
O. Por lo tanto, en total, hay 256 = 4 x 64 esquemas silogisticos. De estos los
hay concluyentes o validos, i.e., tales que de las premisas realmente se infiere la
conclusién, y no concluyentes o no vélidos. De hecho, excepto 24, los demas no son
concluyentes, y, ademés, de los 24 concluyentes cinco son poco usados.

Definicién 4.1. Un &lgebra monédica es un par (B, 3) en el que B es un dlgebra
Booleana y 3 una endoaplicaciéon de B que cumple los siguientes axiomas:

1. 3(0) =0, i.e., 3 estd normalizado.

2. Para cada z € B, z < 3(z), i.e., 3 es extensivo.

3. Para cada z,y € B, 3(z A 3(y)) = I(x) A I(y), i.e., 3 es modular sobre A o
cuasi-multiplicativo.

Observemos que el segundo axioma se puede representar ecuacionalmente como:
Vo € B,x A3(z) =x.

A partir del dlgebra monddica (B, 3) obtenemos el operador V: B —— B definido
como:

{2 e - e

Definiendo los morfismos entre dos dlgebra monadicas como los homomorfismos
que preservan la estructura adicional se obtiene una categoria MAlg.
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Definimos a continuacién cuatro operaciones binarias sobre un algebra monadica
(B,3).
BxB—=B
(x,y) — A(z,y) =V(z — y) [todo = es y]

BxB — B
(x,y) — E(z,y) =VY(x — —y) [ningin z es y|

BxB — B
(x,y) +— I(z,y) =3Iz Ay) [algin z es y]

BxB-—=B
(z,y) = O(z,y) = 3(z A —y) [algin z no es y]

Los nombres de las anteriores funciones provienen de las vocales de las palabras
latinas: AFFIRMO y NEGO. Las funciones A e I son afirmativas, mientras que
las funciones E' y O son negativas. Ademas, A y E son universales, mientras que
I y O son particulares. También se dice que A y E son contrarias, que I y O son
subcontrarias y que A y O, asi como FE e I son contradictorias. Por ultimo, A
implica I y E implica O.

El motivo por el que A y O, asf como E e I se dice que son contradictorias, es
que -O=Ay-E=1I

Proposicion 4.2. Se cumple que E e I son simétricas, i.e., que, para cada x,y € B,
E(y,z) = E(z,y) e I(y,z) = I(x,y). También se cumple que, para cada x,y € B,
A(~y, —z) = Az, y) y O(-y, ~z) = O(z,y).

El problema principal de la 1égica tradicional es el de clasificar los silogismos. An-
tes de definir el concepto de silogismo convenimos que si F': B x B—— B, entonces
F®: B x B——= B es la aplicacién definida como:

. (BxB—B
E { (z,y) +— F(z,y) = F(y, )

Definicién 4.3. Un silogismo es un triplo (Fp, Fi, F») de funciones binarias sobre
B, conjunto subyacente del dlgebra monddica (B, 3) tal que Fy, F; € { A,E,I,0 }U
{A B3, 5,08}y Fha e {AE, 1,0}

Definicién 4.4. Un silogismo (Fy, F1, F») es véalido en el dlgebra monddica (B, 3)
si, para cada z,y,z € B, Fy(y,z) A Fi(x,y) < Fy(z, 2).

En principio hay 8 x 8 x 4 = 256 silogismos; el problema de la clasificacion es el
de elegir los validos de entre ellos.

Para cada operacién binaria F': B X B—— B, el primer argumento se llama
el sujeto y el segundo el predicado. En un silogismo (Fo, F1, Fy), Fy y Fi son las
premisas 'y Fy la conclusion. El sujeto de la conclusién es el término menor del
silogismo y el predicado de la conclusién es el término mayor del silogismo. El
sujeto de Fy, que es el mismo que el predicado de Fj, se llama el término medio
del silogismo. La premisa, F}, que contiene el término menor es la premisa menor,
la otra premisa, Fj, que contiene el término mayor, es la premisa mayor.

Premisa mayor Premisa menor

Fy(Término medio, Término mayor) Fj(Término menor, Término medio)

F5(Término menor, Término mayor)

Conclusién
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Los silogismos validos son:

(A, A A)
(E,AE)
(A, 1,1)
(E,I1,0)
(A%,0,0)
(A% E,E)
(0,4°,0)
(I,A% 1)

5. TEORIA DE MODELOS.

En este seccion definimos la nocién de signatura, el concepto de dlgebra y los
homomorfismos entre las algebras. También definimos las nociones de subdlgebra
de un algebra, las algebras libres sobre los conjuntos y las operaciones polinémicas
sobre un algebra. Ademads, una vez definidas las nociones de signatura de primer
orden y de sistema algebraico, definimos los términos y las férmulas de la logica
de predicados de primer orden con igualdad y la relacién de satisfaccién entre
sistemas algebraicos, férmulas y valoraciones, establecemos las nociones de modelo
de un conjunto de féormulas y de teoria de un conjunto de sistemas algebraicos;
a continuacion, exponemos la conexién de Galois contravariante (inducida por la
relacién de satisfaccién) entre los reticulos completos de los sistemas algebraicos
(de una signatura dada) y de las férmulas, definimos y estudiamos los conceptos
de encajamiento elemental y equivalencia elemental, y demostramos el teorema
de completud de Goédel-Mal’cev, previa presentacién de un sistema deductivo, que
afirma la identidad entre la relacion de consecuencia sintéctica y la relacién de
consecuencia semantica.

La teoria de modelos es la rama de la légica matemadtica que estudia la cone-
xién que existe entre los conjuntos de férmulas, relativas a cierto lenguaje formal,
y conjuntos de sistemas algebraicos, adecuados al mismo lenguaje formal, induci-
da por la relacién de satisfacibilidad de Tarski. También podria decirse, en tanto
que ampliacion del Programa de Erlangen de Klein, que la teoria de modelos se
ocupa del estudio de los invariantes de los sistemas algebraicos, i.e., del estudio de
las propiedades de los sistemas algebraicos que son preservadas bajo equivalencias
elementales. Para ciertos autores, e.g., Chang & Keisler, la teoria de modelos es
simplemente la “suma” del dlgebra universal y de la 1égica matematica.

El teorema de Lowenheim-Skolem, segtn el cual cualquier sentencia de la logica
de predicados de primer orden (abreviado como FOPL) que sea verdadera en un
sistema algebraico lo es en uno que sea a lo sumo infinito-numerable, es el primer
resultado de la FOPL que puede ser considerado como perteneciente a la teoria
de modelos. Sin embargo, el primer resultado que establece un vinculo entre la
nocién de demostrabilidad y la de verdad es el teorema de completud de Godel,
segun el cual una sentencia de FOPL es verdadera exactamente si es demostrable,
estableciendo asi la identidad, para la FOPL, entre las relaciones de consecuencia
sintactica y semantica.

Cabe senalar también que Tarski, en su trabajo “The concept of truth in formali-
zed languages”, realizd un profundo analisis de la interpretacién de las sentencias de
un lenguaje formal en sistemas algebraicos adecuados al mismo. Ademés, Skolem,
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en la misma época, demostro la existencia de modelos no-standard de la aritmética,
haciendo uso del método de los ultraproductos.

Estos desarrollos auténomos de la teoria de modelos, tuvieron su continuacion
con los trabajos de Mal’cev sobre el teorema de compacidad, segin el cual una
condicidon suficiente para que un conjunto de sentencias de FOPL tenga un modelo
es que cada subconjunto finito del mismo tenga un modelo, y su aplicacién a la
demostracién de teoremas de la teoria de grupos infinitos. Adema4s, el teorema de
compacidad proporciona un medio para demostrar teoremas de encajamiento en
algebra, e.g., si cualquier subanillo finito-generado de un anillo no conmutativo se
puede encajar en un anillo con divisién, entonces el anillo se puede encajar en un
anillo con divisiéon. También en esta linea algebraica, A. Robinson estudié a los
conjuntos de modelos de conjuntos de sentencias de la FOPL en el mismo sentido
que en la geometria algebraica se estudian los conjuntos de los ceros de ideales
generados por polinomios y obtuvo resultados aplicables a la teoria de cuerpos.

Otro tipo de aplicacién estd relacionado con la completud, e.g., hay resultados
acerca del cuerpo de los nimeros reales que se pueden formular en FOPL pero
que han sido demostrados usando métodos topoldgicos. Un resultado de Tarski de-
muestra que tales resultados son verdaderos en todos los cuerpos reales cerrados
independientemente de sus propiedades topolégicas. Un método relacionado ha sido
usado por A. Robinson para dar una nueva demostracién de un teorema de Artin
relativo a un problema de Hilbert. El mismo A. Robinson, haciendo uso del método
de los ultraproductos, aplicé la teoria de modelos para obtener nuevos resultados
en el andlisis matematico. También han sido obtenidos resultados acerca de la in-
dependencia y consistencia relativa, por parte de Cohen, mediante la construccién
de modelos adecuados.

Ademis, los métodos de la teoria de modelos permiten obtener caracterizaciones
de ciertas clases de sentencias mediante el estudio de las propiedades de clausura
de los conjuntos de modelos de las mismas, asi e.g., como vimos en el capitulo
anterior, las clases ecuacionalmente definibles son exactamente las clases de algebra
universales cerradas bajo imdgenes homomorfas, subdlgebras y productos.

5.1. Signaturas y algebras.

Definicién 5.1. Una signatura algebraica ¥ es un par ordenado ¥ = (X, ar) en
el que 3, el conjunto de los simbolos de operacion, es un conjunto y ar, la ariedad,
una aplicacién de ¥ en N. Si ¢ € ¥ y ar(o) = n, entonces decimos que ¢ es un
simbolo de operacién n-ario, y, para cada n € N, denotamos por X, el conjunto de
todos los simbolos de operacién n-arios.

La ariedad de un simbolo de operacién o, indica el ntimero de los argumentos
que tendra cualquier realizaciéon de ¢ como una operacién sobre un conjunto.

Definicién 5.2. Sea ¥ una signatura algebraica y A un conjunto. Una X-estructura
algebraica sobre el conjunto A es una aplicacion F' de ¥ en (J .y, Hom(A>(@) A)
tal que, para cada o € &, F, € Hom(A4*(?) A).

En algunos casos, para evitar equivocaciones, denotaremos la 3-estructura alge-
braica que estemos considerando sobre un conjunto A por FA, y a las operaciones
que la componen por FA, con ¢ € ¥. Ademds, cuando ar(c) = 0, denotaremos por
o® el valor de FA: 1——= A en el tinico miembro de 1.

Una ¥-dlgebra es un par ordenado A = (A, F'), en el que A es un conjunto y F'
una X-estructura algebraica sobre A.

En la definicién de X-estructura algebraica sobre un conjunto no hemos exigido
que a simbolos de operacién distintos, de la misma ariedad, correspondan opera-
ciones distintas sobre el conjunto en cuestién.
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Presentamos a continuacién algunos ejemplos de dlgebras especialmente relevan-
tes en las matemadticas, sin animo de ser exhaustivo.

5.1.1. Magmas. Un magma es un par (A,-) en el que A es un conjunto y - una
operacién binaria sobre A. Para cada conjunto A, los pares (Rel(4), o), (End,(A4), o)
y (End(A), o) son magmas.

5.1.2.  Semigrupos. Un semigrupo es un par (4,-) en el que A es un conjunto y -
una operacién binaria sobre A tal que:

Vo,y,2€ A, (y-2)=(x-y)-2

Para cada conjunto A, los pares (Rel(A4),0), (Endy(A),0) y (End(A), o) son semi-
grupos.

5.1.8.  Monoides. Un monoide es un triplo (A4,-,1) en el que A es un conjunto, -
una operacion binaria sobre A y 1 un elemento de A tal que:

1. Ve,y,z€ A, z-(y-2)=(x-y)- 2.

2.VeeA, z-1=a y 1-z=ux.
Para cada conjunto A, (Rel(A),0,Ay), (End,(A),0,ida) y (End(A),o0,id4) son
monoides. Ademds, si M1(A), también denotado por A*, es el conjunto de todas las
palabras sobre el alfabeto A, i.e., el conjunto (J, .y A", de todas las funciones cuyo
dominio es un numero natural y cuya imagen estd incluida en A, entonces el par
ordenado (A, \), en el que A, la operacién (binaria) de concatenacion de palabras
construidas con las letras del alfabeto A, es la aplicacién de M1(A) x MI(A) en
MI(A) definida como:

MI(A) x MI(A) —> MI(A)

A Tk, si0<k<m

Ti)iem, (Yi); — (2 = ]
((zi)iem (yJ)JEn) (2k)kem+n {ykm’ sim<k<m+n,

v A, la palabra vacia sobre el alfabeto A, la tinica funcién de 0 en A, es una estructura
de monoide sobre MI(A).

5.1.4. Monoides abelianos. Un monoide abeliano es un triplo (4, +,0) en el que
A es un conjunto, + una operacién binaria sobre A y 0 un elemento de A tal que:
1. Ve,y,z€ A, a+ (y+2)=(r+y)+ =
2.Ve €A, x+0=2 y O+x=n=x.
3. Ve,yce A, z+y=y+x.
Para un conjunto A, si N(4) es el conjunto de todas las funciones (ng)aca de
soporte finito de A en N i.e., el conjunto definido como:

N = {(ng)aca € N4 |[card{a € A|n, #0}) <Ny},
entonces el par ordenado (+, ko), en el que + es la aplicacién de N x N en
N definida como:
+{ NM@) x NA) — > N@
((ma)aGAa (na)aEA) _ (ma + na)aEA

¥ Ko, la aplicacién de A en N cuya imagen es {0}, es una estructura de monoide
abeliano sobre N(4),

5.1.5.  Cuasigrupos. Un cuasigrupo es un cuddruplo (A4,-,/,\) en el que A es un
conjunto y -, / y \ operaciones binarias sobre A tales que:

1. Ve,y € A, (z/y) -y ==.

2. Ve,ye A, (x-y)/y=u=x.

3. Ve,ye A, y- (y\z) ==x.

4. Vz,y e A, y\(y-z) = x.
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5.1.6. Bucles. Un bucle es un quintuplo (A4,-,/,\,1) en el que (4,-,/,\) es un
cuasigrupo y 1 € A tal que

Ve,yeAjx-1=xyl-xz=ux.

5.1.7.  Grupos. Un grupo es un cuadruplo (4,-, 7% 1) en el que A es un conjunto,
- una operacién binaria sobre A, ! una operacién unaria sobre A y 1 un elemento
de A tal que:

1. Ve,y,z€ A, z-(y-2)=(x-y)- 2.

2.VeeA, z-1=2 y 1-z=ux.

3.VeeA 2zl =1y o7l z=1.

Para cada conjunto A, el cuddruplo (Aut(A),o, "1 id4) es un grupo.

5.1.8.  Grupos abelianos. Un grupo abeliano es un cuadruplo (A, +, —,0) en el que
A es un conjunto, + una operacién binaria sobre A, — una operacién unaria sobre
Ay 0 un elemento de A tal que:

Ve,y,z€ A, 2+ (y+2) = (r+y) + 2.

Vie A, 24+0=2 y O0+x=u=.

Vee A, x+(—z)=0y (—z)+z=0.

Ve,ye A, x+y=y+=.

W N

5.1.9.  Anillos. Un anillo es un séxtuplo (A, +,—,0,-,1) tal que:

1. (A,4+,—,0) es un grupo abeliano.

2. (A,+,1) es un monoide.

3.Vr,y2 €A w-(y+2)=(@ -y +@-2) y (y+z)- o=y 2)+ (2 ).
Para cada grupo abeliano A = (A, +, —,0), el séxtuplo (End(A), +, —, ko, 0,1d4),
en el que + es la operacién binaria sobre End(A) que a un par de endomorfismos
f, g del grupo abeliano A = (A, 4+, —,0) le asigna el endomorfismo f + g que, a
cada = € A, le asocia f(x) + g(x), — la operacién unaria sobre End(A) que a un
endomorfismo f del grupo abeliano A = (A, +, —,0) le asigna el endomorfismo — f
que, a cada x € A, le asocia —f(x) = —(f(x)), o la composicién de endomorfismos
y Ko €l endomorfismo de A cuya imagen es {0}, es un anillo.

5.1.10.  Anillos conmutativos. Un anillo conmutativo es un séxtuplo (A, 4, —,0,-,1)
tal que:

1. (4,4, —,0) es un grupo abeliano.

2. (A,-,1) es un monoide abeliano.

3. Vr,y,z€ A, z-(y+2)=(@-y)+(x-2) y (y+2)-z= @y -x)+ (2 ).

5.1.11. Mddulos. Si A = (A, +,—,0,-,1) es un anillo, un A-mddulo a la izquierda
es un quintuplo (M, 4+, —,0,(Fx | A € A)) tal que:

(M, +,—,0) es un grupo abeliano.

VA €A, Va,y e M, Fx(z+y) = Fx(z) + Fa(y).

VA, €N, Ve e M, Faxiu(z) = F\(z) + Fyu(z).

VA, pe A, Ve e M, Fx,(xz) = Fx(F,(x)).

Ve e M, Fi(z) = .

G =

5.1.12. Espacios vectoriales.

5.1.18.  Grupos con multioperadores. Si €2 es un dominio de operadores tal que
0 = @, entonces un Q-grupo es un quintuplo (G,+,—,0,(F, |w € Q)) tal que:

1. (G,4,—,0) es un grupo (no necesariamente abeliano).

2. Yw € Q, si ar(w) = n, entonces F,,: G*—=G y F,(0,...,0) =0.

5.1.14. Algebras lineales.
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5.1.15.  Semirreticulos. Un semirreticulo es un par (A,-) en el que A es un con-
junto y - una operacién binaria sobre A tal que:

1.Vx e A, -z ==x.

2. Ve, ye A, z-y=y-x.

3. Vr,y,z€ A - (y-2)=(z-y) -z
Para cada conjunto A, (Sub(A),U) y (Sub(A4),N) son semirreticulos.

5.1.16. Reticulos. Un reticulo es un triplo (A, V,A) en el que A es un conjunto y
V y A operaciones binarias sobre A tales que:

1.VreA zVe=2 y zANx =z

2. Ve,y € A, cVy=yVzr y xAy=yAx.

3. Var,y,z€ A, xV(yVz)=(xVy)Vzy xAyAz)=(@Ay)Az

4. Ve,ye A, zV(zAy)=x y zA(zVy)==x.
Para cada conjunto A, (Sub(A),U,N) es un reticulo.

5.1.17.  Algebras Booleanas. Un dlgebra Booleana es un séxtuplo (A4,V,A,—,0,1)
en el que A es un conjunto, V y A operaciones binarias sobre A, — una operacién
unaria sobre A y 0, 1 € A tales que:

l.VreA zVve=2 y zANx=uz.
Ve,ye A, xVy=yVze y ctAy=yAzx.
Vae,y,z € A, 2V (yVz)=(@Vy)Vzy zAyAz)=(xAy) Az
Ve,y € A, zV(zAy)=x y zA(zVy)=u.
Vae,y,z€ A, aV(yNz) = (xVy)A(zVz) y aA(yVz)=(zAy)V(zAz).
Vee A, cAN—x =0y oV —x=1.

7. VreA zA0=0y zVv1=1
Para cada conjunto A, (Sub(4),U,N,C4, 3, A) es un algebra Booleana.

5.1.18. Algebras de Heyting.

S oUW

5.1.19.  Anillos ternarios planares. Un anillo ternario planar es un cuadruplo
(I',T,0,1) en el que I' es un conjunto, T' una operacién ternaria sobre I' y 0, 1
elementos de T, tal que:
1. 0#1.
Ym,c eI, T(0,m,c)=c.
Ve,ce T, T(x,0,c) =c.
Ve el, T(x,1,0) =z.
vmeTl, T(1,m,0) =m.
Ve,m,v e, eeT tal que T(x,m,c)=n.
Ym,n,c,d € T, si m # n, entonces Tz € T' tal que T(x,m,c) =
T(z,n,d).
8. Va,y,v,w €T, si x#y, entonces I(m,c) € T? tal que T(x,m,c)=v
y T(y,m,c) =w.

N otk N

Los anteriores ejemplos de algebras muestran que, con la excepcién de los anillos
ternarios, las operaciones de que estan dotadas son a lo sumo binarias, como dice
Cohn:

This is no accident, for in a certain sense all finitary operators may

be built up from binary ones. However, there may be no particularly

natural way of doing this in any given instance, and besides, the

gain in simplicity would not be very great.
Ademds, salvo en el caso de los anillos ternarios, las dlgebras consideradas estan
sujetas a cumplir ecuaciones.

Por otra parte, el concepto de algebra considerado esta sujeto a las siguientes

limitaciones:
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= Las dlgebras tienen un unico conjunto subyacente, i.e., son entidades ho-
mogéneas.

= Las operaciones son finitarias.

= Las operaciones estan totalmente definidas.

De modo que objetos matematicos tales como e.g., los autdmatas, los monoides
con cancelacion, los anillos con division, los cuerpos, los espacios topoldgicos, los
L*-espacios, los grupos topoldgicos, los espacios vectoriales topoldgicos o las varie-
dades diferenciables, no son objeto de estudio del algebra universal, aunque si del
dlgebra universal heterogénea o de la teorfa de modelos (de primer orden u or-
den superior). Concretamente, los autématas no son objeto de estudio del dlgebra
universal, pero si del algebra universal heterogénea, porque un autémata es una
entidad heterogénea (I,Q, 0,4, A, qo) en la que I es el conjunto de las entradas, Q
el de los estados, O €l de las salidas, §: I x Q —=Q la aplicaciéon de transicion,
A: I x Q——=0 la aplicacién de salida y qo el estado inicial; los monoides con can-
celacién tampoco son objeto de estudio del &lgebra universal, pero si de la logica
implicacional, porque un monoide con cancelacién es un monoide (4, -, 1) tal que,
para cada z,y,z € A, six-y = x -z, entonces y = z y sl y - & = z - x, entonces
Yy = z, que no son ecuaciones; los anillos con divisién tampoco son objeto de estudio
del algebra universal, pero si de la teoria de modelos, porque un anillo con divisiéon
es un anillo (A,+,—,0,-,1) tal que 0 # 1 y, para cada z € A, si z # 0, entonces
existe un y € Atalque x-y =1e y-x =1, que no son ecuaciones; los L*-espacios
tampoco lo son, pero si del algebra universal infinitaria no determinista, porque un
L*-espacio es un par (X, A) en el que X es un conjunto y A: X~ ——=Sub(X) tal
que:

1. Para cada z € X, x € A(k;), siendo k, la aplicacién de N en X cuya

imagen es {x}.
2. Para cada (z,, | n € N) € XV, si A(z, | n € N) # @, entonces para cada
subsucesién (y, | n € N) de (z,, | n € N), se cumple que

Az, |mneN) C Ay, | neN).

Recordamos que una sucesién (y, | n € N) en X es una subsucesién de
otra sucesién (x, | n € N) en el mismo conjunto, si existe una aplicacién
estrictamente creciente ¢: N——=N tal que, para cadan € N, y, = z,,,.

3. Para cada z € X y cada (z,, | n € N) € XN si z ¢ Az, | n € N), entonces
existe una subsucesién (y, | n € N) de (z, | n € N) tal que, para cada
subsucesién (z, | n € N) de (y, | n € N) se cumple que = & A(z, | n € N),

que es una operacion infinitaria no determinista.

Una vez definido el concepto de 3-dlgebra, un medio para estudiarlas es el de
compararlas entre si, para ello definimos los homomorfismos entre las mismas, la
composiciéon de los homomorfismos y establecemos las propiedades bésicas de la
composicion.

Definicién 5.3. Un X-homomorfismo o, para abreviar, un homomorfismo de A =
(A,FA) en B = (B, FB) es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y
denotado por f: A——=B, en el que f es una aplicacién de A en B, tal que, para
cada o € ¥, con ar(X) = n, el diagrama:

fTL

A™ > B
FA FB

[oa

A——B
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conmuta, i.e., para cada x € A", f(FA(x)) = FB(f"(x)). A los homomorfismos de
una X-algebra en si misma los denominamos endomorfismos.

Proposicién 5.4. Sean f: A—=B, g: B——=C y h: C——=D tres homomorfis-
mos de 3-dlgebras. Entonces:
1. Siendo ida = (A,id4, A), se cumple que ida: A——= A, el homomorfismo
identidad de A, es un endomorfismo de A.
2. Siendo gof = (A, gof,C), se cumple que gof: A——=C, el homomorfismo
composicion de f y g, es un homomorfismo de A en C.
3. (Asociatividad). El diagrama:

(hog)o f
/\\
AN
A f B
ho
g g
gof
\X(:/h D
ho(gof)
conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:
id
A 4o, A
f idp
f f
B B
conmutan.
Demostracion.

1. Puesto que, para cada n € N, id"j = ids», tenemos que ida: A—= A es un
homomorfismo, ya que entonces, para cada o € X, con ar(c) = n, el diagrama:

0

An

FA FA

A——A
ldA

conmuta.
2. Puesto que, para cada n € N, g™ o f* = (g o f)", y, por hipétesis, para cada
o € X, con ar(o) = n, los diagramas:

A" L) B" y B" g—> cn
F2 Fp? Fp? Fy
A B B C

~
kS
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conmutan, entonces también conmuta el diagrama:

PORCAE Dl

FA F€

o g

A———C
gof
luego go f: A ——= C es un homomorfismo. O
En lo que sigue, salvo indicacion expresa de lo contrario, supondremos elegido

un universo de Grothendieck U, arbitrario pero fijo, y que todos los conjuntos que
consideremos son elementos del mismo.

Corolario 5.5. Las X-dlgebras A tales que A € U, junto con los homomorfismos
entre ellas constituyen una categoria, a la que denotamos por Alg(3X).

Definicién 5.6.
1. Decimos que f: A——=B es un monomorfismo si, para cada X-algebra X

y cualesquiera homomorfismos g, h: X —= A, si el diagrama

fog

foh

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando f og = f o h, entonces g = h;
es por ello que a este tipo de homomorfismos también se los denomina
simplificables a la izquierda. Denotamos al conjunto de los monomorfismos
de A en B por Mono(A, B). Convenimos entonces que f: A +— B significa
que el homomorfismo f: A+—B es un monomorfismo.

2. Decimos que f: A——=B es un epimorfismo si, para cada X-algebra Y y
cualesquiera homomorfismos g, h: B——=7Y, si el diagrama

gof

ho f

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando go f = ho f, entonces g = h; es
por ello que a este tipo de homomorfismos también se los denomina sim-
plificables a la derecha. Convenimos entonces que f: A —= B significa que
el homomorfismo f: A ——=B es un epimorfismo, y denotamos al conjunto
de los epimorfismos de A en B por Epi(A,B).

3. Decimos que f: A——=B es un isomorfismo si existe un g: B——= A tal
que go f =ida y fog = idg. A los isomorfismos de un algebra en si misma
los denominamos automorfismos.

Si un homomorfismo f: A——=B es inyectivo, resp., sobreyectivo, entonces es
un monomorfismo, resp., epimorfismo.

Un homomorfismo f: A——=B es un isomorfismo precisamente si es un homo-
morfismo biyectivo.
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5.2. Subé&lgebras.

The concept of a subgroup is fundamental in the theory of groups. The
entire content of group theory is more or less linked up with questions
about the existence, in a group, of subgroups having one or another
special property, about groups that can be embedded in a given group,
about properties that characterise the mutual disposition of subgroups
in a group, about methods of constructing a group from its subgroups,
etc. The classification of various special types of groups also depends
mainly on the concept of a subgroup.

Kurosh.

Del mismo modo que para estudiar los conjuntos es imprescindible considerar
los subconjuntos de los mismos, para el estudio de las algebras hay que considerar
las subdlgebras de las mismas, y que son las partes que tienen la propiedad de estar
cerradas bajo las operaciones estructurales de las que estdn dotadas las algebras.

Definicién 5.7. Sean A = (A, FA) y X un subconjunto de A.

1. Si o € 3, con ar(o) = n, decimos que X estd cerrado bajo la operacion
FA: A" —s Asi, para cada a € X", FA(a) € X, ie., si FAX"] C X.

2. Decimos que X es un cerrado o una subdlgebra de A si, para cada o0 €
con ar(c) =n,ycadaa € X", FA(a) € X, i.e., si X estd cerrado bajo cada
una de las operaciones estructurales de A. Al conjunto de los cerrados de
A lo denotamos por Cl(A).

Proposiciéon 5.8. Sea A una X-dlgebra. Entonces existe una biyeccion, natural,
entre el conjunto C1(A), de los cerrados de A y el conjunto Sub(A), de las subdlge-
bras de A. Ademds, esa biyeccion se extiende hasta un isomorfismo, cuando los
conguntos C1(A) y Sub(A) se consideran ordenados por la inclusion.

Demostracion. En efecto, la aplicacién de Cl(A) en Sub(A) que a un cerrado X
de A = (A, F#) le asigna la subdlgebra X = (X, (FAIX | 0 € X)) de A es una
biyeccién entre ambos conjuntos. O

No sélo es cierto que existe una biyeccién entre el conjunto de los cerrados de
una X-algebra A y el de las subdlgebras de la misma, sino que ademdas hay una
biyeccion entre tales conjuntos y un cierto conjunto cociente del conjunto de las
cotas inferiores ménicas de A.

Definicién 5.9. Sea A una 3-dlgebra. Una cota inferior monica de A es un par
(B, f) en el que B es una X-dlgebra y f un homomorfismo inyectivo de B en A.
Al conjunto de las cotas inferiores ménicas de A lo denotamos por Mono(A).

Observemos que Mono(A), para cada 3-dlgebra A, es un subconjunto del uni-
verso U. Vamos a definir sobre el conjunto Mono(A) una relacién de equivalencia
de modo que el conjunto cociente resultante, que seguira siendo una parte del uni-
verso, sea isomorfo a un elemento del universo U, por lo tanto tal conjunto cociente
serd, en definitiva, un elemento de U.

Definicién 5.10. Sea A una X-dlgebray (B, f), (C, g) dos cotas inferiores ménicas
de A. Decimos que (B, f) precede a (C,g), v lo denotamos por (B, f) < (C,g),
si hay un morfismo ¢t: B——C tal que f = g o t. Por tltimo, decimos que (B, f)
y (C,g) son equivalentes, y lo denotamos por (B, f) = (C,g), si (B, f) precede a
(C,9) v (C,g) precede a (B, f).

Sea A una ¥-algebray (B, f), (C, g) dos cotas inferiores ménicas de A. Entonces
(B, f) < (C,g) siy sélo si hay un dnico homomorfismo inyectivo t: B——C tal
que f = got. Ademds, (B, f) = (C,g) precisamente si hay un dnico isomorfismo
t: B—=C tal que f =got.
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Proposiciéon 5.11. Sea A una X-dlgebra. Entonces la relacion de precedencia
sobre el conjunto de las cotas inferiores de A es un preorden y, por lo tanto, la de
equivalencia sobre el mismo conjunto es una relacion de equivalencia.

Demostracion. O

Proposicién 5.12. Sea A una X-dlgebra. Entonces el conjunto C1(A) es isomorfo
al conjunto cociente Mono(A)/ =.

Demostracion. O

Proposicién 5.13. Sea f: A——=B un homomorfismo inyectivo y g: C—B.
Si Im(g) C Im(f), entonces existe un unico homomorfismo h: C—— A tal que el

diagrama:
C
h lg
B

Demostracion. Por ser f un homomorfismo inyectivo, es evidente que hay a lo sumo
un homomorfismo h: C——= A tal que g = f o h.

Por lo que respecta a la existencia, dado un ¢ € C, se cumple que g(c) € Im(f),
luego hay un a € A tal que f(a) = g(c). Adem4s tal elemento de A es tnico, porque
f es un homomorfismo inyectivo. Por consiguiente hay un tnico a € A tal que
f(a) = g(c). Sea entonces h: C—= A la aplicacién que a un ¢ € C' le asigna el
unico a € A tal que f(a) = g(c).

Es evidente que al componer h con f obtenemos g. Veamos que h es un homo-
morfismo de C en A. Sea 0 € ¥ tal que su ariedad sea n y (cg,...,cp—1) € C™.
Entonces, siendo H, la operacién estructural de C correspondiente a o, tenemos que
h(H,(co,...,cn—1)) es el inico elemento a de A tal que f(a) = g(Hy(co, .., ¢n-1)).
Ahora bien, por una parte, por ser g homomorfismo, tenemos que g(H,(co, ..., Cn-1)) =
Goy(g(co), ..., 9(cn-1)) ¥, por otra, por ser F,(h(cp),...,h(ch—1)) un elemento de
A tal que f(Fy(h(co),...,h(cn-1))) = Go(f(R(co)),--., f(h(cn-1))), podemos afir-
mar que f(F,(h(co),...,h(cn=1))) = Gs(g(co),--.,9(cn—1)),de donde h(Hy(cq,...,Ccn_1)) =
Fﬂ(h(CO)a"'ah(Cn—l))' U

A

conmuta.

Proposicion 5.14. Sea A una X-dalgebra y X un cerrado de A. Entonces hay
una X-dlgebra X, la subalgebra de A asociada a X, y un homomorfismo inyectivo
inx: X——=A, la inclusién candnica de X en A, tal que:
1. Im(inx) = X.
2. (Propiedad universal) Para cada homomorfismo f: B——=A, si Im(f) C
X, entonces existe un unico homomorfismo g de B en X tal que el diagra-

ma:
B
g
/
X——A
1mMx
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 5.15. Si f: A——=B, entonces Im(f) es un cerrado de B.
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Demostracion. O

A partir de las dos proposiciones anteriores obtenemos la factorizacién de un
homomorfismo a traves de su imagen.

Proposicién 5.16 (Noether). Sea f: A——=B un homomorfismo. Entonces hay
un dnico homomorfismo sobreyectivo f*, el sobreyectivizado de f, de A en Im(f)
tal que el diagrama

A

B

Npm(f)

fS
Im(f)

conmuta. FEsta es la factorizacién a través de la imagen de un homomorfismo.
Ademds, si [ es inyectivo, entonces f° es inyectivo, luego biyectivo.

Por otra parte, se cumple que para cada X-dlgebra C, cualquier homomorfismo
g: A——=C y cualquier homomorfismo inyectivo h: C+—=B, si el diagrama

AT

B
h

C

conmuta, entonces existe un dnico monomorfismo t: Im(f)+—C tal que el dia-

grama
\ 1n1m(f

conmuta. De modo que Im(f) es, esencialmente, la minima subdlgebra de B a
través del cual factoriza f.

Proposicion 5.17. Sea f un homomorfismo inyectivo de A en B, g un homomor-
fismo de D en B y h un homomorfismo inyectivo de C en D. Entonces:

1. Una condicidn necesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t
de C en A tal que el diagrama

C—>A

h f

D4>B

conmute, es que Im(go h) C Im(f).
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2. Si A <B yC <D, entonces una condicion necesaria y suficiente para que
exista un homomorfismo t de C en A tal que el diagrama

C
inc[
D

conmute, es que g[C] C A.

LA

IinA
B

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso t estd univocamente de-
terminado y recibe el nombre de birrestriccién de g a C y A.

-

9

Demostracion. O

Proposicion 5.18. Sea A una X-dlgebra. Entonces el conjunto de los cerrados de
A, Cl(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. A€ Cl(A).

2. SiC CCl(A) yC # @, entonces [oee C € CI(A).

3. SiC CCl(A),C # @ ysidados X,Y € C, hay un Z € C tal que XUY C Z,
entonces Joee C € CI(A).

Demostracion. Debido a que es evidente que A es un cerrado de A, nos limitamos
a demostrar las dos ltimas propiedades.

2. Sea C un conjunto no vacio de cerrados de A, o € X, con ar(o) = n y
a € (Neec C)™. Entonces, para cada C' € C, se cumple que F2(a) € C, luego
F2(a) € Neee C-

3. Sea C un conjunto no vacio de cerrados de A tal que dados X,Y € C, exista
un Z € Ctalque XUY C Z, 0 € X, conar(c) =nyac (UoeeC)" Entonces,
para cada i € n, hay un C; € C tal que a; € C;. Ahora bien, por estar la familia de
cerrados C dirigida superiormente, hay un C € C tal que, para cada i € n, C; C C,
luego, para cada i € n, a; € C, pero, por ser C' un cerrado de A, se cumple que
F2(a) € C, por lo tanto que F2(a) € Upee C- O

Corolario 5.19. Sea A una X-dlgebra. Entonces la endoaplicacion Sga del con-
Junto Sub(A), definida como:

g Sub(A) — Sub(A)
BA1 X — N{CecCiA)|XxXCC}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Sga) C CI(A).

2. {X €Sub(A) | X =Sga(X)} =CIl(A).

3. Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A), X C Sga (X).

4. Sga es isdtona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces se
cumple que Sga (X) C Sga(Y).

5. Sga es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), Sga (X) = Sga (Sga(X)).

6. Sga es algebraica, i.e., para cada X C Sub(A), si X # & y para cada
X, Y € X, existe un Z € X tal que X UY C Z, entonces Sga(JX) =
Uxex Sga(X).
Por consiguiente, para cada X C A, Sga(X) es el minimo cerrado de A que contie-
ne a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X. Ademds, a la subdlgebra
de A candnicamente asociada a Sga (X), la denotamos por Sga (X) y la denomi-
namos, también, la subdlgebra de A generada por X.
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Demostracion. Nos limitamos a demostrar las cuatro dltimas propiedades, dejando
las dos primeras como ejercicios.

3. Sea X € Sub(A). Puesto que Sgu (X), por definicién, es (({C € Cl(A) | X C
C'}, es evidente que X C Sgu (X).

4. Sean X,Y € Sub(A) tales que X C Y. Entonces {C € CI(A) | Y C C}
estd incluido en { C' € CI(A) | X C C'}, luego Sga (X) lo estd en Sgu (V).

5. Sea X € Sub(A). En virtud de la extensividad y de la isotonia, se cumple
que Sga (X) C Sga(Sga(X)). Reciprocamente, debido a que Sga (Sga (X)) es el
minimo cerrado de A que contiene a Sga (X) v Sga (X) es un cerrado de A que se
contiene a s{ mismo, se cumple que Sga (Sga (X)) C Sga (X).

6. Sea X C Sub(A), tal que X # @ y para cada X,Y € X, existe un Z € X
tal que X UY C Z. Puesto que, para cada X € X, X C [Jxcp X, podemos
afirmar, en virtud de la isotonia, que, para cada X € &', Sga (X) € Sga(Uxer X)),
por lo tanto (Jycy Sga(X) € Sga(Uxecr X)- Reciprocamente, por ser la familia
de conjuntos X C Sub(A) no vacia y estar dirigida superiormente, la familia de
subdlgebras de A, (Sga (X) | X € X) no es vacia y esta dirigida superiormente, por
lo tanto (Jy ¢ Sga(X) es una subélgebra de A que, ademds, contiene a | Jycp X,
luego también contiene a Sga (Uycr X)-

(]
Sea A una 3-dlgebra. Entonces, para cada subconjunto X de A, Sga(X) =
Urkcy, x Sga(K). En general no se cumple que Sga (X) = U, cx Sga({2})-

Proposicién 5.20. Si B < A y X C B, entonces Sgg(X) = Sga (X)
Demostracion. g

La proposicién anterior nos autoriza, para una 3-algebra A y un subconjunto
X de A, a escribir simplemente Sg(X) en lugar de Sga (X).

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién mas constructiva de la subalgebra generada por un conjunto.
Definicién 5.21. Sea A = (4, F) una X-§lgebra. Entonces:

1. Denotamos por E4 el operador sobre Sub(A), definido como:
Sub(A) —= Sub(A)
AV X — XU (erz F,,[Xar(")}).

2. Si X C A, entonces denotamos por (E; (X) | n € N) la familia en Sub(A)
definida por recursién como:
E) (X) = X,
EX"(X) = EA(EX (X)), n > 0.

Ademaés, convenimos que:

E2(X) = U,en EA(X)
Proposicién 5.22. Si A es una X-dlgebra y X C A, entonces Sga (X) = EX (X).

Demostracion. Demostramos en primer lugar que Sgu (X) € E} (X). Para ello,
debido a que Sga (X) es el minimo cerrado de A que contiene a X, es suficiente
que demostremos que E4 (X) es un cerrado de A y que contiene a X. Ahora bien,
EX(X) = X, luego X C EZ(X). Por otra parte, si ¢ € X, con ar(c) = m y
a € (EX (X))™, entonces, para cada a € m, hay un n, € N tal que a, € E*(X),
pero la familia (E (X) | n € N) es una cadena ascendente, luego hay un 8 € m
tal que, para cada a € m, ER*(X) C EZ" (X), por lo tanto, para cada a € m,

ao € ER?(X), de donde FA(a) € ER* T (X), por consiguiente FA(a) € E (X).
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Para demostrar que ER (X) C Sgu (X) procedemos por induccién finita. Pues-
to que EQ (X) = X y X C Sga(X), se cumple que EQ (X) C Sga (X). Supon-
gamos que, para n > 0, se cumpla que E (X) C Sgu(X). Entonces, ya que
EXT(X) = Ea(EX(X)), para demostrar que EX™(X) C Sga(X), es suficiente
que demostremos que E (X) C Sga (X) y que U, cx Fr[(EX (X))*(@)] C Sga (X).
Ahora bien, lo primero se cumple por la hipétesis de induccién. Sea pues o € 3,
con ar(c) = my a € (E) (X))™, entonces, para cada a € m, aq € Sga(X), luego
FA(a) € Sga(X), por lo tanto F,[(Ex (X))™] C Sga (X). O

Proposicién 5.23. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A eY C A. Entonces
hay un cerrado Z de A tal que X C Z y ZNY = XNY y Z es maximal con dichas
propiedades.

Demostracion. Sea Xxy ={C € Cl(A) | X CCyCNY =XNY }. El conjunto
Xx,y no es vacio, porque X € Xx y. Por otra parte, si (C; | ¢ € I) es una cadena
no vacfa en (Xx y, C), entonces | J;.; C; es, obviamente, el supremo de (C; | i € 1)
en (Xxy,Q), luego, en virtud del lema de Zorn, en el conjunto ordenado (Xx y, <)

hay un maximal Z. O

Definicién 5.24. Sea A es una X-dlgebra y X C A. Decimos que X es un conjunto
de generadores de A, o que X genera A, si Sga(X) = A y que es un conjunto de
generadores minimal de A si es un conjunto de generadores y si ningin subconjunto
estricto de X genera A. Ademds, decimos que A estd finitamente generada, o que
es de generacion finita, si hay un subconjunto X de A tal que card X < Ny y X
genera A. En particular, decimos que A es ciclica si hay un a € A tal que {a}
genera A.

En el estudio de las algebras, como tendremos oportunidad de comprobar, e.g.,
al estudiar todo lo referente a las operaciones polinémicas sobre un &dlgebra, nos
encontraremos ante situaciones en las que queremos demostrar que todos los ele-
mentos de la subdlgebra generada por un subconjunto de un &lgebra tiene una
cierta propiedad. En tal caso, generalizando el principio de la demostracién por in-
duccién finita, procederemos mediante el principio de la demostracién por induccion
algebraica, que pasamos a establecer a continuacién.

Proposicién 5.25. Sea A una X-dlgebra, X C A e Y C Sga(X). Una condicion
suficiente para que Y = Sga (X)), es que X CY y que Y sea un cerrado de Sga (X)
(0, lo que es equivalente, un cerrado de A). En particular, si X es un conjunto de
generadores de A, una condicion suficiente para que Y = A, es que X CY y que
Y sea un cerrado de A.

Demostracion. Supongamos que X C Y y que Y sea un cerrado de Sg 4 (X). Enton-
ces, en virtud de la isotonia, Sga (X) C Sga(Y) =Y, luego, ya que Y C Sg, (X),

Del mismo modo que en el caso del conjunto de los ntimeros naturales, conside-
rado como un algebra de Dedekind-Peano, en el estudio de las algebras, también
surge la necesidad de definir homomorfismos desde ciertas algebras, concretamente
las algebras libres sobre los conjuntos, hasta otras algebras, e.g., para determinar
la conexion de Galois entre las algebras y las ecuaciones, y, asi como en el caso
de los ntimeros naturales demostramos el principio de la definicién por recursion
finita, aqui, cuando estudiemos las algebras libres, demostraremos el principio de la
definicién por recursion algebraica, que nos permitird definir homomorfismos desde
las dlgebras libres, y que estara intimamente ligado al principio de la demostracién
por induccién algebraica.
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Proposicion 5.26. Sea A una X-dlgebra finitamente generada y X un cerrado de
A tal que X # A. Entonces hay un cerrado distinto de A que contiene a X y es
maximal con dichas propiedades.

Demostracion. Sea Xx = {C € CI(A) | X CCy C # A}. El conjunto Xx no es
vacfo, porque X € Xx. Por otra parte, si (C; | ¢ € I) es una cadena no vacia en
(Xx, C), entonces | J;; C; es el supremo de (C; | i € I) en (Xx y, C). En efecto, es
evidente que el cerrado | J;c; C; de A es tal que X C |J;c; C;i y que U;c; Ci # 4,
esto tltimo debido a que si ocurriera que | J,.; C; = A, entonces, ya que A es una X-
algebra finitamente generada, Sgu (F') = A, para una parte finita F' = {a, | €« € n'}
de A, luego, para cada o € n, existirfa un i, € I tal que a, € C;_, pero, por ser
(Ci | i € I) una cadena, existirfa un 3 tal que, para cada « € n, a, € Cy, asi que
F C Cy,, de donde Cj, = A, que es una contradiccién, luego | J;o; Ci € Xx v,
evidentemente es el supremo de (C; | @ € I) en (Xx,y,C). Por consiguiente, en
virtud del lema de Zorn, en el conjunto ordenado (Xx, C) hay un maximal. O

Proposiciéon 5.27. Si A es una X-dlgebra finitamente generada, entonces cual-
quier conjunto de gemeradores de A contiene un subconjunto finito que también
genera A. Ademds, A tiene un conjunto de generadores minimal.

Demostracion. Sea X un conjunto de generadores de A eY = {y, | @« € n} un
conjunto de generadores finito de A. Entonces, ya que Sga (X) = Ugc, x Sga (K)
y Sga (X) = A, se cumple que, para cada « € n, hay un K, Cg, X tal que Yo, € Ka,
1uego UaEn Ka gﬁn X y SgA(UaEn Koz) = A

Para demostrar que A tiene un conjunto de generadores minimal, es suficiente
tomar en consideraciéon que siendo el propio A un conjunto de generadores de A,
A contiene un subconjunto finito que también genera A, luego el conjunto Ga =
{K Can A|Sga(K)= A} # @, por lo tanto el conjunto { card(K) | K € Ga }, no
siendo vacio, tiene un minimo n, es suficiente entonces tomar un K € Ga tal que
card(K) = n para obtener un conjunto de generadores minimal. O

Proposicion 5.28. Sea A una X-dlgebra y X un conjunto de generadores minimal
de A. Si X es infinito, entonces cualquier conjunto de generadores de A es tal que
su cardinal es al menos el cardinal de X. En particular, A no puede ser una -
algebra finitamente generada y dos conjuntos de generadores minimales infinitos
cualesquiera de A tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Por ser X un conjunto de generadores de A, Sga(X) = Ay, por
ser Sga algebraico, Sga (X) = Upc,, x Sga (), luego, para cada y € Y, hay una
parte finita Fy de X tal que y € Sgp(F). Por consiguiente Y C Sgu (U, cy Fy),
pero Sga (V) = A, luego Sgu (X) = Sga(Uyey Fy)s Le., U,ey Fy es un conjunto de
generadores de A y Uer F, C X. Se cumple que Uer F, = X, porque, en caso
contrario, X no serfa minimal. Ademads, Y es infinito, ya que, en caso contrario, X
serfa finito. Por otra parte, se cumple que

card(X) < card(U,ey Fy) < 30 ey Fy < Vo - card(Y) = card(Y).
d
Si A es una X-dlgebra que estd generada por un conjunto infinito numerable, en-

tonces cualquier conjunto de generadores de A contiene un subconjunto numerable
que también genera A.

Proposicion 5.29. Si A es una X-dlgebra, entonces una condicion mecesaria y
suficiente para que toda w-cadena ascendente de subdlgebras de A sea estacionaria
es que toda subdlgebra de A esté finitamente generada.
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Demostracion. La condicion es suficiente. Supongamos que toda subalgebra de A
esté finitamente generada y sea (X, | n € N) una w-cadena ascendente de subélge-
bras de A. Entonces la subélgebra (J,, .y X, tiene una parte finita K = {aq | @ €
n} tal que J,, ey Xn = Sga(K), luego, para cada a € n, hay un n, € N tal que
an € Xy, , pero, por ser (X,, | n € N) una cadena ascendente, hay un g € n tal
que, para cada o € n, X,,, € X, asf que K C X,,;, de donde U Xn =Xy v,
por lo tanto la cadena ascendente (X, | n € N) es estacionaria.

La condicion es mecesaria. Supongamos que A tenga una subdlgebra X que
no esté finitamente generada, i.e., que sea tal que, para cada subconjunto finito
K de X, Sga(K) # X. Entonces, para @ se cumple que Sgp (@) # X, luego
podemos elegir un g € X — Sga (). Puesto que {x0} es un subconjunto finito
de X, Sga({z0}) # X y ademds Sga (&) C Sga({xo}). Por ser Sga ({z0}) # X,
podemos elegir un 1 € X —Sga ({x0}). Puesto que {xg, 21} es un subconjunto finito
de X, Sga({zo,21}) # X y ademds Sga ({z0}) C Sga ({z0,21}). Procediendo de
este modo obtenemos una familia (z, | n € N) en X que da lugar a una w-cadena
estrictamente creciente

neN

Sga (@) CSga{zo}) € ... CSgal{xos--yTn_1}) C...,

de subalgebras de A.

La tltima parte de esta demostraciéon se puede presentar de una manera mas
rigurosa tomando en consideracién el axioma de las elecciones dependientes, que
es estrictamente mas débil que el axioma de eleccion. Recordemos que el axioma
de las elecciones dependientes afirma que para cada conjunto C' que no sea vacio
y cada relacién binaria ® sobre C, si para cada x € C existe un y € C tal que
(z,y) € @, entonces hay una w-sucesién (¢, )nen en C tal que, para cada n € N,
(CnyCny1) € D.

Para el conjunto Subg,(X) y la relacién binaria ® sobre este tltimo conjunto
definida, para dos subconjuntos finitos F', G de X, como:

(F,G)e ®siysblosi F C Gy 3Jre G tal que x € Sgp(F),

se cumple que Subg,(X) # @ y que, dado un subconjunto finito F de X, hay
un subconjunto finito G de X tal que (F,G) € ®, es suficiente tomar como G
el conjunto F U {z}, siendo x cualquier elemento de X — Sg, (F'). Por lo tanto,
en virtud del axioma de las elecciones dependientes, hay una w-sucesién (F),)nen
en Subg,(X) tal que para cada n € N, (F,, Fj,41) € ®, de donde obtenemos la
w-cadena estrictamente creciente

Sga(Fo) C Sga(F1) C ... CSgal(Fn) C ...,

de subalgebras de A. O

Sabemos que, para cada signatura algebraica ¥ y cada X-algebra A, el operador
Sga sobre el conjunto A es un operador clausura algebraico. Demostramos a conti-
nuacién un teorema de Birkhoff-Frink, que establece el reciproco, i.e., que cualquier
operador clausura algebraico sobre un conjunto se puede obtener, de al menos una
forma, a partir de una signatura algebraica y una estructura algebraica para tal
signatura, sobre el conjunto en cuestién.

Teorema 5.30 (Birkhoff-Frink). Si J es un operador clausura algebraico sobre un
conjunto A, entonces hay una signatura algebraica 3 y una estructura de X-dlgebra
F sobre A tal que J coincide con Sg -
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Demostracion. Dado un subconjunto finito X = {xo,...,z,—1 } de A, con n ele-
mentos, y un a € J(X), sea Fx , la operacién n-aria sobre A definida como:
A" — A

e o) — |

a, si{ag,...,an_1}=2X;
agp, si {ao,...,an_l}yéX.

Entonces, para la X-dlgebra A = (A, (Fix,a) xCgund,acs(x)) S€ cumple que J =
Sga . Ahora bien, puesto que ambos, J y Sgu, son algebraicos, serd suficiente que
demostremos, para cada subconjunto finito X de A, que J(X) = Sgu (X).

Sea X Cg, A. Entonces J(X) C Sga(X), porque si a € J(X), ya que X C
Sga(X),Sga(X)esuncerradode Ay, si X ={xo,...,Tn-1}, Fx.alTo,. ., Tn_1) =
a, entonces a € Sga (X).

Veamos que Sgp (X) € J(X). Puesto que Sga (X) es el minimo cerrado de A
que contiene a X, serd suficiente que demostremos que J(X) es un cerrado de A y
que contiene a X. Puesto que lo ltimo es evidente, pasamos a demostrar que J(X)
es un cerrado de A. Sea Y = {4o,...,¥Ym—1 } un subconjunto finito de A, con m
elementos, b € J(Y) y (ao, ..., am-1) € J(X)™. Si {ao,...,am-1} =Y, entonces
Y C J(X), luego J(Y) C J(X), por lo tanto b € J(X). Si {ag,...,am-1} #Y,
entonces Fx 4(ag,...,am—1) = ag, pero también ag € J(X). Asi que Sgu(X) C
J(X). O

Proposicién 5.31. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos y X un subconjunto
de A. Si f y g coinciden en X, entonces también coinciden en Sga (X).

Demostracion. Supongamos que, para cada z € X, f(x) = g(z). Puesto que
Sga (X) = EX(X), para demostrar que f y g coinciden en Sga (X), serd suficiente
que procedamos por induccién finita. Para n = 0, se cumple que f y g coinciden
en EOA(X) = X, por hipétesis. Supongamos que para n > 0, f y ¢ coincidan en
Ex (X). Puesto que E4(X) = Ea (Ex (X)), para demostrar que f y g coinciden en
EZH(X ), serd suficiente que demostremos que, dado un o € X, con ar(¢) = m y un
a € (EXx(X))™, entonces f(F2(a)) = g(F2(a)). Sean pues 0 € ¥, con ar(c) = m
y a € (EX (X))™. Por ser f y g homomorfismos, se cumple que

FEMNa) = FP(f™(a)) v g(Fa) = F7 (g™ (a)),

pero f™(a) = g™(a), porque a € (EX(X))™ y f y g coinciden, por hipétesis, en
EX (X), luego f(F2(a)) = g(F2(a)), luego coinciden en EX™(X). Por lo tanto f
y g coinciden en E} (X), i.e., en Sga (X). O

Proposicién 5.32. Sea f una aplicacion de un subconjunto X de una 3-dlgebra
A en el conjunto subyacente de otra X-dlgebra B. Entonces hay a lo sumo una
extension g de f que sea un homomorfismo de Sga(X) en B.

Demostracion. O

A continuacién establecemos el llamado principio de la prolongacion de las iden-
tidades, que es formalmente idéntico al principio del mismo nombre de la teoria de
espacios métricos (dos aplicaciones continuas entre dos espacios métricos que coin-
cidan en una parte densa del dominio de las mismas, coinciden en todo el dominio).

Corolario 5.33. Sean f,g: A—=B dos homomorfismos y X un subconjunto de
A tal que Sga(X) = A. Si f y g coinciden en X, entonces f = g.

Demostracion. En virtud de la proposicién 5.31, por coincidir fy g en X, coinciden
en Sga (X), pero Sga (X) = A, luego coinciden en A. O
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Sean A y B dos X-algebras. Entonces hay a lo sumo un homomorfismo de
Sga () en B. Ademas, si tal homomorfismo existe, tiene como imagen la subdlge-
bra de B generada por &.

Proposicion 5.34. Sea f una biyeccion de un conjunto de generadores X de una
3-dlgebra A en un conjunto de generadores Y de otra 3-dlgebra B. Si g y h son
extensiones homomorfas de f y de la inversa f~' hasta A y B, resp., entonces g
es un isomorfismo de A en B, cuyo inverso es h.

Demostracion. O

Corolario 5.35. Sea f: A——=B un homomorfismo y X un subconjunto de A tal
que Sga (X) = A. Entonces f es inyectivo precisamente si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. f es inyectiva sobre X, i.e., f1X es inyectiva.

2. inx o (f1X)~! tiene una extension homomorfa hasta Sgg(Im(f]X)), i.e.,
hay un homomorfismo g: Sgg(Im(f1X))—= A tal que el diagrama:

Ny 1 x

T (f1X) —L 2 g (tm(£1X))

iny o (f1X)™* !

A

conmuta.

Demostracion. Puesto que X un conjunto de generadores de A, el conjunto f[X] es
un conjunto de generadores de Im(f). Luego f[X, por ser inyectiva, establece una
biyeccién entre el conjunto de generadores X de A y el conjunto de generadores f[X]
de Im(f), por lo tanto podemos aplicar la proposicién anterior a esta situaciéon. O

Proposicion 5.36. Sea f: A——=B un homomorfismo de X-dlgebras, X un cerra-
do de A eY uno de B. Entonces f[X] € CI(B) y f~![Y] € CI(A). En particular,
Im(f) € CI(B).

Demostracion. O

La proposicién que establecemos a continuacién afirma, por comparacién con la
situacion en topologia, que los homomorfismos entre algebras son ademas cerrados,
i.e., conmutan con el operador de formacion de subdlgebras.

Proposicion 5.37. Sea f: A——=B un homomorfismo de X-dlgebras y X C A.
Entonces f[Sga(X)] = Seg(f[X]), i.e., el diagrama:

Sub(A) i Sub(B)

Sga Sgs
Sub(A) Sub(B)
conmuta.
Demostracion. Puesto que X C Sga (X), f[X] C f[Sga (X)]. Ahora bien, Sgg(f[X])
es la minima subdlgebra de B que contiene a f[X]y f[Sga (X)] es una subélgebra

de B que contiene a f[X], por lo tanto Sgg(f[X]) C f[S gA(X)].
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Para demostrar la inversa, ya que Sga (X) = U,,cy EA(X) ¥ flUnen EA(X)] =
Unen fIEA(X)], es suficiente que demostremos, por induccién finita, que, para cada
n €N, fIEX(X)] C Sgp(fX]).

Para n = 0, se cumple que f[E} (X)] C Sgg(f[X]), porque f[EA(X)] = f[X].
Supongamos que, para n > 0, se cumpla que f[E’R (X)] C Sgg(f[X]). Entonces, ya
que B3 (X) = ER (X) UU, 5 FAER (X)) y

FEAX) UU,ex FAEA (X)) = fIER(X)] U U, exfFAER (X))
para demostrar que f[ERT(X)] C Sgg(f[X]), es suficiente que demostremos que
FIEAX)] € Sgp(fIX]) v que U, es FIER [ER (X)™)]] € Sga(X). Ahora bien, lo
primero se cumple por la hipétesis de induccién. Sea pues o € X, con ar(c) = m

y a € (Ex(X))™, entonces, ya que f(F(a)) = F2(f™(a)), y f™(a) € Sgg(f[X]),
se cumple que f(FA(a)) € Sgg(f[X]), por lo tanto EXT(X) C Sgg(f[X]). O

Proposicion 5.38. Sea f: A——=B un homomorfismo de 3-dlgebras y X un sub-
congunto de A tal que Sga(X) = A. Entonces f es un homomorfismo sobreyectivo
precisamente si f[X] es un conjunto de generadores de B.

Demostracion. O
5.3. Congruencias.

Definicién 5.39. Sea A una X-ilgebra y ® una relacién binaria en A. Decimos
que ® es una congruencia sobre A si ® es una relacién de equivalencia sobre A y
si, para cadan € N—1, cada o € X,,, y cada (x; | i € n), yl\ZEn)eA” si, para
cadai€n, x; =y; (mdd @), entonces F,(z; |i €n) = F,(y; |i €n) (méd D).
Denotamos por Cgr(A) el conjunto de las congruencias sobre la 3-dlgebra A.

El ejemplo de congruencia que consideramos a continuacién lo usaremos mas ade-
lante, cuando tengamos que demostrar que las dlgebras libres sobre dos conjuntos
son isomorfas exactamente si tales conjuntos lo son.

Ejemplo. Si A una X-algebra, entonces la relacién de equivalencia sobre A de-
terminada por la particién {{a} | a € A —J,cx Im(Fy) } U{U,ex Im(F,) }, es
una congruencia sobre A. Observemos que dos elementos z,y € A estan relacio-
nados, mediante la relacion de equivalencia anterior, precisamente si x = y o hay
m,n €N, hayuno € X,,,, un 7 € ¥, una € A™ y un b € A" tales que z = F,(a)
ey =F.(b).

Proposicion 5.40. Sea A una X-dlgebra. Entonces el conjunto de las congruencias
sobre A, Cgr(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A x A, i.e., tiene las
siguientes propiedades:
1. Ax AeCgr(A).
2. Si(®; | i€ 1) es una familia no vacia en Cgr(A), entonces )
congruencia sobre A.
3. 51 (®; |i€l) es una familia no vacia en Cgr(A) y si dados i,j € I, hay
un k € I tal que ®; U ®; C ., entonces Uiel ®; es una congruencia sobre
A.

el P, es una

Demostracion. O

Corolario 5.41. Sea A una X-dlgebra. Entonces la endoaplicacion Cgp del con-
junto Sub(A x A), definida como:

Oy | Sub(A x A) —= Sub(4 x A)
gA{ o — {VeCgr(A)|®C T}

tiene las siguientes propiedades:
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1. Im(Cgy ) C Cgr(A).

{P € Sub(Ax A)| ®=Cgn(®)} =Cgr(A).

3. Cga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada ® € Sub(A x A), & C
Cga(®).

4. Cgp es isdtona, i.e., para cada ®, ¥ € Sub(A x A), si & C U, entonces se
cumple que Cgp (V) C Cgp (V).

5. Cga esidempotente, i.e., para cada @ € Sub(Ax A), Cga (P) = Cgp (Cga(P)).

6. Cga es algebraica, i.e., para cada familia (®; | i € I) en Sub(A x A), si
I # @ ypara cada i,j € I, existe un k € I tal que ®; U P; C @y, entonces
se cumple que Cga (U;c; ®i) = U;er Cga(Pi).

Por consiguiente, para cada ® C A x A, Cga(®P) es la minima congruencia sobre
A que contiene a @, y la denominamos la congruencia sobre A generada por ®.

N

Demostracion. Nos limitamos a demostrar las cuatro tltimas propiedades, dejando
las dos primeras como ejercicios.

3. Sea @ C A x A. Puesto que Cgy (P), por definicién, es ({ ¥ € Cegr(A) | & C
U}, es evidente que Phi C Cgy (P).

4. Sean &, ¥ C A x A tales que ® C U. Entonces {O € Cgr(A) | ¥ C O}
estd incluido en {© € Cgr(A) | @ C O }, luego Cga (P) lo estd en Cgp (V).

5. Sea & C A x A. En virtud de la extensividad y de la isotonia, se cumple
que Cgp (P) C Cga(Cga(P)). Reciprocamente, debido a que Cga (Cga (P)) es la
minima congruencia sobre A que contiene a Cgp (P) y Cga (P) es una congruencia
sobre A que se contiene a si misma, se cumple que Cgp (Cga (P)) C Cga (D).

6. Sea (®; | @ € I) una familia en Sub(A x A), tal que I # @ y para cada
1,7 € I, existe un k € I tal que ®; U ®; C ;. Puesto que, para cada i € I, ®; C
U,er @i, podemos afirmar, en virtud de la isotonfa, que, para cada i € I, Cga (®;) C
Cga (U;cr ®:), por lo tanto (J;o; Cga(®i) € Cga(U;e; i) Reciprocamente, por
ser la familia de relaciones (®; | ¢ € I) no vacia y estar dirigida superiormente,
la familia de congruencias de A, (Cga(®;) | ¢ € I) no es vacfa y estd dirigida
superiormente, por lo tanto | J,.; Cga (®;) es una congruencia sobre A que, ademds,
contiene a J;c; ®;, luego también contiene a Cga (U;c; Pi). O
Proposicién 5.42. El conjunto Cgr(A) de las congruencias sobre un dlgebra A es
un subreticulo completo del reticulo Eqv(A) de las equivalencias sobre A.

Demostracion. La proposicion significa que si (®; | ¢ € I) es una familia de con-
gruencias sobre A, entonces el infimo y el supremo de tal familia en Eqv(A4), son
de hecho congruencias sobre A.

Nos limitamos a demostrar el caso del supremo, dejando el del infimo como
ejercicio. Sean € N—1,0 € X,y (zo | @ €n), (Yo | @ € n) € A™ tales que, para
cada €1, To = Yo (méd \/, ; ;). Entonces, ya que en Eqv(A) se cumple que

k€N —13(a0)acks1 € A 3(ig)aer € T* }

o= {(e.0) € 2°
tal que © =ag, y = ar ¥y Va € k(aq,a0+1) € D4,

iel

podemos afirmar que hay sucesiones finitas de elementos de A y congruencias de la
familia (®; | i € I) tales que

To = Zo,oq)io,OZOJ ce ZO,kofl(I)io)ko_le,ko =7Yo
1 = 21,094, 4 21,1 21k —1Piy o, 121k = Y1

Tpo1=2n-1,0Pi, 1 0%n-11 ° Zn—1ky1-1Pi, 4,

ﬂ_l,lzn—l,kn_l = Yn—-1
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Luego tenemos que

Fo(2o,21,. -, Tn—1) = Fo(yo, 21, s Tp—1)  (md Vjgep Pig )
Fo(yo, 71, Tn-1) = Fo(Yo, 41+, Tn—1) (méd \/ﬁekl (I’il,ﬁ)

Fo’(y()»yla cee 7yn727$n71) = Fo’(y(),yla cee 7yn727yn71) (méd \/Bekn71 (bin_l,[g)'

Por lo tanto
Fo(wo,. - n1) = Fy (o, yn1)  (méd \/ \/MG ®;, ).
Asi que podemos afirmar que
Fo(wo, s ¥n1) = Fo(yo, - yn—1) (méd \/ _ @),

lo cual demuestra que \/._; ®; es una congruencia sobre A.

i€l
O

Antes de pasar a demostrar que el reticulo de las congruencias sobre un algebra A

es algebraico, convenimos que, para una parte X de A, Cg(X) denota la congruencia

sobre A generada por X 2. En particular, para X = {a,b}, usamos Cg(a, b), en lugar
de Cg({a,b}).

Proposicién 5.43. El reticulo Cgr(A) de las congruencias sobre un dlgebra A,
es algebraico.

Demostracion. Demostramos en primer lugar que, para cada congruencia ¢ sobre

A se cumple que:
o = \/(a,b)E‘i’ Cg(a,b).

Es evidente que ® C \/, 4 cq C8(a, ). Reciprocamente, si (z,y) € V, )ce Cg(a,b),
entonces hay un n € N — 1, una familia (¢, | @ € n+ 1) € A"! y una familia
((aasba) | @ € n) € O™ tales que = ¢p, y = ¢, ¥, para cada @ € n, ¢4 = Cay1
(méd Cg(an,by)). Luego, para cada o € n, Cg(aqy,bs) C P, porque (aq,bs) € P,
por lo tanto, para cada o € n, ¢q = co41  (m6d @). De donde x =y (médd D) y
por lo tanto \/, ;e Cgla,b) C @.

Demostramos ahora que, para cada (a,b) € A%, Cg(a, b) es compacta en Cgr(A).
Sea (®; | i € I) una familia de congruencias sobre A tal que Cg(a,b) C \/,.; ®;.
Entonces (a,b) € V,c; ®;, luego hay un n € N — 1, una familia (¢, | @ € n +
1) € A" y una familia (i, | @ € n) € I" tales que a = cg, b = ¢, y, para
cada a € n, cq = Cay1  (mdd ®;, ). Por lo tanto a = b (méd /., ®i,). luego
Cg(a,b) € Ve, i, - Por consiguiente Cg(a,b) es compacta.

U

Proposicién 5.44. Sea A una X-dlgebra, ® una relacion binaria en A y ¥ una
congruencia sobre A. Entonces hay una congruencia © sobre A tal que ¥ C © y
ONOd=UN>® y O es maximal con dichas propiedades.

Demostracion. O

La proposicién anterior se usa, sobre todo, cuando la relacién binaria ® consta
de un tnico par (a,b) en el que a # b y la congruencia ¥ sobre A es la diagonal.
Entonces hay una congruencia © sobre A tal que © N ® = &, i.e., (a,b) € O,y O
es maximal con dicha propiedad.

Teorema 5.45 (Gritzer-Schmidt). Si L es un reticulo algebraico, entonces hay
una signatura algebraica X y una X-dlgebra dlgebra A tal que L es isomorfo al
reticulo algebraico Cgr(A).

Demostracion. O
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Proposiciéon 5.46. Sea f: A——=B un homomorfismo de X-dlgebras. Entonces
el nicleo de f, i.e., Ker(f) = {(z,y) € Ax A| f(x) = f(y) }, es una congruencia
sobre A.

Demostracion. O

Proposiciéon 5.47. Si f: A——=B es un monomorfismo, entonces es un homo-
morfismo inyectivo.

Demostracion. O

Proposicién 5.48. Sea A una X-dlgebra y ® € Cgy, . Entonces hay una X-dlgebra
A /D, la X-dlgebra cociente de A entre ®, y un homomorfismo prg: A—=A /P,
la proyeccién canénica de A en A /P, tal que:
1. Ker(prg) = .
2. (Propiedad universal) Para cada homomorfismo f: A—=B, si ® C Ker(f),
entonces hay un dnico homomorfismo g: A/® —=B tal que el diagrama:

r
A A
9

B
conmuta.

Demostracion. O

La siguiente proposicién establece que toda imagen homomorfa de una X-algebra
es isomorfa a un dlgebra cociente de la misma.

Proposiciéon 5.49. Sea f: A ——= B un homomorfismo sobreyectivo de %-dlgebras.
Entonces A/ Ker(f) es isomorfa a B.

Demostracion. O

A continuacién establecemos la factorizacién de un homomorfismo a traves de
su nucleo.

Proposicién 5.50 (Noether). Sea f un homomorfismo de A en B. Entonces hay
un 1inico homomorfismo inyectivo f!, el inyectivizado de f, de A /Ker(f), la coima-
gen de f, en B tal que el diagrama

A

B
fi

A /Ker(f)

conmuta. Esta es la factorizacién candnica a través de la coimagen de un homomor-

fismo. Ademds, si f es sobreyectivo, entonces f' es sobreyectivo, luego biyectivo.
Por otra parte, se cumple que para cada 3-dlgebra C, cualquier homomorfismo

sobreyectivo g: A — C y cualquier homomorfismo h: C—=B, si el diagrama

PIKer(f)

g h

C
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conmuta, entonces existe un unico homomorfismo sobreyectivo t: C— A /Ker(f)
tal que el diagrama

conmuta.

O

Demostracion.

Proposicion 5.51. Sea f un homomorfismo sobreyectivo de B en A, h un homo-
morfismo sobreyectivo de D en C y g un homomorfismo de B en D. Entonces:
1. Una condicidn necesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t
de A en C tal que el diagrama

B4f|>A

~+

9

conmute, es que Ker(f) C Ker(ho g).

2. 51 ® es una congruencia sobre B y ¥ una congruencia sobre D, entonces
una condicion necesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t de
B/® en D/ tal que el diagrama

T
B— . B/o

g t
——+=D/V
D Pry /
conmute, es que, para cada x,y € B, si (z,y) € D, entonces (g(x),g9(y)) €

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso t estd univocamente de-

terminada.

Demostracion. O

Proposicién 5.52. Sean ®,¥ € Cgr(A) y & C V. Entonces se cumple:

1. U/® es una congruencia sobre A /P.
2. Existe un dnico homomorfismo pe.w de A/® en A/V tal que pp .y oprg =
pry, t.e., el diagrama

A/D i A/
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conmuta. Ademds, ps,w es sobreyectivo.
3. (A/®)/(T/®) es isomorfa a A/T.
4. ¥/® = Ker(ps,v)-

Demostracion. O

En la proposicion que sigue demostramos que un homomorfismo factoriza a traves
de su ntucleo y de su imagen.

Proposicién 5.53. Sean A y B dos X-dlgebras y f: A —=B un homomorfismo.
Entonces el diagrama:

A B

Nim(f)

PTKer(f) ‘

A/ Ker (f) ——Tm(/)

conmuta, siendo f° la biyectivizada de f. Ademds, el siguiente diagrama conmuta:

pr er
A K—(f)> A/ Ker(f)

b
: / f

Im(f) ——B
WMIm(f)

Proposicién 5.54. Sea f: A——=B un homomorfismo de 3-dlgebras. Si ® €
Cgr(B) entonces la imagen inversa de ® mediante f? es una congruencia sobre A,

i.e., (f2)71®] € Cgr(A).

Proposicién 5.55. Sea A una X-dlgebra, X € Sub(A) y & € Cgr(A). Entonces
se cumple que:

1. Sate(X) € Sub(A).
2. @ | Sate(X) es una congruencia sobre Satg(X).
3. X/(® | X) ySate(X)/(P | Sate(X)) son isomorfas.

Demostracion. O

Proposicién 5.56. Sea A una X-dlgebra y ® € Cgr(A). Entonces se cumple que
los reticulos (ft ®,C) y Cgr(A/®) son isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo viene dado por la aplicacién

f & — Cgr(A/®)
U +— U/
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La proposicién anterior se puede ilustrar con la siguiente figura:
Va Vase

AT

' ) Anse

/

S
Aa

Proposicion 5.57. Sea f: A——=B un homomorfismo sobreyectivo de X-dlgebras.
Si & C A?, entonces

F?[Ker(f) v Cga(®)] = Cep(f*[@)).

Demostracion. (f2)~[Cgg(f2[®])] es una congruencia sobre A que contiene a
® U Ker(f), luego contiene a Ker(f) V Cga (®), asi que, por ser f sobreyectiva,
Ceg(f?[®]) contiene a f2[Ker(f) V Cga (®)].

Por otra parte, al ser f un homomorfismo sobreyectivo, hay un isomorfismo entre
los conjuntos ordenados (ft Ker(f), C) y Cgr(B). Pero Ker(f) C Ker(f) V Cga ()
asf que corresponde a una congruencia f?[Ker(f)V Cga (®)] que contiene a f2[®],
luego f2[Ker(f) V Cga (®)] contiene a Cgg(f2[®]). O

5.4. Extensién de una signatura por un conjunto. Para un conjunto X y
una signatura algebraica ¥ = (X, ar), denotamos por L[] X, el coproducto de ¥
y X, ie., el conjunto (X x {0}) U (X x {1}), por iny la inclusién candnica de X
en L[] X, ie., la aplicacién de ¥ en X[ X que a un o € ¥ le asigna (o,0), y por
inx la inclusién canénica de X en L[] X, i.e., la aplicacién de X en X[ X que a
un z € X le asigna (z,1). Ademds, convenimos, para abreviar, en denotar por (o)
el valor de la aplicacién 751y x o ing de ¥ en MI(X ][ X), en 0 € X, y por () el
valor de la aplicacién n511 x o inx de X en MI(X ] X), en z € X. Obsérvese que
si no hiciéramos tales convenios notacionales, deberfamos escribir ((o,0)) en lugar
de (o), y ((z,1)) en lugar de (z).

Proposicién 5.58. Sea ¥ = (X, ar) una signatura algebraica, X un conjunto y ko
la aplicacion de X en N que a cada x € X le asigna como valor 0. Entonces hay
una unica aplicacidn ar[X] de S]] X en N tal que el diagrama:

iny iny

2 SIIX

X

ar ar[ X o
|

conmuta.

Demostracion. Es suficiente tomar como aplicacién ar[X] de X[ X en N, la que
asigna a (0,0), con o € X, como valor ar(o), y a (z,1), con x € X, como valor
0. O

La proposicién anterior afirma simplemente que una signatura algebraica 3 =
(X,ar) y un conjunto de variables X, determinan, univocamente, otra signatura
algebraica X[X| = (Z]] X, ar[X]), la extensién de ¥ por X, cuyo conjunto de
simbolos de operacién, se obtiene agregando, de manera disjunta, al conjunto de
simbolos de operacién dado X, el conjunto de las variables X, pero consideradas,
ahora, como simbolos de operacién 0-arios.
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Proposicién 5.59. Sea ¥ una signatura algebraica, X un conjunto y ar[X] la
dnica aplicacion de X[ X en N tal que el diagrama:

in in
5 N[ X X
ar[ X
ar ¢ Ko
N

conmuta. Entonces hay un tnico morfismo ar[X]F: MI(Z ] X) — (N, +,0) que
extiende a la aplicacion ar[X], i.e., ar[X]* es el tinico morfismo del monoide M1(X ] X)
en el monoide (N, +,0) tal que el diagrama:

N1l x

SIIX MI(Z ] X)

ar[X] arlXJ?
N

conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 5.60. Sea 3 una signatura algebraica, X un conjunto y k1 la aplica-
cion de X[ X en N que a cada miembro de X[ X le asigna como valor 1. Entonces
hay un dnico morfismo |-|: MI(E ] X) — (N, +,0) que extiende a la aplicacion
k1 de S]] X en N, ie., || es el dnico morfismo del monoide MI(Z ][ X) en el
monoide (N, +,0) tal que el diagrama:

n
SIIX P

MI(S]] X)

> I

N
conmuta.

Demostracion. O

5.5. Existencia del dlgebra libre sobre un conjunto. Nos proponemos de-
mostrar, en lo que sigue, que dada una signatura algebraica 3 y un conjunto X,
existe una X-algebra Tx(X), la X-algebra absolutamente libre sobre X, y una
aplicacién nx de X en Tx(X), la inclusion de los generadores, tal que para cada
S-algebra A y cada aplicacién f: X —s A, hay un tnico -homomorfismo f* de
Ts(X) en A tal que el diagrama:

X

conmuta.
Para obtener la 3-algebra absolutamente libre sobre un conjunto X, definimos en
primer lugar, explicitamente, una 3-algebra Wy (X), la X-algebra de las palabras

sobre X, cuyo conjunto subyacente estara formado por todas las palabras sobre el
alfabeto L[] X.
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Definicién 5.61. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Denotamos por
W (X) la 3-algebra cuyo conjunto subyacente, Wx (X), es el conjunto MI(X [ X),
formado por todas las palabras sobre el alfabeto X[ X, y cuyas operaciones es-
tructurales, F,, para cada o € X, son las definidas como:

F{@MEHXWW)>M@HX)
L (Bljcar(o)) — (o) AA(P; ] ] €ar(o))

i.e., como la concatenacién de la palabra (o) y de las palabras P;, con j € ar(o).
A la X-algebra Wx(X) la denominamos la 3-algebra de las palabras sobre X.

Ademds, para cada o € X, con ar(c) = n, y con el fin de abreviar, denotaremos la

accién de F,, sobre la familia finita de palabras (P; | j € n) como ()P - - Py_1.

En lo anterior, las operaciones estructurales, F,, se han podido definir, de cierta
manera candnica, esencialmente, porque MI(X ][ X) ademds de ser un conjunto,
estd dotado de una estructura de monoide, gracias, en particular, a la operacién de
concatenacion de palabras. Es por ello, entre otras razones, por lo que el concepto
de monoide es tan importante.

Ahora que disponemos de la 3-algebra W (X), asi como del concepto de subélge-
bra de una X-édlgebra, definimos la 3-algebra absolutamente libre sobre un conjun-
to.

Definicién 5.62. Sea X una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces la
X-algebra absolutamente libre sobre X, denotada por Tx(X), es la subdlgebra de
Ws(X) candénicamente asociada a Sgwyx)({ () | # € X }), i.e, al cerrado de
W (X) generado por { (x) | z € X }. A los miembros del conjunto Ts(X), subya-
cente de la X-algebra T (X), los denominamos simbolos de operacidn polindmica
o términos con variables en X.

En virtud de la definicién, sabemos que Tx(X) es la subdlgebra de Wx(X)
candnicamente asociada al cerrado de Wx(X) generado por { (z) | z € X }, pero
desconocemos, en principio, si los términos o simbolos de operacién polinémica
con variables en X, admiten alguna representacion canénica. Vamos a demostrar,
siguiendo a Bourbaki, que, de hecho, los términos si tienen una representacién
canédnica. Pero antes de ello, introducimos el concepto de sucesidn de formacidn
de una palabra, relativa a una signatura algebraica y a un conjunto de variables,
mediante el cual daremos otra caracterizacién del conjunto Ts(X), que no seré,
esencialmente, mas que otra versién del hecho de que Tx(X) = Ew, (x)({ (z) |z €
X1}).

Definicién 5.63. Sea X una signatura algebraica, X un conjuntoy P € MI(Z ] X).
Una sucesion de formacion para P, relativa a 3 y X, es una familia finita no vacia
(P; | i € n) en MI(X]]X), ie., un miembro de (J,cy_; Fnc(n, MI(X]] X)) que
tiene las siguientes propiedades:
1. P=P, .
2. Vien,dx e X tal que P, = (x), 0 do € Xg tal que P, = (¢), 0 Ip e N—1,
Jdo e X,y (ia | @ €p)€iP tal que Py = (0)P;, - P, _,.
Denotamos por Lx(X) el conjunto de todas las palabras P € MI(XZ][[X) pa-
ra las que existe alguna sucesién de formacidn, i.e., Ls(X) es el subconjunto de
MI(EZ]] X) que consta precisamente de las palabras P € MI(X ][] X)) para las que
IneN-1,3(P |i€n) € Fne(n, MI(Z]][ X)) tal que P = P,_1 y Vi € n,
Jr e X talque P, = (z),030 € Egtal que P, = (0),0Ip e N-1,J0 €%,y
J(ia | @ € p) € iP tal que P; = (o) Py, --- P, _,.
Proposicion 5.64. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se

cumple que Tx(X) = Lx(X).
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Demostracion. Puesto que Tx(X) es el minimo cerrado de W (X) que contie-
ne a {(r) | * € X}, para demostrar que Tx(X) C Lx(X), serd suficiente que
demostremos que L (X) es un cerrado de Wx(X) y que contiene a { (z) | z € X }.

Se cumple que {(z) | z € X} C Lx(X), porque, dado un =z € X, la familia
(P; ] i€ 1) con Py = (x), es una sucesién de formacién para (z). Ademds, dado
un o € X, con ar(c) = p, y una familia (Q; | j € p) en Lx(X), en virtud de la
definicién de L (X), tenemos que, para cada j € p, In; e N—1, 3(P;; | i € nj) €
Fnc(n;, MI(X]] X)) tal que Q; = Pjn,—1 y Vi € nj, 3z € X tal que P;; = (),
o030 € Xytal que Pj; = (0),03g € N—1,3Fr € £, y Ika | @ € q) € i tal
que Pj; = (7)Pjk, -+ Pjk,_,- Situaciéon que resumimos, parcialmente, mediante la
matriz:

Py Py Pono—1 = Qo
Pio Py Pin-1=01
prl,O prl,l prl,np_lfl :prl

Luego paran = (Zje;; nj) +1 y tomando como (P; | i € n) la familia cuyo tltimo
término es (0)Qo---@Qp—1 y siendo los otros términos los formado por los de la
matriz, recorridos de izquierda a derecha y de arriba abajo, se cumple que (P; |
i € m) es una sucesién de formacién para (o)Qo - Qp—1, luego (0)Qo - Qp—1 €
Ls(X). Por consiguiente Ly (X) es un cerrado de W (X). De todo ello concluimos
que Tx(X) C Ls(X).

Demostramos ahora que Ly (X) C Tx(X). Sea P € Lx(X). Entonces, por defi-
nicién, P € MI(E ][ X) para el que 3n e N—1, 3(P; | ¢ € n) € Fne(n, MI(E]] X))
tal que P = P,_1 y Vi € n, 3z € X tal que P, = (z), o o € ¥y tal que P, = (o),
odpeN-1,30 € X,y I(ia | @ € p) € tal que P, = (0)P;,---P;,_,. De-
mostramos que P = P,_; € Tx(X), por induccién sobre i € n. Para i = 0,
Py € Tx(X), porque, en este caso, Py o bien es de la forma (z), para algin z € X,
y entonces Py € Ts(X), porque {(z) | z € X} C Tx(X), o bien es de la forma
(0), para algun o € X, y entonces Py € Tx(X), porque Ts(X) es un cerrado
de Wx(X). Sea k € n y supongamos que Vi € k, P, € Tx(X). Entonces, por
definicién, 3z € X tal que P, = (z), o Jo € Xy tal que P, = (o), 0 Ip € N — 1,
Jdo € ¥,y ia | @ € p) € P tal que P, = (0)P;, --- P;,_,. Es evidente que en los
dos primeros casos P, € Tx(X). En el ultimo caso también P € Tx(X), porque al
ser, por hipétesis, Py,..., Pr—1 € Ts(X), también P;,...,P; _, € Ts(X), luego,
ya que Ts(X) es un cerrado de Wx(X), P, = (0)FP;, -+ P;,_, € Ts(X). Asi que,
para cada k € n, P, € Tx(X), luego, para k =n—1, P = P,_; € Tx(X). Por lo
tanto LE(X) - TE(X) U

Antes de demostrar que los simbolos de operacién polinémica tienen una repre-
sentacion candnica, introducimos unas nociones auxiliares de la teoria de monoides,
y unas propiedades especiales del monoide libre sobre un conjunto, que nos seran
de utilidad para alcanzar el objetivo mencionado.

Definicién 5.65. Sea A un conjunto y P,Q € MI(A).

1. Decimos que @ un segmento de P si hay dos palabras X, Y € MI(A) tales
que P =X A Q LY. Ademés, si | X| = k, entonces decimos que la palabra
() empieza en el k 4+ 1-ésimo lugar.

2. Decimos que () un segmento inicial de P, y lo denotamos por @ <y P,
si hay una palabra Y € MI(A) tal que P = Q ALY, y que es un segmento
inicial estricto de P, y lo denotamos por @) <pre P, si es un segmento inicial
de PysiQ#P.
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Proposicién 5.66. Sea A un conjunto. Entonces MI1(A) es regular o cancelativo,
i.e., el monoide libre sobre A tiene las siquientes propiedades:
1L.VX,PQeM(A(XAP=XAQ)— P=Q).
2. VX, P,QeMI(A)(PAX =QArX)—P=0Q).

Demostracion. O

Proposicién 5.67. Sea A un conjunto, P € MI(A) y X eY dos segmentos iniciales
de P. Entonces X es un segmento inicial de Y, oY es un segmento inicial de X.

Demostracion. O

Definicién 5.68. Sea X una signatura algebraica, X un conjuntoy P € MI(EZ ][] X).
Decimos que P es una palabra equilibrada, relativa a 3 y X, si cumple las siguientes
condiciones:

1. |P| = ar[X]*(P) + 1.

2. Para cada segmento inicial estricto @ de P, |Q| < ar[X]*(Q)

Denotamos por Bals(X) el conjunto de todas las palabras equilibradas, relativas a
Yy X.

Proposicién 5.69. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Tx(X) C Baly(X).

Demostracion. Puesto que T (X) es el minimo cerrado de Wx(X) que contiene
a {(z) | * € X}, para demostrar que Tx(X) C Balxs(X), serd suficiente que
demostremos que Bals;(X) es un cerrado de Wx(X) y que contiene a { (z) | x €
X}

Se cumple que { (z) | x € X } C Bals(X), porque, para cada x € X, la palabra
(x) es equilibrada, ya que, por una parte, al ser |(z)] = 1 y ar[X]*((z)) = 0,
tenemos que |(z)| = ar[X]*((x)) + 1, y, por otra, si Q es un segmento inicial propio
de (x), entonces, necesariamente, () = A, y para la palabra vacia tenemos que
I\ < ar[X]#(\), ya que 0 < 0.

Demostramos a continuacién que, para cada o € X, con ar(c) = p, y cada familia
(P | j € p) en Bals(X), la palabra (0)Fy - - - P,_1 es equilibrada.

Si p = 0, entonces la palabra (o) es equilibrada ya que, por una parte, al ser
|(0)| = 1y ar[X]*((0)) = 0, tenemos que |(0)| = ar[X]*((c)) + 1, y, por otra, si Q
es un segmento inicial propio de (o), entonces, necesariamente, () = A, y para la
palabra vacfa tenemos que |\| < ar[X]*()\), ya que 0 < 0.

Si p # 0, entonces:

(@) Po- - Ppi| = [(0)] + Sy, P (porque || es morfismo)
=1+ 5l
=1+ Zjep(ar[X]ﬁ(Pj) +1) (porque P; € Bals (X))

=14p+ 2 e,ar[ X (P))
=1+ ar[X]((0) + XZe,ar[XJF(P))  (porque ar[X]*((0)) = p)
=1+ar[X]*((o)Py--- Pp_1) (porque ar[X]* es morfismo).

Por lo tanto se cumple, para la palabra (o)P - - - P,—1, la primera condicién defini-
toria del concepto de palabra equilibrada.
Sea () un segmento inicial estricto de (¢)Py--- P,—1. Entonces, o bien hay un
i € p— 1 para el cual la palabra P; es un segmento de (), o bien no es ése el caso.
Si no hay ningun ¢ € p—1 para el cual P; sea un segmento de @), entonces, o bien
Q = )\, o bien Q = (0), o bien @ = (0)R, siendo R un segmento inicial estricto de
Py. Si Q = ), entonces |\| < ar[X]¥(\); si Q = (o), entonces |(0)| < ar[X]*((0)),
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ya que |(0)| = 1, ar[X]*((0)) = p y, por hipétesis 1 < p; si Q = ()R, siendo R un
segmento inicial estricto de Py, entonces

Q| = [(o)] + |R] (porque |-| es morfismo)
<1+ ar[X]*(R) (porque Py € Bals(X) y R <pre Po)
< p+ ar[X]*(R)
= ar[X]*((0)) + ar[X]*(R)
= ar[X]*((0)R)
= ar[X]}(Q)

De modo que si ) un segmento inicial estricto de (¢)Fp - -- P,—1 y no hay ningin
i € p— 1 para el cual P; sea un segmento de @, entonces |Q| < ar[X]*(Q).

Bajo la misma hipdtesis de que ) sea un segmento inicial estricto de (o) Py - - - Pp—_1,
supongamos que exista un ¢ € p — 1 para el cual P; sea un segmento de ). Sea en-
tonces g el maximo de entre los i € p—1 para los cuales se cumple que la palabra P;
sea un segmento de Q). Entonces Q = (0)Fy - -+ P;R, siendo R un segmento inicial
estricto de P,4+1 (ya que si R no fuera un segmento inicial estricto de P,41, ¢ no
serfa el méximo con la propiedad indicada), y tenemos que:

Q1 = ()] + (zjeqﬂm) +|R| (porque || es morfismo)
=1+ (Sjepni @lXF(B) + 1)) +|R
=1+ (q+1)+ (zjeqﬂar[X]ﬁ(Pj))ﬂm
<» +( sear X)) 4 arlXJF(R) (porque g < p— 2y R <pre Pyi)
ar[XJ((0) Py - P,R) (porque ar[X]? es morfismo)
ar[XJ(Q).

De modo que si @ un segmento inicial estricto de (6)Py--- Pp—1 y hayuniep—1
para el cual P; sea un segmento de @, entonces |Q| < ar[X]*(Q).

Por consiguiente, para cada segmento inicial estricto @ de (o)Fy---Pp_1, se
cumple que |Q| < ar[X]*(Q). Luego Bals(X) es un cerrado de Wx(X), y por lo
tanto Ts(X) estd incluido en Bals(X). O

Antes de demostrar, por induccién sobre la longitud, que Bals(X) estd incluido
en Tx(X), demostramos que para cada palabra equilibrada P, o bien hay un tnico
x € X tal que P = (x), o bien hay un tnico o € ¥4 tal que P = (o), o bien hay un
unico p € N — 1, un dnico ¢ € ¥, y una tdnica familia (P; | j € p) en Baly(X) tal
que P = (0)Fy--- Pp_1. Para ello demostramos los lemas que siguen.

Lema 5.70. Si P € Bals(X), entonces ningin segmento inicial estricto de P es
una palabra equilibrada.

Demostracion. Sea P € Bals(X) y Q un begmento inicial estricto de P. Entonces

|Q| < ar[X]*(Q). Ahora bien, ar[X]*(Q) < ar[X]*(Q)+1, luego |Q| < ar[X]*(Q)+1,
por lo tanto no puede ser |Q| =ar[X]*(Q) + 1. O

Lema 5.71. Si P € Bals(X) y k € |P|, entonces existe un inico segmento equi-
librado @Q de P que empieza en el k + 1-ésimo lugar, i.e., hay un triplo ordenado
(U,Q,V) en MI(Z ] X) xBalg(X)xMIZ][ X) tal que P=U A Q AV, |U| =k y,
para cada (Q', V') € Balg(X) x MI(Z][ X), st P=U A Q" A V', entonces Q' = Q.
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Demostracion. Unicidad. Supongamos que para un triplo (U, Q, V) en MI(Z ][ X)) x
Bals(X) x MI(Z]] X) se cumpla que P = UAQAV y que |U| = k, y sea
(@, V') € Balg(X) xMI(Z ] X) tal que P =U A Q" A V'. Entonces de la ecuacién
UlQAV =UAQ AV’ obtenemos que Q AV = Q' A V', porque los monoides
libres son cancelativos, luego, por la prop. 5.67, o bien @ es un segmento inicial
estricto de Q’, o bien @’ es un segmento inicial estricto de @, o bien Q = Q’. Pero,
en virtud del lema 5.70, no puede ocurrir ni que () sea un segmento inicial estricto
de Q' ni que Q' lo sea de Q, asi que Q = Q'

FEzistencia. Sea P € Bals(X), k € |P|y P =B AC, siendo B € MI(Z]] X) tal
que |B| = k (as{ que B es un segmento inicial estricto de P). Para cada i € |C|+1,
sea C; el segmento inicial de C' cuya longitud es precisamente 4 (en particular, Cy
es la palabra vacia, y C|¢| es la propia palabra C').

Para el segmento inicial C|¢| de la palabra C, que es la propia C, se cumple que:

ICic)| = |P| - |B| (porque P = B A C)
= (ar[X]*(P) + 1) — | B|
> (ar[X]*(P) + 1) — ar[X*(R) (porque B <pre P).

Pero debido a que ar[X]*(P) = ar[X]*(B) + ar[X]*(C), también (ar[X]*(P) + 1) —
ar[X]*(B) = ar[X]*(C) + 1, luego |C|¢|| > ar[X]*(C|c|) + 1. Asi que la palabra C
tiene al menos un segmento inicial T, e.g., ella misma, para el que |T'| > ar[X]*(T)+
1.

Por otra parte, hay al menos un j € |C| para el que se cumple que, para cada
h < j, |Cul < ar[X]*(Ch), e.g., para j = 0, se cumple que, para cada h < 0,
|Ch| < ar[X]#(Cy). Sea i el maximo del conjunto

{J €ICI I Vh < j(ICy] < ar[X](Cn)) }-

Entonces |C;| < ar[X]*(C;) y |Cit1| > ar[X]*(Ciy1) + 1. La palabra Ci;; es una
palabra equilibrada. En efecto, tenemos que |Cyy1| > ar[X]#(Cit1) + 1, pero tam-
bién:

|Cita] = [Ci| + 1
< ar[X]H(C;) + 1
< ar[X]H(Cip1) + 1,

asi que |Ciy1| = ar[X]#(Ciz1) + 1. Ademss, si D es un segmento inicial estricto de
Ci+1, entonces D = C;, para algtin j € i + 1, luego |D| < ar[X]*(D).

De modo que C;;; es una palabra equilibrada que empieza en el k 4 1-ésimo
lugar. U

Lema 5.72. Si P € Bals(X), entonces P = (x), para un x € X, o P = (o), para
un o € Yo, 0 P = (0)Py---Pp_1, para unp € N—1, un o0 € ¥, y una familia
(Pj | j € p) en Bals(X).

Demostracion. Por ser P € Balg(X), se cumple que |P| = ar[X]*(P) + 1, luego
|P| > 1, i.e., P no es la palabra vacfa.

Si |P| = 1, entonces ar[X]#(P) = 0, luego P = (), paraun z € X, o P = (o),
para un o € Y.

Supongamos que |P| > 2 y sea o la primera letra de la palabra P. Para k = 1, en
virtud del lema anterior, hay un tinico segmento equilibrado Py de P que empieza
en el k + 1-ésimo lugar, i.e., en este caso, en el segundo lugar. Por lo tanto, o bien
|()] + | Po| = |P|, o bien |(o)] + | Py| < |P|. Si lo primero, entonces P = (o) A Py, y



LOGICA MATEMATICA 101

tenemos que:

L+ |P| = |P|
=ar[X]*(P) +1
= ar[X]¥((0)) + ar[X](Fo) + 1
= ar[XJ*((0)) + (|Po| = 1) +1
= ar[X]¥((0)) + |Pol,

luego ar[X]*((0)) = 1, asf que o € %;. Si lo segundo, entonces, para k = 14|Py|, en
virtud del lema anterior, hay un tinico segmento equilibrado P; de P que empieza
en el k + 1-ésimo lugar, i.e., en este caso, en el (1 + |Py|) + 1-ésimo lugar. Por lo
tanto, o bien |(0)|+ | Po| + |P1| = |P|, o bien |(0)|+ | Po| + |P1| < |P|. Si lo primero,
entonces P = (o) A Py A P1, y tenemos que ar[X]*((£)) = 2, asi que 0 € 3. Si lo
segundo, entonces se prosigue del mismo modo, hasta que para un p € N—1 y una
familia (P; | j € p) en Bals(X), P = (0)P - - - P,—1. Entonces, tenemos que:

L+ e, Pl = |P]

(@) + (Z;eparXF(R)) +1
@)+ (e IR = 1) +1
(

(
(
(
= arlXF((0) + (2,6, Pi1) + (1= D),

luego ar[X]*((0)) = p, asf que o € 5, O

Corolario 5.73. Si P € Bals(X), entonces P = (z), para un tnico © € X, o
P = (0), para un tnico o € Xy, 0o P = (0)Py--- Py_1, para un unicop € N—1, un
dnico 0 € ¥, y una unica familia (P; | j € p) en Baly(X).

Proposicion 5.74. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Bals(X) C Tx(X).

Demostracion. Procedemos por induccién sobre la longitud de las palabras. Sea
P € Balg(X) tal que |P| = 1. Entonces ar[X]#(P) = 0, luego P = (z), para un
unico z € X, o P = (o), para un tnico o € Xg; en cualquiera de los dos casos
P e Tx(X).

Supongamos que todas las palabras equilibradas cuya longitud sea a lo sumo n,
con n > 1, pertenezcan a Tx(X). Sea P € Bals(X) tal que |P| = n + 1. Entonces
P=(0)Py---P,_1, para un tnico p € N — 1, un tinico ¢ € ¥, y una tnica familia
(P; | j € p) en Bals(X). Ahora bien, |P| = |(0)] +2j€p\Pj| = 1+Ej€p|Pj|7 por lo
tanto, para cada j € p, |Pj| < |P| = n+1, luego, por la hipétesis de induccién, para
cada j € p, P; € Tx(X), asi que P = (0)Py--- P,—1 € Ts(X). Queda demostrado
que todas las palabras equilibradas cuya longitud sea n+1, son miembros de Ts (X).
Por consiguiente Bals(X) C Ts(X). O

Corolario 5.75 (Menger-Hall-Schréter). Sea ¥ una signatura algebraica y X un
congunto. Entonces se cumple que Bals(X) = Tx(X).

Proposicion 5.76. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces el
par ordenado (nx, Ts(X)) en el que nx es la dnica aplicacidn de X en Tx(X) tal
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que el diagrama:
X

nx n Lllif;X
lﬁzu b'e
MI(Z]]X)

Ts(X) —
lnTE(X)
conmuta, tiene la propiedad de que, para cada X-algebra A y cada aplicacion
f: X —=A, existe un tnico homomorfismo f! de Tx(X) en A tal que el dia-
grama:

X¢>T2(X)

fﬁ

conmuta.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la longitud de las palabras equili-
bradas. Sea P € Tx(X) tal que |P| = 1. Entonces P = (x), para un dnico z € X,
o P = (o), para un tinico o € ¥y. Si P = (z), entonces definimos la accién de f*
sobre (z) como:

FH(@)) = f(x).
Si P = (o), entonces definimos la accién de f* sobre (o) como:

Fi (o)) = o™

Supongamos f* definida para todas las palabras equilibradas cuya longitud sea

a lo sumo n, con n > 1, y sea P € Tx(X) tal que |P| = n + 1. Entonces P =
(0)Py--- Pp_1, para un tnico p € N — 1, un tdnico ¢ € ¥, y una tnica familia
(Pj | j € p) en Ts(X). Ahora bien, para cada j € p, |P;| < |P| = n+ 1, luego,
por la hipétesis de induccién, para cada j € p, f* estd definida sobre P;. Entonces
definimos la accién de f* sobre P = (0)Py - -+ P,_1 como:

FH(o)Po -+ Pper) = FRA(fF (), -, fH(Ppe1))-
Asf definido, f*, cumple todas las condiciones de la proposicién. O

Corolario 5.77. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces el par
ordenado (nx,Tx(X)) es dnico salvo un dnico isomorfismo.

Demostracion. O

Corolario 5.78. Sea X una signatura algebraica y f: X —=Y . Entonces hay un
anico homomorfismo Tx(f): Ts(X)—=Tx(Y) tal que el diagrama:

X nx Ts(X)
f Ts(f)
Y T> Ts (Y)

conmuta.

Demostracion. O
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Proposiciéon 5.79. Sea ¥ una signatura algebraica y X e Y dos conjunhtos. Una
condicidn necesaria y suficiente para que X e Y sean isomorfos es que Ts(X) y
Ts(Y) lo sean.

Demostracion. O

Como una aplicacion del concepto de algebra libre, mostramos a continuaciéon
como obtener, de forma candnica, el conjunto de las diferentes variables que ocurren
en un término.

Definicién 5.80. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces
denotamos por Var el inico homomorfismo de Tx(X) en Fin(X) tal que, para cada
x € X, Var((z)) = {z}, siendo Fin(X) la X-dlgebra cuyo conjunto subyacente es
Subg, (X) v en la que, para cada o € X, con ar(o) = n, F,, la operacién estructural
de Fin(X) asociada a o, asigna a una familia (X; | i € n) en Subg,(X), U;c, Xi-

Recordemos que para los conjuntos definimos el concepto de conjunto proyectivo
y que, de hecho, todos los conjuntos tienen la propiedad de ser proyectivos. Tal
concepto también puede definirse para las 3-algebras, pero, a diferencia de lo que
ocurre con los conjuntos, no toda 3-algebra es proyectiva, pero se cumple que toda
3-algebra libre es proyectiva.

Definicién 5.81. Una X-dlgebra P es proyectiva si dado un homomorfismo so-
breyectivo f: A—#B y un homomorfismog: P—— B, hay un homomorfismo

P
‘ lg
A—+B

f

t: P——= A tal que el diagrama:

conmuta.
Proposicion 5.82. Toda X-dlgebra libre es proyectiva.

Demostracion. Sea Tx(X) la X-algebra libre sobre el conjunto X, f: A—+B un
homomorfismo sobreyectivo y g: Tx(X)—B un homomorfismo. Entonces, por
ser X un conjunto proyectivo, hay una aplicacién t: X —= A tal que el diagrama:

X
gonx

A——+B

f

conmuta. Luego, por ser Tx(X) libre sobre el conjunto X, existe un tnico homo-
morfismo t# de Tx(X) en A tal que el diagrama:

X nx

Ts(X)
th

A
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conmuta. Por lo tanto, ya que f otf onx = gonx, el diagrama:

Tx(X)

conmuta. O

Proposicién 5.83. Si X es un conjunto no vacio, entonces Ts(X) es un separa-
dor, i.e., dadas dos 3-dlgebras A, B y dos homomorfismos distintos f y g de A en
B, existe un homomorfismo h de Ts(X) en A tal que foh # goh.

Demostracion. O

Corolario 5.84. La categoria Alg(3X) tiene separadores proyectivos.

Proposiciéon 5.85. Cada X-dlgebra es isomorfa a un cociente de una X-dlgebra
libre sobre un conjunto.

Demostracion. Sea A una X-algebra. Puesto que A tiene un conjunto de gene-
radores, sea X uno de ellos. Entonces, para la inclusiéon candnica inxy de X en
A, en virtud de la propiedad universal del dlgebra libre sobre X, existe un tnico
homomorfismo inuX de Tx(X) en A tal que el diagrama:

X nx

Tx(X)

conmuta. Ahora bien, por ser X un conjunto de generadores de A y estar X con-
tenido en la imagen de in{ix, el homomorfismo ing( es sobreyectivo. Por lo tanto
Tx(X)/Ker(in%) =~ A 0

Proposicion 5.86. Si el diagrama:

AxcB—B .

YN g

>

7 C

es un producto fibrado y f es un epimorfismo, entonces pg es un epimorfismo.

Demostracion. Sean u,v: B——=7 dos homomorfismos tales que v # v. Enton-
ces, siendo P un separador proyectivo, arbitrario, pero fijo, hay un homomorfismo
w: P——=B tal que uow # vow; luego hay un homomorfismo t: P ——= A tal que
el diagrama:

P

t lgow
C

AT
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conmuta. Por lo tanto hay un tnico homomorfismo h: P——= A x¢ B tal que los
dos tridngulos del diagrama:

conmutan. Luego u o pg # v o pg, ya que si u o pg = v o pg, entonces u o pg o h =
vopgoh,ie., uow=wvow, locual es absurdo. (|

Definimos ahora la relaciéon de precedencia algebraica sobre las X-dlgebras. En
general, tal relacién no tiene propiedades especialmente interesantes en las dlgebras
arbitrarias, pero, como demostraremos, en las algebras absolutamente libres tales
relaciones estan bien fundamentadas.

Definicién 5.87. Sea A una X-dlgebra. Entonces denotamos por P la relacién
de precedencia algebraica sobre A definida como:
dn>130 € X, 3(x; | jen) e A" }

Pa = b) € A?
A {(a, ) tal que b = Fo(z; [ 1 € n) y Ik € n(zx = a)

Si aPab, entonces decimos que a es un predecesor algebraico de b, o que b es un
sucesor algebraico de a.

Para una X-dlgebra arbitraria A, si PY | el cierre transitivo de P, es irreflexivo,
decimos que Pa es el orden natural de A y lo denotamos por <a; mientras que
si Pa estd bien fundamentada, entonces PY es un orden (parcial irreflexivo) bien
fundamentado, y decimos que A es una X-dlgebra bien fundamentada.

Sea A una X-dlgebra, Ag = A—J, s, Im(F,), Ac = {0® | 0 € £} y Min(4,Pa)
el conjunto de los minimales de (A, P4 ). Entonces:
1. Ao g Mll’l(A,PA) g AO U Ac-
2. Min(A,Pa) = AgU A siysolosi AcNU,cx 5, Im(Fy) = 2.

Proposicion 5.88. Si A es una X-dlgebra bien fundamentada, entonces también
estd bien fundamentada cualquier subdlgebra de A.

Demostracion. O

Proposicion 5.89. Cualquier homomorfismo f: A ——=B preserva la relacion de
precedencia algebraica y por lo tanto el orden natural.

Demostracion. O

Proposicién 5.90. Sea f: A——=B un homomorfismo. Si Pg|f[A] estd bien fun-
damentada, entonces también lo estd Pa

Demostracion. O

Corolario 5.91. Sea (A; | i € I) una familia no vacia de X-dlgebras. Si al menos
una de las X-dlgebras de la familia estd bien fundamentada, también lo estd el
producto cartesiano de las mismas.

Demostracion. O
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5.6. Algebras de Dedekind-Peano.

Definicién 5.92. Una X-dlgebra A = (A, (F, | ¢ € X)) es un élgebra de Dedekind-
Peano, si cumple las siguientes condiciones:

DP1. Para cada o € X, con ar(c) = n, F,: A" —= A es inyectiva.

DP2. Para cada 0,7 € X, si 0 # 7, entonces Im(F,) NIm(F;) = @.

DP3. El conjunto Ag = A — J, 5, Im(F,,) es un conjunto de generadores de A.

Proposiciéon 5.93. Una X-dlgebra A es un dlgebra de Dedekind-Peano precisa-
mente st es libre.

A continuacién, siguiendo la exposicién de Diener en [?], demostramos que el
conjunto de las dlgebras de Dedekind-Peano, formado por aquellas cuyos conjun-
tos subyacentes sean miembros del universo de Grothendieck, esta cerrado bajo
subdlgebras y productos no triviales. Las demostracines se fundamentaran en que,
para las algebras de Dedekind-Peano, el orden natural sobre las mismas esta bien
fundamentado.

Proposicion 5.94. Cualquier subdlgebra de una 3-dlgebra que cumpla la condicion
DP1 o DP2, cumple también DPI1, resp., DP2.

Demostracion. O

Proposicién 5.95. Sea f: A—+=B un homomorfismo sobreyectivo. Si B cumple
la condicion DP2, entonces también A la cumple.

Demostracion. O

Corolario 5.96. Sea (A; |i € I) una familia no vacia de X-dlgebras. Si al menos
una de las X-dlgebras de la familia cumple la condicion DP2, también la cumple el
producto cartesiano de las mismas.

Demostracion. O

La condiciéon DP1 es hereditaria, pero no es preservada ni bajo homomorfismos
ni bajo imégenes homomorfas inversas.

Teorema 5.97. Sea (A; | ¢ € I) una familia no vacia de X-dlgebras. Entonces
[L;c; Ai cumple la condicion DP1 precisamente si todas las 3-dlgebras A; la cum-
plen o [[;c; Ai = 2.

Demostracion. O

Sea A una X-algebra. Si A cumple la condicion DP3, entonces
Ag =X CAlSg(X)=A4}.

Proposicion 5.98.

1. Si f: A—+B, entonces By C f[Ag].
2. Si B es una subdlgebra de A, entonces, para cada b € B, b € Bqg precisa-
mente si, para cada o € ¥, con ar(o) = n, y cada v € A", si b = Fy(x),

entonces hay un i € n tal que x; € B.
3. Si

Demostracion. O

Proposicion 5.99. Si A estd bien fundamentada, entonces cumple la condicion
DP3.
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Demostracion. Demostramos por P a-induccién sobre z, que si z € A, entonces x €
Sg(Ayp). Si x € Ag, entonces es evidente que x € Sg(Ay). Si z € A — Ay, entonces
x = F,(a), para algin n € N, algiin 0 € ¥, y algin a € A™. Por la hipdtesis de
induccién, Im(a) Clp, = C Sg(Ayg). Pero entonces = = F,(a) € Sg(Ay). O

Corolario 5.100. Cualquier subdlgebra de un dlgebra bien fundamentada cumple
la condicion DP3.

Corolario 5.101. Sea (A; | i € I) una familiua no vacia de X-dlgebras. Si al
menos una de las X-dlgebras estd bien fundamentada, entonces [[,.; A; cumple la
condicion DP3.

icl

Teorema 5.102. Cualquier dlgebra de Dedekind-Peano estd bien fundamentada.

Demostracion. En virtud de la proposicién 77 es suficiente que demostremos que la
relacién de precedencia algebraica P A estd bien fundamentada sobre cualquier P -
seccién inicial principal Cp, (), y para ello, procedemos por induccién algebraica
sobre z. Si x € Ay, el resultado es obvio, ya que Cp, (z) = {z} v |p, * = &. Sea
neN oceX,y(a;|i€n)e A" y supongamos que Pa esté bien fundamentada
sobre cualquier Cp, (a;). Entonces, para x = F,(a; | i € n), tenemos que

CPA (ﬂf) = {x} U UiEn CPA (al)

Sea Y un subconjunto no vacio de Cp, (x). Si Y N{J,.,, Cp, (a:) # @, entonces hay
un j € n tal que Z =Y NCp,(a;) # @. Por la hipétesis de induccién, Z tiene un
P a-minimal zg, que es también un P a-minimal de Y, porque si (y, 29) € Pa, con
y €Y, entonces y € Y N Cp, (a;), que es una contradiccion. ]

Corolario 5.103. Una X-dlgebra A es de Dedekind-Peano precisamente si cumple
las condiciones DP1, DP2 y estd bien fundamentada.

Proposicion 5.104. Cualquier subdlgebra de una 3-dlgebra de Dedekind-Peano,
es una X-dlgebra de Dedekind-Peano.

Demostracion. O

Corolario 5.105. Sea (A; | i € I) una familiva no vacia de X-dlgebras de
Dedekind-Peano. Entonces el producto cartesiano de las mismas es una 3-dlgebra

de Dedekind-Peano.

Demostracion. O

5.7. Operaciones polinémicas. Ahora nos ocupamos del estudio de las ope-
raciones polinémicas sobre las algebras y de algunas de sus propiedades. Ademsds,
establecemos las relaciones entre las algebras libres y las algebras de operaciones
polinémicas sobre las algebras, asi como otra manera de obtener la subalgebra ge-
nerada por una parte de un algebra, a través de las operaciones polinémicas sobre
el dlgebra en cuestién. Pero antes demostramos que en la categoria Alg(X) existen
las potencias de las dlgebras para cualesquiera conjuntos.

Proposicién 5.106. Sea A una 3-dlgebra y X un conjunto. Entonces hay una -
dlgebra A, la potencia de A para X, y una familia de homomorfismos (pr,)zex
con pr,: AX —= A, para cada * € X, tal que, para cada X-dlgebra B y cada
familia de homomorfismos (fz)zex, con fy: B—=A, para cada v € X, existe
un tinico homomorfismo {f, | x € X) : B—=AX tal que, para cada v € X, el
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diagramas:

oy}

o€ X) fe

ST

conmuta.

Demostracion. Sea AX la X-dlgebra cuyo conjunto subyacente es el producto car-
tesiano de la familia de conjuntos (A4 | x € X), i.e., el conjunto, A%, de las funciones
de X en A, y en la que, para cada o € X, con ar(c) = n, la operacién estructural
F,, correspondiente a o, es la aplicacion de (A%X)"™ en AX definida como:

(AN —= A%
Fa{(aa|a6n) — (Fy(ang(z) |aen)|xe X),

siendo F, la operacién estructural de A; correspondiente a o; y, para cada x € X,
sea pr, el triplo ordenado (AX, pr,, A), denotado por pr,: AX —= A en el que
pr, es la aplicacién de AX en A definida como:

AX —s A
prm{

a +— Q.

Entonces se cumple que, para cada o € ¥, con ar(o) = n, el diagrama:

n
pry

(AX)n > A"
F, Fs

) G
A pr, A
conmuta, i.e., que pr, es un homomorfismo de AX en A.
Por otra parte, dado un par ordenado (B, (f, | x € X)), en el que B es una
Y.-4lgebra y, para cada x € X, f;: B——= A un homomorfismo, sea (f, | x € X) la
aplicacién de B en AX definida como:

B —= AX
<fzx€X>{b s (fu(b) | € X).

Es evidente que, para cada © € X, pryo(f; |z € X) = fo y que (f |z € X) esun
homomorfismo de A en AX. Con ello queda demostrada la existencia de al menos
un homomorfismo de A en AX con la propiedad indicada. Dejamos, como ejercicio,
la demostracién de la unicidad. O

Definicién 5.107 (McKinsey-Tarski). Sea A una X-élgebra y n € N. Entonces
Pol, (A) es la ¥-dlgebra determinada por el cerrado de AA" generado por las n
proyecciones canénicas de A™ en A, i.e., por {pr,,; | i € n} y la denominamos
la X-élgebra de las operaciones polindmicas n-arias sobre A. Ademds, Pol,(A)
es la ¥-algebra determinada por el cerrado de AA" generado por las proyecciones
canénicas de AN en A4, i.e., por {pry, | i € N} y la denominamos la X-algebra de
las operaciones polindmicas finitarias sobre A.

Demostramos a continuacién que cada operacién polinémica n-aria sobre una -
algebra se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de operacién polinémica
con n variables.
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Proposicién 5.108. Sea V = {v, | n € N} un conjunto infinito numerable, n € N
y A una 3-dlgebra. Entonces hay un inico homomorfismo Pd, o de Tx(] vy) en
A" tal que, para cada i € n, Pd, a((v;)) = pry, ;s i-€., tal que el diagrama:

Mvn
Lvp —————Tx(l v,)
) Pdy, A
(prn,i | (S ’fl)
A"

conmuta, y Pol,(A) = Im(Pd, a), i.e., cada operacion polinémica n-aria sobre
la 3-dlgebra A se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de operacion
polinémica con n variables. Por consiguiente, la 3-dlgebra Pol, (A) es isomorfa a
Tx(] v,)/Ker(Pd, a). Ademds, hay un tinico homomorfismo Pd, a de Tx(V) en

A4 tal que, para cada n € N, Pdy, a((vn)) = pry.,, i-e., tal que el diagrama:

v nv Ts(V)
Pd, a
(pry,, [ €N)
AN
conmuta, y Pol,(A) = Im(Pd, a), i.e., cada operacion polindmica w-aria so-

bre la X-dlgebra A se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de opera-
cién polindmica finitaria. Por consiguiente, la X-dlgebra Pol,(A) es isomorfa a
Tg(V)/KGI‘(Pd%A).

Si P € Tx(l vn), denotamos por P2 la imagen bajo Pd,.a de P, y lo mismo
si P € Ts(V), y lo denominamos el polinomio determinado por (el simbolo de
operacion polindmica) P en A.

Demostracion. Se cumple que Pol,(A) C Im(Pdy, .a), porque Im(Pd, A) es un
cerrado de A" que contiene al conjunto { pr,,; | i € n}y Pol,(A) es el minimo
cerrado de A4" con dicha propiedad.

Para demostrar que Im(Pd,, o) C Pol,,(A), i.e., que si P € Tx(| v,), entonces
PA € Pol,(A), procedemos por induccién algebraica. Para cada i € n, (v;))A =

pr,, ;, luego (v;)* € Pol,(A). Para cada simbolo de operacién O-ario o, (0)* =

UAATL, luego (o)® € Pol,(A). Por tltimo, para cada m € N — {0}, cada o € &, y
cada familia (P;)iem en Tx(] v,), si, para cada i € m, PA € Pol,(A), entonces,
ya que ((0)Py-+ Pm_1)® = F, o (P;|i€m), y Pol,(A) es un cerrado de A4",
((6)Py -+ Pm—1)™ € Pol,,(A). Por consiguiente, Im(Pd,, o) C Pol,(A). O

Convenimos en denotar por el mismo simbolo la correstriccién de Pd,, a a Pol,,(A),
y lo mismo para Pd, A.

A continuacién demostramos que la conducta de los homomorfismos respecto de
las operaciones polindmicas de las X-algebras es la misma que tienen respecto de
las operaciones estructurales.
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Proposicién 5.109. Sean A y B dos X-dlgebras, f: A—=B,neNyP e Tx(|
vn). Entonces el diagrama:

f’n.

A" —— B"
pA pB

A——B

f

conmuta. Ademds, si P € Tx(V), entonces el diagrama:

N

conmuta.
Demostracion. O

Proposiciéon 5.110. Sea A una 3-dlgebra. Entonces se cumple que:

1. SineN, z,y€ A", P € Tx(| v,), Var(P) ={ v, |« € p} y, para cada
a €p, 2(ia) = y(ia), entonces PA(z) = PA(y).

2. Siz,y€ AN, P € Ts(V) Var(P) = {v,. | a € p} y, para cada o € p,
r(ng) = y(na), entonces PA(x) = PA(y).

Demostracion. O

Proposicién 5.111. Sea A una X-dlgebra. Entonces, para cada o € X, con ar(c) =
n, se cumple que F, € Pol,(A).

Demostracion. O

Proposicién 5.112. Sea A una X-dlgebra, m,n € N, P € Pol,,(A) y (Q; | j €
m) € Pol,(A)™. Entonces P o (Q; | j € m) € Pol,(A).

Demostracion. Sea F el subconjunto de A4™ definido como:

F={PeA*

V(Q, | j € m) € Pol,(A)™ (P o(Q; | j€m)e Pol,(A))}.

Vamos a demostrar que Pol,,(A) C F. Para lo cual sera suficiente, en virtud de la
definicién de Pol,,(A), que demostremos que:

1. Para cada j € m, pr,, ; € F.
2. Para cada o € 3, con ar(o) =gy cada (P, | k€ q) € FI, F,(Py |k €q) €
F.

Dadouni € m y una familia (Q; | j € m) € Pol,(A)™, yaquepr,, ;0(Q; | j € m) =
Qj € Pol,(A)), se cumple que pr,, ; € F.

Por otra parte, dado un o € %, con ar(c) = ¢ y una familia (P | k € q) €
F9, tenemos, para cada k € ¢ y cada familia (Q; | 7 € m) € Pol,(A)™, que
Py o(Q; | j € m) € Pol,(A), luego, dada una familia (Q; | j € m) € Pol,,(A)™, ya
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que
Fo(Pi|ke€q)o(Q;ljem)=(Flo(P|keq)o(Q;|jem)
=Flo((Py|k€q)o(Q;]jem))
=F}o(Po(Q;|jem)|keq)
= FM(Pro(Qj|jem)|keq),
se cumple que F, (P | k € q) € F. O

Proposicién 5.113. Sea A una X-dlgebra, m,n € N y £: m —n. Entonces hay
un dnico homomorfismo Polg(A) de Pol,,(A) en Pol,,(A) tal que el diagrama:

Ta(l vm) —28 0 1) wy)

pdm,AL lpdn,A

Pol,,,(A) T Pol,(A)

conmuta.

Demostracion. En efecto, Polg(A) definido como
Pol,,(A) — Pol, (A)
pote(a) | P T TR 1 e

es un homomorfismo de O

Proposicion 5.114. Sea A una X-dlgebra. Entonces:
1. Para cadan € N, Polig, (A) = idpo1, (A)-
2. Para cada o: m—>n y ¢: n—>p, Polyo,(A) = Poly(A) o Pol,(A).

Demostracion. O

Proposicién 5.115. Sea A una X-dlgebra, 0 < m <n € N, P: A”"—= A y
Q: A" ——=A. Si, para cada x € A", Q(x) = P(x[m), entonces P € Pol,,(A)
precisamente si Q € Pol, (A)

Demostracion. O

Como aplicacién de los conceptos que acabamos de introducir, damos una carac-
terizacién de la subdlgebra generada por una parte de una ¥-algebra.

Proposiciéon 5.116. Sea A una X-dlgebra. Entonces:

1. Para cadan € N y cada x € A™, se cumple que
Sga(Im(z) = { P(x) | P € Pol, (A) }.
2. Para cada X C A, se cumple que
Sga(X)={P(z)|neN,PePol,(A) yx € X" }.

Demostracion. Se cumple que Sga (Im(x)) € {P(z) | P € Pol,(A)}, porque el
conjunto { P(z) | P € Pol,(A)} es un cerrado de A que contiene al conjunto
Im(z) y Sga (Im(zx)) es el minimo cerrado de A con dicha propiedad.

Para demostrar que { P(z) | P € Pol,(A)} C Sga(Im(x)), ie., que si P €
Pol,,(A), entonces P(z) € Sga (Im(x)), procedemos por induccién algebraica. Para
cada i € n, pr,, ;(z) = x;, luego pr,, ;(v) € Sga (Im(z)). Para cada m € N, cada o €
Ym v cada familia (P;);em en Pol,(A), si, para cada i € m, P;(x) € Sga (Im(z)),
entonces, ya que (Fy o (P; | i € m))(z) = Fo(Po(x), ..., Pn-1(x)), y Sga(Im(z)) es
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un cerrado de A, (Fy o (P; | i € m))(x) € Sga(Im(z)). Por consiguiente, { P(z) |
P € Pol,,(A) } C Sga(Im(x)).
La demostraciéon de que, para cada X C A, se cumple que
Sga(X)={P(z)|neN,PePol,(A)yzre X"},
se deduce de la primera parte y del hecho de que el operador Sg, es algebraico. [

Proposicion 5.117. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A, n € N y P €
Pol,,(A). Entonces, para cada z € X™, P(x) € X.

Demostracion. O

Proposiciéon 5.118. Sea A una X-dlgebra, ® una congruencia sobre A, n € N —
{0} y P € Pol,,(A). Entonces, para cada x,y € A", si, para cada i € n, x; = y;
(méd @), entonces P(x) = P(y) (méd ®).
Demostracion. Procedemos por induccién algebraica. Para cadai € n, pr,, ;(z) = x;
y prn’i(y) = ¥i, luego pr, ;(z) = pr,, ;(y) (méd @). Sea m € N — {0}, 0 € T
y (Pi)iem una familia de operaciones polindmicas n-arias sobre A tal que, pa-
ra cada i € m, se cumpla que P;(z) = P;i(y) (mdd ®). Entonces, ya que (F, o
(Pi i€ m))(x) = Fs(Po(x), ..., Pm-1(x)) y (Foo(Pi | i € m))(y) = Fo(Po(y), - - -, Pm-1(y))
y @ es una congruencia sobre A, (F, o (P;|i € m))(z) = (F, o (P; |i € m))(y)
(méd ®). Por consiguiente, para cada P € Pol,(A), P(z) = P(y) (méd ®).

O

Definicién 5.119 (McKinsey-Tarski). Sea A una X-élgebra y n € N. Entonces
Alg, (A) es la ¥-algebra determinada por el cerrado de AA" generado por
{prmi l[ien}tU{kpe|ac A},

siendo Ky, 4 la aplicacién constante de A™ en A cuya imagen es {a}, y la denomina-
mos la ¥-algebra de las operaciones algebraicas n-arias sobre A. Ademas, Alg (A)

es la X-algebra determinada por el cerrado de AA" generado por
{prN,i |i€eN}U{kno|a€e A},

siendo Ky, la aplicacién constante de AN en A cuya imagen es {a}, y la denomi-
namos la 3-algebra de las operaciones algebraicas finitarias sobre A.

Proposicién 5.120. Sea A una X-dlgebra, m,n € N, P € Alg, . (A) y (Q; | j €
m) € Alg, (A)™. Entonces Po (Q; | j € m) € Alg, (A).

Demostracion. Dada la situacién descrita por el diagrama:

A?’L
. Qj
(Qj|jem) ’
A™ —>prm’j A
P
A

Proposicién 5.121. Sea A una 3-dlgebra, m,n € N y £: m——n. Entonces

Alg,,(A) —= Alg,(A)
Alge(A) { P — (P(xof) |z e A™)

es un homomorfismo de Alg, (A) en Alg, (A).
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Demostracion. O

Proposicion 5.122. Sea A una X-dlgebra. Entonces:

1. Para cadan € N, Alg,y (A) =idaig, (a)-
2. Para cada p: m——=n y: n—=p, Alg,,(A) = Alg,(A) o Alg,,(A).

Demostracion. O

Proposicién 5.123. Sea A una X-dlgebra, 0 < m <n € N, P: A”"—=A y
Q: A" —=A. Si, para cada x € A", Q(z) = P(x]m), entonces P € Alg,, (A)
precisamente si Q € Alg, (A)

Demostracion. O

Proposicién 5.124. Sea A una X-dlgebra, n € N y P: A" —= A. Entonces una
condicidn necesaria y suficiente para que P € Alg, (A) es que exista un m € N, un
Q € Polyym(A) y un a € A™ tal que, para cada x € A™, P(x) = Q(z A a).

Demostracion. O

Como una aplicacién del concepto de operacién algebraica, caracterizamos a con-
tinuacion las congruencias sobre las dlgebras a través de las operaciones algebraicas
unarias.

Proposicién 5.125. Sea A una 3-dlgebra y ® C A%. Si ® tiene la propiedad de
substitucion respecto de las operaciones estructurales de A, i.e., si ® es tal que, para
cadan €N, cada o € ¥,,, y cada (z; | i €n), (y; | i €n) € A", si, para cada i € n,
x; =y; (méd D), entonces Fy(x; | i €n) = F,(y; | i €n) (méd D), entonces @
tiene la propiedad de substitucion respecto de todas las operaciones polinomicas de
A. Si ademds Ay C @, entonces ® tiene la propiedad de substitucion respecto de
todas las operaciones algebraicas de A.

Demostracion. O

Corolario 5.126. Sea A una X-dlgebra. Entonces cualquier congruencia sobre A
tiene la propiedad de substitucion respecto de todas las operaciones algebraicas de A.
Reciprocamente, cualquier relacion de equivalencia sobre A que tenga la propiedad
de substitucion respecto de todas las operaciones algebraicas de Alg,(A) es una
congruencia sobre A.

Proposicién 5.127. Sea A una X-dlgebra y @ # ® C A%. Entonces Cga (®)
coincide con

In e NIP; |ien+1) e Alg, (A"
y I((zi,y:) |i€n+1) € (@Ud N tal que

{(I,y) € A?
x = Py(x0),y = Pa(yn) y ,Vi € n, Pi(y;) = Pig1(zi41)

Demostracion. O

Las nocién de operacién polinémica se generaliza a conjuntos y aplicaciones entre
conjuntos.

Definicién 5.128. Una X-dlgebra A es funcionalmente completa si es finita, no es
final y, ademas, para cada n € N, toda operacién n-aria sobre A es una operacién
algebraica n-aria sobre A.
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Proposiciéon 5.129. Sea f: A—B. Entonces hay un unico homomorfismo so-
breyectivo Pol,(f) de Pol,(A) en Pol,(B) tal que el diagrama:

TE(l Un)
Pol,, (A Pol,,(B
(4) Pol,, (f) )
conmuta.
Demostracion. O

La proposicién que sigue afirma simplemente que tenemos un functor
Pd: Ensy x Alg(X)ep —> Alg(2)™.

Proposicién 5.130. Sea {: m—n y f: A—B. Entonces, siendo Pol¢(f) la
diagonal del diagrama:

Pol,,(A) ~ ) por (B)
Pol(A) Pole(f) lmg(B)
se cumple que el diagrama:
Pdm A
Ts(l vy) ——— Pol,,(A)
Tz(ﬁ)l lPolg(f)
Ts(l vn) Pol,(B)
n,B

conmuta. Ademds, para los homomorfismos del tipo Pol¢(f) tenemos que:

1. Para cada n € N y cada 3-dlgebra A,
POlidn (ldA) = idPoln(A)~
2. Para cada p: m——n, . n—p, f: A—=B yg: B—C,

Polyo,(g o f) = Poly(g) o Pol,(f).
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Demostracion. La definicién de Pols(f) como la diagonal del primer diagrama de
la proposicién es correcta, ya que el diagrama:

Pol,,
Pol,,(A Pol,,(B)
m Pd,. B
(1 vm)
Pol¢(A) sz 9 Pol¢(B)
(] vn)
Pol,( Pol,(B)
Pol
conmuta O

Proposiciéon 5.131. Sea f: B+—= A. Entonces hay un unico homomorfismo so-
breyectivo Pol,,(f) de Pol,(A) en Pol,(B) tal que el diagrama:

Tsx(] vn)
Pol,( Pol, ( Pol,(
conmuta.
Demostracion. O

La proposicién que sigue afirma simplemente que tenemos un functor
Pd: Ensy X (Alg(0)mon)® — Alg(3) ™.
Proposicién 5.132. Sea £: m——n y f: B+4— A. Entonces el diagrama:

To(] vm) — A Pol,, ()

Tz(f)J JPOls(f)

TE(J, Un) 51 POln(B)
n,B

conmuta. Ademds, para los homomorfismos del tipo Pole(f) tenemos que:
1. Para cadan € N y cada 3-dlgebra A,

POlidn (ldA) = idPoln(A)-
2. Para cada o: m—n, p: n—p, f: B+—A y g: C+—B,
Polyo,(f 0 g) = Poly(g) o Poly(f).

Demostracion. O
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5.8. Signaturas de primer orden y sistemas algebraicos.

Definicién 5.133. Una signatura de primer orden es un par ((%,ar), (I, rk)),
abreviado como (X, IT) en el que X, el conjunto de los simbolos de operacion, es un
conjunto, ar, la ariedad, una aplicacién de 3 en N, II, el conjunto de los simbolos
de relacion, es un conjunto, rk, el rango, una aplicacion de Ten N—1.Sic e Xy
ar(o) = n, entonces decimos que o es un simbolo de operacién n-ario, y, para cada
n € N, denotamos por X, el conjunto de todos los simbolos de operacién n-arios.
Del mismo modo, si 7 € Il y rk(7) = n, entonces decimos que 7 es un simbolo de
relacién n-ario, y, para cada n € N — 1, denotamos por II,, el conjunto de todos los
simbolos de relacién n-arios.

La ariedad de un simbolo de operacién o, indica el niimero de los argumentos
que tendra cualquier realizacién de ¢ como una operacién sobre un conjunto. Por
otra parte, el rango de un simbolo de relacién 7, indica el niimero de los argumentos
que tendra cualquier realizaciéon de m como una relacién sobre un conjunto.

Definicién 5.134. Sea (X, II) una signatura de primer orden y A un conjunto. Una
(3, IT)-estructura sobre el conjunto A es un par (F, R) en el que F' es una aplicacién
de ¥ en U, ey Hom(A*(©) A) tal que, para cada o € X, F, € Hom(A4*() A) y
R una aplicacién de II en | oy Sub(A™(™) tal que, para cada 7 € II, R, €
Sub( AT,

En algunos casos, para evitar equivocaciones, denotaremos la (X, IT)-estructura
que estemos considerando sobre un conjunto A por (F4, R®), a las operaciones
que la componen por FA, con o € ¥ y a las relaciones por RA. Ademads, cuando
ar(c) = 0, denotaremos por o el valor de FA: 1 ——= A en el tinico miembro de 1.

Un (X, II)-sistema algebraico o, para abreviar, un sistema algebraico es un triplo
ordenado A = (A, F, R), en el que A es un conjunto y (F, R) una (X, IT)-estructura
sobre A.

Si ¥ = @, entonces a los (X, II)-sistemas algebraicos los denominamos II-
sistemas relacionales. Ademds, si A = (A, F, R) es un (X, IT)-sistema algebraico, el
par (A, F) es la ¥-algebra subyacente del mismo y, del mismo modo, el par (4, R),
el Il-sistema relacional subyacente de dicho sistema algebraico.

5.9. Homomorfismos de sistemas algebraicos. Una vez definido el concepto
de (X, II)-sistema algebraico, definimos los homomorfismos entre los mismos, la
composicion de los homomorfismos y establecemos las propiedades bésicas de la
composicion.

Definicién 5.135. Sean A = (A, F,R) y B = (B,G,T) dos (X, II)-sistemas alge-
braicos. Un (33, IT)-homomorfismo o, simplemente, un homomorfismo de A en B

es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y denotado por f: A—=B, en
el que f es una aplicacion de A en B, tal que:

1. Para cada o € X, con ar(o) = n, el diagrama:

n

A n

B n
F, Go

A——B

conmuta, i.e., para cada z € A", f(Fy(x)) = G, (f"(x)).
2. Para cada 7 € II, con rk(w) = n, f*[R,] C Ty i.e., para cada = € A", si
x € Ry f™(x) € Ty.
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Proposicién 5.136. Sean f: A—=B, g: B——=C y h: C——=D tres homomor-
fismos. Entonces:
1. Siendoida = (A,id4, A), se cumple queida: A—= A, el (X, II)-homomorfismo
identidad de A, es un endomorfismo de A.
2. Siendo go f = (A,go f,C), se cumple que go f: A——=C, el (X,II)-
homomorfismo composicién de f y g, es un (X,II)-homomorfismo de A
en C.
3. (Asociatividad). El diagrama:

(hog)of
/\\
A f B
ho
g g
gof
D
\X(_i/
ho(gof)
conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:
ida f
A——A y A—B
f idp
f /
B B
conmutan.
Demostracion. O

Las propiedades que acabamos de establecer acerca de los homomorfismos, nos
permiten afirmar que los (X, IT)-sistemas algebraicos cuyos conjuntos subyacentes
pertenezcan a un universo de Grothendieck, U, arbitrario pero fijo, junto con los
homomorfismos entre tales (X, IT)-sistemas algebraicos, constituyen una categorfa.

Proposicién 5.137. Sea U un universo de Grothendieck. Entonces los (X,1I)-
sistemas algebraicos A tales que A € U, junto con los homomorfismos entre ellos
constituyen una categoria: SAlg(X, II).

Demostracion. O

Antes de proseguir con el estudio de los conceptos de subsistema algebraico y
cociente de un sistema algebraico y debido a que nos seréd de utilidad cuando defi-
namos los conceptos de encajamiento y de homomorfismo fuerte, demostramos que
podemos inducir familias de relaciones, de manera optimal, sobre el dominio comin
de una familia de aplicaciones cuando los codominios de las mismas estén dotados
de familias de relaciones, y, dualmente, que podemos inducir familias de relaciones,
de manera cooptimal, sobre el codominio comiin de una familia de aplicaciones
cuando los dominios de las mismas estén dotados de familias de relaciones.

Lema 5.138. Sea (A, F) una X-dlgebra, (B; | i € I) una familia de (,1II)-
sistemas algebraicos, siendo, para cada i € I, B; = (B;,G*,T") y f = (f; | i € I)
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una familia de £-homomorfismos, en la que, para cadai € I, f;: (A, F) —(B;, GY).
Entonces hay una tnica familia de relaciones R = (R, | m € II) en A, en la que,
para cada 7 € 11, con rk(7) = n, R, C A", a la que denotamos por L¥ (B, |i € I),
y denominamos el levantamiento optimal de (B; | ¢ € I) a través de f, tal que:

1. Para cadai €1, f;: (A, F,L/(B; |i€I))—=B,.

2. Para cada (%, II)-sistema algebraico C = (C, H,U) y cada 3X-homomorfismo
g: (C,H)—= (A, F), si, para cada i € I, fiog: C—=B;, entonces g: C— (A, F,L/(B; |
iel)).

Ademdas, se cumple que:
1. Para cada familia de relaciones R = (R, | 7 € II) en A:
Li94(A F,R) = R.

2. 8i, para cada t € I, (C;; | j € J;) es una familia de (3,1II)-sistemas
algebraicos, g; = (9:,; | j € Ji) una familia de 33-homomorfismos, en la que,
para cada j € Ji, gij: (Bi, G*)—(Cij, H7) y T = L9(Cy 5 | j € Ji),
entonces

LEeTED(Cyj | (4,) € i Ji) = LI (B, L9(Ciy | j € Ji)) | i € 1).

Demostracion. Es suficiente que tomemos la familia R = (R, | # € II) en A, en la
que, para cada m € II, R, es la relacién definida como:

Ry = i, ()T
O

Dada una X-dlgebra (A, F), el levantamiento optimal de (B; | ¢ € @) a través
de f=(fi|i€@)es (AX™ | 1 1.

Definicién 5.139. Sea f: A——B un homomorfismo de (X, II)-sistemas alge-
braicos. Decimos que f es un homomorfismo optimal si, para cada (X, IT)-sistema
algebraico C = (C,H,U) y cada 3-homomorfismo g: (C,H)—= (A, F), si fo
g: C——=B, entonces g: C—— A.

Proposicién 5.140. Sea f: A——=B un homomorfismo de (X,II)-sistemas al-
gebraicos. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un homomorfismo
optimal es que R = LS (B).

Demostracion. O

Proposicion 5.141. Si f: A——=B y g: B—— C son homomorfismos optimales,
entonces go f: A——=C es un homomorfismo optimal. Ademds, si go f: A——=C
es un homomorfismo optimal, entonces f: A—=B es optimal.

Demostracion. O

Proposicién 5.142. Sea (A, F) una X3-dlgebra. Entonces el sistema algebraico
(A, F,(A*(™) | 7 € ) es tal que, para cada sistema algebraico B y cada homo-
morfismo de X-dlgebras f de (B, FB) en (A, F), hay un tnico homomorfismo de
sistemas algebraicos g de B en (A, F, (A™(™ | r € II)) tal que ida,myog=f.

Demostracion. O

Lema 5.143. Sea (A, F) una X-dlgebra, (B; | i € I) una familia de (32,1I)-

sistemas algebraicos, siendo, para cada i € I, B; = (B;,G*, T y f = (f; | i € I)

una familia de X-homomorfismos, en la que, para cadai € I, fi: (B;, G*) —= (A, F).
Entonces hay una inica familia de relaciones (R, | m € Il) en A, en la que, para

cada m € I, con rk(w) = n, R C A", a la que denotamos por Ly(B; | i € I), y

denominamos el levantamiento cooptimal de (B; | i € T) a través de f, tal que:
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1. Para cadai €I, fi: Bi— (A, F,L;(B; | i € I)).
2. Para cada (2, II)-sistema algebraico C = (C, H,U) y cada X-homomorfismo
g: (A, F)—(C,H), si, para cadai € I, gof;: B;—C, entonces g: (A, F,L;(B; |
iel)—C.
Ademas, se cumple que:
1. Para cada familia de relaciones R = (R, | 7 € II) en A:

Lig, (A, F,R) = R.

2. 8i, para cada t € I, (C;; | j € J;) es una familia de (3%, 1II)-sistemas
algebraicos, g; = (9:; | j € Ji) una familia de 3-homomorfismos, en la que,
para cada j € J;, gij: (Cij, H")—=(B;,G") y T" = Ly, (C,; | j € Ji),
entonces

Lifogilien)(Cij | (4,5) € IierJi) = Lp((Bi, Ly, (Cij | 5 € Ji)) | i € ).

Demostracion. Es suficiente que tomemos la familia R = (R, | m € II) en A, en la
que, para cada w € II, R, es la relacién definida como:

R = Use £7(T5]
0

Dada una X-dlgebra (A, F), el levantamiento cooptimal de (B; | i € &) a través
de f=(fili€@)es (@]|mell).
Definicién 5.144. Sea f: A —— B un homomorfismo de (X, IT)-sistemas algebrai-
cos. Decimos que f es un homomorfismo cooptimal si, para cada (X, II)-sistema
algebraico C = (C,H,U) y cada X-homomorfismo ¢: (B,G)—(C,H), si g o
f: A——=C, entonces g: B——=C.

Proposicién 5.145. Sea f: A——=B un homomorfismo de (X,II)-sistemas al-
gebraicos. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un homomorfismo
cooptimal es que T =Ly (A).

Demostracion. O

Proposiciéon 5.146. Si f: A——=B y g: B——=C son homomorfismos coopti-
males, entonces go f: A——=C es un homomorfismo cooptimal. Ademds, si g o
f: A——=C es un homomorfismo optimal, entonces g: B——= C es cooptimal.

Demostracion. O

Proposicién 5.147. Sea (A, F) una X3-dlgebra. Entonces el sistema algebraico
(A, F, (@ | m € 1)) es tal que, para cada sistema algebraico B y cada homomorfismo
de X-dlgebras f de (A, F) en (B, FB), hay un tnico homomorfismo de sistemas
algebraicos g de (A, F, (@ | m € I1)) en B tal que g oidia,py = f.

Demostracion. O
Definicién 5.148. Sean A = (A, F,R) y B = (B,G,T) dos (X, II)-sistemas alge-
braicos.

1. Un encajamiento de A en B es un homomorfismo optimal inyectivo f de
A en B, i.e., un homomorfismo inyectivo tal que R = L/(B).

2. Un homomorfismo fuerte de A en B es un homomorfismo cooptimal sobre-
yectivo f de A en B, i.e., un homomorfismo sobreyectivo tal que T'= L (A).

Proposicion 5.149. Si f: A——=B es un homomorfismo optimal sobreyectivo,
entonces es un homomorfismo fuerte.

Demostracion. O
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Proposiciéon 5.150. Si f: A——=B y g: B——=C son encajamientos, resp., ho-
momorfismos fuertes, entonces go f: A——=C es un encajamiento, resp., un ho-
momorfismo fuerte.

Demostracion. O

Proposiciéon 5.151. Si f: A—=B y g: B——=C son homomorfismos y g o
f: A——=C es un encajamiento, entonces f es un encajamiento.

Demostracion. O

Proposicién 5.152. Si f: A—=B y g: B——=C son homomorfismos y g o
f: A——=C es un homomorfismo fuerte, entonces g es un homomorfismo fuerte.

Demostracion. O

Proposicion 5.153. Sea f: A ——=B un homomorfismo. Una condicion necesaria
y suficiente para que f sea un isomorfismo es que sea un homomorfismo fuerte
inyectivo.

Demostracion. O

Una condicién necesaria y suficiente para que un homomorfismo f: A——B
sea un isomorfismo es que sea un homomorfismo optimal biyectivo, o que sea un
homomorfismo cooptimal biyectivo.

5.10. Subsistemas algebraicos.

Definicién 5.154. Sean A = (A, F,R) y B = (B,G,T) dos (X, II)-sistemas alge-
braicos y X un subconjunto de A.
1. Si 0 € 3, con ar(o) = n, decimos que X estd cerrado bajo la operacidn
F,: A" —— A si, para cada a € X", F,(a) € X, i.e, si F,[X"] C X.
2. Decimos que X es un cerrado de A si, para cada o € ¥ con ar(o) = n,
y cada a € X", F,(a) € X, i.e, si X estd cerrado bajo cada una de
las operaciones estructurales de A. Al conjunto de los cerrados de A lo
denotamos por S(A).
3. Decimos que B es un subsistema algebraico de A, y lo denotamos por
B < A  si B C Ay silainclusién canénica, ing = (B,ing, A), de B en
A es un encajamiento de B en A. Si ademéas B # A, decimos que B es un
subsistema algebraico estricto de A. Denotamos por Sub(A) el conjunto de
los subsistemas algebraicos de A.

Si B = (B,G,T) es un subsistema algebraico de A = (A, F, R), entonces se
cumple que G = F|B y que, para cada w € II, con rk(r) = n, T, = R, N B™.

Proposicién 5.155. Sea A un (X, II)-sistema algebraico. Entonces existe una bi-
yeccidn, natural, entre el conjunto S(A), de los cerrados de A y el conjunto Sub(A),
de los subsistemas algebraicos de A. Ademds, esa biyeccion se extiende hasta un
isomorfismo, cuando los conjuntos S(A) y Sub(A) se consideran ordenados por la
inclusion.

Demostracion. O

Proposicion 5.156. Sea A un sistema algebraico y X un cerrado de A. Entonces
hay un sistema algebraico X, el subsistema algebraico de A asociado a X, y un
encajamiento inx : X —= A, la inclusion canénica de X en A, tal que:

1. Im(inx) = X.
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2. (Propiedad universal) Para cada sistema algebraico B y cada homomorfis-
mo f: B——=A, siIm(f) C X, entonces existe un tunico homomorfismo g
de B en X tal que el diagrama:

B
g
[f
X———A
1Mx
conmuta.

Demostracion. O

La proposicién que sigue afirma que todo homomorfismo entre sistemas algebrai-
cos admite una (epi, regular mono)-factorizacion.

Proposicién 5.157. Sean A y B dos (X,II)-sistemas algebraicos y f: A—=B
un homomorfismo. Entonces: El diagrama:

A f B

r? M (1)
(Im(f), G[Tm(f), L= (B))
conmuta, y es una (epi,reqular mono)-factorizacion de f.
Demostracion. O

Proposicién 5.158. Sea A un sistema algebraico. Entonces el conjunto de los
cerrados de A, S(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene las
stguientes propiedades:

1. A€ S(A).

2. SiC CS(A) yC # 3, entonces [aee C € S(A).

3. SiC CS(A),C+# o ysidados X,Y €C, hay un Z € C tal que XUY C Z,
entonces Joce C € S(A).

Demostracion. O
Corolario 5.159. Sea A un sistema algebraico. Entonces la endoaplicacion Sga
del congunto Sub(A), definida como:
g Sub(A) — Sub(A)
Al X — N{Ces@)|xccy

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Sga) C S(A).

2. {X €Sub(A) | X =Sga(X)} =S(A).

3. Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A),

X C Sgp(X).
4. Sga es isdtona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces
Sga(X) C Sga(Y).
5. Sga es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A),

Sga(X) = Sga(Sga(X)).
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6. Sga es algebraica, i.e., para cada X C Sub(A), si X # & y para cada
XY € X, existe un Z € X tal que X UY C Z, entonces

Sga(UX) = UXeXSgA(X)'
Por consiguiente, para cada X C A, Sga(X) es el minimo cerrado de A que contie-
ne a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X. Ademds, al subsistema
algebraico de A candnicamente asociado a Sga (X)), lo denotamos por Sga (X) y lo
denominamos, también, el subsistema algebraico de A generado por X.

Demostracion. O

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién més constructiva del subsistema algebraico generado por un conjunto.
Definicién 5.160. Sea A = (A, F, R) un sistema algebraico. Entonces:

1. Denotamos por E4 el operador sobre Sub(A), definido como:
. Sub(A) —= Sub(A)
A ar(o

X — XU (UU@FU[X ( >}).

2. Si X C A, entonces denotamos por (ER (X) | n € N) la familia en Sub(A)
definida por recursiéon como:
EQ(X) = X,
EX"(X) = Ba(BR (X)), n > 0.

Ademas, convenimos que:

EA(X) =Unen EA(X)

Proposicién 5.161. Si A es un sistema algebraico y X C A, entonces Sga (X) =
ER (X).

Demostracion. O

Definicién 5.162. Sea A un sistema algebraico y X C A. Decimos que X es un
congunto de generadores de A, o que X genera A, si Sga(X) = A. Si m es un
cardinal, decimos que A estd m-generado si hay un subconjunto X de A tal que
card(X) = my Sga (X) = A. Ademsds, diremos que A estd finitamente generado, o
que es de generacidon finita, si hay un subconjunto X de A tal que card X < Ry y
X genera A.

Proposicion 5.163. Si A es un sistema algebraico que estd finitamente generado,
entonces cualquier conjunto de generadores de A contiene un subconjunto finito que
también genera A

Demostracion. O

Proposicion 5.164. Si A es un sistema algebraico, entonces una condicion necesa-
ria y suficiente para que toda w-cadena ascendente de subsistemas algebraicos de A
sea estacionaria es que todo subsistema algebraico de A esté finitamente generado.

Demostracion. O

Proposicién 5.165. Si A es un sistema algebraico que estd finitamente generado
e Y es un subsistema algebraico de A tal que Y # A, entonces hay un subsistema
algebraico de A distinto de A que contiene a'Y y es mazimal con esas propiedades.

Demostracion. O
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Proposicién 5.166. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos y X un subconjunto
de A. Si f y g coinciden en X, entonces también coinciden en Sga (X).

Demostracion. O

Sean A y B dos sistemas algebraicos. Entonces hay a lo sumo un homomorfis-
mo de Sgu (D) en B. Ademds, si tal homomorfismo existe, tiene como imagen el
subsistema algebraico de B generado por &.

Proposicion 5.167. Sea f una biyeccion de un conjunto de generadores X de un
sistema algebraico A en un conjunto de generadores Y de otro sistema algebraico
B. Si g y h son extensiones homomorfas de f y de la inversa f~' hasta A y B,
resp., entonces g es un isomorfismo de A en B, cuyo inverso es h.

Demostracion. O

Proposicién 5.168. Sea f: A——=B un homomorfismo de sistemas algebraicos,
X € S(A) eY € S(B). Entonces f[X] € S(B) y f~![Y] € S(A). En particular,
Im(f) € S(B)

Demostracion. O

Proposicién 5.169. Sea f: A——=B un homomorfismo de sistemas algebraicos y
X C A. Entonces f[Sga(X)] = Sgg(f[X]).

Demostracion. O

Proposiciéon 5.170. Sea f: A——=B un homomorfismo de sistemas algebraicos
y X un subconjunto de A tal que Sgp(X) = A. Entonces f es un homomorfismo
sobreyectivo precisamente si f[X] es un conjunto de generadores de B

Demostracion. O
5.11. Congruencias sobre los sistemas algebraicos.

Definicién 5.171. Sea A un sistema algebraico y ® una ralaciéon binaria en A.
Decimos que ® es una congruencia sobre A si ® es una relacién de equivalencia
sobre Ay si, paracadan € N—1, cadao € ¥,,,y cada (x; | i € n), (y; | i € n) € A",
si, para cada i € n, x; = y; (m6d P), entonces Fy(x; | i € n) = Fy(y; | i € n)
(méd D).

Denotamos por Cgr(A) el conjunto de las congruencias sobre la 3-dlgebra A.

Proposiciéon 5.172. Sea A un sistema algebraico. Entonces el conjunto de las
congruencias sobre A, Cgr(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A x A,
i.e., tiene las siguientes propiedades:
1. Ax AeCgr(A).
2. Si(®; | i€ 1) es una familia no vacia en Cgr(A), entonces ()
congruencia sobre A.
3. Si(®; | i€ I) es una familia no vacia en Cgr(A) y si dados i,j € I, hay
un k € I tal que ®; U D, C Py, entonces | J,.; i es una congruencia sobre
A.

icr Pi es una

el

Demostracion. O

Corolario 5.173. Sea A un sistema algebraico. Entonces la endoaplicacion Cga
del congunto Sub(A x A), definida como:

C Sub(A x A) — Sub(A x A)
gA{ o — {VeCgr(A)|®C T}

tiene las siguientes propiedades:
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1. Im(Cgy ) C Cgr(A).
{P € Sub(Ax A)| ®=Cgn(®)} =Cgr(A).
3. Cga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada ® € Sub(A x A),
® C Cga(®).
4. Cgp es isétona, i.e., para cada ®,¥ € Sub(A x A), si & C U, entonces

Cga(¥) € Cga(¥).
5. Cga es idempotente, i.e., para cada ® € Sub(A x A),

Cga(®) = Cga(Cga(®)).
6. Cga es algebraica, i.e., para cada familia no vacia dirigida superiormente
(®; |3 eI) en Cgr(A) se cumple que
CgA(UiEI(I)i) = UiGICgA(q)i)'

Por consiguiente, para cada ® C A x A, Cga(P) es la minima congruencia sobre
A que contiene a @, y la denominamos la congruencia sobre A generada por .

N

Demostracion. O

Proposicion 5.174. Sea f: A——=B un homomorfismo de sistemas algebraicos.
Entonces el nucleo de f, i.e., Ker(f) = {(z,y) € Ax A | f(z) = f(y)}, es una

congruencia sobre A.
Demostracion. O

Proposicién 5.175. Sea A un sistema algebraico y ® € Cgp. Entonces hay un
sistema algebraico A/®, el sistema algebraico cociente de A entre ®, y un homo-
morfismo fuerte prg: A—=A/®, la proyeccién candnica de A en A /P, tal que:
1. Ker(prg) = .
2. (Propiedad universal) Para cada sistema algebraico B y cada homomor-
fismo f: A——=B, si ® C Ker(f), entonces hay un inico homomorfismo
g: A/®——=B tal que el diagrama:

pr
A P

A/D

9

conmuta.
Demostracion. O

La siguiente proposicion establece que toda imagen homomorfa fuerte es isomorfa
a un cociente.

Proposiciéon 5.176. Sea f: A——=B un homomorfismo fuerte de sistemas alge-
braicos. Entonces A/ Ker(f) es isomorfa a B.

Demostracion. O

De hecho, determinar, salvo isomorfismo, todas las imagenes homomorfas fuertes
de un sistema algebraico A equivale a determinar todas las congruencias sobre A.
Ademds, determinar, salvo isomorfismo, todos los homomorfismos optimales sobre-
yectivos desde un sistema algebraico A equivale a determinar todas las equivalencias
® sobre A que cumplen las siguientes propiedades:
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1. Paracadan e N—1,cadac € X, y cada (z; | i €n), (y; | i €n) € A", i,
paracadai € n,z; =y; (mdd @), entonces F,(z; |i €n) = F,(y; |1 € n)
(méd ®).

2. Paracadan € N—1, cadaw €I, y cada (z; | i € n), (y; | i € n) € A",
si, para cada i € n, ; = y; (m6éd ®) y (z; | ¢ € n) € Ry, entonces
(yl | i€ Tl) € R7r

Este ultimo tipo de equivalencias lo usaremos cuando consideremos los productos
reducidos de sistemas algebraicos.

La proposicion que sigue afirma que todo homomorfismo entre sistemas algebrai-
cos admite una (regular epi, mono)-factorizacién.

Proposicién 5.177. Sean A y B dos (X,II)-sistemas algebraicos y f: A—=B
un homomorfismo. Entonces el diagrama:

A ! B

PIKer(f) fi
(A/ Ker (f), F/Ker (), Lyry,, ,, (A))
conmuta, y es una (regular epi, mono)-factorizacion de f.

Demostracion. O

En la proposicion que sigue demostramos que un homomorfismo factoriza a traves
de su ntcleo y de su imagen.

Proposiciéon 5.178. Sean A y B dos sistemas algebraicos y f: A——=B un ho-
momorfismo. Entonces el diagrama:

A B

PIKer(f) INm(y)

A/Ker (f) ——Tm(J)

conmuta. Ademds, el siguiente diagrama conmuta:

_PIRe) A Ker(f)
b
fe / f

Im(f) —————B
Im(f)

El homomorfismo biyectivo f°, en general, no es un isomorfismo.

Proposicién 5.179. Sean @, ¥ € Cgr(A) y ® C V. Entonces se cumple:

1. U/® es una congruencia sobre A /P.
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2. Existe un dnico homomorfismo pe.w de A/® en A/V tal que pp,w o pre =
pry, t.e., el diagrama

A
X
A/ AU

Po,w

conmuta. Ademds, po,w es un homomorfismo fuerte.
3. (A/®)/(¥/D) es isomorfo a A/V.
4. U/® = Ker(po,w)-

Demostracion. O

Proposicion 5.180. Sea f: A——=B un homomorfismo de sistemas algebraicos.
Si ® € Cgr(B) entonces la imagen inversa de ® mediante f? es una congruencia
sobre A, i.e., (f?)71[®] € Cgr(A).
Proposicién 5.181. Sea A un sistema algebraico, X € Sub(A) y ® € Cgr(A).
Entonces se cumple que:

1. Sate(X) € Sub(A).

2. @ | Sate(X) es una congruencia sobre Satg(X).

3. X/(?]X) y Sate(X)/(®]Sate(X)) son isomorfos.
Demostracion. U

Proposicién 5.182. Sea A un sistema algebraico y ® € Cgr(A). Entonces se
cumple que los reticulos (ff ®,C) y Cgr(A/P) son isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo viene dado por la aplicacién

f & — Cgr(A/®)
U +— U/

La proposicién anterior se puede ilustrar con la siguiente figura:
Va Vase

7 / 7 ”AA/@

/

e
Aa

Proposicién 5.183. Sea f: A——=B un homomorfismo fuerte de sistemas alge-
braicos. Si ® C A%, entonces

FP[Ker(f) v Cga(®)] = Cep(f?[2]).

Demostracion. (f?)~1[Cgg(f?[®])] es una congruencia sobre A que contiene a
® U Ker(f), luego contiene a Ker(f) VvV Cga(®), asi que, por ser f sobreyectiva,

Ceg(f?[®]) contiene a f2[Ker(f)V Cga (®)].
Por otra parte, al ser f un homomorfismo fuerte, hay un isomorfismo entre los

conjuntos ordenados (f} Ker(f),C) y Cgr(B). Pero Ker(f) C Ker(f) V Cga(P)
asi que corresponde a una congruencia f?[Ker(f)V Cgu (®)] que contiene a f?[®],
luego f2[Ker(f)V Cga (®)] contiene a Cgg(f2[®]). O
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5.12. Lenguajes de primer orden.

Definimos la nocién de término y la relacién de precedencia algebraica entre
términos. Ademas, definimos los términos cerrados como los elementos de dlgebras
iniciales. Por otra parte, definimos el concepto de férmula y la relacién de prece-
dencia algebraica entre férmulas y, basdndonos en ella, las nociones de ocurrencia
libre y ligada de una variable en una férmula, la de sentencia o férmula cerrada y
la de férmula abierta.

Definicién 5.184. Un lenguaje de primer orden es un cuadruplo
L= (VA (%,10), =),

en el que V= {v, | n € N} es un conjunto infinito numerable, arbitrario pero
fijo, A una signatura algebraica, a la que denominamos la signatura ldgica, tal que,
para cada n € N, los conjuntos A,,, de simbolos de operacién 16gicos, estan definidos
como:

1. Ay ={-}u{Vo, |neN}L
2. Ao ={A,V,—}.
3. A, =09, sin#1,2

(3, II) una signatura de primer orden y = el sfimbolo de la igualdad.

Definicién 5.185. El conjunto Tm(L), de los L-términos es:
Tm(£) = Ts(V),

i.e., el conjunto subyacente de la X-algebra libre sobre el conjunto de las variables
V.

Los miembros de Tm(£), i.e., los simbolos de operacién polinémica, o términos,
denotan operaciones, esencialmente, finitarias, que se realizan como tales sobre
conjuntos que estén dotados de una estructura de X-algebra. Ademds, para un
término P € Tm(L), tenemos que P = (vy,), para un tinico n € N, o P = (o), para
un dnico o € Ly, 0 P = (0)Py--- P,—1, para un tnico p € N — 1, un tnico o € %,
y una tnica familia (P; | j € p) en Tm(L).

En virtud de la definiciéon del conjunto de los L-términos, como el conjunto
subyacente de la X-4lgebra libre sobre el conjunto de las variables V', disponemos
de un principio de demostracién por induccién algebraica y de un principio de
definicién por recursién algebraica sobre los £-términos.

Antes de establecer ambos principios, recordamos que Wx(V) es la X-algebra
cuyo conjunto subyacente, Wx(V), es el conjunto MI(X [ V), formado por todas
las palabras sobre el alfabeto X [[V, y cuyas operaciones estructurales, F,, para
cada o € X, son las definidas como:

7 {(MI(E]_[V))”(‘” — MI(Z]]V)
7L (B licar(o) — (o) A A(P; | ] € ar(0)),

i.e., como la concatenacién de la palabra (o) y de las palabras P;, con j € ar(o).

Corolario 5.186. Sea T C Wx (V). Si T es un cerrado de la 3-dlgebra Wx(V) y
T contiene al conjunto { (v,) | n € N}, entonces Tm(L) CT.
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Corolario 5.187. FEl par ordenado (nyv, Tm(L)) en el que ny es la unica aplicacion
de V en Tm(L) tal que el diagrama:

Vv
iinv
nv SIV
inzuv
MI(Z]TV)

Tm(L
m( ) inTm(E)

conmuta, tiene la propiedad de que, para cada X-algebra A y cada aplicacion
f: V—=A, existe un tnico homomorfismo f* de Tm(L) en A tal que el dia-
grama:

v nv

Tm(L)
fﬁ

A

conmuta.

Definicién 5.188. Denotamos por Var el tnico homomorfismo de Tm(L) en
Fin(V) tal que, para cada n € N, Var((v,)) = {v,}, siendo Fin(V) la X-dlge-
bra cuyo conjunto subyacente es Subg, (V) y en la que, para cada o € X, con
ar(c) = n, F,, la operacién estructural de Fin(V') asociada a o, asigna a una
familia (X; | i € n) en Subg,(V), U,c, Xi-

Definicién 5.189. El conjunto de los £L-términos cerrados, denotado por Cl1Tm(L),
es:

ClTm(L) ={P € Tm(L) | Var(P) = & }.

El conjunto CITm(L) es, esencialmente, el conjunto subyacente de la X-dlgebra
libre sobre el conjunto vacio.

Definicién 5.190. El conjunto de las L-formulas atémicas es el conjunto definido
(explicitamente, y no por recursién) como:

A(L) = ({=} % Tm(£)?) U Uep{m} x Tm(£)™5™.

De modo que una L-férmula atémica es o bien un par ordenado de la forma
(=,(P; | i € 2)), para algiin (P; | i € 2) € Tm(£)?, o bien un par ordenado de
la forma (m,(P; | i € n)), para algin n € N — 1, algin 7 € II,, y alguna familia
(P; |7 €n) € Tm(L)"™. Para simplificar la escritura, convenimos en denotar a las £-
férmulas atémicas del primer tipo por Py = P y a las del segundo por 7(P; | i € n)
O por 7'1'(P)07 ‘e aPn—l)-

Definimos a continuacion el conjunto de las variables de las £-férmulas atémicas.
Tal definicién serd explicita, i.e., no recursiva, ya que la definicién de las L-férmulas
atémicas es explicita.

Definicién 5.191. Seane N—1, 7w €Il,, (P |i€n) € Tm(L)"y (P, |i € 2) €
Tm(L)?. Entonces:

Varay ) (Po = P1) = Var(Fy) U Var(Py).
VarAt(E) (ﬂ-(POa ceey P?’L—l)) = UiERVar(Pi).
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Definicién 5.192. El conjunto Fm(L), de las £L-fdrmulas es:
Fm(L) = Ta(At(L)),

i.e., el conjunto subyacente de la A-dlgebra libre sobre el conjunto At(L), de las
L-férmulas atémicas.

De modo que para cada L-férmula ¢ o bien ¢ = (Py = P;), para un tnico par
(P; | i € 2) € Tm(L)?, o bien ¢ = (7(Py,...P,_1)), para un tnico n € N — 1, un
unico 7w € II,, y una tnica familia (P; | i € n) € Tm(£)", o bien ¢ = (=), para
una tUnica férmula 1, o bien ¢ = (A)¥€, para un tnico par de férmulas ¥ y &, o
bien ¢ = (V)1¢, para un tnico par de férmulas ¥ y &, o bien ¢ = (— )¢, para un
unico par de férmulas 1 y &, o bien ¢ = (Vv,)1, para un tnico n € N y una tnica
férmula .

Para abreviar, convenimos en denotar (Py = Py), resp., (7(Fo, ... Py_1)), (7)%,
(/\)1/157 (\/)1/)57 (H)wf Yy (an)q/j por PO = P17 resp., W(PO> cee Pn—l); _‘wv IZJ/\& l/f\/fa
Y — &y Vo

Los miembros de Fm(L), y en particular los de At(L), i.e., tanto las férmulas,
como las férmulas atomicas, denotan relaciones, esencialmente, finitarias, que se
realizan como tales sobre conjuntos que estén dotados de una estructura de A-
algebra.

En virtud de la definicién del conjunto de las £-férmulas, como el conjunto sub-
yacente de la A-dlgebra libre sobre el conjunto At(L), disponemos de un principio de
demostracién por induccién algebraica y de un principio de definicién por recursién
algebraica sobre las £-formulas.

Corolario 5.193. Sea F C WA (At(L)). Si F es un cerrado de la A-dlgebra
WA (At(L)) y ademds { (p) | ¢ € At(L)} C F, entonces Fm(L) C F.

Corolario 5.194. El par ordenado (naycy, Fm(L)) en el que naycy es la dnica
aplicacion de At(L) en Fm(L) tal que el diagrama:

At(L)
\LinAt(ﬁ)
TIAL(L) ATTAL(L)
lnA 11 At(L)
Fm(L) inFm(L)Ml(A [T At(L))

conmuta, tiene la propiedad de que, para cada A-algebra A y cada aplicacion
f: At(L) —= A, existe un tinico homomorfismo f* de Fm(L) en A tal que el dia-
grama:

A(L) 2O b
#
/ lf
A

conmuta.

Definicién 5.195. Denotamos por Vargy,) el tinico homomorfismo de Fm(L)
en Fina (V) tal que, para cada ¢ € At(L), Varpm)((¢)) = Varage)(w), sien-
do Finp (V) la A-élgebra cuyo conjunto subyacente es Subg, (V) v en la que las
operaciones estructurales son:

1. F., = idgypp(v)-
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2. Para cada n € N, IV, = Uo (k{y,}, idsubg, (v))-
3. Fv:F/\:F_>:U

A continuacién vamos a dotar al conjunto 2 = {0,1} de una estructura de A-
algebra que nos permitira, en ultima instancia, definir el conjunto de las variables
libres de una férmula, conjunto del cual haremos uso cuando definamos la relacién
en un sistema algebraico asociada a la misma.

Definicién 5.196. Sea n € N. Entonces denotamos por 2, la A-dlgebra cuyo
conjunto subyacente es 2 y en la que las operaciones estructurales son:

1. F., =ids.

2. Para cada m € N — {n}, Fy,,, =ids.

3. Fan = Ko-

4. F\/ = F/\ = F*, = maéx.
Entonces denotamos por Foc,, el tnico homomorfismo de Fm(L) en 2, tal que,
para cada L-férmula atémica ¢ € At(L), Foc,, ((v)) = 1 precisamente si v, €
Varagz)(¢). Ademas, denotamos por Foc el subconjunto de V' x Fm(L) definido
COomo:

Foc = { (v, ) € V x Fm(L) | Foc,, (p) =1}.

Si entre la variable individual v, y la L-férmula ¢ se da la relacién Foc, entonces
decimos que la variable individual v,, ocurre libre en la L-férmula ¢.

Definicién 5.197. Denotamos por Fvarpy, z) la aplicacion de Fm(£) en Fing (V)
que a una férmula ¢ le asigna:

Fvarpm(c)(¢) = {vn € Varpm(c)(®) | (vn, ¢) € Foc }.

A los elementos del conjunto Fvarpy,z)(¢) los denominamos las variables libres de
la férmula .

Definicién 5.198. El conjunto de las £-fdrmulas cerradas, denotado por Sent(L),
es:

Sent(L) = { ¢ € Fm(L) | Fvarpy,z)(v) = @ }.

5.13. El concepto de verdad de Tarski. Para una signatura de primer orden
(3,II) y un sistema algebraico A = (A, F, R), una vez dotado el conjunto Sub(AN)
de una estructura de A-algebra, definimos, haciendo uso del principio de la defini-
cién por recursién algebraica, la relacién, de rango N, en A asociada a una férmula.
Entonces, una vez definida la relacion ternaria de satisfacibilidad entre sistemas al-
gebraicos, férmulas y valoraciones de las variables, definimos la relacién binaria de
validez entre sistemas algebraicos y formulas, obteniendo de este modo una conexién
de Galois contravariante para la légica de predicados de primer orden con igualdad.
También definimos la nocién de diagrama de un sistema algebraico y demostramos
que los modelos del diagrama de un sistema algebraico, son los sistemas algebraicos
en los que tal sistema algebraico se puede encajar. Por tltimo, demostramos que
toda férmula es semanticamente equivalente a una férmula prenexa.

Definicién 5.199. Sea A un conjunto, a € A, n € Ny 2: N——= A. Entonces (%)
denota la aplicacion de N en A definida como:

N—A

(nla)
r m — x("‘a)(m) = {

x(m), simeN-—-{n};
a, sim=n.

Asf pues, la aplicacién z("%) coincide con x en N — {n} y en n toma como valor a.
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Definicién 5.200. Sea A = (A, F, R) un sistema algebraico y P € Tm(L£). Enton-
ces denotamos por P4 la imagen bajo Pd,, A de P, y lo denominamos el polinomio
determinado por (el simbolo de operacién polinémica) P en A, siendo Pd, A el
unico homomorfismo de la ¥-dlgebra Tm(L) en la 3-dlgebra (A,F)AN tal que,
para cada n € N, Pdy, a((vn)) = pry,, i-e., tal que el diagrama:

v—"" . Twm(c)
Pdw,A
(prN,n)neN
AA

conmuta.

Proposicién 5.201. Sea A un sistema algebraico , v,y € AN, P € Tm(L) y
Var(P) = {v,., |« € p}. Si, para cada o € p, x(ny) = y(na), entonces PA(x) =
PA(y).

Demostracion. O

Definicién 5.202. Sea A un sistema algebraico, P € Tx (V) y n(P) = min{n €
N | Var(P) C| v, }. Entonces P"")-A denota la operacién n(P)-aria sobre A que
aun z € AP le asigna P*(P)A(z) = PA(y), siendo y cualquier miembro de AN
tal que y[n(P) = z.

Definicién 5.203 (Tarski). Sea A un sistema algebraico. Entonces

1. Denotamos por Subp (AY) la A-dlgebra cuyas operaciones estructurales
estan definidas como:

3 Sub(AY) — Sub(4Y)
B X — F(X) =AY - X.

2 Sub(AY) —= Sub(A4Y)
Vo X Fy (X)={yec AV |Vac Ay c X)}.

r Sub(AY)2 — Sub(4Y)
A X — FA(X,Y)=XnNnY.

I Sub(AY)2 —= Sub(AN)
v X o B (X)) =XUY.

I Sub(AY)2 —= Sub(AY)
- X o Fo(X,Y) =AY~ x)u.

2. Denotamos por Rd,, a el tinico homomorfismo de la A-algebra libre Fm(L)
en la A-dlgebra Subp (AY) tal que a cada L-férmula atémica de la forma
P =@, con P,Q € Tm(L), le asigna

Rd, a(P = Q) = Eq(P*, Q%)

y a cada L-férmula atémica de la forma 7(P; | i € n), siendo w € II tal que
tk(m) =ny (P |i€n) e Tm(L)", le asigna

Rdy a(r(Pi |i€n)) ={ze AV | (PA(x)|icn) e Ry}
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Al valor de Rd, a en una L-férmula ¢, que es un subconjunto de AN, lo
denominamos la relacion determinada por ¢ en A y lo denotamos por .

A partir del homomorfismo Rd,, a de la A-dlgebra libre Fm(£) en la A-élgebra
Suby (AY) definimos la relacién ternaria de satisfacibilidad entre sistemas algebrai-
cos, formulas y valoraciones de las variables.

Definicién 5.204 (Tarski). Sea £ un lenguaje de primer orden. Entonces la re-
lacién de satisfacibilidad entre sistemas algebraicos, férmulas y valoraciones de las
variables, a la que denotamos por - =, -[-], es la definida como:

o []=1{(Ap,2) € UAGSA1g(2,H){A} x Fm(L) x AN |z € oA }.
Convenimos que A |=¢ ¢[z] significa que el triplo (A, ¢, 2) € Upcgaigsm A} ¥

Fm(L) x AY estd en - =, -[-], y decimos, en ese caso, que la valoracién x satisface
apen A.

Definicién 5.205 (Tarski). Sea A un sistema algebraico, z € AN y ¢ € Fm(L).

1. Decimos que la férmula ¢ es satisfacible en A si existe un z € AN tal que
A =r oolr], ie., si A #£ 2.

2. La férmula ¢ es satisfacible si existe un sistema algebraico A tal que ¢ es
satisfacible en A.

3. Un conjunto de L-férmulas ® es satisfacible si existe un sistema algebraico
A yun x € AY tal que, para cada p € ®, A =, ¢[z].

Sea A un sistema algebraico, P,Q € Tm(L), o, € Fm(£), n € Ny 2 ¢ AV,

Entonces:

1. A = P = Q[] precisamente si x € Eq(P4,Q%).
A =, 7(P; | i € n)[z] precisamente si (PA(x) | i € n) € R,.
A =, —p[x] siy sélo si no ocurre que A s ¢[x].
A= ANpx]siy sélosi A l=p pla]y A =g ¥[a].
AEroVylx]siysdlosi AL olx] o A =g [z
A =, o — [z] siy sdlo si no es el caso que A ¢ o[z] o A Y[z
A = Y, ¢[r] exactamente si, para cada a € A, A =, @[z,
A =, Ju,¢[r] exactamente si, existe un a € A tal que A = p[z(™1)].

© N W

Proposicién 5.206. Sea A un sistema algebraico, ¢ € Fm(L), z,y € AV y
Fvar(¢) = {v,, | @ € p}. Si, para cada o € p, x(ny) = y(na), entonces x € p»
siy solo siy € o™, ie., A |=r @lx] precisamente si A |=r @ly]. En particular,
si o € Sent(L), entonces o bien p™ = AN o bien ¢* = @, i.e., o bien, para cada
v € AN, A =, ¢[7] o bien, para cada v € AN, A |=p —p|z].

Demostracion. O

Definicién 5.207. Sea A un sistema algebraico, ¢ € Fm(L) y n(¢) = min{n € N |
Fvar(p) C| v, }. Entonces ¢™#)A denota la relacién n(P)-aria sobre A definida
como:

A =z e A"?) |3y e AN (yIn(p) =z & yep™)}.

Si x € ™¥)A decimos que x satisface a ¢ en A y lo denotamos por A =, ¢|[z]].

Definicién 5.208. Sea A un sistema algebraico, n € N—1y R C A™. Decimos
que R es definible en A si hay una férmula ¢ tal que Fvar(¢) C| v, y @"(#)A = R.

Proposicion 5.209. Sean € N—1 y A un sistema algebraico. Entonces el conjunto
Def,,(A) de las relaciones de rango n definibles en A estd cerrado bajo la unidn
binaria, interseccién binaria y complementacion. Ademds, @ y A™ € Def,,(A). Por
lo tanto Def,,(A) = (Def,,(A),U,N,C, @, A") es un dlgebra booleana.
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Demostracion. O

Definicién 5.210. Sea £ un lenguaje de primer orden. Entonces la relacion de
validez entre sistemas algebraicos y férmulas, a la que denotamos por =, es la
definida como:

Fe={(A,¢) € SAlg(S, 1) x Fm(L) | Vz € AN (A £ ¢l2]) }.

Convenimos que A =, ¢ significa que el par (A,p) € SAlg(X,II) x Fm(L)
estd en |=,, v decimos, en ese caso, que la férmula ¢ es verdadera en A o que
A es un modelo de ¢; ademads, decimos que una féormula ¢ es universalmente
vdlida si, para cada sistema algebraico A, A =, . Entonces el triplo orde-
nado (SAlg(X,II),Fm(L),=¢) es el contexto de Galois de la L-l6gica de pre-
dicados de primer orden con igualdad y a la situacién de Galois contravarian-
te (Sub(SAlg(X,II)), Vdz, Mod,, Sub(Fm(L))), asociada al anterior contexto de
Galois, la denominamos la situacion de Galois contravariante de la L-l6gica de
predicados de primer orden con igualdad.

La aplicaciéon Vd, asigna a cada conjunto A de sistemas algebraicos, el conjunto
de férmulas Vd,(.A) definido como:

Sub(SAlg(Z, IT)) —= Sub(Fm(L))
Vdﬂ{ A — {peFm(L) [VAEA(A =2 o)},

de modo que Vd.(A) es el conjunto de las férmulas validas, o verdaderas, en A.
A cualquier férmula cerrada de Vdz(A) la denominamos un teorema de A y al
conjunto de los teoremas de A, i.e., a Vdz(A) NSent(L), lo denotamos por Th.(A).

La aplicacion Mod asigna a cada conjunto ® de férmulas, el conjunto de siste-
mas algebraicos Mod,(®) definido como:

Mod,, { Sub(Fm(£)) —= Sub(SAlg(S, D))
0‘{ @ —— {A € SAlg(S,I) | Ve € & (A =z ) ).

A cualquier sistema algebraico de Modz(®) lo denominamos modelo de ®.

Decimos que un conjunto A de sistemas algebraicos es axiomatizable si hay un
conjunto de formulas cerradas ® tal que A = Modz(®P), en cuyo caso decimos que
® es un conjunto de axiomas de A. Si @ es finito, entonces decimos que A es finita-
mente axiomatizable. Decimos que un conjunto de formulas ® esta modelisticamente
cerrado si hay un conjunto de sistemas algebraicos A tal que ® = Vd.(A).

Proposicién 5.211. Para el contexto de Galois (SAlg(X,II),Fm(L), =r), da-
dos A,A" C SAlg(X,II), una familia no vacia (A; | © € I) de subconjuntos de
SAlg(X,II), @, 9’ C Fm(L) y una familia no vacia (®; | i € I) de subconjuntos de
Fm(L) se cumple que:
1. A C Mod(Vdg(A)).
® C Vd (Mod(®)).
Si A C A, entonces Vdg(A') CVd.(A).
Si ® C ', entonces Modz(®') C Modg(®P).
Vdg(A) = Vdg(Modg (Vdz(A))).
MOdL(q)) = MOdﬁ(Vdg(MOdg((I),))).
Vde (Uier Ai) = Nier Ve (Ay).
Mod, (Uz‘eI CIJi) =,y Modz(®;).

Demostracion. O

P NG

Definicién 5.212. Sea ¢ € Fm(L) tal que Fvar(p) = {v,, | @ € p}. Una clausura
universal de ¢ es cualquier férmula de la forma Yoy, ... Vn,_, ¥, para alguna
permutacién (o(a) | o € p) de p. A cualquiera de ellas la denotamos por cly(y).
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Proposicién 5.213. Sea A un sistema algebraico y ¢ € Fm(L) tal que Fvar(p) =
{vn, | €p}. Entonces A |=¢ ¢ siy sdlo si A |=r cly(p).

Demostracion. O

Lema 5.214. Para cada A C SAlg(X,II), se cumple que

Demostracion. Puesto que Thz(A) estd incluido en Vdz(A), ya que, por definicién,
The(A) = Vdz(A) NSent (L), y por ser Mod, antitona, tenemos que

Mod,(Vdz(A)) € Mod,(The(A)),
luego, por ser Vd, antitona, se cumple que
Vdz(Modz(Thz(A)) C Vg (Mod, (Vdz (A))),
pero Vdg (A) = Vdz (Modz(Vd, (A))), por lo tanto
Vdz(Modz(Thz(A))) C Vdz(A).

Demostramos por ultimo que Vdz(A) C Vdz(Modz(The(A))). Sea ¢ € Vdz(A).
Para demostrar que ¢ € Vdz(Modz(Th,(A))) hemos de establecer que, para cada
B € Mod.(Th,(A)), B £ . Sea pues B € Mod,(Th,(A)) i.e., B cumple que

VY (¢ € Sent(L) & (VA € A(A £ 9))) = B =r ),

entonces, ya que cly(p) € Sent(L) y, para cada A € A, A . cly(p), porque
» € Vdz(A) y en virtud de la proposicién 5.213, tenemos que B =/ cly(p), luego,
por la misma proposicién, B =, ¢. Por lo tanto

Vdg(A) € Vdg(Modg(The(A))).

Lema 5.215. Para cada ® C Fm(L), se cumple que
MOdg(q)) = MOdﬁ(Thg(MOdg(q)))).

Demostracion. Puesto que Thz(Modz(®P)) estd incluido en Vdz(Modz(®)), ya que,
por definicién Thy (Modz(®)) = Vdz(Modz(®)) NSent(L), y por ser Mod antito-
na, tenemos que

Mod g (Vdz (Modz(®))) € Modz(The (Mod(@))),
pero Modz(®) = Modz(Vdz(Mod,(®))), por lo tanto
MOdg((I)) g MOdﬁ(Thﬁ(MOdﬁ((b))).

Demostramos por iltimo que Modz(Thz(Modz(®))) € Modz(®). Sea pues A un
modelo de Th,(Mod,(®)) i.e., A cumple que

Vip (¢ € Sent (L) & (VC € Mod,(®) (C L v))) — A L ¥),

entonces, dado un ¢ € ®, ya que cly(¢) € Sent(L) y, para cada C € Mod.(®), se
cumple, en virtud de la proposicién 5.213, que C [, cly(p), tenemos que A =,
cly(¢), luego, por la misma proposicién, A =, . Por lo tanto

MOdﬁ(ThL(MOdﬁ(‘I)))) - Modg(‘ﬁ).
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Proposicién 5.216. FEl conjunto
Im(Vde) = { @ C Fm(£) | 3A C SAIg(S,TT) ( = Vd(A)) },

de todos los conjuntos de férmulas modelisticamente cerrados, es un sistema de
clausura y es isomorfo al conjunto

Im(Mod, [Sub(Sent(£))) = { A C SAlg(X,II) | 3@ C Sent(L) (A = Mod. (D)) },
de todos los conjuntos de sistemas algebraicos axiomatizables.

Demostracion. Veamos que el conjunto Im(Vd,) es un sistema de clausura sobre
Fm(L). Se cumple que Fm(£) € Im(Vd,) porque, para A = &, Vd. (&) = Fm(L).
Ademés, si (®; | i € I) es una familia no vacfa en Im(Vd,), entonces [);.; ®; €
Im(Vd,), porque, para cada i € I, existe un subconjunto A; de SAlg(X,II) tal
que (I)z = MOdﬁ(Az) y ﬂiE[ q)i = Vdﬁ(UiEI Az)

Para establecer que el conjunto de todos los conjuntos de férmulas modelistica-
mente cerrados es isomorfo al conjunto de todos los conjuntos de sistemas algebrai-
cos axiomatizables, es suficiente tomar en consideracién que las aplicaciones:

Im(Vdz) — Im(Mod. [Sub(Sent(L)))
Mﬂ{ VdL(AE) — MOdL(TiL(A))

y
v Im(Modg [Sub(Sent(£))) — Im(Vd,)
£ Mod (®) — Vdz(Mod,(®))
son inversas una de otra, debido a los lemas 5.214 y 5.215. (]

En la préxima seccion, cuando dispongamos del teorema de Lo$, demostraremos
que Im(Vdg), y por lo tanto Im(Mod, [Sub(Sent(L£))), es un sistema de clausura
algebraico.

Tal como sefiala Cohn en [?], la anterior conexién de Galois se puede usar,
bien para estudiar las férmulas a través de sus modelos, bien para estudiar los
sistemas algebraicos mediante sus teoremas. Sin embargo, este método tiene ciertas
limitaciones; porque no nos permite distinguir entre dos férmulas que tengan los
mismos modelos, ni entre dos sistemas algebraicos que tengan los mismos teoremas.

Esto conduce a definir dos relaciones de equivalencia, una sobre el conjunto de las
férmulas y otra sobre el conjunto de los sistemas algebraicos. Nos ocupamos ahora
de la primera relaciéon de equivalencia, y para ello, pero no sélo para ello, definimos
la relacién de consecuencia semantica entre conjuntos de féormulas y féormulas.

Definicién 5.217. La relacion de consecuencia semdntica entre los conjuntos de
férmulas y las férmulas, denotada por IFz, es el subconjunto de Sub(Fm(£))xFm(L)
que consta de los pares (T, ) tales que, para cada sistema algebraico A y cada
x € AN, si, para cada v € T, A |=¢ v[z], entonces A =, ¢[z].

Si ' IFz ¢, decimos que ¢ es consecuencia semdntica de I'. En particular, si
{¢} k£ ¢, denotado simplemente por ¥ I, ¢, entonces decimos que ¢ es conse-
cuencia semadntica de ¥ y si tanto Y I, ¢ como ¢ IF, 1, situacién que denotamos
por ¢ &, 1, que p y ¥ son semdnticamente equivalentes.

Si T'U {¢} C Sent(L), entonces
T IFz psiy sélo siModz(T) € Modg ().
Proposicién 5.218. La endoaplicacion Cnyz de Sub(Fm(L)) definida como

Cn { Sub(Fm(L£)) —= Sub(Fm(L))
£ r — {peFm(L) | Tlkz ¢},

es un operador clausura sobre Fm(L).

Demostracion. O
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SiT' C Sent(L), entonces
Cnz(T) N Sent(L£) = The(Mod.(T)).

Definicién 5.219. Una L-teoria o también, para abreviar, una teoria, es un sub-
conjunto I' de Sent(L) tal que, para cada ¢ € Sent(L), si T IF. ¢, entonces p € T

Si T C Sent(L), entonces I' es una teorfa precisamente si I' = Cng(T).

Proposicién 5.220. Para cada conjunto de sistemas algebraicos A, Th,(A) es una
teoria. En particular, para cada sistema algebraico A, Thy(A) es una teoria.

Demostracion. O

Teorema 5.221 (Herbrand-Tarski). Sea ' C Fm(L) y ¢, € Fm(L). Entonces
TU{p} Iz ¥ exactamente si T lkg p —

Demostracion. O

Proposicion 5.222. Una condicion necesaria y suficiente para que dos férmulas
cerradas @ y 1 sean semdnticamente equivalentes es que Modz () = Modg(v)).
Por lo tanto =, es una relacidn de equivalencia sobre Fm(L). Ademds, la relacion
~c retringida al subconjunto Sent(L) de Fm(L) es compatible con los operado-
res booleanos y el conjunto cociente Sent(L)/ =~ estd dotado de una estructura
de dlgebra booleana, a la que denotamos por LT (L) y denominamos el dlgebra de
Lindenbaum-Tarski de la [dgica de predicados de primer orden. Por dltimo, cada
elemento de LT(L) determina un conjunto finitamente axiomatizable, siendo tal
asociacion inyectiva.

Demostracion. O

5.14. Extensiones y equivalencias elementales.

The “objects” of model theory are the structures. The “maps”of first or-
der model theory are not the monomorphisms, which preserve merely
the atomic structural properties, but rather the elementary monomorp-
hisms, which preserve all first order properties.

G. Sacks.

Definimos la relacién de equivalencia elemental y la de encajamiento elemental
entre sistemas algebraicos y estudiamos tanto las propiedades de las mismas, como
las relaciones que subsisten entre ellas y la relacién de isomorfia. Ademds, demos-
tramos el teorema de Tarski-Vaught sobre la clausura del conjunto de los sistemas
algebraicos, relativos a una signatura de primer orden, arbitraria pero fija, respecto
de la unién de cadenas ascendentes de sistemas algebraicos, en las que cada término
de la cadena es un subsistema elemental de su sucesor, el teorema de Tarski-Vaught
sobre la caracterizacién de los subsistemas elementales, el teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski descendente y ascendente, el teorema de Los y el teorema de com-
pacidad. Ademaés, dotamos al conjunto de los conjuntos axiomatizables minimales
de una estructura de espacio topolégico compacto, Hausdorff y cero-dimensional y
demostramos un teorema de Taimanov que caracteriza el operador clausura, en el
espacio topoldégico mencionado, mediante la nocién de ultraproducto.

Definicién 5.223 (Tarski). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Decimos que
A y B son elementalmente equivalentes, y lo denotamos por A = B, si, para cada
¢ € Sent(L), si A =, ¢, entonces B =, ¢.

La definicién de equivalencia elemental entre dos sistemas algebraicos puede
parecer asimétrica, pero no es ése el caso, como pone de manifiesto el siguiente
corolario.
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Corolario 5.224. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Entonces A = B preci-
samente si, para cada ¢ € Sent(L), A =, ¢, siy sdlo si B = ¢ o, lo que es
equivalente, exactamente si Thyp(A) = Thy(B). Por consiguiente, la relacidn bina-
ria = en SAlg(X, IT) es simétrica. Ademds, = es reflexiva y transitiva, por lo tanto,
es una relacidn de equivalencia sobre SAlg(X,II) y es menos fina que la relacion
de isomorfia = sobre el mismo conjunto, i.e., ZC=.

Demostracion. O

Definicién 5.225. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Un encajamiento elemen-
tal de A en B es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y denotado por
f: A>—=B, en el que f es una aplicacién de A en B tal que, para cada férmula ¢
y cada v € AN, A |=, ¢[z] exactamente si B =, o[f o 7], i.e., z € ™ si y sdlo si
foxe€ B

Proposicion 5.226. Si f: A>—=B es un encajamiento elemental, entonces f es
un encajamiento de A en B.

Demostracion. O

Proposicién 5.227.

1. Sif: A>=B yg: B>—=C son encajamientos elementales, entonces tam-
bién lo esgo f: A>—=C.

2. Sigof: A>—=C yg: B>—=C son encajamientos elementales, entonces

también lo es f: A>—=B.

ida es un encajamiento elemental.

4. Si f: A——=B es un isomorfismo, entonces también es un encajamiento
elemental.

5. Si f: A>—=B es un encajamiento elemental, entonces A = B.

e

Demostracion. O

Definicién 5.228 (Tarski). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Decimos que A
es un subsistema elemental de B, y lo denotamos por A x B, si A C B y siing es
un encajamiento elemental de A en B.

Proposicion 5.229. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Si A es un subsistema
elemental de B, entonces A es un subsistema de B y A = B.

Demostracion. O

Los grupos Z = (Z,+,—,0) y P = (P,+,—,0), siendo P el conjunto de los
nimeros enteros pares, son isomorfos, luego son elementalmente equivalentes; pero
P, que es un subgrupo de Z, no es un subsistema elemental de Z (esto no entra en
contradiccién con el que todo isomorfismo sea un encajamiento elemental, porque
las inclusiones son distintas de los isomorfismos). De hecho, el tnico subsistema
elemental de Z es él mismo.

Teorema 5.230. Sea (S,.A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos. Si los
homomorfismos de transicion as s : As— Ay son encajamientos elementales, en-
tonces, para cada s € S, ag, la inclusion candnica s-ésima, es un encajamiento ele-
mental de As en lim(S,.A). Ademds, si ®: (S, A)—(T,B) es un morfismo in-
ductivo, en el que ® = (p, f), con p: S—=T y f = (fs | s € S), siendo, para cada
s €8, for Ay>=>By(s), entonces se cumple que lim ®: li_n)l(S, A) HLQ(T,B).

Demostracion. O
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Corolario 5.231 (Tarski-Vaught). Sea I un conjunto no vacio y (A; | i € I) una
familia de sistemas algebraicos tal que, para cada i,j5 € I exista un k € I tal que
A; < Ar y Aj <Ay Entonces, para cada i € I, A; < Uiel A,.

Demostracion. Antes de proceder a demostrar el teorema recordamos que para
una familia de sistemas algebraicos dirigida superiormente (A; | i € I), el sistema
algebraico J;.; A; es el definido como:

1. El conjunto subyacente de | J,.; A; es ;¢ As-
2. Para cada n € Ny cada o € X, la operacién estructural F, es la aplicacién
definida como:

F (Uie[ Ai)n > Uie] A;
71 (o |a €n) — FAi(z,|acn),

siendo ¢ un indice tal que, para cada o € n, x, € A;.
3. Para cadan € N—1y cada 7 € II, la relacién estructural R, es |

Es evidente que, para cada i € I, A; es un subsistema de | J;.; A;.
La demostraciéon del teorema es por induccién algebraica. Concretamente, vamos
a demostrar que el conjunto de férmulas ¢ definido como:

®={peFm(L)|VielVre A (A; r ¢z] = U;c[Ai Er plinoz]) },

Ay
el R7r :

contiene al conjunto At(£) de las férmulas atémicas y estd cerrado bajo las opera-
ciones estructurales definidas sobre Fm(L).

Sabemos que las L-formulas atémicas, o bien son de la forma P, = P, para
algtin (P; | i € 2) € Tm(L)?, o bien de la forma 7(P; | i € n), para algin n € N—1,
algtin 7 € II,, y alguna familia (P; | i € n) € Tm(L)".

Seai € I'yz € AY. Vamos a demostrar que A; =, Py = P;[x] precisamente
si Ujer Ai FFo Po = Pifing o 2], ie., que z € Eq(Péxi,PlAi) si y sélo siin; ox €
Eq(POUiEI A

P(EJ"EI Ai (injox) = Pluief A (in; o ). Ahora bien, para « € 2 el diagrama:

7P1U7;EI Ai)’ o lo que es equivalente, que PéAl (a’;) = ]31Az (.’17) si y solo si
N ing' N
A} ———— (Uier 40)

PAi Pgiel A

[e3

A; — User 4i

in;

conmuta. Por lo tanto, para o € 2, in;(P2i(z)) = Pgie[ Ai (in}(x)).

De manera que si Pgt(z) = P{*(z), entonces ing (P (x)) = in; (P (), i.e.,
P A i (@) = P (il ().

Por otra parte, si PéJ'iE’ A (inf(2)) = P1Uie’ A (in}(z)), entonces in; (P (x)) =
in;(P{* (z)), luego, ya que in; es inyectiva, P2 (z) = P{*i(x). Para las férmulas
atémicas de la forma 7(P; | ¢ € n) se procede del mismo modo y lo dejamos como
ejercicio.

Veamos que ® esta cerrado bajo los operadores légicos.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que —p € ®, i.e., que para
cada i € I y cada x € A}, A; =, —plz] precisamente si (J;c; Ai =2 —¢lin; o z].
Seai € Iy x € AY. Supongamos que A; =, —p[z], entonces z € (—p)Ai = LA,
luego = & ™7, i.e., no es el caso que A; = ¢[z], luego, por la hipétesis, no es el
caso que | J;c; Ai [z @[in; o ], por lo tanto |J;c; As = —¢ling o z]. Del mismo
modo se demuestra la reciproca.



LOGICA MATEMATICA 139

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada n € N,
Jv,p € P, ie., que para cada n € N, se cumple que, para cada ¢ € I y cada
v € AV, A; =, Junp[a] precisamente si J;c; A; =z Fuapling o 2. Sea n € N,
i €Iyax e AN Supongamos que A; =, Jv,p[z], entonces hay un a € A; tal
que A; £ @[z("?], luego, por la hipétesis, |J;c; A; [z ¢[(in; o z)™D], asi que
Uier Ai Fc Fungpling o x]. Reciprocamente, si |J;c; Ai =2 Funyplin; o ], entonces
hay un a € ;o 4i tal que J;c; A = o[(in; o)), Por lo tanto para un j € I
tenemos que a € A;, luego hay un k € I tal que A; < A, y A; < Ay, entonces, por
la hipétesis de induccién algebraica, Ay =, p[z(™9)], ie., Ay = Juaplz], luego
A; =1 Ju,plz], porque A; X Ag.

Dejamos como ejercicio la demostracion de que @ estd cerrado para el resto de
los operadores légicos.

d

Presentamos a continuacién un teorema de Tarski-Vaught de caracterizacion de
las extensiones elementales.

Teorema 5.232 (Tarski-Vaught). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Entonces
las dos condiciones

1. A es un subsistema de B.
2. Para cada ¢ € Fm(L), cada n € N, cada v € AN, si B =, Jv,p7],
entonces existe un a € A tal que B =, gp[at("‘“)].

son mecesarias y suficientes para que A sea un subsistema elemental de B.

Demostracion. Necesidad. Si A < B, entonces es obvio que A es un subsistema de
B. Veamos que se cumple 2. Sea ¢ € Fm(L), n € N, x € AY y supongamos que
B =, Junp[z]. Entonces, en virtud de la definicién de <, A |, Ju,o[z], luego,
por la definicién de la relacién |=,, hay un a € A tal que A =, <p[:r<n|“)], por lo
tanto, por la definicién de <, B = p[z(™9)].

Suficiencia. Es obvio que de 1 se deduce que A C B. Para demostrar que, para
cada ¢ € Fm(L) y cadaz € AN, A =, ¢[z] precisamente si B =, ¢[z], procedemos
por induccién algebraica. Concretamente, vamos a demostrar que el conjunto de
férmulas @ definido como:

®={peFm(L)|Vee AV (A =, pla] & B =L o)) },

contiene al conjunto At(£) de las férmulas atémicas y esta cerrado bajo las operacio-
nes estructurales definidas sobre Fm(L£). Es evidente, en virtud de 1, que At(L£) C ®.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que - € ®, i.e., que para
cada x € AN, A |=; —¢[x] precisamente si B =z —¢[z]. Sea z € AN y supongamos
que A =, —p[z], entonces no es el caso que A =, ¢|[z], luego, por la hipétesis, no
es el caso que B =, ¢x], por lo tanto B =, —p[z]. Del mismo modo se demuestra
la reciproca.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cadan € N, v, €
®, i.e., que para cada n € N, se cumple que, para cada z € AN, A =, Jv, @[]
precisamente si B =, Jv,¢[in; o z]. Sean € Ny 2 € AN, Supongamos que A =,
Ju, @[], entonces hay un a € A tal que A =, ¢[z(™?)], luego, por la hipétesis,
B =, ¢[z("9)], asi que B =, v, p[z]. Reciprocamente, si B =, Jv,,¢[z], entonces,
por 2, hay un a € A tal que B = ¢[z("1%)] luego, por la hipétesis de induccién,
A = o[z™)] por lo tanto A =, Fv,[x].

Dejamos como ejercicio la demostracion de que @ esta cerrado para el resto de
los operadores logicos. O

Teorema 5.233 (Lowenheim-Skolem-Tarski descendente). Sea £ un lenguaje de
primer orden, B = (B,FB,RB) un (X,II)-sistema algebraico, X C B y m un
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cardinal infinito tal que card(X) < m < card(B) y card(Z[[II) < m. Entonces B
tiene un subsistema elemental A = (A, FA R™) tal que X C A y card(A) = m.

Demostracion. Puesto que una L-férmula es una sucesion finita de simbolos de
operacion légicos, variables, simbolos de operacién y simbolos de relacion, el niimero
de féormulas es a lo sumo ) .y m™ = m. Sea Y un subconjunto de B tal que X C Y
y card(Y) = m. Por otra parte, sea f una funcién de eleccién para los subconjuntos
no vacfos de B. Vamos a asociar a cada par (p,i) € Fm(£) x N una operacién
finitaria G, ; sobre B, la operacion de Skolem para (¢,1). Sea m el primer nimero
natural tal que las variables libres de ¢ estén incluidas en | vy+1 = {vo, ..., Vm }
e i < m. Entonces G ; es la operacién m + 1-aria sobre B definida como:

Bm+1 — > B

. {f({u €B|B ¢ obM]}), si {ueB|B e o]} #2;

f(B), en caso contrario.

Gy b

Sea A el cerrado de (B, (G, | (¢,1) € Fm(L) x N)) generado por Y. El conjunto
A es tal que card(A) = m. Ahora vamos a dotar al conjunto A de una estructura
de (X, II)-sistema algebraico. Para un simbolo de relacién = de rango m conve-
nimos que R* = RB N A™. Por otra parte, para un simbolo de operacién o de
ariedad m, vamos a ver que A estd cerrado bajo la operacién FB. Sea ¢ la férmula

o(Voy .-y Um—1) = Um ¥ A0, ..., Gm—1 € A, entonces
Gom(ao, ..., 0m-1,00) = Ff‘(ao, ey Q1)
porque FB(ag,...,am_1) es el tnico elemento u de B tal que, tomando como a =
(ag, ..., am_1,a0), B =, ¢[a™™)]. Luego definimos
Ff*(ao, ey Q1) = Ff‘(ao, ey Q).

Obviamente se cumple que A = (A, F4, R?) es un subsistema de B = (B, FB, RB).
Para demostrar que A = (A, F'A, R*) es un subsistema elemental de B = (B, FB, RB)
aplicamos el teorema 5.232. Sea ¢ € Fm(L), n € N, x € AN y supongamos que
B =, Ju,p[z]. Sea m un niimero natural tal que las variables libres de ¢ estén in-
cluidas en | vy 1 = {vo,...,vn } y n < m. Entonces para u = G, n(ao, - - ., am) se
cumple que u € A, porque A esta cerrado bajo las operaciones G, ,. Ademds, por la
definicién de G, ,,, tenemos que B f=¢ ¢[(z[m+1)""] luego B =, ¢lz™W]. O

Teorema 5.234 (LoS). Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I y (A; |1 € I)
una familia de sistemas algebraicos. Entonces, para cada ¢ € Fm(L) y cada x €

(Hiel Ai)N, las siguientes condiciones son equivalentes:
L. [l;c; Ai/ =FFc @lpr= . ox], siendo pr— _ la proyeccion candnica de [ [, As
en [Lie; Ai/ =F.
2. El conjunto {i € I|A; = plpr;ox]} € F.

Demostracion. Para la demostracion conviene que tengamos presente el diagrama:
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Para demostrar que, para cada ¢ € Fm(L) y cada x € (Hiel AZ-)N, [Lic;Ai/ =7Fc
@[pr—, ox] precisamente si {i € I | A; |5 ¢[pr;oz] } € F, procedemos por induc-
cioén algebraica. Concretamente, vamos a demostrar que el conjunto de férmulas ®
definido como:

[LicrAi/ =rFc ¢lpr=, o] siy sélo > }

N
‘I’{“Fm(ﬁ)‘m (Mier) ( si{iel|Abcplproa}eF

contiene al conjunto At(£) de las férmulas atémicas y estd cerrado bajo las opera-
clones estructurales definidas sobre Fm(L).

Sabemos que las L-féormulas atémicas, o bien son de la forma Py = P;, para
algtin (P; | i € 2) € Tm(L)?, o bien de la forma 7(P; | i € n), para algin n € N—1,
algin 7 € II,, y alguna familia (P; | i € n) € Tm(L)".

Seax € ([I,c; AZ-)N. Vamos a demostrar que [[;.; Ai/ =rFc Po = Pi[pr=, o]
precisamente si {i € I | A; Ez Py = Pi[pr; ox]} € F. Si pr__ oz satisface a

. . A,L =
Py = Py en [[,c; Ai/ =F, entonces pr_ _ ox pertenece al igualador de Pg["e’ /=7

v Pll_hez AZEFE Aora bien, para o € 2, el diagrama:

N
pr=,

([Lies A1) —> (Iies Ai/ =#)"

PyieIAi PyielAi/Ef

Hie] Ai

HieI Ai) =F

prEy:

ier Ai/EF( PHiezAi

przfol‘) :prE]:( e (Jf))
Luego prEf(P&_["'GIAi (z)) = pr—, (Plnie’ A (x)), por consiguiente el conjunto

{i eI pry(Ple™ (@) = pr,(PIl ™ (@)} € F.
Ahora bien, para « € 2, el diagrama:

conmuta. Por lo tanto, para o € 2, Poll_[

N Prlz'\l
(Hiel Ai) AzN
pilier P
Hie[ Ai Ay

%

conmuta. Por lo tanto, para a € 2, pri(Polé_["’E’ Ai (r)) = P& (pr; o x))

Luego, {i € I | P& (pr; ox) = Pi(pr,ox)} € F, pero A; =x Py = Pi[pr; o 7]
precisamente si Pai (pr; o ) = P (pr; o), asi que {i € I | A; =r Py = Py[pr; o
x] } € F. La reciproca es similar.

Dejamos como ejercicio la demostracién del caso en el que la férmula atémica
sea de la forma 7(P; | i € n), para algin n € N— 1, algtin 7 € II,, y alguna familia
(P;]ien)eTm(L)".

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que —p € @, i.e., que para
cadaz € ([[;e; Ai)N, [Lic; Ai/ =rFc —plpr=, ox] precisamentesi {i € I | A; =¢
~plpryox]} € F.

Sea x € ([T;c; Ai)N y supongamos que [[,.; A;/ =, —¢[pr— . o z], entonces
no es el caso que [[,.; Ai/ =rF, ¢[pr=, o x|, luego, por la hipétesis, {i € I |
A, E=r plpr;ox] } € F. Pero, por ser F un ultrafiltro, entonces I —{i € I | A; =
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@[pr; ox] } € F. Ahora bien, este tiltimo conjunto es {j € I | A; = —p[pr; o z] },
luego {j € I | Aj = —~¢lpr; o x| } € F. La reciproca es obvia.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada k € N, Juip €
®.SeakeNyze ([l Ai)N. Supongamos que [[,c; Ai/ =rlc Elvkgo[pr, oxl,
entonces hay un y € [],o; A; tal que [[;c; Ai/ =rfc ¢[(pr=, oz)*¥=+)]. Ahora
bien, puesto que ¢ € ®, obtenemosque {i € I | A; =¢ gp[przox(’“‘pr W)]} € F. Pero
se cumple que este ltimo conjunto estd incluido en {i € I | A; =, Jukplpr; o x] },
porque si i € I es tal que A; =, @[pr; o zFIPW)] entonces, para a = y(i),
tenemos que A; =, ¢[(pr; o z)*YO] porque (pr; o 2)*WH) = pr, o gklPr:))
luego A; =, Jugplpr; o z]. Por lo tanto {i € I | A; =, Jugplpr; o z]} € .7-".
Reciprocamente, si J = {i € I | A; = Jupplpr; o z]} € F, entonces, para
cada j € J, hay un a; € Aj tal que A; =, Jupp[pr; o z]. Sea y la funcién de
eleccién para (A; | ¢ € I) cuya coordenada j-ésima, con j € J, es a;, y cuya
coordenada i-ésima, con i € I —J, es un b; € A;, arbitrario, pero fijo. Se cumple que
{ieI|A; =, Jupplpr; ox]} estd incluido en {i € T | A; =, o[pr; o F1¥)] }. Por
lo tanto {i € I | A; =z plpr;oz®9]} € F, luego, ya que ¢ € F, [[,c; Ai/ =rFr
ol(pr=, o z)*I¥=5)]. Por consiguiente [,.; A;/ =rf=, Jvpp[pr=, o z]. Dejamos
como ejercicio la demostracién de que ® esta cerrado para el resto de los operadores
l6gicos. O

Corolario 5.235. Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I, (A; | i € I) una
familia de sistemas algebraicos y ¢ € Sent(L). Entonces [[,c; Ai/ =rlr ¢ siy
s6lo si el conjunto {i €I |A;Erp}eF.

Corolario 5.236. Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I, (A; | i € I) una
familia de sistemas algebraicos y ¢ € Sent(L). Si, para cada i € I, A; =, ¢

entonces [[,c; Ai/ =5 .

Corolario 5.237 (Teorema de compacidad). Sea ® un conjunto infinito de senten-
cias. Si cada subconjunto finito de ® tiene un modelo, entonces ® tiene un modelo.

Demostracion. Sea I = {A C & | card(A) < R }. Entonces, dada una parte finita
A de @, hay un sistema algebraico Aa tal que, para cada 06 € A, Ax =, §. Por
otra parte, para cada A € I, sea Go = {© € I | A C © }. Entonces el subconjunto
G ={Ga | A €T} deSub(]), es una subbase de filtro sobre I, i.e., se cumple que:

1. G #£02.

2. €G.

3. Paracadan e N—1ycada (A |jen)el”, ﬂjen Ga, # 2.
En efecto, el conjunto G # &, porque I # &. El conjunto vacio no pertenece a G
porque, dado un A € I, A € Ga. Por tltimo, dado un n € N — 1 y una familia
(Aj[jen) el N, Ga, # 9, porque [, Ga, = GUjenAj y se cumple que
Ujen Aj; € I. Por lo tanto, en virtud del axioma de eleccién, hay un ultrafiltro F
sobre I tal que G C F, i.e., tal que, para cada A € I, ,Ga € F. Veamos que,
para cada ¢ € @, [[oc; Aa/ =#Fc ¢. Para ello es suficiente que demostremos, en
virtud del corolario 5.235 que, para cada ¢ € @, {A € I | Aa = ¢} € F. Ahora
bien, dado un ¢ € ®, el conjunto {A € I | Aar =, ¢} pertenece a F, porque
contiene al conjunto G,y € F. O

Proposicién 5.238. El teorema de compacidad equivale a que, para cada TU{p} C
Sent(L), si ' Iz ¢, entonces hay un subconjunto finito A de T tal que Ak, .

Demostracion. Supongamos el teorema de compacidad y sea T U{p} C Sent(L) tal
que I' Ik, ¢. Si, contrariamente a lo enunciado, para cada subconjunto finito A de
I, existiera un sistema algebraico A tal que A € Modz(A) pero A & Mod,(p),
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entonces, para cada subconjunto finito A de I', existirfa un sistema algebraico A
tal que A € Modz(A) y A € Mod,(—y). Por lo tanto, para el conjunto de férmulas
cerradas I' U {—¢}, tendriamos que, para cada subconjunto finito © de I' U {—y},
Mod.(0O) # &, pero Mod. (I'U{—¢}) = &, ya que en caso contrario, i.e., si existiera
un sistema algebraico A tal que A € Mod,(T'U {—¢}), entonces A - oy A .
=, lo cual es absurdo. De modo que hay un subconjunto finito A de I' tal que
A |FC ®.

Ahora supongamos que, para cada I' U {¢} C Sent(L), si I' IF2 ¢, entonces hay
un subconjunto finito A de I' tal que A I, ¢. Si no se cumpliera el teorema de
compacidad, i.e., si existiera un I' C Sent(L) tal que, para cada subconjunto finito
A de T, Modg(A) # @ pero Modz(T') = @, entonces, para la férmula cerrada
Jz (x # z), tendrfamos que T I, Jz(x # z), porque Mod,(T") = &, y, para
cada subconjunto finito A de T', A fx Jz(x # z), porque Mod,(A) # & pero
Mod,(3z (z # z)) = @. O

Corolario 5.239. Tanto los functores de formacion de ultraproductos como los
de formacidn de ultrapotencias preservan encajamientos elementales. Ademds, las
componentes de las transformaciones naturales del functor identidad en los functo-
res de ultrapotencia, son encajamientos elementales.

Corolario 5.240. Cualquier sistema algebraico se puede encajar en un ultrapro-
ducto de sus subsistemas finitamente generados.

Demostracion. O

Proposicién 5.241. Sea A un conjunto infinito y m un cardinal transfinito. En-
tonces hay un conjunto I tal que card(I) = m y un ultrafiltro F sobre I tal que
2™ < card(Al/ =5).

Demostracion. Sea I = {X C m | card(X) < Rg }. Para cada X € I, sea Gx =
{Y eI|X CY}. Entonces el subconjunto G ={Gx | X € I} de Sub(I), es una
subbase de filtro sobre I, i.e., se cumple que:

1. G #£02.

2. I€G.

3. Paracadan € N—1ycada (X;|jen) €I, (., Gx, # 9.
En efecto, el conjunto G # &, porque I # &. El conjunto vacio no pertenece a G
porque, dado un X € I, X € Gx. Por tultimo, dado un n € N — 1 y una familia
(Xj |jen) el N, Gx, # 9, porque [, Gx, = GUjean y se cumple que
U jen X; € I. Por lo tanto, en virtud del axioma de eleccién, hay un ultrafiltro F
sobre I tal que G C F, i.e., tal que, para cada X € I, ,Gx € F. Ahora vamos a
demostrar que existe una aplicacién inyectiva de Sub(m) en A’/ =x. Para ello, una
vez elegida una familia f = (fx | X € I) en []y.; Mono(Sub(X), A), definimos la
aplicacién H; de Sub(m) en A como:

Sub(m) — Af
Hf{ Ym — (fx(YNX)| X el).

Entonces la aplicacién H de Sub(m) en A?/ = definida como:

Sub(m) —= Al/ =
H{ Ym — [Hf(Y;.ngm

es inyectiva. En efecto, dados dos subconjuntos distintos Yy Zdem,sia € Y & Z,
entonces, ya que Groy C{X € I | fx(YNX) # fx(ZNX)}y Gy € F, se
cumple que { X € I'| fx(Y NX)# fx(ZNX)} € F, luego H(Y) # H(Z).

O
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Teorema 5.242 (Lowenheim-Skolem-Tarski ascendente). Sea £ un lenguaje de
primer orden, A un (3,II)-sistema algebraico y m un cardinal infinito tal que
card(A) < m y card(Z[[I) < m. Entonces A tiene una extension elemental B
diferente de A vy tal que card(B) = m.

Demostracion. Sea C una extension elemental de A tal que card(C) > 2™ y ¢ €
C — A. Entonces, en virtud del teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente,
sea B un subsistema elemental de C tal que card(B) = my AU {¢} C B. Es
evidente que B cumple las condiciones del teorema. O

La ruptura con la tradicién, que arrancé con Aristételes, en virtud de la cual
para el despliegue de cualquier ciencia deductiva es imprescindible que sus conceptos
deban ser significativos, se produjo a partir de 1882, por obra del geémetra Pasch.
Segun este autor el proceso deductivo debe ser independiente del significado de los
conceptos y solo debe retenerse como basico las relaciones que subsistan entre los
mismos, expresadas mediante axiomas.

Como Hilbert le comunica a Frege el 29 de Diciembre de 1899:

Naturalmente, cada teoria es s6lo un andamiaje o esquema de concep-
tos con sus necesarias relaciones mutuas, y los elementos béasicos pueden
pensarse como se quiera. Si pienso que mis puntos son cualquier sis-
tema de cosas, vgr., el sistema amor, ley, deshollinador, ..., con que
luego sélo postule la totalidad de mis axiomas como relaciones entre
estas cosas, mis teoremas —el de Pitagoras, por ejemplo— valen también
para ellas. En otras palabras: cada teoria puede siempre aplicarse a in-
finitos sistemas de elementos béasicos. Basta aplicar una transformacion
univoca inversible y estipular que los axiomas homdélogos valen para las
transformadas

Definicién 5.243. Sea £ un lenguaje de primer orden. Decimos que una teoria
T es completa si, para cada ¢ € Sent(L), o bien ¢ € T o bien ~p € T; que T es
consistente si Mod(T') # @; por dltimo, siendo m un cardinal, decimos que T es una
teoria m-categdrica si, salvo isomorfismo, tiene exactamente un modelo de cardinal
m, i.e., si, para cada A,B € Mod(T), si la cardinalidad de A y B es m, entonces
A = B, y que es categdrica si dos modelos cualesquiera de T son isomorfos.

La teoria de grupos, Grp, no es una teoria completa, porque para la sentencia
¢ =Ve,y(r-y = y-x), se cumple que ni Grp Ik ¢ ni Grp IFz —p, e, que
tanto GrpU {—¢} como GrpU {p} son consistentes. Sin embargo la teorfa de grupos
triviales, GrpU{Vx (z = 1)}, es completa. Porque, por una parte, salvo isomorfismo,
el grupo trivial es el unico modelo de Grp U {Vz (z = 1)} y, por otra, si fuera
incompleta, entonces . ...

Proposicion 5.244. Una teoria T es completa si y solo si dos modelos cualesquiera
de T son elementalmente equivalentes.

Demostracion. Supongamos que dos modelos cualesquiera de 7" son elementalmente
equivalentes. Si T no fuera completa, existiria un ¢ € Sent(L) tal que ni T IFz
e ni T IFz —p. Luego T'U {—¢} v T U {p} serfan teorias consistentes. Por lo
tanto, para cada A € Mod(T U {—¢}) y cada B € Mod(T U {y¢}), tendriamos
que A,B € Mod(T), luego, por la hipdtesis, A = B. Pero éso es absurdo, porque
A € Mod({—¢}) y B € Mod({p}). De modo que T es completa. Reciprocamente,
si T es completa y A, B son dos modelos de T, entonces dada ¢ € Sent(L) tal
que A =, ¢, se cumple que ¢ € T, ya que en caso contrario, por ser 7' completa,
- € T, luego A =, -, que serfa una contradiccién. Por lo tanto B =, ¢. De
modo que A y B son elementalmente equivalentes. O

Corolario 5.245. Cualquier teoria categdrica es completa.
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Proposiciéon 5.246. Si una teoria completa tiene un modelo finito, entonces es
categorica.

El test de Los-Vaught es otro método para establecer la completud de las teorias.

Teorema 5.247 (Test de Los$-Vaught). Sea £ un lenguaje de primer orden tal que
card(Z [[II) = m y n un cardinal infinito tal que m < n. Si una teoria consistente T
es tal que todos sus modelos son infinitos y es n-categorica, entonces T es completa.

Demostracion. Sean A 'y B dos modelos de T'. Entonces ambos modelos son infinitos
y entonces, en virtud de los teoremas de Lowenheim-Skolem-Tarski, existen modelos
A’ y B’ de T tales que A y A’, asi como B y B’, son elementalmenta equivalentes
y, ademds, A’ y B’ tienen cardinalidad n. Por lo tanto, al ser T' n-categérica, A’ y
B’ son isomorfos, luego A y B son elementalmente equivalentes. O

Usando el test de Lo$-Vaught demostramos que la teoria de los 6rdenes lineales
densos y sin maximo ni minimo, Dlone, es completa. En primer lugar, cualquier
modelo de Dlone es infinito (demuéstrese). Ademds, en virtud de un teorema de
Cantor, Dlone es Ng-categorica. Por lo tanto es completa.

Otro modo de demostrar la completud de la teoria Dlone es: Si Dlone no fuera
completa, existiria una sentencia ¢ tal que ni Dlone I, ¢ ni Dlone I, —¢. Luego
Dlone U {—¢} y Dlone U {¢} serfan teorfas consistentes. Por lo tanto, puesto que el
conjunto de los simbolos no l6gicos, que es {<}, es numerable, en virtud del teorema
de Léwenheim-Skolem-Tarski descendente, existirfa un A € Mod(T'U{—¢}) infinito
numerable y un B € Mod(T U {¢}) infinito numerable. Ahora bien, puesto que
Dlone, en virtud de un teorema de Cantor, es Nyp-categérica, A = B. Pero éso es
absurdo, porque A € Mod({—¢}) y B € Mod({p}).

La teoria de los érdenes lineales densos y sin maximo ni minimo, como acabamos
de ver, es completa pero no es categérica, en el sentido de que dos modelos cuales-
quiera de tal teoria sean isomorfos. Porque tanto (@, <) como (R, <) son modelos
de Dlone y, obviamente, (Q, <) 2 (R, <).

El conjunto linealmente ordenado (R, <) es Dedekind-completo, pero el conjunto
linealmente ordenado (@, <), como es bien sabido, no es Dedekind-completo. Esto
significa que la Dedekind-completud es una propiedad que distingue a los conjuntos
linealmente ordenados (R, <) y (@, <). Pero tanto (R, <) como (@, <) son modelos
de Dlone, y Dlone es una teorfa completa, por lo tanto (R, <) y (Q, <) satisfacen a las
mismas sentencias, i.e., son elementalmente equivalentes. En particular, cualquier
sentencia, del lenguaje de ambos sistemas relacionales, que exprese la Dedekind-
completud debe ser verdadera en los dos modelos o falsa en los dos. De este modo,
aparentemente, parece que hemos llegado a una situacion contradictoria, porque los
conjuntos linealmente ordenados (R, <) y (@, <) satisfacen a las mismas sentencias,
pero la Dedekind-completud es una propiedad que los distingue. De hecho no hay
ninguna contradiccién, simplemente porque no hay ninguna sentencia, del lenguaje
de ambos sistemas relacionales, que exprese la Dedekind-completud (esta tltima es
una sentencia de segundo orden, no de primer orden).

El test de Los$-Vaught también puede usarse para demostrar la completud de
la teoria de los grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales. Pero antes
recordemos algunos de los términos acabados de mencionar.

Definicién 5.248. Sea A un grupo abeliano. Decimos que A es divisible si, para
cada n € N—1, se cumple que:

Vee Adye A(ny=x).
Obsérvese que la definicién del concepto de divisibilidad, para los grupos abelia-

nos, consta de una infinidad numerable de axiomas, uno por cada niimero natural
no nulo.
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Definicién 5.249. Sea A un grupo abeliano. Decimos que A es aperiddico o sin
torsion si, para cada n € N — 1, se cumple que:

Vee A(ne=0—-2=0).

Lo mismo que en el caso anterior, el concepto de carencia de torsién viene de-
terminado por una infinidad numerable de axiomas.

Conviene senalar que los grupos abelianos periddicos no se definen como los que
no son aperiédicos, i.e., aquellos A para los que se cumple que, para al menos un
nimero natural no nulo n, existe un z € A tal que z # 0 pero nz = 0, sino como
los que tienen la propiedad de que, para cada x € A, existe un n € N — 1 tal que
nx = 0.

Proposicion 5.250. El grupo abeliano subyacente de cualquier espacio vectorial no
trivial sobre el cuerpo de los racionales es divisible y sin torsion. Ademds, cualquier
grupo abeliano divisible sin torsion no trivial es el grupo abeliano subyacente de un
espacio vectorial sobre el cuerpo Q.

Demostracion. Sea A = (A,+,—,0) un grupo abeliano divisible sin torsién no
trivial. Vamos a definir una acciéon de Q sobre A, de modo que dote al grupo
abeliano A de una estructura de Q-espacio vectorial. Sea a € Ay ¢ = m/n € Q,
con m € Z yn > 0. Entonces ma € A, por ser A grupo abeliano, luego para n > 0,
por ser A divisible, hay un b € A tal que nb = ma. Ademas, si ¢ € A fuera tal
que nc = ma, entonces n(b — ¢) = 0, luego, ya que n > 0, por ser A sin torsién,
b—c=0,1i.e., b= c. Podemos afirmar, por lo tanto, que hay un tnico b € A tal que
nb = ma. Definimos, en consecuencia, la accién de ¢ = m/n sobre a, como el tnico
b € A tal que nb = ma. Dejamos como ejercicio la demostracién de que tal acciéon
dota al grupo abeliano A de una estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo

Q. O

Demuéstrese que los grupos abelianos R = (R, +,—,0) vy Q = (Q,+,—,0), de
los reales y los racionales, resp., son grupos abelianos divisibles sin torsién (y no
triviales).

Evidentemente, todos los grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales
son infinitos. Ademds, para cada cardinal n tal que Xy < n, la teoria de los grupos
abelianos divisibles sin torsién y no triviales es n-categérica. En efecto, si A y B
son dos grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales de cardinal n, con
Ny < n, entonces, en tanto que Q-espacios vectoriales, tienen bases infinitas X e Y,
resp. Si card(X) = m, entonces, por una parte, m < n, y, por otra n < my = m,
luego n = card(X). Del mismo modo obtenemos que n = card(Y’). Por lo tanto,
en tanto que Q-espacios vectoriales, son isomorfos. De donde, en virtud del test
de Los-Vaught, podemos afirmar la completud de la teoria de los grupos abelianos
divisibles sin torsién y no triviales.

Observemos que entonces los grupos abelianos R = (R, 4+, —,0) y Q = (Q, +, —,0),
por ser grupos abelianos divisibles sin torsiéon y no triviales, son elementalmente
equivalentes, pero no isomorfos.

Por otra parte, la teoria de los grupos abelianos divisibles sin torsién no trivia-
les, no es Vg-categérica, debido a que tal teorfa tiene (una infinidad de) modelos
infinito numerables, que no son isomorfos, por ejemplo, las potencias finitas de
Q= (Q,+,—,0), considerado como Q-espacio vectorial.

Haciendo uso del test de Los-Vaught, también se puede demostrar que la teoria
de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p, siendo p = 0 o un
nimero primo, es completa.
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Definicién 5.251. Decimos que un cuerpo K es algebraicamente cerrados si, para
cada n € N —1, se cumple que:

Vag, ..., xn € K (2, #0— Jy € K (xpy" + -+ x1y + 20 = 0)).

Una vez més, observemos que la propiedad de un cuerpo de estar algebraicamente
cerrado, viene determinado por una infinidad numerable de axiomas.

Veamos que la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica
p, es para cada cardinal n tal que Ry < n, n-categoérica.

Lema 5.252. Sea A un sistema algebraico y ® un conjunto de férmulas cerradas
tal que Modz(®) C [A]=. Entonces

1. [A]lz = Modz(Thz(A)).

2. ThL(A) - ThL(MOdﬁ(q)))

Demostracion. O

Proposicién 5.253. Las clases de equivalencia [Al= € SAlg(3,II)/ = son los
conguntos (de sistemas algebraicos) axiomatizables minimales.

Demostracidn. Puesto que, por el lema 5.252, [A]lz = Mod.(Th,(A)), podemos
afirmar que [A]= es axiomatizable.

Veamos que [A]= es minimal. Sea ® un conjunto de férmulas cerradas tal que
Mod,(®) C [A]=. Sea B un sistema algebraico tal que B € [A]=, i.e., tal que
Th,(B) = The(A) y supongamos que B € Mod,(®). Entonces hay una férmula
cerrada ¢ € ® tal que ¢ € Th,(B), por lo tanto ¢ & Th,(A), luego - € The(A)
(porque Thy(A) es completa). Pero, ya que Mod,(®) C [A]=z, por el lema 5.252,
se cumple que

Tho(A) € The(Mod.(®)),

luego = € Thy(Mod,(®)), por lo tanto todo modelo de ®, que, en particular, lo
serd de ¢, es modelo de ¢, lo cual es absurdo. De modo que Mod.(®) = [A]=. O

Proposicién 5.254. El subconjunto Bz de Sub(SAlg(3,II))/ =) definido como:
Br ={By | ¢ € Sent(£) },
siendo, para cada ¢ € Sent(L), B, el conjunto definido como:
B, = {[A]= € SAlg(%, TI)/ =| A € Mod.(¢) },
es una base para una topologia sobre SAlg(X,II)/ =.

Demostracién. Es evidente que |, egeny(c) B € SAlg(E,II)/ =. Por otra parte, si
[A]= € SAlg(X,II)/ =, entonces [A]= € By, siendo ¢ cualquier férmula cerrada de
The(A).

Por ltimo, si [A]= € B, N By, entonces [A]= € Byay, € By, N By. O

Proposicién 5.255. El espacio topoldgico (SAlg(3,II)/ =,Tgx(Bz)) es Haus-
dorff, compacto y cero-dimensional, luego totalmente desconectado, i.e., las com-
ponentes conexas son puntuales, y normal.

Demostracion. O

Demuéstrese que los cerrados de (SAlg(X,II)/ =, Tgx(Bz)) son precisamente
los subconjuntos de SAlg(32, IT)/ = que se pueden representar, para algtin conjunto
de férmulas cerradas ®, como Bg = { [A]=z | A € Mod.(®) }.

Ahora establecemos un teorema de Taimanov([?]) de caracterizacién del operador
clausura del espacio topoldgico (SAlg(X,II)/ =, Tgy(Bz)), mediante el concepto
de ultraproducto.
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Teorema 5.256 (Taimanov). Sea A un sistema algebraico y {[Ax]= | A€ A} un
subconjunto de SAlg(X,II)/ =. Entonces [A]=z € {[Ax]= | A € A} precisamente si
hay un conjunto I, una familia (A; | i € I) de sistemas algebraicos en | Jyc[Ax]=
y un ultrafiltro F sobre I tal que A =[],c; Ai/ =F.

Demostracion. Veamos en primer lugar que [A]= € {[A)]= | A € A} exactamente
si, para cada ¢ € Thz([Uyca[Ar]=), A £ ¢ 0, lo que es equivalente, si, para cada
© € aeca The(AN), A =L o, ya que se cumple que

The(UxealAr]l=) = MaeaThe(Ay).

Supongamos que, para cada ¢ € (], The(A)), A =, ¢. Entonces, para cualquier
conjunto de férmulas cerradas @, si {[Ax]z | A € A} C Bg, tenemos que, para
cada A € A, [A,]= € Bo, luego, para cada A € A, Ay =, P, asi que, para cada
A€ A, & C The(Ay), ie, ® C Nyep The(AN), por consiguiente A =, @, de
modo que [A]= € Bg y, por lo tanto, [A]=z € {[Ax]=z | A € A }. Reciprocamente,
supongamos que [A]= esté en la clausura de {[A\]= | A € A }. Si existiera un ¢ €
Thz(UxealAr]=) tal que A ¢ Mod.(¢), entonces [A]= no estarfa en la clausura de
{[Ax]= | A € A}, porque, para el cerrado B, se cumplirfa que [A]= ¢ B, pero que
{[Ax]= | A€ A} C B. Por lo tanto, para cada ¢ € The([UycplAr]2), A EL o
Ahora que ya sabemos que [A]= € {[Ax]= | A € A} siy sblo si para cada ¢ €
The(UyealAr]=), A £ @, si existiera un conjunto I, una familia (A; [ i € I)
de sistemas algebraicos en |J,c[Ax]= vy un ultrafiltro F sobre I tal que A =
[I;c; Ai/ =7, entonces, en virtud del teorema de Lo, [A]= € { [A\]= | A € A}
Reciprocamente, sea [A]l= € {[A)]= | A € A} y elijamos un sistema algebraico
A, en cada clase de equivalencia de {[A\]= | A € A }. Puesto que para cada ¢ €
Thz(UxealAr]=); A £ @, para cualquier formula cerrada ¢ valida en A, existe un
B € U,ca[Ax]= tal que B |=£ ¢ (porque sino, i.e., si existiera una férmula cerrada
¥ tal que A =, 1) pero, para cada B € [, [Ax]=, B ¥ 1, entonces, para cada
B € UyealAx]=, B £ —9, luego A =, —p, absurdo). Para cada [¢]~ € LT(L)
tal que A =, 1, sea By, = {A € A | A\ =2 ¥ }. Entonces Ejy), # @, porque
para cualquier férmula cerrada ¢ vélida en A, existe un B € [J,c,[Ax]= tal que
B £ ¥; ¥ Byl N Elg. = Ejyag).- Por lo tanto hay un ultrafiltro 7 sobre A que
contiene a todos los conjuntos de la forma Epy)_, cuando 1 recorre el conjunto de
las formulas cerradas. Se cumple que A = [[,c) Ai/ =7 O

6. COMPLETUD.

En esta seccién desarrollamos la teoria de la deduccién para la légica de predi-
cados de primer orden y establecemos el teorema de completud de Godel-Mal’cev,
que afirma la coincidencia entre la relacién de consecuencia semantica y la relacién
de consecuencia sintdctica. La parte del teorema de completud que afirma que si
T' k¢ o, entonces I' =, ¢, se conoce con el nombre de teorema de correccién; mien-
tras que la parte que afirma que si I' =2 @, entonces ' b, ¢, recibe el nombre de
teorema de adecuacién.

Para demostrar el teorema de correccién hemos de introducir el concepto, sintacti-
co, de demostracion de una férmula a partir de un conjunto de férmulas. Ello se
logra estableciendo un sistema de axiomas y reglas de inferencia, i.e., definiendo
un algebra nodeterminista, no libre, y considerando el operador clausura algebraico
inducido por tal sistema de axiomas y reglas de inferencia. Entonces se demuestra
que los axiomas son universalmente vélidos y que las reglas de inferencia son uni-
versalmente vélidas, i.e., preservan la verdad, en el sentido de que si las premisas
de la regla son verdaderas, también lo es la conclusién de la misma.

1. Tautologias.
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2. Vzp — (%) ¢ (Proyecciones.)
El término P ha de estar libre para x en (.
3. () — Jz ¢ (Inclusiones.)
El término P ha de estar libre para x en (.
4. w (Modus ponens.)

. ﬂ%% (Propiedad universal de la proyeccién.)
En la férmula v la variable x no ha de ocurrir libre.
6. % (Propiedad universal de la inclusién.)
En la férmula v la variable x no ha de ocurrir libre.
El motivo por el cual se exige que en la regla de inferencia #‘%, en la formula

1 la variable z no ocurra libre, reside en que si, e.g., 7 es una relaciéon formal de
rango 1, ¢ = 7(z) y ¥ = w(x), entonces la férmula 7(x) — 7(x) es universalmente
vélida, mientras que la férmula 7(x) — Va 7(x) no siempre es universalmente valida,
e.g., si m se realiza en N como significando el conjunto de los nimeros pares, es
evidente que del hecho que un niimero natural determinado sea par, no se puede
concluir que todos los ntimeros naturales sean pares.

En la regla de inferencia % también se exige que en la férmula v la
variable x no ocurra libre. Si no se exigiera tal condicién, como para el caso anterior,
de 7(x) — (), concluirfamos 3z w(x) — w(x), luego, ya que = no ocurre libre en
Jz 7(x), también Iz w(x) — Vo w(x), pero, es evidente, que, en general, del hecho
que exista una entidad que tenga una cierta propiedad, no se concluye que toda
entidad la tenga, e.g., de que un ntimero natural sea primo, no se concluye que
todos los niimeros naturales sean primos.

El motivo por el cual se exige que en el axioma Yz o — (5 )¢, el término P
esté libre para x en ¢, reside en que si, e.g., 7 es una relacién formal de rango
2, ¢ = Jy-7(z,y) y P = y, entonces la férmula (5)¢ = Jy—n(y,y) vy, por lo
tanto Ve o — (%) ¢ = [Va Iy ~7(x,y)] — [By —7(y, y)]. Pero si en un conjunto A,
con al menos dos elementos, interpretamos 7w como la diagonal, entonces la férmula
[V Iy - (z,y)] — By —7(y,y)] es falsa en (A, Ay).

El motivo por el cual se exige que en el axioma ()¢ — Jx ¢ (Inclusiones.) el
término P esté libre para x en ¢, reside en que si, e.g., 7 es una relacién formal de
rango 2, ¢ = Vym(z,y) y P =y, entonces la férmula ()¢ = Vyn(y,y) v, por lo
tanto ($) ¢ — Jzp = [Vyn(y,y)] — [BxVyn(z,y)]. Pero si en N interpretamos 7
como >, entonces la férmula [Vy 7 (y,y)] — [Tz Vy 7 (z,y)] es falsa en (N, >).

Otro ejemplo con ¢ =Vy(x =y) y P =y.

Definicién 6.1. Sea n > 0. Una regla de inferencia de orden n es una aplicacion
R de Fm(L£)™ en Sub(Fm(L)).

1. La regla de inferencia R es universalmente vélida si, para cada (¢;)ien €
Fm(L)™, cada ¢ € R(p; | i € n) y cada sistema algebraico A, si, para cada
i €n, A, g, entonces A =, ¢.

2. La regla de inferencia R es derivada si, para cada (¢;);cn € Fm(£)", cada
@ € R(p; | i € n) y cada conjunto de sentencias T', si, para cada i € n,
I'F£ p;, entonces I' -, .

Si R es derivada, entonces es universalmente valida.

Proposicion 6.2. Los axiomas y las reglas de inferencia son universalmente vdli-
das.

para demostrar el teorema de adecuacién procedemos, siguiendo a Henkin, a
construir un modelo de cada conjunto de formulas consistente.
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