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INCOMPLETUD DE GODEL

J. CLIMENT VIDAL

RESUMEN. Demostramos el primer teorema de incompletud de Godel, segiin

el cual una teoria recursiva y consistente que contenga a un fragmento de la
aritmética de Peano-Dedekind, es incompleta. Para ello, una vez demostrada

la existencia de un &lgebra de Dedekind-Peano, haciendo uso del axioma del
conjunto infinito, presentamos, por una parte, las nociones fundamentales de
la teoria de la recursién, utilizando como instrumento el dlgebra heterogénea,
tales como las de aplicacién recursiva primitiva, recursiva general y parcial
recursiva, asi como las de relacién recursiva primitiva, recursivamente enume-
rable y recursiva, y, por otra, las de la teoria de modelos, tales como las de
lenguaje de primer orden, término, férmula, las realizaciones de los términos y
las férmulas en los sistemas algebraicos y la relacién de satisfacibilidad entre
férmulas y sistemas algebraicos. Adema&s, enunciamos los axiomas de Peano-
Dedekind, definimos las relaciones y aplicaciones representables y el proceso
de la aritmetizacién de Godel.
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1. INTRODUCCION.

A principios del siglo pasado, entre los anos 1907 y 1921, Brouwer y Weyl criti-
caron la fundamentacién conjuntista Cantoriana del analisis matematico, en lo que
concierne al uso, en las matematicas, del principio del tercio excluso y de las demos-
traciones por reduccion al absurdo de enunciados existenciales, asi como del prin-
cipio de Eudoxo-Arquimedes de la existencia del supremo de cualquier conjunto de
numeros reales no vacio que esté acotado superiormente, en el que estd involucrado
el asunto de la legitimidad, en las matematicas, de las definiciones impredicativas,
que son aquellas en las que el objeto definido ocurre en la definicion.

Frente a esto Hilbert se propuso demostrar la consistencia de las matemaéticas, le-
gitimando tanto los modos tradicionales de demostracién, como los nuevos basados
en el principio de la demostracién por induccién transfinita, la definicién por recur-
sién transfinita y el axioma de eleccién. Razones para poder esperar llevar a cabo
tal proeza no le faltaban, dada su extraordinaria capacidad para resolver profundos
problemas matemaéticos, puesta a prueba en multiples ocasiones. Ahora bien, debi-
do a que, en el ano 1899, habia demostrado que su axiomatizacion de la geometria
Euclidea era tan consistente como pudiera serlo una teoria de los niimeros reales,
el problema se reducia a demostrar la consistencia de una de estas, concretamente
a demostrar que hay al menos una férmula cerrada, i.e., sin variables libres, que
no se puede deducir a partir de los axiomas de la teoria en cuestién. Ademas, tal
demostracién de consistencia, para ser aceptable, desde el punto de vista de Hilbert,
debia llevarse a cabo haciendo s6lo uso de procedimientos puramente “finitista”; y,
puesto que el concepto de niimero real se fundamenta sobre el de niimero natural,
en virtud del trabajo de Dedekind, era suficiente demostrar la consistencia de la
teoria de este ultimo.

Los resultados obtenidos por Gdédel, relativos a la incompletud de ciertos sis-
temas formales, esencialmente la teoria de tipos simple de Ramsey-Russell més la
aritmética de Peano-Dedekind, supusieron la destruccién del programa Hilbertiano
de eliminar del mundo y de una vez por todas la cuestién de los fundamentos de las
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matematicas, al poner de manifiesto el abismo infranqueable entre verdad y demos-
trabilidad, asi como el que hay entre las teorias matemaéticas y su representacion
formal.

2. ALGEBRAS HETEROGENEAS RELATIVAS A UN CONJUNTO DE TIPOS.

En esta seccién presentamos, para un conjunto de tipos S, arbitrario pero fijo, los
conceptos de S-conjunto heterogéneo y S-aplicacion heterogénea entre S-conjuntos
heterogéneos, poniendo de relieve que tales entidades constituyen no sélo una ca-
tegoria, sino un topos, i.e., un lugar matemadtico, lo suficientemente semejante al
mundo conjuntista Cantoriano cldsico, como para que en el se pueda desarrollar
con toda naturalidad el pensamiento matematico, pero sujeto a la logica interna
del topos. Ademads, presentamos las nociones y construcciones imprescindibles del
algebra heterogénea que usaremos para definir las diferentes clases de aplicaciones
y relaciones recursivas. Las aplicaciones y relaciones mencionadas se pueden definir
de multidud de maneras diferentes, desde las maquinas de Turing hasta los algo-
ritmos de Markoff, pasando por el A-cdlculo de Church o la légica combinatoria
de Curry, pero hemos adoptado una presentacion algebraica de las mismas por su
sencillez y claridad, al menos eso es asi para el autor de estas notas.

2.1. La categoria Set® de S-conjuntos.

Para empezar definimos, para un conjunto de tipos, arbitrario, pero fijo, el con-
cepto de conjunto heterogéneo, las deltas de Kronecker, la relacién de inclusion
entre conjuntos heterogéneos, el producto, el coproducto y la unién de una familia
de conjuntos heterogéneos, la intersection de una familia no vacia de conjuntos he-
terogéneos, y las relaciones, funciones y aplicaciones heterogéneas entre conjuntos
heterogéneos.

Definicién 2.1. Sea S un conjunto de tipos arbitrario, pero fijo.

1. Una palabra sobre S es una aplicacion w: n——=5, para algin n € N.
Denotamos por S* el conjunto de todas las palabras sobre S, i.e., J,,cn 5™
Ademsds, llamamos a la tinica aplicacién A: @ ——= S, la palabra vacia sobre
S. La longitud de w, |w|, es el dominio de la aplicacién w.

2. Un S-conjunto es una aplicacién A = (Ag)scs de S en U, siendo U un
universo de Grothendieck arbitrario, pero fijo. Si A y B son S-conjuntos,
entonces A C B si, para cada s € S, A; C B,. El conjunto de los sub-S-
conjuntos de A se denota por Sub(A) y cuando se le considera ordenado por
C como Sub(A). Ademds, dado un conjunto de indices I y una [-familia
(A%);er de S-conjuntos, denotamos por [Lics A' el S-conjunto tal que, para
cada s € S,

(ILierAY)s = [Lies A

por ]_[ielAi el S-conjunto tal que, para cada s € S,
(HieIAi)S = HieIAiv

por ;e A? el S-conjunto tal que, para cada s € S,
(UiEIAi)S = UieIAi’

y si I no es vacio, por [),.; A® el S-conjunto tal que, para cada s € S,

icl
(nieIAi)S = ﬂiezA?;

3. Una S-relacién de un S-conjunto A en otro B es un sub-S-conjunto ¢ de A x

B. Al conjunto de las S-relaciones de A en B lo denotamos por Rel(A4, B).

Si A = B, entonces Rel(A, B) se denota como Rel(A). La diagonal de A,
A4, es la S-relacién en A cuya coordenada s-ésima es A4, i.e., la diagonal
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de A,. La composicién de S-relaciones se realiza coordenada a coordenada,
i.e., si ® es una S-relaciéon de A en By ¥ lo es de B en C, la composicién
de @y ¥, ¥od, se define como ¥od = (U, 0P;).cs.

4. Una S-funcién de un S-conjunto A en otro B es una S-relacion funcional
F de A en B, i.e., una S-relacion F de A en B tal que para cada s € S, Fj
es una funcién de A, en B,. Al conjunto de las S-funciones de A en B lo
denotamos por Fnc(A, B). La composicién de S-funciones, que es un caso
particular de la composicién de S-relaciones, es una S-funcién.

5. Una S-aplicacién de un S-conjunto A en otro B es un triplo f = (A, F, B)
en el que F es una S-funcién de A en B. Al conjunto de las S-aplicaciones
de A en B lo denotamos por Hom(A, B) o por Ba. Las expresiones f €
Hom(A, B) y f: A—— B las consideramos sinénimas. La composicién de
S-aplicaciones es una S-aplicacién, como también lo es la identidad.

6. Siw € S*y A en un S-conjunto, entonces A,, es Hi€|w| Ay,

7. Dado un tipo t € S llamamos delta de Kronecker en t, al S-conjunto §* =
(0!)ses definido, para cada s € S, como:

, ifs=t;

t
65 - .
{@, en caso contrario.

Para t € S y un conjunto A, denotamos por 6“4 el S-conjunto definido,
para cada s € .S, como:

s _ {A, if s =t

@, otherwise.

En alguna ocasién, abusando del lenguaje, denotaremos por §% lo que
deberfamos denotar por §t{e},

En los conjuntos ordinarios, las aplicaciones de un conjunto A en otro B son,
a su vez, un conjunto que coincide con el objeto exponencial de la categoria de
conjuntos. En cambio, para un conjunto de tipos S no unitario, las S-aplicaciones
de un S-conjunto A en otro B no determinan un S-conjunto sino un conjunto
ordinario al que hemos denotado por B4. Reservamos la notacién B4 para cuando
introduzcamos el objeto exponencial de la categoria de conjuntos heterogéneos.

Las S-aplicaciones pueden clasificarse con respecto a sus propiedades locales, i.e.,
su comportamiento en cada coordenada del conjunto de tipos.

Definicién 2.2. Sea S un conjunto de tipos, A un S-conjunto y P una propiedad
de los conjuntos. Entonces A es localmente P si, para cada s € S, A, es P. De igual
modo, si f: A——= B es una S-aplicacién y P una propiedad de las aplicaciones,
entonces f es localmente P si, para cada s € S, fs es P. En particular, un S-
conjunto es localmente finito si, para cada s € S, A es finito y una S-aplicacién es
localmente inyectiva (resp., sobreyectiva, biyectiva) cuando la S-funcién subyacente
es, para cada s € S, inyectiva (resp., sobreyectiva, biyectiva).

Los operadores de imagen directa e imagen inversa asociados a una S-aplicacién
f se definen, igualmente, coordenada a coordenada.

Definicién 2.3. Sea f: A——= B una S-aplicacién:

1. La f-imagen directa (o imagen directa a través de f), es la aplicacién defi-
nida como:
11 { Sub(A) — Sub(B)
X — (fs[Xs])ses
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2. La f-imagen inversa(o imagen inversa través de f), es la S-aplicacién defi-
nida como:

B Sub(B) — Sub(A)
/ H{ Y (s

Proposicién 2.4. Sea f: A—— B una S-aplicacion. Entonces

1. f71[] preserva el orden y conmuta con los operadores () y U, y también
con la diferencia.

2. f[] preserva el orden y conmuta con |J (pero no en general con (), para el
que tunicamente es cierto, en general, que f[(\pcr F| Cs Nper fIF]-

A partir de una S-aplicacién f: A——= B se obtiene un functor

U { Sub(B) — Sub(A)
Y — ({a € As | fs(a) € Yo)})ses

la f-imagen inversa, que tiene un adjunto por la izquierda
Sub(A4) — Sub(B)
T BB 12 e . (0) = s
la f-imagen directa o existencial, y un adjunto por la derecha
Sub(A) — Sub(B)
d { X — ({be B | f7{b} € Xi})ses

la f-imagen universal.
Esto significa que VX C A, VY C B

f[X] CY exactamente si X C f~'[Y]y
fHY] C X exactamente si Y C fi(X)

Definicién 2.5. Sea S un conjunto de tipos.
1. Una S-relacién ® en un S-conjunto A es una S-relacién de equivalencia
sobre A, si, para cada s € S, ®4 es una relaciéon de equivalencia sobre Aj.
Si (a,b) € ®s, se escribe también a = b (mdd. ;) 0 a =g¢_ b.

Al conjunto de las S-relaciones de equivalencias sobre un S-conjunto A lo
denotamos por Eqv(A) y por Eqv(A) cuando lo consideremos ordenado por
la S-inclusién. Lo mismo que en el caso homogéneo, Eqv(A) es un reticu-
lo algebraico y al operador clausura algebraico asociado lo denotamos por
Eg 4. Observemos que el operador equivalencia generada se obtiene local-
mente a través de los operadores equivalencia generada homogéneos, puesto
que, para cada S-conjunto A, se cumple que Eg4(®) = (Eq,_(®s))ses-

2. Si &,V € Eqv(A4) con & Cg U. Entonces el cociente de ¥ entre &, ¥/P,
es la S-relacién de equivalencia (¥4/®g)scs sobre A/®P cuya coordenada
s-ésima es

\I/S/(I)S = {([a]‘bsa [b]iu) € (As/(I)s) | (a7b) € \I/s}

3. SeaX Cg Ay ® € Eqv(A). La ®-saturacién de X, Sate(X), es el S-conjunto
cuya coordenada s-ésima es

Sate(X)s = {a € As | XsNale, # 0} = UzeXS (],

Los nicleos e imagenes de las S-aplicaciones se definen localmente. La factori-
zacion clésica de las aplicaciones es valida también para las S-aplicaciones.

Definicién 2.6. Si f: A——= B es una S-aplicacién, el nicleo de f, Ker(f), es la
S-relacion de equivalencia sobre A determinada por los nicleos de las aplicaciones
subyacentes, i.e., Ker(f) = (Ker(fs))ses. La imagen de f, Im(f), es el S-conjunto
(Im(£,)ses-
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Proposicién 2.7. Si f: A——= B es una S-aplicacion, entonces f se puede facto-
Ti2ar como

A/ Ker(f

erer fi
/ b
f B
/ My (f)

Im(f)

donde todas la S-aplicaciones se definen a partir de las correspondientes en ca-
da coordenada, i.e., para cada s € S, pr, es la proyeccion canonica de As en
Ay/Ker(fs), fP es el isomorfismo candnico entre A,/ Ker(fs) yIm(fs), ing es la in-
clusion canénica en By, f5° es la correstriccion de fs a Im(f,) y fi es la aplicacion
que a [a] le asigna fs(a).

La existencia de coordenadas vacias en un S-conjunto es relevante para muchas
de las nociones y construcciones que tienen que ver con el dlgebra heterogénea (y
la teorfa de modelos heterogénea). Es por ello que introducimos a continuacién la
nocién de soporte de un S-conjunto.

Definicién 2.8. Sea A un S-conjunto. El soporte de A, supp(A), es el conjunto de
los s € S tales que A, no es vacio, i.e., supp(4) ={s € S| A, # o}.

Para cada conjunto S, el soporte es una funcién supp: U° — Sub(5). Algunas
propiedades de esta se detallan en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.9. Sea S un conjunto de tipos, A, B dos S-conjuntos, (A");cs
una familia de S-conjuntos, y ® una S-relacion de equivalencia sobre A, i.e., & =
(Ps)ses, donde, para cada s € S, @, es una relacion de equivalencia sobre As.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Hom(A, B), i.e., el conjunto de todas las S-aplicaciones de A en B, no es
vacio si, y sélo si supp(A) C supp(B). Por lo tanto, si A C B, i.e., si, para
cada s € S, As C By, entonces supp(A) C supp(B).

2. Si de A en B existe una S-aplicacion sobreyectiva, entonces supp(A4) =
supp(B). Por lo tanto, supp(A) = supp(A/®), donde, para cada s € S,
(A/®)s = As/Ps.

3. supp((@)ses) = &, donde (D)scs es el S-conjunto cuyas coordenadas son
todas vacias.

4. supp((1)ses) = S, donde (1)scs es el S-conjunto cuyas coordenadas son
todas el conjunto 1 = {@}.

5. supp(U;e; AY) = U,ersupp(4Y), donde, para cada s € S, (U;e; AY)s =
Uier 4s- 4

6. supp(IL;c; A) = Uicrsupp(AY), donde, para cada s € S, ([I;c; AY)s =
Hze] AZ )

7. Si I no es vacio, supp([;c; A Y = (icrsupp(A’), donde, para cada s € S,
(Mher A1) = Nic AL |

8. supp([[;c; A') = Nicrsupp(4;), donde, para cada s € S, ([[;c; A")s
H’LEI As

9. supp(A) — supp(B) C supp(A — B), donde, para cada s € S, (A — B)s
As — Bs.
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Para los S-conjuntos, la nocién de cardinal puede definirse globalmente o relativa
a cada coordenada. Desde un punto de vista interno a las categorias de S-conjuntos
la nocién adecuada es la de S-cardinal, entendiendo por tal un S-conjunto en el que
todas sus coordenadas son cardinales. Externamente, la cardinalidad del coproducto
de un S-conjunto es, a veces, mas importante, como cuando se consideran algebras
heterogéneas con operaciones finitarias.

Definicién 2.10. Sea A un S-conjunto.

1. El S-cardinal de A es el S-conjunto cardg(A) = (card(As))ses- Simy n
son S-cardinales entonces m < n si, para cada s € S, mg < ng. El cardinal
de A, card(A), es el cardinal del conjunto [] A.

2. A es S-finito (resp., S-infinito, S-infinito numerable, S-numerable), si, para
cada s € S, card(A;) es finito (resp., infinito, infinito numerable, numera-
ble).

3. A es finito (resp., infinito, infinito numerable, numerable), si card(A) es
finito (resp., infinito, infinito numerable, numerable).

Obsérvese que si A es S-infinito y B es finito, B se puede encajar en A. De hecho,
los S-conjuntos S-infinito numerables son los S-conjuntos mas pequenos en los que
todos los S-conjuntos finitos se pueden encajar.

Si A es un S-conjunto, denotamos mediante Subs(A) el conjunto de los sub-S-
conjuntos finitos de A, y, para un cardinal m,

Suby (4) ={X Cs A | card([[X) = m}
Subem(4) ={X Cs A | card([[X) < m}
Sub<m(4) ={X Cs A | card([[X) < m}

Los conjuntos heterogéneos y sus aplicaciones determinan, para un conjunto
de tipos fijo, una categoria que, aunque hereda muchas de sus propiedades de la
categoria de conjuntos ordinarios, difiere de ésta en aspectos esenciales.

Proposiciéon 2.11. Los S-conjuntos y las S-aplicaciones, junto con la composi-
cion y las identidades, determinan una categoria, SetS, que es, esencialmente, la
categoria de functores y transformaciones naturales de S (como categoria discreta)
en Set.

Muchas nociones categoriales en Set® pueden obtenerse a partir de las correspon-
dientes en Set. Por ejemplo, el objeto final en Set® es el S-conjunto 15 = (Dses,
que en cada coordenada es el objeto final de Set. Si A es un S-conjunto, la inica
S-aplicacién de A en 1%, !4, se obtiene a partir de las tnicas aplicaciones de A, en
el objeto final de Set. De hecho, la construccién de limites proyectivos e inductivos
en Set” es un caso del teorema de los limites con pardmetros de [6], tal como pone
de manifiesto la siguiente proposicién.

Proposicion 2.12. La categoria Set” es completa y cocompleta.

Demostracion. Sea J una categoria pequena y F': J——>Set®. Para cada s € S,
sea Pr, el functor de Set” en Set que a S-conjuntos A y S-aplicaciones f les asigna
sus coordenadas s-ésimas Ay, fs. Sea F la composicién de F' con Prg. Como Set
es completa F tiene un limite proyectivo (Lg, 75) con Lg un conjunto y 75 un cono
proyectivo de Lg en Fy. Sea L = (Lg)ses y T el cono proyectivo de L en F definido,
para cada objeto j € J y cada s € S como 7(j)s = 75(J).
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Veamos que el par (L,7) es un limite proyectivo para F. Sea u: j—=Fk un
morfismo en J. El tridngulo

F() o F®

conmuta, puesto que, para cada s € S, los tridngulos correspondientes conmutan,

ya que las 75 son transformaciones naturales. Es un cono proyectivo limite ya que si

(M, v) es otro cono proyectivo, entonces, para cada s € S, hay un tinico morfismo

vs: My ——> L, porque Ly es un limite proyectivo para cada s. Entonces v = (v5)ses

es el inico morfismo de M en L que hace conmutativo el tridngulo correspondiente.
La existencia de limites inductivos se demuestra del mismo modo. O

Las nociones de morfismos inyectivos y sobreyectivos en Sets, definidas a través
de los miembros globales, no coinciden, en general, con las nociones locales de ambos
conceptos. Ademsds, a diferencia de lo que ocurre en Set, no todos los morfismos
inyectivos son monomorfismos, ni todos los sobreyectivos son epimorfismos.

Definicién 2.13. Sea f: A—> B un morfismo de Set®. Decimos que f es inyec-
tivo si, para cada x,y: 1°—=A, si fox = f oy, entonces & = y. Por otra parte,
decimos que f es sobreyectivo si, para cada y: 1° — B, existe un z: 15 — A tal
que fox =y.

Proposicién 2.14. Sea S un conjunto de tipos. Entonces, en la categoria Set”,
se cumple que

1. Seccion = loc. seccion C mdnica = loc. monica = loc. inyectiva C inyectiva.
2. Retraccion = loc. retraccion = loc. épica = loc. sobreyectiva = épica C
sobreyectiva.

Demostracion. Sea f: A——= B una S aplicacién.

1. Puesto que la composicién de S-aplicaciones se realiza coordenada a coorde-
nada, f es una seccién exactamente si f es localmente una seccién.

Si f es ménica entonces, para cada s € S'y cada par de aplicaciones g, h: C— A;
se tiene que las tinicas S-aplicaciones g, h: 6°(C') —= A, que coinciden en la coor-
denada s-ésima con g y h son tales que fog = foh,luegog=hy g=h, por lo
que f es localmente moénica. Reciprocamente, si f es localmente moénica entonces
f es ménica.

Toda seccién es moénica pero, al igual que en Set existen ménicas que no son
secciones, e.g., las S-aplicaciones con dominio 0° = (D)ses-

Puesto que ser monica y ser inyectiva coinciden en Set, ser localmente ménica
y ser localmente inyectiva coinciden en Set”.

La inyectividad local implica claramente la inyectividad. Sin embargo, la inyec-
tividad no implica la inyectividad local, puesto que cualquier S-aplicacién cuyo
dominio tenga alguna coordenada vacia es vacuamente inyectivo, aunque no nece-
sariamente localmente inyectivo.

2. Las retracciones coinciden en Set® con las S-aplicaciones que son localmente
retracciones y por tanto, con las localmente épicas y las localmente sobreyectivas.

Si f es localmente épica, entonces f es épica. Reciprocamente, si f es épica
entonces, para cada s € S y cada par de aplicaciones g, h: B;——=C, existe un
tinico par de aplicaciones § y h de B en C, con C el S-conjunto que es 1 en cada
coordenada excepto la s-ésima en la que C es C, que coinciden, respectivamente,
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en la coordenada s-ésima, con g y h. Ademds, go f = ho f y por tanto, g = h y
g = h, por lo que f es localmente épica.

Si f es localmente sobreyectiva entonces es sobreyectiva. Sin embargo, existen
S-aplicaciones sobreyectivas que no lo son localmente, e.g., si S = 2, la 2-aplicacion
(0,1: (1,0) —=(2,0) es vacuamente sobreyectiva, puesto que (2,#) no tiene miem-
bros globales, aunque no localmente sobreyectivo puesto que su coordenada 0-ésima
no es sobreyectiva. O

Puesto que en Set” las nociones de épica y retraccion coinciden, el axioma de
eleccién es valido en ella.

La categoria de S-conjuntos y S-aplicaciones es un topos, i.e., una categoria
cartesiana cerrada con un clasificador de monomorfismos, en tanto que es una cate-
goria de functores sobre un topos. Su estructura es localmente como la de conjuntos
ordinarios y la proposicion 2.12 establece que los limites y colimites se calculan coor-
denada a coordenada. Esto es cierto también para el calculo de los exponenciales y
el objeto de verdad de Set”.

En algunos trabajos se definen los S-conjuntos excluyendo la posibilidad de que
alguna coordenada sea vacia. Una consecuencia que tal exigencia es que destruye,
obviamente, la estructura de topos de las categorias de S-conjuntos, que entonces
no son, ni siquiera, categorias finito cocompletas.

Proposicion 2.15. La categoria Set” es un topos, i.e., es una categoria cartesiana
cerrada con un clasificador de monomorfismos.

Demostracion. Set es un topos, por lo que SetS7 siendo (isomorfa a) una categorfa
de functores en Set, es también un topos (v. [?]). O

El exponencial de dos S-conjuntos A y B se denota mediante B4 y es el S-
conjunto (B&+)ses, i-e., (Homget (As, Bs))ses- La funcién de evaluacion, eva p: Ax
B4 —— A, es la S-aplicacién que en la coordenada s-ésima es la funcién de evalua-
cién para Ay, B, en Set, i.e., eviq p), =eva, B, As X BAs —=B,.

Si Ay B son S-conjuntos, el producto de su exponencial, [ ], ¢ B2+ es isomorfo
al conjunto By de las S-aplicaciones de A en B. Este isomorfismo es natural, como
pone de manifiesto la siguiente proposicion.

Proposicion 2.16. Sea S un conjunto de tipos y Exp el functor de exponenciacion
definido como

Exp
(Set®)°P x Set® —— Set”

(A,B) (Bi*)ses
(f,9) — (gs 00 fs)ses
(Cv D) (Dgs)ses’

Los functores Hom y [[ o Exp son naturalmente isomorfos

Demostracion. El isomorfismo se define, para cada par de S-conjuntos (A4, B) como
HOHI(A, B) I HSES Béé
S5 — UsES’ st
f — s Ay, —= By
a — fs(a)

i.e., asociando a f la familia (fs)ses O
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El objeto de valores de verdad en Set® se denota mediante Q5 y consiste en el
S-conjunto (2)ses, que en cada coordenada es 2 = €, el objeto de valores de verdad
en Set. El clasificador de ménicas es T% = (T),egs: 19 —=QF, cuya coordenada
s-ésima, T:1——=2, es la aplicacién que a 0 le asigna 1. El caricter de una S-
aplicacién ménica f: A——> B se obtiene entonces a partir de los caracteres de las
aplicaciones componentes en Set, i.e., chy = (chy, )ses.

Si el conjunto de tipos S no es vacio, el topos Set® no es degenerado, i.e.,
el objeto inicial no es isomorfo a ningin objeto final. Su conjunto de valores de
verdad, i.e., el conjunto de los morfismos de 1° en 97, tiene cardinalidad 2°. Un S-
conjunto es vacio si su conjunto de miembros globales lo es. Si card(S) > 2, existen
en Set” objetos que no son cero pero son globalmente vacios (los S-conjuntos
que tienen alguna coordenada vacia). No es, pues, un topos bien punteado puesto
que no satisface el principio de extensionalidad: un par de S-aplicaciones distintas
cuyo dominio tenga alguna coordenada vacia no pueden distinguirse mediante un
S-aplicacién desde 1°. Por consiguiente, 1° no es un generador y es por ello que
conviene introducir las nociones de S-conjunto subfinal y delta de Kronecker, para
poder obtener un conjunto de generadores para Set®.

Definicion 2.17.

1. Un S-conjunto A es subfinal si card(A;) < 1, para todo s € S.
2. Un miembro parcial de un S-conjunto A es un morfismo desde una delta

de Kronecker hasta A, i.e., esencialmente un miembro de una coordenada
de A.

En Set no existen conjuntos que estén estrictamente entre el objeto inicial y
el final, pero en Set® existen 2¢ard(5) objetos, salvo isomorfismo, entre el objeto
inicial, 0° = (@)scs, v el final, 1°. En general, para un S-conjunto A se cumple
que card (Sub(A)) = 2%ses@d(4s) E] conjunto {§° | s € S} es un conjunto
de generadores para Set® puesto que cualquier par de S-aplicaciones paralelas
distintas pueden ser siempre distinguidas haciendo uso de algin morfismo desde
un 6° apropiado. En general, todos los S-conjuntos se pueden representar como
coproductos de multiplos de las deltas de Kronecker, i.e., si A es un S-conjunto,
entonces A es naturalmente isomorfo a [ ], ¢ card(A4;) - 6°.

En Set® se cumple que [T, L]: 1111 — Q¥ es un isomorfismo, por lo que Set? es
un topos clasico y por consiguiente booleano. Su estructura logica es, localmente,
como la de Set. Los morfismos de verdad en Set” son, en cada coordenada, los
correspondientes en Set, e.g., A® = (A)ses ¥ =° = (—)ses. Como consecuencia,
las operaciones correspondientes en las algebras de subobjetos de Set® se realizan
también coordenada a coordenada y coinciden con las operaciones definidas en ?77.
En el dlgebra booleana de los subfinales de SetS, Sub(19), los §° son los dtomos
de la misma y es, esencialmente, el dlgebra booleana de los subconjuntos de S,
Sub(S).

Los S-conjuntos pueden ser considerados también como aplicaciones con codo-
minio S, que a cada elemento del dominio de la aplicacién le asigna su tipo. Como
tales se denominan S-foliaciones y constituyen los objetos de la categoria de cotas
inferiores de S en Set, Set | S, i.e., los pares (X, A) en los que X es un conjunto
y A una aplicacién de X en S, que asigna a cada z € X su tipo A(z). Las S-
aplicaciones de un S-conjunto en otro se corresponden entonces con los morfismos

de Set | S, siendo un morfismo de (X, A) en (Y, B) un triplo ((X, 4), f,(Y, B)) en
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el que f: X —=Y tal que el siguiente diagrama conmuta

N

S

Proposicion 2.18. Las categorias Set® y Set | S son equivalentes.

Demostracion. Sea A un S-conjunto. Sea P el functor definido como

Set® Set | S

A (LT A, [54]ses)
f — s

B (LI B, [57]ses)

donde /4:;4 es la aplicacién constante de Ag en S que asigna a cada miembro de A,
su tipo s y [k4]ses la tinica aplicacién de [[ A en S determinada por la propiedad
universal del coproducto, y lo mismo para k2 y [k%]ses-

Sea Q7 el functor definido como

Set | S ’ Set?

(X, 4) (A7H(s))ses
f — (fs)ses
(Y, B) (B™H(s))ses

donde fs es la restricciéon de f al dominio y codominio indicado. Ambos functores
son cuasi-inversos, i.e., su composicion es naturalmente isomorfa a la identidad, por
lo que ambas categorias son equivalentes. O

La categoria Set | S es un topos, por el teorema fundamental de los topoi (v. [?]).
La equivalencia con la categoria Set® determina morfismos entre ambas categorias
que permiten traducir la estructura de topos de una categoria hasta la otra, por lo
que cualquiera de las dos puede ser utilizada como formalizacion de los conceptos
de conjunto y aplicacién heterogénea para un conjunto de tipos S fijo. Sin embargo,
algunas construcciones tienen una forma maés natural en una de las dos, por lo que
resulta conveniente considerar directamente algunas de las propiedades del topos
Set | S.

Productos. Sean (X, A) y (Y, B) dos objetos en Set | S. Su producto es (X, A) x
(Y,B) = (Pb(A, B),pr), con Pb(A, B) el producto fibrado en Set de Ay B, y
p=Aop,=Bop;.

Ph(A4, B) — 2L~y
\ l

Po p B
4\; !

A

b

El objeto final es 1'% = (S, idg)
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Igualadores. Sean f,g: (X, A)— (Y, B). Su igualador es eq(f, g) considerado
como un morfismo de Eq'?(f,g) = Aoeq(f,g) en B.

Bq(fg) ——=X_____

S
Eq'®(f,9)

Productos fibrados. Sean f: (X, A)—(Z,C) v G: (Y,B)—=(Z,C) dos
morfismos en Set | S. El producto fibrado de f y g, Pbls(f, g), es (Pb(f,g),p) con
Pb(f, g) el producto fibrado de f y gen Set yp=Co fop,=Cogop, en Set|S.

\/
/\

Colimites. El coproducto de (X, A) y ( B) es [A, B], la tnica aplicacién de
XIY en S. El objeto inicial es 015 = (0, 1y 5). El coigualador y la suma amalgamada
se obtienen mediante diagramas duales a los del igualador y el producto fibrado.
Exponenciales. Sean (X, A) y (Y, B) dos objetos en Set | S. Entonces (Y, B)(*4) =

-1
(Ises B_l(s)A (S), pry) v la funcién de evaluacion, ev(x, ), (v,) se define como

Pb(4,pr)) — Y
eV(X,A),(Y,B) (x,(f,5)) — f(x)

Clasificador de subobjetos. El objeto de valores de verdad, Q°, viene dado
por (2x S, pry), y el clasificador de ménicas es T+9 = (Tg,idg). Si f: (Y, B) += (X, A)

entonces chlS (chy, A).

\/hw
X

2x 8
Tlds

Chf,A>

Valores de verdad. Por ser Set | S un topos, los elementos de Q° estdn en
correspondencia biunivoca con Sub(1%). Ahora bien, un subobjeto de 1° es un
f+ (X, A)+—=(S,idg) tal que idso f = A, por lo que f = A. Asi pues, un subobjeto
de 19 se puede identificar con una ménica f: X +—= S, i.e., con un subconjunto de
S. Su cardcter chy: 119 —= Q!5 es (chy,idg), i.e.,

) (1,s) siseX
Chf(s){(o,s) sisd X
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El conjunto de valores de verdad de Set | S tiene por tanto, cardinalidad 2°.
Morfismos de verdad. Puesto que Q!% = (2 x S, pr;), la fibra sobre un s € S
es 2 x {s}, i.e., esencialmente una copia de 2, el objeto de valores de verdad de Set.
Los morfismos de verdad en Set | S consisten en copias de los morfismos de verdad
correspondientes en Set actuando en cada fibra. Asi, por ejemplo,

2x S —=2x 8
- = <ﬁ0p1“0,ids>= (058) — (158)
(1,s) +— (0,s)

y

A = (Ao (prg o py, Prg © P1), Prg © Py) = { (2 ?(i)s;?;,QSB % n:> ?xx/\‘sg;, s)

Por su equivalencia con Set”, Set | S es un topos no degenerado si S # 0, clasico
y booleano, en el que existen objetos no cero pero que son vacios (los objetos (X, A)
en los que A no es una aplicacién sobreyectiva) y que, por consiguiente, no estd bien
punteado.

La equivalencia entre las categorias Set® y Set | S puede ser considerada también
desde otra perspectiva. Ambas categorias son, junto a los functores apropiados,
categorias concretas sobre Set.

Proposicion 2.19. Sea S un conjunto. Entonces la categoria Set | S, junto con
el functor de olvido

es una categoria de conjuntos con estructura.

Demostracion. Sea St(X) el conjunto de las aplicaciones A de X en S,y Ad((X, A), (Y, B))
el conjunto de las aplicaciones f: X —=Y tales que A = Bof. Entonces (St, Ad) es
un constructo univocamente transportable, y su categoria asociada es Set | S. [

La categorfa (Set®,]]) es una categoria concreta (amnéstica y no transportable)
sobre Set. Por otra parte, (Set | S, G), siendo una categoria de conjuntos con es-
tructura, es una categoria concreta y univocamente transportable. La equivalencia
entre ambas es una equivalencia concreta. Puesto que, para cada categoria concre-
ta, existe una categoria concreta univocamente transportable y una equivalencia
concreta hasta ella determinada salvo un isomorfismo concreto (v. [?], prop. 5.36),
podemos concluir que (Set | S, G) es, salvo isomorfismo concreto, la modificacién
transportable de (Set”,]]).

Ahora definimos el concepto de sistema de clausura heterogéneo sobre un S-
conjunto.

Definicién 2.20. Sea A un S-conjunto. Un S-sistema de clausura sobre A es un
subconjunto C de Sub(A) que satisface las siguientes condiciones

1. AeC.
2. Para cada D C C, si D # &, entonces (D € C.

Denotamos por Cls(A) el conjunto de los S-sistemas de clausura sobre A.

Proposicién 2.21. Sea A un S-conjunto y C un S-sistema de clausura sobre A.
Entonces C = (C,C) es un reticulo completo.

Demostracion. Let (C%)ier be a nonempty family in C. Then the greatest lower
bound of (C*);ey is
infic;C" = ;0"
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and the least upper bound of the same family is the greatest lower bound of the

upper bounds of the S-unién of (C*);¢y, i.e.,

\/ielci =N {T ec ‘ Uielci Cs T}
In this complete lattice the greatest element is A and the least element [ C. (]

Proposicién 2.22. El conjunto ordenado Cls(A) = (Cls(A),C) es un reticulo
completo.

Demostracion. Let (C;)icr be a nonempty family in Cls(A). Then greatest lower
bound of (C;);er is

inf;esC; = ﬂie[ci
and the least upper bound of the same family is

VierCi = N{C € Cls(A) | U,¢,Ci € C}
In this complete lattice the greatest element is Sub(A) and the least element {A}.
O

Definicién 2.23. Un S-operador de clausura sobre un S-conjunto A es un operador
J sobre Sub(A) tal que, para cada X,Y C A, cumple las siguientes condiciones:

1. X C J(X), i.e., J es extensivo.

2. Si X CY, entonces J(X) C J(Y), i.e., J es is6tono.

3. J(J(X)) = J(X), i.e., J es idempotente.
Denotamos por Clop(A) el conjunto de los S-operadores de clausura sobre A y por
Clop(A) el mismo conjunto pero ordenado por la relaciéon <,donde, para J y K
en Clop(A), tenemos que J < K si, para cada X C A, J(X) C K(X). Adem4s, a
los puntos fijos de un S-operador de clausura J sobre A los llamamos S-conjuntos
J-cerrados.

Proposicion 2.24. Let A be an S-sorted set y J un operador clausura sobre A.
Entonces, para cada familia (X%);c; de partes de A, se cumple que

J(UieIXZ) = J(UieIJ(XZ))~
Ademds, J(XUY)=J(XUJY))=JJ(X)UY)=JJ(X)UJ(Y)).

En el caso heterogéneo, lo mismo que en el homogéneo, para dos partes X,Y de
A, si J(X) C J(Y), entonces J(X U Z) C J(Y U Z), para cualquier parte Z de A.
Pero observemos que, en el caso heterogéneo, puede existir una parte no vacia y
estricta T' del conjunto de los tipos S y dos partes X,Y de A, de modo que, para
cadat € T, J(X): € J(Y), v, a su vez, exista una parte Z de A y unt € T tal
que J(XUZ), € J(Y U Z); del mismo modo, puede existir una parte no vacfa y
estricta T del conjunto de los tipos S y dos partes X,Y de A, tales que, para cada
teT, JX): = JY):, y, asu vez, exista una parte Z de A y un ¢t € T tal que
J(XUZ)#JY UZ).

Proposicién 2.25. El conjunto ordenado Clop(A) es un reticulo completo.

Demostracion. Let (J%);cr be a nonempty family in Clop(A4). Then the greatest
lower bound of (J%);er, infier J?, is defined, for every X Cg A, as

infier JH(X) = ﬂieIJi(X)
and the least upper bound of the same family, \/;.; J iis
\/ieIJi = inf{J € Clop(A) |[VieI(J < J)}

The greatest element is the totally inconsistent h-closure operator, k4, that, to
every X C A, assigns A, and the least the identity on Sub(A). O
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Proposiciéon 2.26. Sea A un S-conjunto. Entonces existe un anti-isomorfismo
Fix del conjunto ordenado Clop(A), de los S-operadores de clausura sobre A, en
el conjunto ordenado Cls(A), de los S-sistemas de clausura sobre A.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que si J es un operador clausura hete-
rogéneo, entonces, siendo Fix(J) = {X Cg A | J(X) = X}, el conjunto C’ = Fix(J)
es un sistema de clausura heterogéneo. En efecto, si (J(X?));e; es una familia no
vacia en C7, entonces tenemos que, para cada i € I, se cumple que

Nierd (X7) € J(X7)

y, por ser C” isétono e idempotente,

J(Nier(X7)) € J(X7).
Entonces

J(ﬂieIJ(Xl)) = ﬂieIJ(Xz)
puesto que J es idempotente, y (,.; J(X?) es un punto fijo de J y, por tanto,
pertenece a C’. Como J(A) = A, Fix(J) es un sistema de clausura.
Por otra parte, si C es un sistema de clausura heterogéneo, entonces la aplicacién
J€, definida como:
e Sub(A) — Sub(A)
X —N{YeCc|XCY},

es un operador clausura heterogéneo. En efecto, el operador J€ es extensivo, ya que
XCcN{YcA|lY2X}C{Y CC|Y 2X}=J%X),

el operador J¢ es is6tono, ya que si X Cg Y, entonces {T' € C | X Cg T} contiene
a{T €eC|Y CsgT} luego ({T €C|XCsT}C({T' €eC|Y Cg T}, porlo
tanto J¢(X) Cg JE(Y).

Por tltimo, J¢ es idempotente, debido a que por estar {T € C | X Cg T}
incluido en {T' € C | J¢(X) Cg T}, se cumple que ({7 € C | X Cg T} contiene a
(T €C|JC(X) Cs T}, luego JC(X) = JC(JC(X)).

Las aplicaciones .J — C” y C + C” son inversas una de la otra, y, por tanto, son
aplicaciones biyectivas.

Queda por demostrar que las biyecciones son antihomomorfismos, i.e., que in-
vierten el orden. Supongamos que C C D. Entonces

JX) =T €C|T2X} 2T eD|T2 X} = JP(X)
luego J¢ > JP. Supongamos ahora que J < K. Entonces si T € Cg, se tiene que
T = K(X), para algin X C B. Pero
JK(X)C KK(X) =K(X)
luego T € C7. O

Observacién. Sit € Sy a,b € A;, entonces J(64%) = J(54°) siy sélo si J(64?); =
J(6%?);. Es evidente que J(6%%) = J(6**) es una condicién suficiente para que
J(08%), = J(6),.

Por otra parte, si J(6%%); = J(6"%);, entonces J(6%%) = J(6*°). En efecto, por
ser J(6%?) el minimo cerrado que contiene a 6%, es suficiente que se demuestre que
J(6%%) contiene a §*?, pero, para s = t, eso se cumple por la hipétesis, y, para
s # t, es evidente. Del mismo modo se demuestra la inclusion inversa.

Proposicién 2.27. Sea A un S-conjunto, J € Clop(A) y (X%)ier una familia en
Sub(A). Entonces

Fix(J i i
\/iel( )J(X ) = J(UiGIX>
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Demostracion. Si T € Fix(J) entonces T contiene a |J,.; X’ exactamente si T

contiene a Uiel J(X?), puesto que para cada cerrado T se tiene que T' D X siy
s6lo si T' D J(X). Entonces

JUierX) =T €C’ | T 2 U, X'}
=T €C/|T 2 U,/ (XN)}

= VierJ(X7)
0

Para cada conjunto de tipos S, existe una categoria de S-espacios de clausura,
cuyos objetos estan formados por un S-conjunto y, alternativa pero equivalente-
mente, un sistema de clausura heterogéneo o un operador clausura heterogéneo,
y cuyos morfismos son las S-aplicaciones compatibles con los espacios de clausura
respectivos.

Proposicién 2.28. Sea S un conjunto de tipos. Entonces C1Sp(S), es la categoria
cuyos objetos son pares (A,C), en los que A un S-conjunto y C € Cls(4), y cuyos
morfismos de (A,C) en (B, D) son los triplos ((A,C), f,(B,D)), denotados como
f: (A,C)—=(B,D), en los que f es una S-aplicacion de A en B tal que, para
cada D € D, f~[D] € C, y con composicion e identidades definidas a partir de las
de sus S-aplicaciones subyacentes.

De CISp(S) en Set® se tiene un Junctor de olvido, Gcisp(s), definido como:

G
CISp(5) — P _ g oS
(4,0) A
! — !
(B,D) B

que es obviamente fiel, por lo que CISp(S) es una categoria concreta sobre Set®.

Proposicién 2.29. Sea S un conjunto de tipos. Entonces Clop(S), es la categoria
cugyos objetos son pares (A, J), en los que A un S-conjunto y J € Clop(A), y cuyos
morfismos de (A, J) en (B, K) son los triplos ((A,J), f, (B, K)), denotados como
f: (A, J)—=(B,K), en los que f es una S-aplicacion de A en B tal que, para
todo X C A, f[J(X)] Cs K(f[X]), y con composicion e identidades definidas a
partir de las de sus S-aplicaciones subyacentes.

De Clop(S) en Set” se tiene un Junctor de olvido Gciop(s), definido similar-
mente a Geisp(s), por lo que Clop(S) es también una categoria concreta sobre

Set”.

Proposicién 2.30. Las categorias CISp(S) y Clop(S) son concretamente isomor-
fas, a través del functor definido como:

Clop(S) ClISp(9)
(4, 7) (4, Fix(J))
f — f

(B,K) (B,Fix(K))
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Este resultado justifica que, en lo que sigue, se use aquella de las dos cate-
gorfas, Clop(S), o CISp(.S), que se considere més oportuna para abordar la situa-
cién de que se trate. Convenimos que por la categoria de S-espacios de clausura,
CISp(5), nos referimos indistintamente a cualquiera de las dos categorias Clop(.5),
o CISp(S).

Cada espacio de clausura ordinario se identifica con un S-espacio de clausura
heterogéneo, tomando como conjunto de tipos S cualquier conjunto final.

Podemos inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera optimal, sobre
el dominio comin de una familia de S-aplicaciones cuando los codominios de las
mismas estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos, y, dualmente, podemos
inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera co-optimal, sobre el codo-
minio comun de una familia de S-aplicaciones cuando los dominios de las mismas
estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos.

Lema 2.31. Sea A un S-conjunto, (A*,C%);cr una familia de S-espacios de clau-
sura y f = (fY)ier una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada i € I,
fr: A——= A*. Entonces hay un unico sistema de clausura heterogéneo C sobre A,
al que denotamos por Lf'(Ai,Ci)ieI, y denominamos el levantamiento optimal de
(A*,C")ier a través de f°, tal que:

1. Para cadai € I, f': (A, L (A",C")ier) — (A%, CY).

2. Dado un S-espacio de clausura (B,B) y g: B——= A, si, para cada i € I,

fiog: (B,B)—s=(A",C"), entonces g: (B, B) — (A, L' (A",C")ier).
Ademds, se cumple que:
1. Para cada sistema de clausura heterogéneo C sobre A:

['4(4,¢) =c.
2. Si, para cada i € I, (A™ C*™),em, es una familia de S-espacios de clau-
sura, gv° = ("™ )mem, una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada

m e M, ghm: Al—= AL gy C1 = [97 (Ab™ CH™), . cn,, entonces

L(g ‘.Of.)jel(Ai,m7ci7m)(i’m)€]_[iej M; = Lf (Aiaci)iel-

Demostracion. Es suficiente que tomemos como LS (A% C%);er el sistema de clau-
sura heterogéneo sobre A generado por J;c, { (f*)~![C] | C € C'}. O

Obsérvese que, para cada S-conjunto A, el levantamiento optimal de (A%, C%);cp
a través de f = (f%)icp es {A}.
Definicién 2.32. Sea f: (A,C)—(B,D) un morfismo de S-espacios de clau-
sura. Decimos que f es un morfismo optimal si, para cada S-espacio de clau-
sura (C,€) y cada aplicacién g: C——=A, si fog: (C,€)— (B, D), entonces
g: (C,g)H(A,C)

Proposicién 2.33. Sea f: (A,C) — (B, D) un morfismo de S-espacios de clau-
sura. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo optimal es
que C = L7 (B, D).

Proposicién 2.34. Si f: (A,C)—(B,D) y g: (B,D)—(C,&) son morfismos
optimales, entonces go f: (A,C)—=(C, &) es un morfismo optimal. Ademds, si se
cumple que go f: (A,C)—=(C,&) es un morfismo optimal, entonces también se
cumple que f: (A,C)— (B, D) es optimal.

Lema 2.35. Sea A un S-conjunto, (A*,C%);cr una familia de S-espacios de clausura

heterogéneos y f = (f%)ier una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada
i €I, f': A'——= A. Entonces hay un unico sistema de clausura heterogéneo C
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sobre A, al que denotamos por L (A',C")icr, y denominamos el levantamiento
co-optimal de (A*,C%);cr a través de f, tal que:
1. Para cadai €1, f': (A,C")—= (A, L (A", Cicr)-
2. Dado un S-espacio de clausura (B,D) y g: A—= B, si, para cada i € I,
go fi: (A", C")—= (B, D), entonces g: (A, Ly-(A*,C")icr) —> (B, D).
Ademds, se cumple que:

1. Para cada sistema de clausura heterogéneo C en A:
Lia,(AC)=C.

2. Si, para cada i € I, (A™ Co™),em, es una familia de S-espacios de clau-
sura, g = (¢""™)mem; una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada
m € M;, gh™: AV ——= A" y C' = Lgi (A", C""™)mem,, entonces

L(f'ogi")z‘EI (Ai,m, Ci’m)(iﬂn)eﬂie[ M, — Lf' (Ala Ci)iEI-

Demostracion. Es suficiente que tomemos como L (A%, C%);er el subconjunto de
Sub(A) definido como:

Ly (AL Clyier = {C C A|Vie I((f) '] e C)).
O

Paralcada S-conjunto A, el levantamiento co-optimal de (A%, C%);cq a través de
[ =(f")ieo es Sub(A).

Corolario 2.36. El functor de olvido de la categoria CISp(S) en la categoria Set”
has left and right adjoints.

Corolario 2.37. El functor de olvido de la categoria C1Sp(S) en la categoria Set®
constucts limits and colimits.

Definicién 2.38. Sea f: (4,C) — (B, D) un morfismo de S-espacios de clausu-
ra. Decimos que f es un morfismo co-optimal si, para cada S-espacio de clau-
sura (C,€) y cada aplicaciéon g: B——=C, si go f: (A,C)—=(C,&), entonces
g: (B,D)—=(C,€&).

Proposicién 2.39. Sea f: (A,C)—= (B, D) un morfismo de S-espacios de clau-
sura. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo co-optimal
es que D = L¢(A,C).

Proposicién 2.40. Si f: (A,C)—=(B,D) y g: (B,D)—=(C, &) son morfismos
co-optimales, entonces go f: (A,C) —=(C,E) es un morfismo co-optimal. Ademds,
sigof: (A,C)—=(C,€&) es un morfismo co-optimal, entonces g: (B, D) —(C, &)
es co-optimal.

2.2. S-Signaturas y X¥-algebras heterogéneas.

Definicién 2.41. Sea S un conjunto de tipos. Una S-signatura algebraica X es
un S* x S-conjunto ¥ = (Xu,s)(w,s)esxs tal que Xy, 5 y Xy o son disjuntos si

(w,s) # (w',¢).

Si ¥ es una S-signatura algebraica y o € ¥, 5, para algun par (w,s) € S* x S,
entonces decimos que o es un simbolo de operacién de biariedad (w,s) y a las
expresiones 0: w—>sy 0 € %, ; las consideramos sinénimas. Ademads, para cada
w € S*, alos simbolos de operacién pertenecientes al conjunto | J,. g Xuw,s, denotado
por X, ., los denominamos simbolos de operacién de ariedad w, y, para cada s € .S,
a los pertenecientes al conjunto | J,,c g+« Xw,s, denotado por ¥. ,, los denominamos
simbolos de operacién de coariedad s.
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Definicién 2.42. Sea A = (A;)ses un S-conjunto y ¥ una S-signatura alge-
braica. Una X-estructura algebraica F' sobre A es una S* x S-aplicacién de 3 en
Op® *5(A) = (Set(Aw, As))(w,s)es+xs- Una X-algebra es un par A = (A, F), en
el que A es un S-conjunto y F' una X-estructura algebraica sobre A.

En algunas ocasiones, denotamos a la ¥-estructura de una 3-dlgebra A por
FA |y alas operaciones que la componen por Ff. Cuando 0: A——=s, denotamos
mediante oA al valor de FA: 1——= A, para el tinico miembro de 1.

Definicién 2.43.

» Sean A = (A, FA) y B = (B, FB) dos Z-dlgebras. Un X-homomorfismo o,
simplemente, un homomorfismo, de A en B es un triplo ordenado (A, f, B),
denotado por f: A——=B, en el que f es una S-aplicaciéon de A en B, tal
que para cada o € X, con o: w——=s, el diagrama

conmuta, i.e., para cada x € A,,, se cumple que

fs(F:(x)) = Ff(fw(x))
= Sean f: A——=By g: B——= C dos homomorfismos. Su composicién, go f,
es el triplo (A, go f, C). Para una X-dlgebra A, el morfismo identidad, ida,
es (A,ida, A), siendo id4 la S-aplicacién identidad para A.

A continuacién, mostramos algunos ejemplos de algebras heterogéneas que son
de uso frecuente en las matematicas, aunque, por lo general, con una de las com-
ponentes del conjunto heterogéneo subyacente mantenida fija.

Si tomamos como conjunto de tipos S el conjunto {e,v}, en el que e se reali-
zaré como un conjunto de escalares, el conjunto subyacente de un anillo, y v como
un conjunto de vectores, el conjunto subyacente de un grupo abeliano, como S-
signatura la definida como

Siee)e ={ Fese} S ={+}
Veye=1{—¢} Swv=1-v}
Enye=1{0e1e } Sy =10}

Sewv=1{}

en la que e, e, —e,0c ¥ le se realizardn como las operaciones estructurales del
anillo que se considere, +,, —, y 0, como las operaciones estructurales del grupo
abeliano que se considere y - como la accién por la izquierda de los escalares sobre
los vectores, entonces, por cada anillo R y cada R-médulo por la izquierda M ob-
tenemos un algebra heterogénea, llamado en este caso un médulo. Observemos que
los morfismos de un médulo (R, M, ) en otro (R/,M’',-") son pares de morfismos,
un homomorfismo de anillos f: R—=R/y uno de grupos abelianos g: M — M’,
tales que, para cada r € Ry cada z € M, g(r-x) = f(r) g(x).

Otros ejemplos de algebras heterogéneas vienen dados por la nocién de autémata,
la de G-conjunto, siendo G un grupo, la de M-conjunto, siendo M un monoide,
la de K-algebra lineal, con K un anillo, y, en general, por cualquier constructo
matematico en el que exista, al menos, una accién de un sistema algebraico sobre
otro.
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Dado un anillo R, también se pueden interpretar los complejos de cadenas de
R-mddulos por la izquierda, i.e., los pares (M, )nez, (dn)nez) en los que, para cada
n € Z, M,, es un R-médulo por la izquierda, y d,,+1 un morfismo de R-médulos de
M,,+1 en M, tal que d,, od,+1 = 0, como algebras heterogéneas para el conjunto de
tipos Z y la Z-signatura algebraica adecuada, y los morfismos de complejos de cade-
nas de R-moédulos por la izquierda como homomorfismos de algebras heterogéneas.
Recordemos que un morfismo de ((My,)nez, (dn)nez) en (M), )nez, (d,,)nez) €s una
Z-familia, (f,)nez en la que, para cada n € Z, f, es un homomorfismo de M,, en
M/, tal que el diagrama:

dnJrl
M7L+1 —— Mn

frng1 fn

/ /
\Y Y M/,

!
n+1

conmuta.

Proposicion 2.44. Sea 3 una S-signatura algebraica. Las 3-dlgebras y los homo-
morfismos entre ellas forman una categoria, Alg(X).

Al conjunto de los homomorfismos de A en B lo denotamos por Homs; (A, B).
Un homomorfismo f: A — A con el mismo dominio y codominio recibe el nombre
de endomorfismo de A, y al monoide de los endomorfismos de A lo denotamos por
Endsx(A). Un endomorfismo de A cuya S-aplicacién subyacente sea una biyeccién
recibe el nombre de automorfismo y al grupo de los automorfismos de A lo denota-
mos por Auts(A). Los homomorfismos inyectivos (resp., sobreyectivos, biyectivos)
entre X-dlgebras son aquellos cuya S-aplicacién subyacente es inyectiva (resp., so-
breyectiva, biyectiva). Por tltimo, si hay un ¥-homomorfismo sobreyectivo de A
en B, diremos que B es una imagen homomorfa de A.

2.3. Subalgebras heterogéneas.

Los S-subconjuntos del S-conjunto subyacente de un algebra heterogénea que
estan cerrados respecto de las operaciones estructurales del algebra constituyen un
sistema de clausura algebraico, lo mismo que en el caso ordinario u homogéneo.
Estudiamos a continuacion la nocién de parte cerrada o subdlgebra de un algebra
heterogénea.

En lo que sigue, ¥ es una S-signatura algebraica heterogénea arbitraria pero fija.

Definicién 2.45. Sea A = (A, FA) una X-dlgebras y X un S-subconjunto de A,
i.e., X es un S-conjunto tal que, para cada s € S, X, C A,.

1. Sio € X, con o: w——>35, decimos de X que esta cerrado bajo la operacion
FA: A, — Aq si, para cada a € Xy, F2(a) € X, ie., si FA[X,] C X,.
2. Decimos que X es un cerrado o una subdlgebra de A si, para cada o € X
con o: w—=s,y cada a € X, F2(a) € X,, i.e., si X estd cerrado bajo
cada una de las operaciones estructurales de A. Al conjunto de los cerrados

de A lo denotamos por CI(A).

Proposicion 2.46. Sea A una X-dlgebra. Entonces el conjunto de los cerrados de
A, Cl(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. Ae Cl(A).
2. Si X CCI(A) y X # @, entonces [\xcp X € CI(A).
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3. 51X CCl(A), X # & y si dados X,Y € X, hay un Z € X tal que
XUY Cs Z, entonces Jycr X € CI(A).

Demostracion. O

Corolario 2.47. Sea A una X-dlgebra heterogénea. Entonces la endoaplicacion
Sga del conjunto Subg(A), de los S-subconjuntos de A, definida como:

g Subg(A) — Subg(A)
A X — {CeClA)|XCsC}
tiene las siguientes propiedades:
1. Im(Sga) C CI(A).
2. {X €Sub(A) | X =Sga(X)} =CIl(A).
3. Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Subg(A4), X Cg

Sga (X).

4. Sga es isdtona, i.e., para cada X,Y € Subg(A), si X Cgs Y, entonces se
cumple que Sga (X) Cs Sga (V).

5. Sga esidempotente, i.e., para cada X € Subg(A), Sga (X) = Sga (Sga (X)).

6. Sga es algebraica, i.e., para cada X C Subg(A), si X # & y para cada
X,Y € X, existe un Z € X tal que X UY Cg Z, entonces Sga(UX) =

UXeX Sga(X).

Por consiguiente, para cada X C A, Sga(X) es el minimo cerrado de A que con-
tiene a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X.

Demostracion. O

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién mas constructiva de la subdlgebra generada por un S-subconjunto de
una -algebra heterogénea.

Definicién 2.48. Sea A = (4, F) una X-dlgebra heterogénea. Entonces:
1. Denotamos por Ea el operador sobre Subg(A), definido como:

g, { Subs(A) —= Subs(4)
* X — XU ( UUGE.,S FO’[Xar(cr)] | ENS S)

2. Si X Cg A, entonces denotamos por (Ey (X) | n € N) la familia en Subg(A)
definida por recursién como:

EA(X) =X,
EXTH(X) = Ea(EX (X)), n > 0.
Ademads, convenimos que:
EA(X) =U(Ex(X) | n € N)
Proposicién 2.49. Si A es una X-dlgebra y X Cg A, entonces Sga (X) = ES (X).
Demostracion. O

Proposicién 2.50. Si A es una X-dlgebra, X Cg A, s € S ya € A, entonces una
condicidn necesaria y suficiente para que a € Sga(X)s es que exista un p € N —1,
una familia (s; | i € p) € SP, y una familia (a; | i € p) € [[;c, As, tal que
a = ap—1 Yy para cada i € p, a; € X, 0 a; = o, para algin o: A\—=s;, 0
a; = Fy(a;, | a € n), para un n € N =1, una familia (iq | « € n) € i y un
o: (si, |a€n)—=s;.

Demostracion. O
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2.4. Operaciones polinémicas.

A continuacién estudiamos aquellas operaciones sobre el conjunto heterogéneo
subyacente de una 3-algebra que se derivan de sus operaciones estructurales. Po-
teriormente se estudiaran las relaciones de estas operaciones con las operaciones
polinémicas formales o términos.

Definicién 2.51. Sea A una X-algebra y w € S*. La 3-édlgebra de las operaciones
w-arias sobre A, Op,,(A), es A4v i.e., el producto de card(A,)-copias de A.

En Op,,(A), las operaciones estructurales F,,, con o: v — s, estén definidas pa-
ra elementos (f;) ey de (A%%), = Hj€|v
de la familia (Av]. )je\vlﬂ existe, en virtud de la propiedad universal del producto,
un tnico morfismo (f;),c|,| de A, en A, tal que

A%w_ Ahora bien, como A, es el producto
| “v;

Aw

(Fi)iel] &

Ay o, Ay,

conmuta. Entonces
R
(fi)jewl = Fzro{fi)je|

Definicién 2.52. Sea A un S-conjunto y w una palabra sobre S. Entonces
A

w,?

1. Para cada i € |w|, la proyeccién w-aria, i-ésima para A, pr
cién definida como:

es la opera-

T .
p w,i a a;

A { Ay —> Aw(i)

2. El S-conjunto de las proyecciones w-arias sobre un S-conjunto A es:
A A
Pry, = ({prw,i | Wi = 3})S€S~

Definicién 2.53. Sea A una X-dlgebra y w € S*. La X-algebra heterogénea de las
operaciones polindmicas w-arias u operaciones derivadas w-arias sobre A, Pol,, (A),
es la subdlgebra de la X-dlgebra de las operaciones w-arias sobre A, Op,,(A) ge-
nerada por pr2

w*
Proposicién 2.54. Sea A = (A, F) una X-dlgebra. Entonces, se cumple que, para
cada 0 € Ly 5, Fy € Poly,(A)s. O

Proposicién 2.55. Sea A una X-dlgebra, u,w € S*, s € S, P € Pol,,(A)s y
Q = (Qi)icw| una familia tal que, para cada i € |w|, Q; € Poly(A)yy. Entonces
Po <Qi>ie\w| € Pol,(A)s.

Demostracion. Sea X™* el S-conjunto cuya coordenada s-ésima es:
Xs'w,u = {P S POlw(A)s | v(Ql)ze\uﬂ S POlu(A)UH f © <Q'L>z€\w\ € POlu(A)s}

En primer lugar, se cumple que el S-conjunto de las proyecciones w-arias sobre A,
pri, estd incluido en X** porque, dado un s € S, un i € w™'(s) y una familia
(Qi)iehu\ en POlu(A)wa

Pffj,i 0 (Qi)iclw) = Qi € Poly(A) )

Ademds, X es un cerrado de Pol,,(A), ya que, para cada o € ¥, con 0: v —= s,

y cada R = (R;);epv| € Xy, se tiene que F;)pw(A)(R) € X, puesto que dada una
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familia (Q;)iejw| € Polu(A), se cumple que

FPeA)(R) 0 (Qi)iciuw| = F2 o (Ri)iciu) © (Qi)ic|u|
= F 0 (R; 0 (Qi)ic|uw|)iels| € Polu(A)s
O

En la proposiciéon que sigue usamos las operaciones polinémicas para dar otra
descripcién del operador subéalgebra generada.

Proposicién 2.56. Sea A una X-dlgebra. Entonces se cumple que

1. Para cada w € S*, cada a € Ay, y cada s € S
Sga((a[w™'[s]])ses)s = {P(a) | P € Poly,(A)}.
2. Para cada X C A y cada s € S se cumple que
Sga(X)s ={P(z) |w e S*, P€Pol,(A)s, x € Xy}
O

La siguiente proposicién afirma que los cerrados de las X-dlgebras no sélo lo
estan respecto de las operaciones estructurales, sino respecto de las operaciones
polinémicas de las mismas.

Proposiciéon 2.57. Sea A una 3-dlgebra, X un cerrado de A, w € S*, s € Sy
P € Pol,,(A)s. Entonces, para cada x € X,,, P(z) € X. O

2.5. Algebras libres.

Demostramos a continuacién la existencia de X-algebras libres sobre cualquier S-
conjunto y se estudia la relacion de los términos o simbolos de operacion polinomica
con las operaciones polindémicas de una X-algebra.

Definicién 2.58. De Alg(X) en Set® existe un functor de olvido Gy definido
sobre objetos y morfismos como:

Ge(f: A—B)=f: A—B

El functor Gy tiene un adjunto por la izquierda, que asigna a cada S-conjunto
X, una X-algebra libre sobre él. Esta se obtiene a partir de una cierta 3-algebra de
palabras, como la subalgebra generada por X. En este contexto, es usual referirse
a los elementos de X como variables.

Definicién 2.59. Sea ¥ = (5, X)) una signatura algebraica y X un S-conjunto. La
3.-4lgebra de las palabras sobre X, Wx(X), es la definida como:

1. Paracada s € S, Wx(X), = ([[XII]] X)*, i.e., el conjunto subyacente es,
en cada coordenada, el conjunto de las palabras que pueden formarse con
stmbolos de operacién de ¥ y variables de X.

2. Para cada 0 € ¥, 0: w——=s, la operacién estructural F,, asociada a o, es
la aplicacién de W (X),, en Ws(X),, i.e., de ([ X)*)*l en ([ 211
[1X)*, que a una palabra de palabras (P;);c.| le asigna (o) A Ajecjuw P,
i.e., la concatenacién de (la imagen de) o (bajo las inclusiones candnicas
desde ¥ hasta ([IX I J]X)* y de la concatenacién de las palabras que
componen (F;);c|qw|-

WE(X)w - WE(X)S
Fg{ (Piiejw] F (0) A Nigjuw P;
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Definicién 2.60. La X-§lgebra libre sobre un S-conjunto X, T's(X), es la subdlge-
bra de Wy (X) generada por el S-conjunto ({(z) | z € Xs})ses, donde, para cada
s € Sycadaz € X, () es la imagen de z mediante las inclusiones candnicas
desde X hasta ([ II[]X)*.

A los elementos de T (X), se les denomina operacién polinémicas formales o
términos de tipo s con variables en X.

En las figuras siguientes se muestran las inclusiones desde Xy, resp., ¥, 5, hasta
Ws(X),:

X, Y s MY s
2 (2.9), (,5),1) > ({2, 5), 1)) = (2)
Se e yrs S ey MY s x-

o (07 (wv 5)) — ((07 (’LU, S)), O) — (((Uv (w7 S))v O)) = (0')

Proposicion 2.61. Los simbolos de operacion polinomica se pueden representar
univocamente como:

1. (x), para un dnico s € S y un dnico x € X.
2. (0), para un unico s € S y un dnico o € L 5.
3. (0) A A(Pi)igjw|, Para unos tinicos w € S* —{A}, s € S, 0 € Xy s, Yy una
tnica familia (P;)icjw en Ts(X)w.
U

Es posible dar otras representaciones de la 3-dlgebra libre sobre un S-conjunto,
e.g., mediante la nocién de arbol etiquetado. Sin embargo, las propiedades esen-
ciales de la 3-algebra libre sobre un S-conjunto X dependen sélo de su propiedad
universal, puesto que esta la determina salvo un tnico homomorfismo, y no de la
forma concreta que se dé de la misma.

Proposicién 2.62. Para cada S-conjunto X, el par (nX, Ts (X)), en el que ™ es
la correstriccion a Tx(X) de la inclusion candnica de X en Wx(X), es un mor-
fismo universal desde X hasta Gy, i.e., dada una X-dlgebra A y una S-aplicacion
f: X —=A, existe un inico homomorfismo de X-dlgebras f*: Ts(X)—=A que
extiende f, i.e., tal que el siguiente diagrama conmuta:

X
Xn—>T>:(X)
f
f f
A

Demostracion. En la coordenada s-ésima, la aplicacion ff: Ts(X)s —As se de-
fine, por recursién, como:

fs<x)’ siP= (x)a
P — (o, si P = (o0);
Fcé(fﬁ;(o)(ﬂ))?"w fu(|w‘,1)(P|w\—1))7 si P = (U)AA(Pi)ie\wr
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Siguiendo la practica habitual, los términos, Fiy E(X)(Pi | ¢ € |w|) se denotan

como o (Fy, ..., Pyj—1). Asimismo, si no hay ambigiiedad, los términos (x) y (o) se
denotan simplemente como z y o.

Corolario 2.63. El functor Ty es adjunto por la izquierda del functor de olvido
Gs.
Gs
Alg(®) _ T Set
Ts

Proposicion 2.64. Cada X-dlgebra A es isomorfa a un cociente de una %-dlgebra
libre sobre un S-conjunto. O

Demostracion. Sea A una 3-algebra. Entonces la extensién candnica de la identi-
dad en A, idg, es un epimorfismo y Tx(A4)/ Ker(id&) es isomorfa a A. O

2.6. Operaciones polinémicas formales y operaciones polinémicas.

Las operaciones polindémicas sobre una ¥-algebra A se pueden caracterizar como
las realizaciones de las operaciones polinémicas formales. Estos son los miembros de
una cierta X-algebra libre sobre un S-conjunto de variables asociado a la ariedad
de las operaciones.

Para el estudio de las operaciones polinémica formales es necesario asociar a
cada palabra sobre S un S-conjunto de variables.

Definicién 2.65. Sea w € S*. Entonces |w es el S-conjunto
lw= (w™'[s])ses

Si A un S-conjunto y w es una palabra sobre S, entonces los conjuntos A, y
A,, son naturalmente isomorfos. En lo que sigue, si no hay ambigiiedad, no dis-
tinguiremos notacionalmente entre las S-aplicaciones de A, y los elementos de
Ay

Las operaciones polindémicas w-arias sobre un algebra pueden definirse median-
te los simbolos de operacién polinémica w-arios. Para ello, se hace uso del he-
cho de que dada una X-algebra A y un w € S*, existe un tinico homomorfismo
Pd2: Ts(lw)— Op,,(A) tal que el diagrama

lw

Jw —" > T (Jw)
P4
Pl
Op,,(A)

conmuta, siendo pﬁ la S-aplicacion definida, para cada s € S y para cada i € |ws,
como pis(i) = prf)’i.

Definicién 2.66. Sea A una X-dlgebra, w € S*, s € Sy P € Tx(lw),. Entonces
a Pd® (P) se le denomina el polinomio (w, s)-ario determinado por P en A y se le

w,s

denota por PA.

Proposiciéon 2.67. Sea A una X-dlgebra y w € S*. La X-dlgebra heterogénea de
las operaciones polinémicas w-arias sobre A, Pol,,(A), coincide con la subdlgebra
de Op,,(A) candnicamente asociada a la imagen de Ts(lw) mediante PA%, i.e.,

Pol, (A) = Pd3[Ts(lw)]. O
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Demostracién. Puesto que prd C Pd2[Ts(lw)], Sgop, (A) (prd) C PAA[Tx(lw)].
Reciprocamente,
Pdﬁ Ts(lw)] = Pdﬁ[SgTz(lw)(Wlw[lw])]
= Sgop, (a)(Pdin I [lw]])
= Sgopw(A)(Pﬂle
= Sgopw(A)(Pfﬁ)
= Pol®
O
Proposicién 2.68 (Ley de reciprocidad). Sea A una X-dlgebra, P un polinomio
formal en Ts(lw)s y a: | w—sA. Entonces a’(P) = P%(a).
Demostracion. El diagrama

lw
lw ———— Tx(lw)

Pds

w

al

A= Op,(A)

conmuta, siendo ev, el homomorfismo de evaluaciéon definido, en la coordenada
s-ésima, como
(eva)s(f: Ay —=As) = f(a)

luego, para cada P € Tx(|w)s, se cumple que:
(P) = (eva)s 0 P} ,(P) = (eva)s(PA) = PA(a)

o

0

Proposicién 2.69. La restriccion a Pol,(A) de Pdﬁ es un homomorfismo sobre-
yectivo, por lo que Ts;(lw)/ Ker(Pd%) es isomorfa a Pol,(A). O

Las operaciones polinémicas w-arias se comportan, respecto de los homomorfis-
mos, como las operaciones estructurales de las dlgebras.

Proposicién 2.70. Sea 3 un signatura algebraica y h: A —B un homomorfismo
de X-dlgebras. Entonces para cada w € S*, s € S y P € Ts(lw)s el diagrama

PA

Ay As
how lhs
By, B;
PB
conmuta.
Demostracion. El diagrama
nx
Jw ———— Ty (lw)
(hoa)
a af
A B
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conmuta, por lo que

hs o PA(a) = hy 0 X (P) = (ho a)i(P) = PP(hoa) = PP(hy(a))

3. NUMEROS NATURALES.

It was a commonplace belief among philosophers and mathematicians of
the 19th century that the existence of infinite sets could be proved, and
in particular the set of natural numbers could be “constructed”out of
thin air, “by logic alone.” All the proposed “proofs”involved the faulty
General Comprehension Principle in some form or other. We know bet-
ter now: Logic can codify the valid forms of reasoning but it cannot prove
the existence of anything, let alone infinite sets. By taking account of
this fact cleanly and explicitly in the formulation of his axioms, Zermelo
made a substantial contribution to the process of purging logic of onto-
logical concerns, a necessary step in the rigurous development of logic
as a science in its own right in our century.

Y. Moschovakis.

Brouwer made it clear, as I think beyond any doubt, that there is no
evidence supporting the belief in the existential character of the totality
of all natural numbers ... The sequence of numbers which grows beyond
any stage already reached by passing to the next number, is the mani-
fold of possibilities open towards infinity: it remains forever in the state
of creation but is not a closed realm of things existing in themselves.
That we blindly converted one into the other is the true source of our
difficulties, including the antinomies — a source of more fundamental
nature than Russell’s vicious principle indicated. Brouwer mathematics,
nourished by a belief in the ‘absolute’ that transcends all possibilities of
realization, goes beyond such statements as can claim real meaning and
truth founded on evidence.

H. Weyl.

En este seccién enunciamos el axioma del conjunto infinito, que nos permitira de-
mostrar la existencia de un algebra de Dedekind-Peano y, para tales algebras, ob-
tendremos el principio de la definicién por recursién finita, a partir del cual demos-
traremos que las dlgebras de Dedekind-Peano son esencialmente tnicas, y que otros
principios de definicién por recursién més complejos, se pueden obtener a partir del
mismo.

Ademas, demostraremos que el conjunto subyacente del dlgebra Dedekind-Peano,
que sera el conjunto de los nimeros naturales, estd dotado de una buena ordena-
cién, y que tal ordenacion es compatible con las operaciones aritméticas usuales,
definidas por recursién, sobre el conjunto de los nimeros naturales; asi como la
caracterizacion, en términos ordinales del conjunto de los nimeros naturales.

Por ultimo, una vez definidos los conjuntos finitos y los infinito numerables, es-
tudiaremos la conducta de los mismos respecto de las operaciones conjuntistas, y
demostraremos que el conjunto de los nimeros naturales, junto con las aplicacio-
nes entre ellos, es un esqueleto del sistema de los conjuntos finitos, junto con las
aplicaciones entre ellos.

Los axiomas de la teoria de conjuntos de ZFSk hasta ahora enunciados, sélo
nos permiten afirmar la existencia de una infinidad de conjuntos distintos, e.g., los
conjuntos &, {@}, {{@}}, ..., pero no, y éste serd el primer gran salto de lo finito
a lo transfinito, la existencia de un conjunto, actualmente, infinito. Para poder ase-
gurar la existencia de al menos un conjunto infinito, procedemos axiomaticamente,
tal como hizo Zermelo.
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3.1. El axioma del conjunto infinito.
Antes de enunciar el axioma del conjunto infinito, recordamos que si A es un
conjunto, entonces AT denota el conjunto sucesor de A, que es AU {A}.

Axioma del conjunto infinito. Hay al menos un conjunto del cual es miembro
el conjunto vacio, y que estd cerrado bajo la operacion de formacion del sucesor de
un conjunto:

JA(@ € AAVz(x € A—aT € A)).

El axioma del conjunto infinito, bajo la forma anterior, se debe a von Neumann;
el que propuso Zermelo es:

JA(o € ANVx(x € A— {a} € A)).

Obsérvese que lo que diferencia al axioma propuesto por von Neumann del pro-
puesto por Zermelo, reside en la operacion de formacién del conjunto sucesor, que,
en el caso de von Neumann, es la que a un conjunto x la asigna =7 y, en el de
Zermelo, la que a z le asigna {z}.

De ahora en adelante usaremos el propuesto por von Neumann.

Antes de proseguir con la obtencion de algunas de las consecuencias de la ad-
misién del nuevo axioma, conviene recordar que Dedekind, después de definir a los
conjuntos infinitos como aquéllos que son isomorfos a un subconjunto estricto de
s{ mismos, transformando de este modo un teorema de Galileo, segun el cual hay
tantos nimeros naturales como cuadrados de los mismos, en una definicién; propu-
S0, como teorema, la existencia de al menos un conjunto infinito. De dicho teorema
dio la siguiente demostracion:

El mundo de mis pensamientos, es decir, la totalidad S de todas las
cosas que pueden ser objeto de mi pensamiento es infinito. De hecho, si
s indica un elemento de S, el pensamiento s’ de que s puede ser objeto
de mi pensamiento es él mismo un elemento de S. Si se considera s’
como la imagen ¢(s) del elemento s, entonces la representacién ¢ de S
determinada de esa manera tiene la propiedad de que la imagen S’ es
parte de S; ademés, S’ es parte propia de S, ya que en S hay elementos
(e.g., mi propio yo) diferentes de cada pensamiento de la forma s’, y
por lo tanto no contenido en S’. Por tltimo, estd claro que si a y b son
elementos distintos de S, entonces las imagenes a’ y b" seran diferentes,
es decir @ es una representacion inyectiva. Por consiguiente, S es infinito.

Sin entrar en los problemas que plantean los aspectos no matemaéticos de la
anterior demostracion, cabe senalar que si se admitiera la existencia del conjunto S
de todas las cosas que puedan ser objeto del pensamiento (de Dedekind), entonces,
ya que cada subconjunto de S, podria ser objeto del pensamiento (de Dedekind), el
conjunto Sub(.S), formado por la totalidad de los subconjuntos de S, deberia estar
incluido en S. Por lo tanto ambos conjuntos deberian ser isomorfos, en virtud del
teorema de Cantor-Bernstein, lo cual entraria en contradicciéon con un teorema de
Cantor. Luego, desgraciadamente, no se puede admitir como existente el conjunto
de todas las cosas que puedan ser objeto del pensamiento.

Hay que decir, que Peirce también propuso, independientemente de Dedekind,
el mismo concepto de infinitud que éste dltimo; y que la demostracion anterior de
Dedekind es similar a una de Bolzano.

Hay algunos autores que afirman que lo siguiente es una definicién de los nimeros
naturales:

Los numeros naturales son el cero, el siguiente de cero, el siguiente del
siguiente del cero y, en general, todos los objetos a los que se llega a partir
del cero aplicando un numero finito de veces la operacidn “siguiente”,
entendiendo que cada vez obtenemos un objeto distinto de todos los
anteriores.
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Si con ello tales autores pretenden dar una descripcién de los elementos del con-
junto subyacente del algebra absolutamente libre sobre el conjunto vacio y para la
signatura algebraica que tiene una operacién formal O-aria, precisamente el cero, y
una operacién formal 1-aria, el sucesor, no hay nada que objetar. Sélo subsiste el
problema de demostrar la existencia de tal algebra libre, y dicho problema se so-
luciona admitiendo, axiomdaticamente, la existencia de un conjunto infinito. Ahora
bien, si lo que pretenden es que lo afirmado es una definicién, entonces estan incu-
rriendo en peticiones de principio y algunos defectos mas, como no caer en la cuenta
de que las definiciones no son creativas, ni tomar en consideracién la diferencia entre
lenguaje y metalenguaje.

Esta, pretendida definicién, parece presuponer que ya se sabe lo que significa
“aplicar un numero finito de veces una operacién”a una entidad, por lo tanto pa-
rece innecesario definir los ntimeros finitos, i.e., los nimeros naturales, pués ya se
conocen, o se estd incurriendo en una peticién de principio. Seamos mas explicitos,
entre otras cosas, se estd presuponiendo que se dispone del concepto de operacion
(se habla de la operacién “siguiente”), pero una operacién actia sobre los objetos
de un dominio bien determinado, cerrado, asi que la operacién “siguiente”ha de
tenerlo,. ... Ademads, al decir que la operacién se aplique un ntmero finito de ve-
ces, se estd, una vez mas, presuponiendo que se dispone de los niimeros naturales,
que se conoce el concepto de composicion y, ademds, la definicién por recursién
finita. Por tdltimo, para entender que “cada vez obtenemos un objeto distinto de
todos los anteriores ”, hemos de presuponer que sabemos que la operacién sucesor
es inyectiva.

3.2. Algebras de Dedekind-Peano.

Dedekind, en una carta dirigida a Keferstein, y después de indicarle que su
ensayo sobre los nimeros no fué escrito en un dia; sino que, mas bien, era una
sintesis construida después de un prolongado trabajo, basado en un anélisis previo
de la sucesién de los niimeros naturales tal cual como se presenta, en la experiencia,
por asi decir, para nuestra consideracién; se pregunta por:

What are the mutually independent fundamental properties of the se-
quence N, that is, those properties that are not derivable from one anot-
her but from which all others follow? And how should we divest the-
se properties of their specifically arithmetic character so that they are
subsumed under more general notions and under activities of the un-
derstanding whithout which no thinking is possible but with which a
foundation is provided for the reliability and completeness of proofs and
for the construction of consistent notions and definitions?

La respuesta a lo anterior viene dada por el concepto de dlgebra de Dedekind-
Peano, de las que a continuacion, apoyandonos sobre el axioma del conjunto infinito,
demostraremos la existencia, y cuya definicién, es la siguiente.

Definicién 3.1. Un dlgebra de Dedekind-Peano es un triplo ordenado A = (A, f, e)
en el que A es un conjunto, f una endoaplicacién de A y e un miembro de A, tal
que:

1. f es inyectiva.

2. Im(f)n{e} = 2.

VX CA((fIX]CXAeeX)—X=A).

Observemos que la segunda clatsula de la definicién anterior afirma simplemente
que e no es de la forma f(a), sea cual sea a € A, y que la tdltima cldusula de la
misma, dice que la Unica parte de A que tiene las propiedades de estd cerrada bajo
f v contener como miembro a e, es la propia A.

Como primer paso hacia la demostracién de la existencia de un algebra de
Dedekind-Peano, establecemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.2. Hay un unico conjunto, el conjunto de los nimeros naturales, de-
notado por N, que tiene las siguientes propiedades:

1. e NAVR(neN—-nt eN).

2.VB((g e BAVy(ye B—yt€B))—-NCRB)

Demostracion. Ezxistencia. En virtud del axioma del conjunto infinito, existe al
menos un conjunto A tal que @ € A y para cada x € A, 2+ € A. Sea A uno de
ellos, arbitrario, pero fijo. Entonces para el conjunto X definido como:

X={XecSub(4d)|ge XAVr(ze€X —»aT € X)},

se cumple que X # &, porque A C A, @ € Ay para cada v € A, z7 € A. Luego
existe el conjunto N = (X y es tal que @ € N, porque, para cada X € X, @ € X,
y, para cada x € N, z+ € N, ya que, para cada X ¢ X, 27 € X.

Ahora demostramos que N esta incluido en cualquier conjunto B que esté cerrado
bajo la formacién del conjunto sucesor y para el que @ € B. Sea B un tal conjunto,
arbitrario, pero fijo. Entonces, ya que AN B C Ay AN B esta cerrado bajo la
formacién del conjunto sucesor y @ € AN B, se cumple que AN B € X, por lo tanto
NC AnNnB, pero ANB C B, asf que N C B.

Unicidad. Si N’ tuviera las mismas propiedades que tiene N, entonces N C N’ y
N CN, luego N = N, O

Definicién 3.3. Al conjunto vacio, cuando lo consideremos como miembro del
conjunto de los numeros naturales N, lo denotamos por 0. Ademas, 1 denota al
sucesor de 0, i.e., 1 = {0}, 2 al sucesor de 1, i.e., 2 ={0,1}, ..., 9 al sucesor de 8,
ie, 9={0,1,...,8} y 10 al sucesor de 9, i.e., {0,1,...,9}.

Proposicién 3.4. La relacion binaria Sc sobre N, definida como:
Sc={(m,n) eNxN|n=mt},
es una endofuncion de N.

Demostracion. Porque, para cada niimero natural estd univocamente determinado
el conjunto sucesor del mismo y, ademas, tal conjunto sucesor, en este caso, es un
nimero natural. O

Definicién 3.5. Denotamos por sc la endoaplicacién de N cuya funcién subyacente
es Sc y la denominamos la aplicacién sucesor de N. Ademads, denotamos el valor de
sc en n, para cada n € N, por n*t o n + 1. Por tltimo, denotamos por N el triplo
ordenado (N, sc, 0).

Proposicién 3.6. Para cada nimero natural n € N, sc(n) # 0, o, lo que es
equivalente, {0} N Im(sc) = @.

Demostracion. Porque, para cada nimero natural n € N, sc(n) = n U {n} no es
vacio. g

Teorema 3.7 (Principio de la demostracién por induccién finita). Para cada sub-
conjunto X de N, si 0 € X ysc[X] C X, entonces X = N.

Demostracién. Sea X un subconjunto de N tal que 0 € X y sc[X] C X. Entonces
N C X, ya que N es el minimo conjunto con tales propiedades, por lo tanto, ya que
por hipétesis X C N, X = N. O

Proposicién 3.8. FEl principio de la demostracion por induccion finita equivale a
que Sgn (D) = N, siendo Sgn (9) el minimo subconjunto de N que contiene al vacio,
al que pertenece el 0 y que estd cerrado bajo sc, i.e., siendo Sgn (<) el conjunto
definido como:

Sen(@) =Y CN|0€Y Asc[Y]CY }.



INCOMPLETUD 31

Demostracion. Supongamos el principio de la demostracién por induccién finita,
i.e., que para cada subconjunto X de N, si 0 € X y sc[X] C X, entonces X = N.
Entonces, por ser N C N y cumplirse que 0 € N y que sc|N] C N, tenemos que N
pertenece al conjunto {Y CN |0 €Y Asc[Y] C Y}, luego Sgn (@) C N. Ademds,
N € Sgn(9), porque 0 € Sgn(9), sc[Sgn(9)] € Sgn(2) y N es el minimo conjunto
con tales propiedades. Por lo tanto Sgn (@) = N.

Reciprocamente, supongamos que Sgn () = N. Entonces, si un subconjunto X
de N es tal que 0 € X y sc[X] C X, entonces X € {Y CN|0e€Y Asc[Y] CY },
luego Sgn (@) C X, asi que N C X, pero X C N, luego X = N. O

A partir del principio de la demostraciéon por induccién finita, se deduce que
una condicién suficiente para que todos los numeros naturales tenga una cierta
propiedad, es que la tenga el 0, y que cuando un ndmero natural arbitrario la
tenga, también la tenga su sucesor, i.e., si ¢(x,t[,)) es una férmula, entonces

Vth NP ((@(Ovt[n]) AVz € N(‘P(l‘vt[n}) - L)0('1‘—~_7t[n])) -
Vz € N(p(z,tpm)))-

Proposicién 3.9. Sin € N—1, entonces hay un m € N tal que n = m™, o, lo que
es equivalente, N — ({0} UIm(sc)) = &

Demostracion. O

Para demostrar que la aplicacién sucesor es inyectiva, definimos a continuacién
el concepto de conjunto €-transitivo. Ademds, damos algunas caracterizaciones de
dicho concepto y establecemos algunas propiedades de clausura del mismo.

Definicién 3.10. Un conjunto A es €-transitivo si para cualesquiera conjuntos z
ey,siy€xyxe A, entonces y € A.

Lema 3.11. Un conjunto A es €-transitivo si y sdlo si para cada conjunto x, si
x € A, entonces x C A.

Proposicién 3.12. Sea A un conjunto. Entonces son equivalentes:

1. A es e-transitivo.
2. JACA.
3. A C Sub(A).

Demostracion. O

Proposicion 3.13.

1. Si A es €-transitivo, entonces A" es €-transitivo.

2. Si A es e-transitivo, entonces | J A es €-transitivo.

3. Si A es tal que todos sus miembros son €-transitivos, entonces | JA es €-
transitivo.

4. Si A no es vacio y todos sus miembros son €-transitivos, entonces [ A es
e-transitivo.

Demostracion. O

A continuacién, establecemos una caracterizacién del concepto de conjunto €-
transitivo, que sera especialmente ttil en la demostracién de que la aplicacién su-
cesor es inyectiva.

Proposicion 3.14. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto A
sea €-transitivo, es que | JAT = A

Demostracion. O
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Proposicion 3.15. Cualquier nimero natural es €-transitivo.

Demostracion. Demostramos, por induccién, que T'= {n € N | nes &-transitivo },
coincide con el conjunto de los nimeros naturales.

Se cumple que 0 € T, porque |JO = 0. Supongamos que n € T, i.e., que n sea
€-transitivo, o, lo que es equivalente, que | JnT = n. Entonces

U™ =Um*u{nt})
= (Un")uU{n"}
=nU(mU{n})

:n+,

luego n™ es e-transitivo, i.e., n™ € T. Por consiguiente T' = N.
O

Teorema 3.16. El triplo ordenado (N,sc,0) es un dlgebra de Dedekind-Peano.
Demostracion. O

Proposicién 3.17. El conjunto N es €-transitivo, i.e., para cada n € N, se cumple
que n C N, asi que todo numero natural es un conjunto de numeros naturales.

Demostracion. O

3.3. El principio de la definiciéon por recursién finita.

Demostramos a continuacion el principio de la definicion por recursion finita,
debido a Dedekind. Este principio de definicién nos permitird demostrar que el
dlgebra de Dedekind-Peano (N,sc,0) es esencialmente tunica. También, a partir
de dicho principio establecemos otros principios de definicién por recursion, que
usaremos en la teorfa de las funciones recursivas.

Teorema 3.18 (Principio de la definicién por recursién finita). Sea A un conjunto,
e € Ay f: A—= A una endoaplicacion de A. Entonces se cumple que hay una
dnica aplicacion h: N——= A tal que el diagrama:

N<—2X N

A<—]—"—A

en el que kg es la aplicacion que al unico miembro de 1 le asigna 0 y k. la aplicacion
que al unico miembro de 1 le asigna e, conmuta, i.e., tal que:

1. h(0) =e.

2. Vn € N(h(sc(n)) = f(h(n))).

Demostracion. Decimos que una funcién parcial G de N en A es aceptable, respecto
deey f=(A,F,A), si cumple las siguientes condiciones:
1. Si 0 € Dom(G), entonces G(0) = e.
2. Para cada n € N si sc(n) € Dom(G), entonces n € Dom(G) y G(sc(n)) =
F(G(n)).

Sea G el conjunto de todas las funciones parciales de N en A que sean aceptables
(conjunto obtenido, mediante una aplicacién del esquema axiomético de separacién,
a partir del conjunto de todas las funciones parciales de N en A). Vamos a demostrar
que el conjunto H = |J G tiene las siguientes propiedades:
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H es una funcién parcial de N en A.
H es aceptable.
Dom(H) = N.
H es la tnica funciéon de N en A tal que

a) H(0) =e.

b) Vn € N(H(sc(n)) = F(H(n))).

Demostramos en primer lugar que hay a lo sumo una funcién H de N en A tal

que

=W

= H() =e.

= Vn € N(H(sc(n)) = F(H(n))).
En efecto, si H' fuera otra funcién de N en A que tuviera las mismas propiedades
que tiene H, entonces el igualador de H y H’, i.e., el conjunto Eq(H, H') = {n €
N | H(n) = H'(n) }, coincidirfa con N, ya que, por cumplirse, por una parte, que
0 € Eq(H, H'), debido a que H(0) = e = H'(0), y, por otra, que dado un n € N, si
n € Eq(H,H'), i.e., si H(n) = H'(n), entonces sc(n) € Eq(H, H'), porque

H(sc(n)) = F(H(n)) (porque H tiene tal propiedad)
F(H'(n)) (porque, por hipétesis, H(n) = H'(n))
= H/(sc(n)

n

) (porque H' tiene tal propiedad),

entonces, en virtud del principio de la demostracién por induccién finita, Eq(H, H') =
N, luego, para cadan € N, H(n) = H'(n), i.e., H=H'.

Ahora demostramos que H = [J§ es una funcién parcial de N en A.

En efecto, puesto que, para cada G € G, G es una funcién parcial de N en A,
H C N x A, luego H es una relacién de N en A. Para demostrar que la relacion
H es una funcién parcial de N en A, hay que demostrar que, para cada n € Ny
para cada y,z € A, si (n,y), (n,z) € H, entonces y = z. Para ello, es suficiente que
demostremos, por induccién, que el conjunto T definido como:

T={neN|Vy,ze A((n,y) e HA (n,z) e H - y=2)},

coincide con N.

Se cumple que T' = N, ya que, por una parte, 0 € T, porque si y,z € A son
tales que (0,y) € H y (0,2) € H, entonces, ya que H = |JG, hay un G, € G
tal que (0,y) € Gy y hay un G, € G tal que (0,2) € G, luego 0 € Dom(G,) y
0 € Dom(G.), por lo tanto, ya que Gy, y G son aceptables, G, (0) = e = G(0), pero
Gy(0) =y y G.(0) = z, asi que y = e = z, por lo tanto y = z; y, por otra, dado un
n € N, sin € T, entonces, dados y, z € A tales que (sc(n),y) € Hy (sc(n),z) € H,
ya que H = Ug, hay un G, € G tal que (sc(n),y) € G, y hay un G, € G tal
que (sc(n),z) € G.. Ahora bien, ya que G, y G, son aceptables, n € Dom(G,)
y Gy(sc(n)) = F(Gy(n)) = y y n € Dom(G,) y G.(sc(n)) = F(G.(n)) = z.
Ademas, se cumple que (n,Gy(n)) v (n,G.(n)) € H, luego, por la hipétesis de
induccién, G4(n) = G,(n), por lo tanto F(G,(n)) = F(G.(n)), pero F(Gy(n)) =
y vy F(G,(n)) = z, as{ que y = 2. Podemos afirmar pues que sc(n) € T. Por
consiguiente N =T, i.e., H es una funcién parcial de N en A.

Demostramos a continuacién que H es aceptable. Si 0 € Dom(H), entonces, ya
que H = JG, hay un G € G tal que 0 € Dom(G), luego G(0) = e, i.e., (0,¢) € G,
pero G C H, asi que (0,e) € H, i.e., H(0) = e. Sea n € N y supongamos que
sc(n) € Dom(H), entonces ya que H = (JG, hay un G € G tal que sc(n) €
Dom(G), luego n € Dom(G) y G(sc(n)) = F(G(n)). De donde, en particular,
n € Dom(H), porque Dom(H) = (Jgcg Dom(G). Asi que H(n) = G(n) y, ya que
(sc(n), F(G(n))) € Gy G C H, (sc(n), F(G(n))) € H, i.e., H(sc(n)) = F(G(n)),
luego H(sc(n)) = F(H(n)).
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Demostramos, por ltimo, que H es una funcién de N en A. Para ello es suficiente
que demostremos, por induccién, que el conjunto T'= {n € N | Jy € A((n,y) €
H) } coincide con N.

Se cumple que 0 € T, porque {(0,e)} € Gy H=|JG. Sea n € N y supongamos
que n € T. Vamos a demostrar que si sc(n) ¢ T, entonces la relacion G = H U
{(sc(n), F(H(n)))} tiene las propiedades de ser una funcién parcial de N en A, ser
aceptable y contener estrictamente a H, lo cual, junto con lo demostrado hasta
ahora para H, constituird una contradiccién.

G es una funcién parcial de N en A, porque tanto H como {(sc(n), F(H(n)))} lo
son y las restricciones de ambas a la interseccién de sus dominios de definicién (que
es el conjunto vacio) coinciden. Ademds, por definicién de G, se cumple que H C G.
Por tltimo, G es aceptable, ya que, por una parte, si 0 € Dom(G), entonces 0 €
Dom(H), luego H(0) = e = G(0), y, por otra, dado un m € N, si sc(m) € Dom(G),
entonces, puesto que Dom(G) = Dom(H) U {sc(n)} y Dom(H) N {sc(n)} = &, o
bien sc(m) € Dom(H) o bien sc(m) = sc(n). Si lo primero, entonces, por ser H
aceptable, m € Dom(H) y H(sc(m)) = F(H(m)), luego m € Dom(G) y G(sc(m)) =
F(H(m)) = F(G(m)). Si lo segundo, entonces por ser sc inyectiva, m = n, pero
n € Dom(H), luego n € Dom(G) y G(sc(m)) = F(H(m)) = F(G(m)). Pero
esto entra en contradiccién con la definicién de H. Por lo tanto sc(n) € Ty, en
consecuencia, T'= N, i.e., Dom(H) = N.

Luego, tomando como h el triplo ordenado (N, H, A), obtenemos el teorema. O

Debemos observar que la propiedad establecida en el teorema anterior, para el
algebra de Dedekind-Peano (N, sc,0), no es privativa de ésa dlgebra concreta, sino
que es compartida por todas las algebras de Dedekind-Peano.

Si A = (A, f,e) es un dlgebra de Dedekind-Peano, A’ un conjunto, e’ € A’ y
f'+ A’ ——= A’, entonces hay una tnica aplicacién h: A —— A’ tal que el diagrama:

f

A<=—-—7A

%

1 h h

Ke!
/ li
A <7f’ A
conmuta, siendo k. la aplicacion que al tnico miembro de 1 le asigna e y ke la
aplicacién que al inico miembro de 1 le asigna €’.

Proposicién 3.19. Si A = (A, f,e) es un dlgebra de Dedekind-Peano, entonces
hay una unica aplicacion biyectiva h: N——= A tal que el diagrama:

conmuta.

Demostracion. Por ser N y A élgebras de Dedekind-Peano, existe una tunica apli-
cacién h: N——= A, asi como una unica aplicacién t: A——=N, de modo que los
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diagramas:
N<—¢ N y a1
1 h h 1 t t
A 'T A N <T N
conmutan. Luego los diagramas:
NS¢ y At
1 toh toh 1 hot hot
N <T N A <f— A
conmutan. Pero los diagramas:
sc /
N y A<=—A

N<———
>
1 idy idy 1 ida ida
k
N<—/——

A

SC

Z
S
KH|

también conmutan. De donde, por unicidad, toh = idy y hot = ida, asi que
h: N——= A es una biyecciéon que cumple las condiciones. O

Lema 3.20. Sea f: A—=B y g: B—— B. Entonces hay una unica aplicacion
h: A x N——= B tal que el diagrama:

idg X sc
AxN<=—AxN

(ida, ko OQV

A h h

T

B<——2B

g

conmuta, i.e., tal que:

1. Va € A(h(a,0) = f(a)).
2. Ya € AVn € N(h(a,n") = g(h(a,n))).
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Demostracion. Antes de proceder a la demostracién, recordemos que (id4, kg o w4)
es la unica aplicacién de A en A x N tal que el siguiente diagrama

A—>1
ay |
14 <idA,lifowA foowa ‘/
A o AXN— N

conmuta.
Sea g4: BA —= B4 la tnica endoaplicacién de B4 tal que el diagrama

A><BA B
idg x g4 goeVAB ‘
B

A >
Ax B AL

conmuta, y (fopr,)®: 1—= B la tinica aplicacién de 1 en B4 tal que el diagrama

AX1—>

N

evVaA B

A
ida x (fopry) ‘ fopry l
—— =3B

Ax BA —————

conmuta.

Para (f opry)®: 1—=B4 y g4: BA—= B4, en virtud del principio de la
definicién por recursién finita, podemos afirmar que existe una unica aplicacién ¢
de N en B4, tal que el diagrama

%N

N
k t

B B

conmuta.
Sea h: A x N——= B la composicién de ida xt: AXN—=Ax BAyevap: Ax
BA—=B.
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Demostramos en primer lugar que ho (id4 X sc) = g o h.

ho(idg x sc) = (eva po (idg x t)) o (ida x sc)
=evapo ((ida xt)o (ida x sc))
=eva po ((idaoida) x (tosc))
=evapo((idaoida) x (g% ot))
=evapo ((ida x g*) o (ida x 1))
= (evap o (ida x g*)) o (ida x t)

= (goevap)o (ida x t)
=go (eVA7B o (ldA X t))
=goh.

Para demostrar que f = ho (ida, kg o w4), hemos de tener en cuenta que coinciden
las columnas centrales de los siguientes diagramas

wA

id 4 ida x (foprA)@

A<—————AxBA—————>p4

Pry Prpa
A vA 1
ida 7. @ a
(ida, (fopry)®owa) (fopry)®
A A x B4 B4

Pry Prpa
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ho(ida,kopowa) = (eva,po (ida x t))o (ida, ko owa)

(
=eva po ((ida xt)o (ida,koowa))
=evy po (ida,tokyowa)
=evapo <1d,4, o prA) . owA>

((ida x (fopra)®) o (ida,wa))
= (evapo(ida x (fopry)®)) o (ida,wa)
= (fopry)o(ida,wa)
= fo(pryo(ida,wa))
= foidy
— f.

De la segunda ecuacién a la tercera se pasa porque coinciden las columnas centrales
de los siguientes diagramas

= €V4A,BO

idg idg x t t

A<———AxBA—————> B4

Pry Prpa
w
A 4 1
Ko
id
4 (ida,toKkgowa) N
t
A A
A P4 Ax B Prpa B
y de la antepentltima a la penultima se pasa porque el diagrama
A
idA wA
<1dA7 WA>
A AX]1l ——r——1
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O

Proposicién 3.21 (Recursién primitiva con pardmetros). Sea g: AXNxB—=B y
f: A—— B. Entonces hay una unica aplicacion h: AxN——= B tal que el diagrama:

idg X sc
AxN<—AxN

<idAa Ko © ujA>/

A h (idaxn, h)

T

B<g—A><N><B

conmuta, i.e., tal que:

1. Ya € A(h(a,0) = f(a)).
2. Va € AVn € N(h(a,n™") = g(a,n, h(a,n))).

Demostracion. Consideremos en primer lugar el diagrama conmutativo

Praxn

AxN (AxN)x B
g
(pr 4, 8C 0 pryy) <<P1"AaSC°P1"N> OprAxNvg>
AxN)x B
AxN PTraxN (4 xN) % Prp B

Ahora consideremos el diagrama conmutativo

ida X sc = (pry,sc o pry)

AxN AxN
(ida, ko owa)
A k k
<m\
AxNxB AxNxB

<<PrAa SC 0 PIy) © Pr gy, 9>

obtenido aplicando el lema anterior.

Sea h: Ax N—— B la composicién de k: AXN—=AXxNxByprg: AxNx
B—B.

Demostramos en primer lugar que h o (ida, kg owa) = f.

ho(ida,kgowa) = (prgok)o (ida,koowa)
=prgo (ko (ida,kgowa))
=prpo <idA7"{O OWA7f>

= f.
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Ahora demostramos que ho (idg X s¢) = g o (idaxn, ).

ho(ida x sc) = (prgok)o (ida x sc)
=prgo(ko(ida X sc))
= prg o ({{pr,scopry) o pryn. g) o k)
= (prp o ({pra,scopry) o pray, g)) ok
=gok
=goidaxnok
=g o (praxn,prp) ok
:go<prA><Nok7prBo/€>
:go<prAxNok7h>.

Falta demostrar que pr 4, yok = idaxn. Pero eso es consecuencia de que el diagrama

(pra,scopry)

AxN AxN
(ida, Ko o wa)
A Praxn© k Praxn © k
(ida, ko owa)
AxN AxN

(pra,scopry)
conmuta, porque el segundo diagrama de esta demostracién conmuta, y porque la

aplicacién identidad de A x N también hace conmutativo a los mismos diagramas
que hace conmutativos la aplicacién pry .y o k y por el lema 4. O

Corolario 3.22. SiA=N", B=N, f: N*—=N y g: N**2 =N, entonces hay
una tnica aplicacion h: N**1 —=N tal que el diagrama:

idye X sc
Nn+1 - Nn+1

<idN" » Ko © V

N h (idgn+1, R

.

- n+2
N g N

conmuta, i.e., tal que:
1. Ya € A(h(a,0) = f(a)).
2. Va € AVn € N(h(a,n") = g(a,n,h(a,n))).
Proposicién 3.23 (Recursién primitiva con pardmetros para aplicaciones parcia-
les). Sea f: A—~B yg: AxNxB B. Entonces hay una unica aplicacion
parcial h: A x N B tal que:
1. Para cada a € A, (a,0) € Dom(h) si y sdlo si a € Dom(f), y si (a,0) €
Dom(h), entonces h(a,0) = f(a).
2. Para cada a € A y cada n € N, (a,n™) € Dom(h) si y sélo si (a,n) €
Dom(f) y (a,n, h(a,n)) € Dom(g), y si (a,n™) € Dom(h), entonces h(a,n™) =
g(a,n,h(a,n)).

Demostracion. O
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Proposicién 3.24 (Recursién primitiva sin pardmetros). Sea A un conjunto, e €
Ay f: Ax N—= A. Entonces hay una tunica aplicacion h: N——s A tal que el

diagrama:
N N
>
1 h (h, idn)
X
A X

SC
-

~— AxN
f
conmuta, i.e., tal que:
1. h(0) =e.
2. Vn € N(h(n™) = f(h(n),n)).
Demostracion. O

Proposicién 3.25 (Recursién primitiva sin pardmetros para aplicaciones parcia-
les). Sea A un conjunto,e € Ay f: AxN A. Entonces hay una unica aplicacion
parcial h: N A tal que:

1. 0 € Dom(h) y h(0) =e.
2. Para cada n € N, si n™ € Dom(h), entonces h(nt) = f(h(n),n)).
3. Dom(h) =N o para un n € N, Dom(h) =n*t y f(h(n),n) no estd definido.

Demostracion. O

Proposicién 3.26 (Principio de la definicién por recursiéon de curso de valores).
Sea A un conjunto y f: A* —= A. Entonces hay una dnica aplicacion h: N—s A
tal que, para cada n € N, h(n) = f(h[n).

Demostracion. O

Proposicion 3.27.

1. Sea f: A—=B y g: A x B——= B. Entonces hay una unica aplicacion
h: A x N——= B tal que el diagrama:

idg x sc
AXN<—AxN

<1dA7 K’O o LUA>/

A h (pra, h)

T

B=——AxB

conmuta, i.e., tal que:
a) Va € A(h(a,0) = f(a)).
b) Ya € AVn € N (h(a,n™) = g(a, h(a,n))).
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2. Sea f: A—=B y g: N x B——= B. Entonces hay una dnica aplicacion
h: A x N——= B tal que el diagrama:

idA X SC
AxN AxN
<idAaKO OLV
A h <pvah>
\B N x B
7 X

conmuta, i.e., tal que:
a) Va € A(h(a,0) = f(a)).
b) Ya € AVn € N (h(a,n™) = g(n, h(a,n))).
3. Sea f: 1—= B yg: N——= B. Entonces hay una unica aplicacion h: N—-= B
tal que el diagrama:
N<—"—N
e
1 hl
f
B

\ g
conmuta, i.e., tal que:

a) (h(0) = f(0)).
b) Vn € N(h(n™) = g(n)).

3.4. Caracterizacién de Lawvere de las algebras de Dedekind-Peano.

Vamos a demostrar, en lo que sigue, que una condiciéon necesaria y suficiente
para que un triplo ordenado A = (A4, f,e) en el que A es un conjunto, f una
endoaplicaciéon de A y e un miembro de A, sea un algebra de Dedekind-Peano, es
que A tenga la propiedad de la definicién por recursién finita, i.e., que si A’ es un
conjunto, e’ € A’y f': A’——= A’, entonces exista una tinica aplicacién h: A —= A’
tal que el diagrama:

A<=—-—7A

%

1 h h

Ke!
A/ < f/ A/
conmute.

De hecho, ya hemos demostrado que la condicién es necesaria. Para demostrar
la suficiencia hemos de demostrar que si A tiene la propiedad de la definicién por
recursién finita, entonces se cumple que:

= f es inyectiva.
« Im(f)N{e} =o.
s VX CA((fIX]CXNeeX)—X=A).
Para ello, establecemos, en primer lugar, la siguiente definicién.

Definicién 3.28. Si A tiene la propiedad de la definicién por recursién finita,
entonces denotamos por pd a la inica endoaplicacién de A para la que el diagrama:
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conmuta, y la denominamos la aplicacién predecesor.

Proposicion 3.29. Si A tiene la propiedad de la definicion por recursion finita,
entonces

1. La aplicacion f: A— A es inyectiva.

2. Para cada a € A, f(a) # e, ie., Im(f)N{e} = 2.

3. Para cada X C A, si f[X]C X ye€ X, entonces X = A.

Demostracion. Para demostrar que la aplicaciéon f: A——= A es inyectiva es su-
ficiente que tomemos en consideraciéon que, en la categoria Set, las aplicaciones
inyectivas son exactamente los monomorfismos, i.e., las aplicaciones cancelables a
la izquierda, y que pdo f =ida4.

Para demostrar que Im(f) N {e} = @, procedemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que exista un a € A tal que f(a) = e, i.e., tal que el diagrama:

conmute. Entonces pdo fox, = pdo ke, luego id o k, = ke, i.€., Kq = Ke 0, l0o que
es equivalente, a = e, luego f o ke = f o Ky = Ke.

Ahora bien, para 2 = (2, L, —), siendo L la aplicacién de 1 en 2 que a 0 le asigna
0 y — la endoaplicacion de 2 que a 0 le asigna 1 y 1 le asigna 0, tenemos que hay
una unica aplicacién h de A en 2 tal que el diagrama:

A<t 4
g
\
Q<—2

—

conmuta. Por lo tanto, siendo T la aplicacién de 1 en 2 que a 0 le asigna 1, se
cumple que

T==0l
=hofore
=hoke
=1

contradiccion.

Para demostrar la tltima parte, es suficiente tomar en consideracién que si X C A
es tal que f[X] C X y e € X, entonces existe una unica aplicacién h: A— X tal
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que el diagrama:

flx
conmuta.
Ahora bien, los diagramas:
A f A A f A
Ke Re
1 inx oh iny oh 1 ida idg
A A A A
f f

conmutan, luego, por la unicidad, inx o h = id4, i.e., inx es sobreyectiva. Pero
como iny es inyectiva, es, en definitiva, biyectiva. Luego X = A. O

Como dice Mac Lane:

This case illustrates a general point: The axioms needed to describe a
Mathematical structure are themselves by no means unique. The recur-
sion theorem is an especially convenient form of axiom; it states that the
diagram

1 Ke A SC A

is “universal”.

3.5. El orden aritmético sobre el conjunto de los niimeros naturales.

Nos proponemos demostrar a continuaciéon que el conjunto de los nimeros na-
turales estd dotado de una buena ordenacion, i.e., de una relacién binaria < que
cumple las siguientes condiciones:

» < es irreflexiva, i.e., Vn € N(n £ n).
= < es transitiva, i.e., Vm,n,p e N((m <nAn<p)—m<p).
VX CN(X#9—-IneX (VzeX(n<zxVn=ux))).

Para ello, siguiendo a Diener, usaremos, por una parte, el hecho de que la es-
tructura algebraica, dada por la operaciéon unaria sc y la operacién ceroaria 0, de
que esta dotado el conjunto de los nimeros naturales, lo convierte en un algebra de
Dedekind-Peano, y, por otra, que a partir de ello se puede obtener, sobre el conjunto
de los numeros naturales, una relacién de orden bien fundamentada y disyuntiva,
i.e., en definitiva una buena ordenacién sobre N. Pero antes introducimos una serie
de nociones y proposiciones relativas a las secciones iniciales de los conjuntos or-
denados y las relaciones bien fundamentadas, necesarias para alcanzar el objetivo
anterior.

Definicién 3.30. Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Decimos que
un subconjunto X de A es una R-seccidn inicial de A, si junto a un x € X contiene
al conjunto |p z ={y € A| (y,z) € R} de todos los R-predecesores de z, i.e., si

vxeX(legX)a
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0, lo que es equivalente, ya que R™'X] =, . lr 2, si
RX]CX.
Denotamos por Secg(A) el conjunto de todas las R-secciones iniciales de A.

Proposicién 3.31. El conjunto Secr(A), de todas las R-secciones iniciales de A,
es un sistema de clausura completamente aditivo sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. A € Secr(A4).
2. VX C Secr(A) (X #2 — (X € Secr(A)).
3. VX C Secr(4) (IJX € Secr(A)).

Demostracion. O

Corolario 3.32. Sea A un conjunto, R una relacion binaria en A y X C A.
Entonces hay una minima R-seccion inicial de A que contiene a X.

Demostracion. Es suficiente considerar la interseccién del conjunto
{Y €Secr(A) | X CY }.
O

Definicién 3.33. Sea A un conjunto y R una relaciéon binaria en A. Entonces
denotamos por Cg el operador clausura sobre A, canénicamente asociado al sistema
de clausura completamente aditivo Secg(A), que asocia a cada subconjunto X de A,
Cr(X), la minima R-seccién inicial de A que contiene a X, a la que denominamos
el cierre inicial de X relativo a R. En particular, cuando X = {z}, con = € A,
al cierre inicial de {z} lo denotamos, para abreviar, por Cg(z), y lo denominamos
también, la R-seccién inicial principal determinada por x.

Proposicién 3.34. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A, entonces el
operador Cg, definido como:

C Sub(A) — Sub(A4)
Bl X  +— {YeSecr(A)|XCY}

tiene las siguientes propiedades:

Im(Cgr) C Secr(A).

{X € Sub(A) | X = Cr(X) } = Secr(4).

Cr es extensivo o inflacionario, i.e., para cada X € Sub(A), X C Cr(X).

Cr es isdtono, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces se

cumple que Cr(X) C Cr(Y).

Cr es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), Cgr(X) = Cr(Cgr(X)).

6. Cr es completamente aditivo, i.e., para cada X C Sub(A), se cumple que
Cr(UX) = Uxex CrlX).

Proposicién 3.35. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A, entonces

1. VX C A(Cr(X) = U,y Cr(z)).
2. V2 € A(Cr(lr z) = Uy e Cr(Y))-

Proposicién 3.36. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Si R es
transitiva, entonces, para cada x € A, se cumple que

Cr(z) =lr =,
siendo ygpx={a€ Al (a,z) e RVa=1z}.

=W =

o
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Naturalmente, considerando la relacién R~!, obtenemos la nocién dual de la
de R-seccién inicial de A, que es la de R-seccién final de A, y las propiedades
homdlogas.

Ahora que disponemos del concepto de cierre inicial, damos una caracterizacién
del cierre transitivo de una relacién binaria en un conjunto, especialmente 1util para
algunas demostraciones posteriores.

Proposiciéon 3.37. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
R'={(z,1) € Ax A|IyecA((y,x) ERANz€Cgr(y))},
o, lo que es equivalente
R'={(z,7) € Ax A|z2€Cgr(lr2)}.
Demostracion. O

Corolario 3.38. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces las R-
secciones iniciales coinciden con las Rt-secciones iniciales y las R-secciones finales
con las Rt-secciones finales, i.e., para cada subconjunto X de A, Cr(X) = Cg¢(X)
Yy CR—I(X) = C(Rt)—l(X).

Demostracion. Demostramos sélo que Cr(X) = Cge(X). Para demostrar que Cr(X) C
Crt(X), es suficiente que demostremos que Cgt(X) es una R-seccién inicial. Aho-

ra bien, si a € Cge(X), entonces | ge a C Cge(X), pero g a Clge a, porque si

b €| g a, entonces, por ser |g a C Cr(lg a), b € Cr(lg a), luego (b,a) € R, i.e.,

b ElRt a.

Del mismo modo, para demostrar que Cg:(X) C Cr(X), es suficiente que de-
mostremos que Cr(X) es una R'-seccién inicial. Ahora bien, si a € Cr(X), en-
tonces |g a C Cr(X), luego Cr(lr a) € Cr(X). Ademds, si b €| gt a, entonces
be Cr(lr a), por lo tanto b € Cr(X), asi que | g a C Cr(X). O

Definicién 3.39. Sea A un conjunto, R una relacién binaria en A, X un subcon-
junto de A y m € X. Decimos que m es un R-minimal de X si [ mNX = 2. i.e.,
si no hay ningtin = € X tal que (z,m) € R.

Definicién 3.40. Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Decimos que
R es una relacion bien fundamentada sobre A si todo subconjunto no vacio X de A
tiene un R-minimal, i.e., si hay un m € X tal que | mNX = &. Ademsds, si X C A,
diremos, para abreviar, que R estd bien fundamentada sobre X si RN (X x X) lo
estd sobre X, i.e., si todo subconjunto no vacio Y de X tiene un RN (X x X)-
minimal.

A continuacién establecemos la equivalencia entre el concepto de relacién bien
fundamentada, y un principio de demostracién por induccién.

Proposicién 3.41. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
una condicidn necesaria y suficiente para que R esté bien fundamentada sobre A
es que, para cada subconjunto X de A, X = A, si, para cada x € A, x € X, si
lrx C X, i.e., R estd bien fundamentada si y sélo si

VX CA((VzeA(lgzCX—zeX)—>X=A)

Demostracion. La condicion es necesaria. Sea X un subconjunto de A tal que para

cadax € A, x € X, sl [g ¢ € X. Si X # A, entonces A — X # &, luego, por

la hipdtesis, existe un m € A — X tal que |[g mN (A — X) = &, por lo tanto

lemCA—(A-X) =X, asi que m € X, contradiccién. Por consiguiente A = X.
La condicion es suficiente. Puesto que la condicién

VXCA(VzeA(lpzC X —2€X) =X =A)
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equivale a la condicion
VW CAA-Y # - (FzcA(lpc CX ANz gY)),

si X es un subconjunto no vacio de A, entonces, tomando como subconjunto Y de
A, el conjunto A — X, yyaque X = A— (A— X) # &, existe un « € A tal que
lre CA—Xyaxd A— X, luegohayunx € Atal que [ CA—-—XyaxeX,
asi que hay un z € X tal que |[p 2N X = 2. O

Proposicién 3.42. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Si R
estd bien fundamentada sobre A, entonces R es irrefleziva.

Demostracion. O

Proposicion 3.43. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
son equivalentes:

1. R estd bien fundamentada sobre A.
2. R estd bien fundamentada sobre cualquier R-seccion inicial.
3. R estd bien fundamentada sobre cualquier R-seccion inicial principal.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar que de la tltima condicién se deduce la
primera.

Supongamos que R esté bien fundamentada sobre cualquier R-seccién inicial
principal y sea X un subconjunto no vacio de A. Por ser X no vacio, sea a € X,
arbitrario, pero fijo. Entonces el conjunto Y = Cg(a) N X, que es un subconjunto
no vacio de Cg(a), tiene, por hipdtesis, un R-minimal m, i.e., hay un m € Y
tal que |g m NY = &. Demostramos ahora que m es un R-minimal de X. En
efecto, por ser Y C X, se cumple que m € X. Ademds, g mN X = &, ya que
si |g mNX # @, eligiendo un b €| g m N X, tendrfamos que b € Cr(a), porque
(b,m) € Ry m € Cr(a); luego b €| g mNY, pero éso es imposible, debido a que
lemNY =@. Por lo tanto | g mN X = &, i.e., X tiene un R-minimal. O

Corolario 3.44. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces R
estd bien fundamentada sobre A si y sélo si R lo estd.

Proposicion 3.45. La funcidn inyectiva Sc = { (m,n) € NxN|n=m"}, es una
relacion bien fundamentada sobre N.

Demostracion. En virtud de la prop. 3.43, es suficiente que demostremos que Sc
estd bien fundamentada sobre cada Sc-seccidn inicial principal Cge(n); para lo cual,
a su vez, es suficiente que demostremos, por induccién finita, que el conjunto T
definido como:

T = {n € N | Sc estd bien fundamentada sobre Cg.(n) }

coincide con N.

Se cumple que 0 € T, porque en este caso Cg.(0) = {0}, ya que |g. 0 = &
y la tnica parte no vacfa de {0}, que es ella misma, tiene a 0 como Sc-minimal.
Supongamos que n € T, i.e., que Sc estd bien fundamentada sobre Cg.(n), entonces,
en virtud de las condiciones definitorias del concepto de algebra de Dedekind-Peano,
y por la prop. 7?7, tenemos que

Cse(n™) = {n*} U Cge(n).

Sea X un subconjunto no vacio de Cs.(n*). Si XNCs.(n) = &, entonces X = {n*},
y nt es un Sc-minimal de X. Si X N Cgc(n) # @, entonces, por la hipStesis de
induccién, X N Cge(n) tiene un Sc-minimal, i.e., hay un m € X N Cg.(n) tal que
lse mN(XNCgsc(n)) = &, que es también un Sc-minimal de X, ya que si para algin
x € X se tuviera que (x,m) € Sc, entonces x €|g. m N (X N Cgc(n)), lo cual es
imposible. Por lo tanto n™ € T'. Luego T' = N, i.e., Sc est4 bien fundamentada sobre
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toda Sc-seccién inicial principal Cg.(n). Podemos pues afirmar que Sc estd bien
fundamentada sobre N. (|

Corolario 3.46. FEl cierre transitivo de Sc, denotado en este caso por < y deno-
minado el orden aritmético sobre N, es una relacion de orden bien fundamentada
sobre N.

Proposicion 3.47. El orden aritmético sobre N es disyuntivo, i.e., tiene la si-
guiente propiedad

Ym,n e N(m#n— (m<nVn<m))

Demostracion. Sea n € N, arbitrario, pero fijo. Demostramos, por induccién sobre
m, que el conjunto T' definido como:

T={meN|m=nVm<nVn<m},

coincide con N.

Se cumple que 0 € T, porque al ser Cg.-1(0) = N, tenemos que 0 < n. Supon-
gamos que m € T. Si n < m, entonces de n < m y m < m™, concluimos que
n < m7T. Si m < n, entonces hay un p € N tal que p = m™* y n € Cg.-1(p), pero
Cge-1(p) = {p} U Cge-1(Tgc-1 p), luego m™ < n, por lo tanto m* € T. Asi que
T =N. O

Corolario 3.48. FEl orden aritmético sobre N es una buena ordenacion sobre N.
Luego, para cadan € N, <,=< N(n x n), es una buena ordenacién sobre n.

Demostramos a continuacién que el orden sobre N coincide con la restriccion de
la relacién de pertenencia al conjunto N, i.e., con

en={(m,n)eN|men}.
Proposicién 3.49. Se cumple que <=€y.

Demostracion. Para demostrar que <Ce€p, es suficiente que demostremos que €y
es transitivo y que contiene a Sc, porque < es el cierre transitivo de Sc.

Si (m,n) € Sc, entonces n = m™, luego (m,n) € En. Ademds, si (m,n) €€y y
(n,p) € En, entonces m € n'y n € p, luego, por ser p €-transitivo, m € p. Por lo
tanto <Cen.

Para demostrar que enyC<, es suficiente que demostremos, por induccién, que el
conjunto 1" definido como:

T:{n€N|CSC(lSC n):n}a

coincide con N, ya que, por la prop. 3.37, m < n siy sélo si m € Cgc(lse n).
Se cumple que 0 € T, porque Cg.(ls. 0) = 0. Supongamos que n € T', entonces

Csc(lse n) = Cse(n) (porque |sc nt = {n})
={n} UU,e en Csc(m) (por la prop. ?7)
={n} UCsc(lsc n) (porque Cg, es completamente aditivo)
={n}Un (por la hipétesis de induccidn)
=nt (por definicién del conjunto sucesor).
Por lo tanto n™ € T. Luego T' = N. O

Proposicién 3.50. Para cadan € N, [ n=n.
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Demostracion. Sea n € N, entonces
len={meN|m<n}

(por definicién)
={meN|meSc(ls.n)} (por definicién)
(
(

={meN|men} por la prop. 3.49)

=n por ser N e-transitivo)

O

3.6. Principios de demostracién por inducciéon derivados.
Para abreviar, denotamos por “PDI” la frase “principio de demostracién por
inducciéon”.

Proposicién 3.51 (PDI de curso de valores). Sea X un subconjunto de N. Si, para
cada n € N, si cuando n C X, entonces n € X, entonces X = N.

Demostracion. O

Proposicién 3.52 (PDI a partir de un nimero). Sea ke Ny X CN. Sike X y
para cada n € N, si cuando k <n yn € X, entonces n™ € X, entonces {n € N |
E<n}CX.

Demostracion. O

Proposicién 3.53 (PDI ascendente en un intervalo). Sean a,b € N tales que a < b
y X CN. Sia€ X ypara cadan € N, si cuando a <n < b yn € X, entonces
nt € X, entonces [a,b) ={neN|a<nAn<b}CX.

Demostracion. O

Proposicién 3.54 (PDI descendente en un intervalo). Sean a,b € N tales que
a<byXCN.Sibec X ypara cada n € N, si cuando a <n < bynt c X,
entonces n € X, entonces [a,b] C X.

Demostracion. O

3.7. Caracterizacion ordinal del conjunto de los ntimeros naturales.

Con anterioridad caracterizamos al conjunto de los nimeros naturales, dotado
de la estructura algebraica, dada por el cero y el sucesor, mediante la propiedad de
la definicién por recursién. Ahora nos proponemos caracterizar al conjunto de los
nimeros naturales, dotado de la estructura ordinal, dada por el orden aritmético,
mediante un par de propiedades ordinales adicionales, que tiene el orden sobre
el conjunto de los niimeros naturales. Para ello definimos y estudiamos una serie
de conceptos, relativos a los conjuntos ordenados, tutiles en si, y algunos de ellos
necesarios para establecer la caracterizacién ordinal antes mencionada.

Definicién 3.55. Sea A un conjunto.

1. Un orden sobre A es una relacién binaria < en A tal que:
a) < es irrefleziva, i.e., Va € A(a £ a).
b) < es transitiva, i.e., Va,b,c € A((a <bAb<c¢)—a<ec).
Denotamos al conjunto de los érdenes sobre A por Ord(A). Un conjunto
ordenado es un par ordenado (A4, <), abreviado como A, en el que <€
Ord(A).
2. Un orden lineal sobre A es una relacién binaria < en A tal que:
a) < es irreflexiva, i.e., Va € A (a £ a).
b) < es transitiva, i.e., Va,b,c € A((a <bAb<c) —a<c).
c) < es disyuntiva, i.e., Va,b € A(a#b— (a<bVb<a)).
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Denotamos al conjunto de los 6rdenes lineales sobre A por Lo(A). Un con-
Junto linealmente ordenado es un par ordenado (A, <), abreviado como A,
en el que <€ Lo(A).

Sea A un conjunto. Entonces que hay una correspondencia biunivoca entre el
conjunto Ord(A) y el conjunto de las relaciones binarias < en A tales que:

1. < es reflexiva, i.e., Ay C<.
2. < es antisimétrica, i.e., Va,b € A((a <bAb<a) — a=0).
3. < es transitiva, i.e., < o <C<.

Aunque el concepto de orden fué entendido, por parte de su introductor, Haus-
dorff, en el sentido irreflexivo, en virtud del resultado contenido en el ejercicio
anterior, segun el cual son indistinguibles las relaciones irreflexivas y transitivas de
las refexivas, antisimétricas y transitivas en un mismo conjunto, haremos uso del
concepto de orden que més convenga a la situacién de que se trate.

Sea A un conjunto. Entonces que hay una correspondencia biunivoca entre el
conjunto Ord(A) y el conjunto de las relaciones binarias < en A tales que:

1. < es asimétrica, i.e., Va,b € A(a <b—b £ a).
2. < es transitiva, i.e., < o <C<.

El conjunto Ord(A), a su vez, se ordena por extensién, conviniendo que un orden
<’ sobre A extiende a otro orden < sobre A, precisamente cuando <C<’. Esto nos
va a permitir caracterizar a los 6rdenes lineales sobre A como aquellos 6rdenes sobre
A que sean maximales en el conjunto ordenado por extensién Ord(A).

Proposicién 3.56. Sea A un conjunto y <€ Ord(A). Una condicidn necesaria y
suficiente para que < sea un orden lineal sobre A es que < sea mazimal en Ord(A).

Demostracion. O

Definicién 3.57. Sean A y B dos conjuntos ordenados.

1. Una aplicacion isétona de A en B es un triplo ordenado (A, p, B), abre-
viado como ¢ y denotado por ¢p: A——=B, en el que ¢ es una aplicaciéon
de A en B tal que

Ve,ye A(z <y — p(x) < oy)).

2. Una aplicacion antitona de A en B es un triplo ordenado (A, ¢, B), abre-
viado como ¢ y denotado por ¢p: A——=B, en el que ¢ es una aplicacién
de A en B tal que

Ve,ye A(z <y — o(y) < o(x)).

Proposicién 3.58. Sean A, B, C y D cuatro conjuntos ordenados y ¢: A —=B,
P: B——=C y &: C——=D tres aplicaciones isétonas. Entonces:

1. Siendo ida = (A,id4, A), se cumple que ida: A —= A es un endomorfis-
mo de A.

2. Siendo Yoy = (A, op, C), se cumple que op: A — C es una aplicacion
isotona de A en C.
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3. (Asociatividad). El diagrama:

§otp
(
Yoy
\\(_j/g ’
§o(Poyp)
conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:
id
A—2 A y A—" -8B
@ 4 v ids
B B

conmutan.

La composicién de dos aplicaciones antitonas es una aplicacién isétona, y que la
composicion de una isétona y una antitona es antitona.

Definicién 3.59. Sea A un conjunto ordenado, X C Ay a € A.

1. Decimos que a que es el mdzimo de A si, para cada x € A, se cumple que
z < a.

2. Decimos de a es el minimo de A si, para cada z € A, se cumple que a < x.

3. Decimos que a es un minorante o una cota inferior de X en A,y lo deno-
tamos por a < X si, para cada z € X, a < x. Denotamos por Cinf (X)
el conjunto de las cotas inferiores de X en A. Ademds, si Cinfa (X) # @,
entonces decimos que el conjunto X estd acotado inferiormente en A. Con-
venimos que Cinfa (@) = A.

4. Decimos que a que es un mayorante o una cota superior de X en A, y lo de-
notamos por X < a, si, para cada z € X, z < a. Denotamos por Csup (X)
el conjunto de las cotas superiores de X en A. Ademds, si Csupy (X) # &,
entonces decimos que el conjunto X estd acotado superiormente en A. Con-
venimos que Csup, (@) = A.

5. Si X es tal que Cinfa (X) # @ y Csupa (X) # &, entonces decimos que X
estd acotado en A.

En un conjunto linealmente ordenado coinciden los conceptos de minimo y de
minimal, asi como los de maximo y de maximal
Sea A un conjunto ordenado y X C A no vacia. Entonces

1. ClIlfA(X) = mxeX US Z.
2. Csupp (X) =N,ex N< 2

Definicién 3.60. Sea A un conjunto linealmente ordenado y X una parte de A.
Decimos que X es un intervalo de A si, para cada a € A y cada z,y € X, si
x < a <y, entonces a € A.
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Proposiciéon 3.61. Sea A un conjunto linealmente ordenado y X wuna parte de
A. Entonces X = {a € A | 3z,y e X(z <a<vy)} es un intervalo de A que
contiene a X y es el minimo intervalo de A con dicha propiedad. Por lo tanto X
es un intervalo ezactamente si X = X.

Demostracion. O

Introducimos a continuacién el concepto de conexion de Galois contravarian-
te, ya que, como demostraremos en lo que sigue, los operadores Cinfa y Csupg,
constituyen un ejemplo de tan importante concepto, introducido por Galois, a prin-
cipios del siglo pasado, al estudiar la relacion existente entre cuerpos y grupos de
automorfismos.

Definicién 3.62. Una conexion de Galois contravariante es un cuddruplo ordenado
(A, p,1,B) en el que A y B son conjuntos ordenados, ¢ una aplicacién antitona
de A en B y 9 una aplicacién antitona de B en A tales que:

1. VYa € A(a <¥(p(a))).
2. Vbe B(b< o@(bh))).

Proposiciéon 3.63. Sea A un conjunto ordenado y X eY dos subconjuntos de A
tales que X CY. Entonces:

1. Cinfa(X) es una <-seccion inicial A.
Csupy (X) es una <-seccion final de A.
Cinfa(Y) C Cinfa (X).

Csupy (Y) C Csupy (X).

X C Csupy (Cinfa (X)).

X C Cinfa (Csupy (X)).

SR

Demostracion. O

Corolario 3.64. Si A es un conjunto ordenado, entonces el cuddruplo ordenado
(Sub(A), Cinf s, Csupy , Sub(A)) es una conexion de Galois contravariante.

Proposicion 3.65. Sea A un conjunto ordenado. Entonces:

1. Para cada subconjunto X de A, Cinfa (X) = Cinfa (Csupp (Cinfa (X))).

2. Para cada subconjunto X de A, Csupp (X) = Csupp (Cinfa (Csupy (X))).

3. Csupy o Cinfa y Cinfa o Csup, son operadores clausura sobre A, i.e.,
ambos son extensivos, isotonos e idempotentes.

4. La restriccion de Cinf o al conjunto de los puntos fijos del operador clausura
Csupp oCinfa y al conjunto de los puntos fijos del operador clausura Cinf a o
Csup,, determina un antiisomorfismo de Im(Csup 5 oCinf 4 ) en Im(Cinf o
Csupyp ), cuyo inverso es precisamente el antiisomorfismo de Im(Cinfa o
Csup,p) en Im(Csupy o Cinfa) determinado por la restriccion de Csup
al conjunto de los puntos fijos del operador clausura Cinfa o Csupps y al
conjunto de los puntos fijos del operador clausura Csup o Cinfa .

5. Para cada subconjunto no vacio X de Sub(A), se cumple que

Cian(UXeXX) = ﬂXeXCian(X) ) CsupA(UXeXX) = ﬂXeXCSUPA(X)-

Demostracion. O

Definicién 3.66. Sea A un conjunto ordenado, X C Ay a € A.

1. Decimos que a es el infimo o el extremo inferior de X en A, si cumple las
siguientes condiciones:
a) Para cada x € X, a < z, i.e., a € Cinfa (X).
b) Para cada b € Cinfa(X), b < a.
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Denotamos por Infa (X), o infa X, o simplemente por inf X, el {nfimo de
X en A, si tal infimo existe.
2. Decimos que a que es el supremo o el extremo superior de X en A, si cumple

las siguientes condiciones:

a) Para cada x € X, x < a, i.e.,, a € Csup, (X).

b) Para cada b € Csup, (X), a <b.
Denotamos por Supy (X), o \/ 4 X, o simplemente por \/ X, el supremo de
X en A, si tal supremo existe.

Asi pues, el infimo de X en A, si existe, es la mdxima de las cotas inferiores
de X en A. Ademads, tal infimo no pertenece necesariamente a X, pero si perte-
neciera, entonces seria el minimo de X. Del mismo modo, el supremo de X en A,
caso de existir, es la minima de las cotas superiores de X en A, y no pertenece
necesariamente a X, pero si perteneciera, entonces seria el méximo de X.

Proposicién 3.67. Sea A un conjunto ordenado y X C A tal que existan inf X y
\/ X. Entonces:

1. St X = @, entonces inf X es el mdzximo de A y\/ X el minimo de A.

2. Si X # @, entonces inf X <\/ X.

Demostracion. O

Proposicién 3.68. Sea A un conjunto ordenado y X e Y dos subconjuntos de A
tales que existan inf X, \/ X, nfY y \/Y. Si X C Y, entonces mfY < inf X y

VX <VY.

Demostracion. O

Proposicién 3.69. Sea A un conjunto ordenado y (z; | i € I) e (y; | ¢ € I) dos
familias en A tales que, para cada i € I, z; < y;. Entonces:

1. Si existen \[(x; |i € 1) y \(yi | i €I), entonces \[(x; |i€I) <\/(yi|i€

I).
2. Si existen inf(x; | i € I) e inf(y; | i € I), entonces inf(z; | i € I) < inf(y; |
iel).
Demostracion. g

Proposicién 3.70. Sea A un conjunto ordenado, (z; | i € I) una familia en A y
(Ji |l € L) una familia de subconjuntos de I tal que I = J(J; | I € L). Entonces:

1. Si para cada l € L, existe \/(z; | i € J;), entonces existe \/(z; | i € I) siy
sdlo si existe \[(\(z; | i € J;) |1 € L), y entonces

Vg, |iel)=\ (V(xz; |ie ) |lel).

2. Si para cada l € L, existe inf(x; | i € J;), entonces existe inf(x; | i € I) si
y sdlo si existe inf(inf(x; | i € J;) |l € L), y entonces

inf(x; | i € I) =inf (inf(x; |t € Ji) |l € L).
Demostracion. O

Corolario 3.71. Sea A un conjunto ordenado y (z;; | (¢,7) € I x J) una familia
en A. Entonces:

1. Si para cada j € J, existe \/(z;; | i € I), entonces existe \/(z;; | (¢,7) €
I x J) siy solo si existe \|(\(z;;|ie€l)]|je ),y entonces

V(i | (5) e IxJ) =V (V(zisliel)[jel).
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2. Sipara cada j € J, existe inf(x; ; | i € I), entonces existe inf(z; ; | (,7) €
I x J) siy solo si existe inf(inf(x, ; | i € I)|j € J), y entonces
inf(z; ;| (4,7) € I x J) =1inf (inf(z; ; |[i€I)|jeJ).
Demostracion. O
Proposicién 3.72. Sea A un conjunto ordenado y X eY dos subconjuntos de A
tales que X CY. Entonces:

1. Siexisten \[ o, X y /v X, siendo Y = (Y, < N(Y xY)), entonces \/ , X <
Vv X. Ademds, si \/ 5 X existe y pertenece a Y, entonces \/y X eziste y

VA X = \/Y X.
2. Si existen info X y infy X, entonces infy X < infa X. Ademds, si infa X
existe y pertenece a Y, entonces infy X existe y infpo X = infy X.

Demostracion. O

Proposiciéon 3.73. Si un conjunto no vacio de nimeros naturales estd acotado
superiormente, entonces tiene un mdximo.

Demostracion. O

Teorema 3.74. Sea A un conjunto linealmente ordenado no vacio tal que:

1.Vee Adye A(z<y).

2 VX CA(X#@—-TIme X (Vx e X (m<x))).

3. VX CA(Csupp(X)# @ — Ine X (Vx € X (x <n))).
Entonces A = N.

Demostracion. O

Definicién 3.75. Un conjunto es finito si es isomorfo a un niimero natural. En caso
contrario decimos que es infinito. Ademds, si A es un conjunto, Subg,(A) denota
el conjunto de los subconjuntos finitos de A.

Teorema 3.76 (Dirichlet). Ningin nidmero natural es isomorfo a un subconjunto
estricto de si mismo.

Demostracion. O

Corolario 3.77. Ningun conjunto finito es isomorfo a un subconjunto estricto de
st mismo.

Corolario 3.78 (Dedekind).

1. Cualquier conjunto isomorfo a un subconjunto estricto de si mismo es in-
finito.
2. El conjunto de los numeros naturales es infinito.

Corolario 3.79. Cualquier conjunto finito es isomorfo a un unico nimero natural.
St A es un conjunto finito, al inico ndmero natural isomorfo a A lo denominamos
el nimero cardinal de A y lo denotamos por card(A).

Lema 3.80. Si X es un subconjunto estricto de un niumero natural n, entonces X
es isomorfo a un unico nimero natural m € n.

Demostracion. O
Proposicién 3.81. Cualquier subconjunto de un conjunto finito es finito.

Proposicién 3.82. Si A es un conjunto finito y F una funcidn, entonces F[A] es
finito. Ademds, card(F[A]) < card(A).

Demostracion. O
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Proposiciéon 3.83. Si A es un conjunto finito y cada miembro de A es finito,
entonces | JA es finito. Ademds, si card(A) = ny A = {X; | i € n}, en-
tonces card(|JA) <Sum;c,card(X;) y, si X; N X; = & cuando i # j, entonces
card( A) =Sum;encard(X;).

Demostracion. O

Proposicién 3.84. Si A es un conjunto finito, entonces Sub(A) es finito. Ademds,
se cumple que
card(Sub(A)) = 202d(A),

Demostracion. O

Proposicién 3.85. Si A es un conjunto infinito, entonces, para cada n € N, hay
una aplicacion inyectiva de n en A y no hay ningin isomorfismo de n en A.

Demostracion. O

Proposicion 3.86. Si A y B son finitos, entonces A X B es finito. Ademds, se
cumple que
card(A x B) = card(A) - card(B).

Demostracion. O

Proposicién 3.87. Si los conjuntos A y B son finitos, entonces también los con-
juntos Fnc(A, B), Pfnc(A, B) y Mfnc(A, B) son finitos.

Demostracion. O

Definicién 3.88. Sea A un conjunto. Decimos de A que es infinito numerable si
hay un isomorfismo entre A y N. Si tal es el caso, lo denotamos por card(A4) = Ng.
Por otra parte, decimos de A que es numerable si A estd dominado por N. Si tal es
el caso, lo denotamos por card(A4) < Ng.

Proposicién 3.89. Cualquier subconjunto infinito de un conjunto infinito nume-
rable es infinito numerable.

Demostracion. O

Corolario 3.90. Una condicion mecesaria y suficiente para que un conjunto sea
numerable es que sea finito o infinito numerable.

Proposicién 3.91. Si A es un conjunto infinito numerable y F' una funcion, en-
tonces F[A] es numerable.

Demostracion. O

Proposicion 3.92. El conjunto de los miumeros naturales se puede representar
como la union de un conjunto infinito numerable de conjuntos infinito numerables

Demostracion. O

Usaremos esta tltimna proposicién en la teoria de la recursiéon cuando definamos
la nocién de aplicacion de gran amplitud de Kouznetsov.

Proposicion 3.93. La unidon de dos conjuntos infinito numerables es un conjunto
infinito numerable. Por consiguiente, la union de un conjunto finito de conjuntos
infinito numerables es infinito numerable.

Demostracion. U
Teorema 3.94 (Cantor). Hay un isomorfismo de N x N en N.

Demostracion. O
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En la teoria de la recursién demostraremos la existencia de aplicaciones recursivas
primitivas biyectivas de N x N en N, para las que las dos aplicaciones asociadas a
la inversa son recursivas primitivas.

Corolario 3.95. Si A y B son dos conjuntos infinito numerables, entonces A x B
es infinito numerable. Por consiguiente, para cada mimero natural no nulo n y
cada familia (A; | i € n), si para cada i € n, A; es infinito numerable, entonces
[Lic,, Ai es infinito numerable; en particular, si A es infinito numerable, A™ es
infinito numerable.

Proposicién 3.96. Sea (A, |n € N) una familia de conjuntos tal que, para cada
neN, A, # @ y A, es numerable. Entonces | J, oy An es numerable.

Demostracion. O

Corolario 3.97. Si A es infinito numerable, entonces A* = J, .y A" es infinito
numerable. Por consiguiente, si A es infinito numerable, entonces Subg,(A) es
infinito numerable.

Proposicién 3.98. Sea A un conjunto numerable y R una relacion de equivalencia
sobre A. Entonces A/R, el conjunto cociente de A entre R, es numerable.

Demostracion. O

Teorema 3.99 (Cantor). El conjunto de todos los subconjuntos de N es infinito y
no es infinito numerable. Por consiguiente, los conjuntos se dividen en tres grupos:
Los finitos, los infinito numerables y los innumerables. A los conjuntos de los dos
dltimos tipos los denominamos conjuntos transfinitos

Proposicién 3.100. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
Pog(R), el preorden generado por R, coincide con |J,cn R", siendo (R" | n € N)
la familia de relaciones definida por recursion como:

1. R = Ay.

2. Rl = Ro R", para cada n € N.

Asi pues, para cada (z,y) € A X A, (x,y) € Pog(R) si y sdlo si x =y o hay un
n € N—1 yuna familia (a; | j €n+1) en A tal que ap = x, a, =y y para cada
j€n, (aj,a541) € R.

Por otra parte, Eqg(R), la equivalencia generada por R, coincide con el conjunto
de los pares (x,y) € A x A tales que © = y o0 hay un n € N—1 y una familia
(aj | j €n+1) en A tal que ag = x, a, =y y para cada j € n, (aj,a;41) € RUR™L.

4. TEORIA DE LA RECURSION.

4.1. Aplicaciones recursivas primitivas.

Tarski has stressed in his lecture (and I think justly) the great impor-
tance of the concept of general recursiveness (or Turing computability).
It seems to me that this importance is largely due to the fact that with
this concept one has for the first time succeeded in giving an absolute
definition of an interesting epistemological notion, i.e., one not depen-
ding on the formalism chosen. In all other cases treated previously, such
as demonstrability or definability, one has been able to define them only
relative to a given language, and for each individual language it is clear
that the one thus obtained is not the one looked for. For the concept of
computability, however, although it is merely a special kind of demons-
trability or decidability, the situation is different. By a kind of miracle it
is not necessary to distinguish orders, and the diagonal procedure does
not lead outside the defined notion.

K. Gédel.
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En mathématiques, il est d’usage d’entendre par “algorithme”une pres-
cription précise, définissant un processus de calcul, conduisant & partir
de points de départ qui varient au résultat cherché.

A.A. Markowv.

La teoria de la recursion se ocupa del estudio y clasificacion de las relaciones y
funciones computables y tuvo su origen en algunas de las nociones y construcciones
que introdujo Goédel en su trabajo sobre la incompletud. Ademas, la teoria de la
recursién, junto con la teoria de autématas, lenguajes y maquinas, es el fundamento
de la informdtica tedrica y esta, a su vez, de la industria de los ordenadores.

Desde tiempo inmemorial se sabe que cierta clase de problemas, e.g., la determi-
nacién del méximo comiin divisor de dos niimeros enteros, mediante el algoritmo de
Euclides, la determinacién de los niimeros primos, mediante la criba de Eratdstenes,
o la determinacion de si una ecuacién a, X™ + ...+ a1 X 4+ ag = 0, con coeficientes
enteros, tiene soluciones enteras, son algoritmicamente solubles, i.e., hay algoritmos
o procedimientos mecanicos que permiten obtener la solucién del problema en cues-
tién (para el dltimo, las soluciones enteras han de ser divisores de ag). De manera
que hasta principios del presente siglo se daba por hecho que existian algoritmos
y que el tnico problema residia en determinarlos. Asi pues, si lo que se desea es
determinar un algoritmo, no hay ninguna necesidad de definir la clase de todos los
algoritmos; eso sélo es necesario si se pretende demostrar que algin problema no
es algoritmicamente soluble. i.e., que para dicho problema no hay ningin algoritmo
que lo resuelva.

Ejemplos de problemas matematicos algoritmicamente insolubles vienen dados
por:

1. El problema de las ecuaciones diofdnticas (que es el problema décimo de la
lista de veintitrés que propuso Hilbert en 1900:
Given a Diophantine equation with any number of unknown quantities
and with rational integral numerical coefficients: To devise a process
according to which it can be determined in a finite number of operations
whether the equation is solvable in rational integers.”).
Resuelto por Matijasevich.
2. El problema de las palabras para los semigrupos finitamente presentados
(problema de Thue). Resuelto, independientemente, por Post y Markoff.
3. El problema de las palabras para los grupos finitamente presentados (pro-
blema de Dehn & Thue). Resuelto, independientemente, por Novikoff,
Boone y Britton.
4. El problema del homeomorfismo para las n-variedades (4 < n).

Es posible que el primero en afirmar la no ezxistencia de un algoritmo fuera Tietze
en 1908, quién dijo de los grupos de presentacion finita:

“la cuestion acerca de cuando dos grupos son isomorfos no es soluble
en general.”

Pero parece ser que fue, por una parte, el problema de la decidibilidad de la l6gica
de predicados, planteado por Hilbert y Ackermann en su libro sobre 1égica, publi-
cado en 1928, y, por otra, el asunto de la solubilidad de todo problema matemdtico,
lo que indujo, en aras a resolverlos, a diversos investigadores a partir de 1930, y
entre los que cabe mencionar a Goédel, Church y Turing, a proponer diversas for-
malizaciones del concepto informal de funcion mecdnicamente computable. Debido
a que de todas esas formalizaciones, y de otras, propuestas por Kleene, Post y Mar-
kov, se demostré que eran dos a dos equivalentes, se propuso la hipétesis, conocida
como Hipdtesis de Church-Turing-Post-Kleene, que afirma la coincidencia entre el
concepto informal de funcion parcial mecdnica o algoritmicamente computable, y
el concepto formal de aplicacion parcial recursiva. Naturalmente, esa hipotesis, de
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caracter similar a otras hipdtesis propuestas en las ciencias empiricas, no es demos-
trable, y su fundamento ltimo reside en las equivalencias antes mencionadas.

Definimos y estudiamos en esta seccién las aplicaciones y relaciones recursivas
primitivas, lo cual nos permitird, en particular, dotar al conjunto de los nimeros
naturales de una estructura algebraica, i.e., de unas operaciones finitarias (la adi-
cién y la multiplicacién, entre otras), que como puso de manifiesto Dedekind, son
definibles por recursién y sus propiedades demostrables por induccién, lo mismo que
ocurre con casi todas las operaciones aritméticas usuales, y, que de hecho, tienen
la propiedad de caer bajo el concepto de aplicacion recursiva primitiva, estando,
ademds, tales operaciones finitarias sujetas a cumplir ciertas condiciones, expresa-
das ecuacional o implicacionalmente, y de modo que tal estructura sea compatible
con la buena ordenacién de que esta dotado el conjunto de los ntimeros naturales.

Conviene también senalar que el conjunto de las aplicaciones recursivas primi-
tivas, considerado por primera vez por Godel, es una de las clases de aplicaciones
numéricas (con argumentos y valores, niimeros naturales), junto al de las aplica-
ciones recursivas (generales) y al de las aplicaciones parciales recursivas, que se
considera estd constituido por aplicaciones que son mecénicamente computables (si
no se toman en consideracién las limitaciones espacio-temporales, o si no se las
identifica con las aplicaciones que sean pragméticamente computables), pace Blum,
Shub and Smale.

Puesto que el conjunto de las aplicaciones recursivas primitivas serd la union de la
minima subalgebra heterogénea de una determinada algebra heterogénea, definimos
en primer lugar la signatura algebraica heterogénea del algebra heterogénea en
cuestion.

Definicién 4.1. Denotamos por X'P la N-signatura algebraica heterogénea, para
las aplicaciones recursivas primitivas, cuya coordenada (w,n)-ésima, con (w,n) €
N* x N, es la definida como:

{koo}, siw=Ayn=0;

{sc}u{prio}l, stw=Ayn=1;

{pr,;lien}, stw=Ayn>2

an =
’ {Qd"y, siw=(m)A(n|iem)ym>1;
{Qg}a Siw:(m)k(m+2)yn:m+1;
9, en cualquier otro caso.

Definicién 4.2. Denotamos por H?(N',N) la X'P-4lgebra heterogénea cuyo N-
conjunto subyacente, H'?(N',N), es (Hom(N",N) | n € N), de modo que la coor-
denada n-ésima es el conjunto de las aplicaciones de N™ en N, y en la que las
operaciones estructurales son:
1. Ko,0, la aplicacién constante O-aria determinada por 0, que es la aplicacién
de NY en N, que al tinico miembro de N° le asigna como valor 0.
2. sc, la aplicacién sucesor.

pry o, la aplicacién identidad de N.

4. Paracadan > 2y cadat € n, pr
en N.

5. Paracadam € N—1ycadan € N, Q1"", el operador de composicién (gene-
ralizada) de ariedad (m) A(n | i € m) y coariedad n, que es la aplicacién de
Hom (N, N) x (Hom(N™,N))™ en Hom(N", N) que a un par (f, (¢g; | i € m))
del primero le asigna como valor la aplicacién Q5" (f, (g; | ¢ € m)) de N™
en N obtenida componiendo (g; | i € m) y f.

6. Para cada m € N, Qg, el operador de recursién primitiva de ariedad
(m) A(m + 2) y coariedad m + 1, que es la aplicaciéon de Hom(N"™ N) x

©w

la proyeccién candnica i-ésima de N™

n,i’
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Hom(N™*+2 N) en Hom(N™*! N) que a un par (f,g) del primero le asigna
como valor la aplicacién QF(f,g) de N™™! en N obtenida de f y g por
recursiéon primitiva.

En la definicién anterior, en virtud del isomorfismo natural que existe entre
ambos, hemos identificado el conjunto Hom(N',N) con el conjunto End(N), de
las endoaplicaciones de N. Ademds, para simplificar la notacién, hemos identifica-
do los simbolos de operacién heterogéneos con sus realizaciones en el N-conjunto
(Hom(N™,N) | n € N).

Puesto que disponemos del concepto de subdlgebra de un algebra heterogénea,
para la ¥'P-algebra heterogénea H'P(N',N), un N-subconjunto F = (F,)nen del
N-conjunto subyacente H'?(N',N) de H'P(N', N), serd una subdlgebra precisamente
cuando cumpla las siguientes condiciones:

" Ko,0 € Fo.

= sc € Fi.

" prig € Fi.

» Para cadan > 2y cadai € n, pr, ; € F,.

» Paracadam € N—1,cadan € N, cada f € F,,, ycada (g; | 1 € m) € (F,,)™,
Q" (S, (gi | i € m)) € F.

= Para cada m € N, cada f € F,, y cada g € Froq2, QF(f, 9) € Frng1-

Debido a que lo que es cierto para todas las dlgebras heterogéneas, lo es de las
de una signatura determinada, tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicion 4.3.

1. (Hom(N",N)),en es una subdlgebra de H'P(N')N).

2. Si (FY)ier es una familia no vacia de subdlgebras de HP(N',N), entonces
Nicr F' es una subdlgebra de HP(N',N).

3. Si (F¥)ier es una familia no vacia de subdlgebras de HP(N',N), y si dados
i,j € I, hay un k € I tal que F' U FI Cy FF, entonces UieI}"i es una
subdlgebra de H™(N',N).

Corolario 4.4. Para la X"P-dlgebra heterogénea H™P (N, N), se cumple que la en-
doaplicacion SgHrp(N- N) del conjunto Suby(H'™(N')N)), de los N-subconjuntos de

H'?(N',N), definida como:

S Suby(H'P(N",N)) — Suby(H'?(N",N))
S (N ) F — {C e SH™(N,N)) | FCnC}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(SgHrp(N.’N)) C CI(H™(N",N)).

2. {X € Suby(H?(N',N)) | X = SgHm(N',N) (X)} = CI(H'P(N",N)).
3. SgHrp(N. N) €5 extensiva, i.e., para cada X € Suby(H'™P(N",N)), se cumple

que X Cy SgHrP(N.N)(X).

. SgH,p(N. N) €8 isdtona, i.e., para cada X,y € Suby(H'P(N' N)), si X Cy ),
entonces SgHrP(N.)N)(A’) Cy SgHrP(N.N) ).
SgHrP(N. N) €8 idempotente, i.e., para cada X € Suby(H'™P(N",N)), se cum-
ple que SgH!'p(N'wN)(X) = SgHrp(N'7N)(SgHrp(N'7N)(X))'
SgH,p(N. Ny 8 algebraica, i.e., para cada familia no vacia (X%);er en el
conjunto Suby(H™(N',N)), si para cada i,j € I, existe un k € I tal que
XPUXI Cy XF, entonces SgHrP(N',N)(UieI X') = Uer SgHrp(N.N)(Xz).
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Por consiguiente, para cada X C HP(N" N), (X), al que también deno-

= S8xr0 (v )
tamos por X, es el minimo cerrado de H'P(N',N) que contiene a X, y lo denomi-
namos el cerrado de HP(N' N) generado por X.

Demostracion. O

Observemos que la propiedad de algebricidad del operador SgHrp( equivale

N',N)
a que, para cada X Cy H'P(N',N), se cumpla que:

SgHrP(N"N)(X) = U]—'esubﬁn(.)()SgHrp(N'N) (]:)7

siendo Subg, (X) el conjunto formado por los N-subconjuntos F de X tales que el
soporte de F, i.e., el conjunto supp(F) = {n € N | F,, # @&}, es finito y, ademas,
para cada n € supp(F), F, es finito.

Definicién 4.5. Sea F = (F,)neny un N-subconjunto finito de H'P(N',N). En-
tonces a las aplicaciones pertenecientes a la unién de la subalgebra heterogénea
de H'P(N",N) generada por tal N-subconjunto finito, las denominamos aplicacio-
nes recursivas primitivas relativas a F, o aplicaciones F-recursivas primitivas, y al
conjunto de todas ellas lo denotamos por ARP(F).

En particular, el conjunto de las aplicaciones recursivas primitivas, denotado
por ARP, es la unién de la subdlgebra heterogénea de H'P(N',N) generada por el
N-conjunto (&)nen (cuyas coordenadas son todas vacias).

No perdemos generalidad, si en lugar de definir el conjunto de las aplicaciones
recursivas primitivas respecto de un N-subconjunto finito de H*?(N", N), lo definimos
respecto de una subdlgebra heterogénea finitamente generada de H'P(N', N), ya que,
debido a que el operador Sg;,, (NN S idempotente, para cada N-subconjunto finito
F de H'P(N",N), se cumple que:

ARP(F) = ARP(F).

Ademds, si F es una subdlgebra heterogénea finitamente generada de H'?(N', N),
entonces ARP(F) es, simplemente, (J,, cy Fn-
Como consecuencia inmediata de las propiedades del operador Sg., (N N tene-

mos, por una parte, que para cada N-subconjunto finito F de H'P(N",N), ARP C
ARP(F), i.e., que toda aplicacién recursiva primitiva es una aplicacién F-recursiva
primitiva y, por otra, que si F, G y H son tres N-subconjuntos finitos de H'?(N", N)
tales que 7 C G C 'H, y, ademds, toda aplicacién de ( J,, .y Frn €s G-recursiva primiti-
va y toda aplicacién de J,, .y Gn es H-recursiva primitiva, entonces toda aplicacién
de J,,cn Fn €s H-recursiva primitiva.

Proposicién 4.6. Sea F = (Fn)nen un N-subconjunto finito de HP(N',N) y f €
Uneny Hom(N",N). Entonces una condicion necesaria y suficiente para que f €
ARP(F) es que ezista una sucesion de formacion para f relativa a ' y F, i.e.,
que exista un p € N—1, y una familia (f;)iep en U, oy Hom(N",N) tal que f = fp_1
Y, para cada i € p, se cumpla que:

neN

1. f; € Fp, para algin n € N, o

2. fi = Koo, 0

3. fi=sc, 0

4. fi=prig, 0

5. fi =pr, ;, para algin n > 2 y algin j € n, o

6. fi esm+ 1l-aria y f; = QF(fj, fx), para un j y un k € i tales que f; sea

m-aria y fr sea m + 2-aria, o
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7. fiesn-ariay f; = QY (f;, (fe. | €m)), paraun m e N—1, unjeciy
una familia (ko | & € m) € i tal que f; sea m-aria y, para cada oo € m,
fr., sea n-aria.

Demostracion. Sea L el N-subconjunto de H'P(N'| N) cuya coordenada n-ésima, L,
consta de todas las aplicaciones f € Hom(N" N) para las que existe una sucesién
de formacién relativa a X' y F. Puesto que ARP(F) es la unién de F, i.e., la
unién del minimo cerrado de H'®(N',N) que contiene a F, para demostrar que
ARP(F) € U,en £Ln, serd suficiente que demostremos que £ es un cerrado de
H'?(N',N) y que contiene a F.

Se cumple que F Cy L, porque, dado un n € Ny un f € F,, la familia (f;);c1
con fop = f, es una sucesiéon de formacién para f. Es evidente que ko0 € Lo, que
scy pryg € L1y que, para cadan > 2y cada j € n, pr,, ; € L,,. Ademds, dado
unmeN-—-1 unneN, un f €L, y una m-familia (g;)jem en L,, en virtud de
la definicién de £, tenemos que hay una sucesiéon de formacion (f;)ien, para fy,
para cada j € m, hay una sucesién de formacién (f;i)icn, para g;. Situacién que
resumimos, parcialmente, mediante la matriz:

Jo Ji fns1 =11

fo,0 fo fono—1 = 9o

f1,0 f1,1 fl,nrl =01
fm=10 fm-11 - fm—1mm_1—1 = Gm-1

Luego paran = ny+ (Zj@n nj) +1 y tomando como (h;);cp, la familia cuyo ultimo

término es Q5" (f, (g; | 7 € m)) y siendo los otros términos los formado por los de la
matriz, recorridos de izquierda a derecha y de arriba abajo, se cumple que (h;);en, €s
una sucesién de formacién para Q5" (f, (g; | j € m)), luego Q5" (f, (g; | j € m)) €
Ly,. Del mismo modo se demuestra que L estd cerrado bajo Q. Por consiguiente
L es un cerrado de H'?(N',N). De todo ello concluimos que ARP(F) C U, e Ln-

Demostramos ahora que | J, .y £n € ARP(F). Sean € Ny f € £,. Entonces,
por definicién, hay un p € N— 1y una familia (f;)icp en J,,cy Hom(N", N) tal que
f = fp—1y, para cada i € p, se cumple que f; € F,, para algin n € N, o f; = K¢,
o fi =sc, 0 fi = pryg, o fi = pr,;, para algin n > 2 y algin j € n, o f; es
m+ l-aria y fi = QF(f;, fr), paraun j y un k € ¢ tales que f; sea m-aria y fj sea
m + 2-aria, o f; es n-aria 'y f; = Q8" (f5, (fk. | @ € m)), paraun m € N—1, un
j € iy una familia (ky)aem € i™ tal que f; sea m-aria y, para cada o € m, f, sea
n-aria.

Demostramos que f = f,—1 € ARP(F), por induccién sobre ¢ € p. Para i = 0,
fo € ARP(F), porque, en este caso, fy o bien pertenece a F,, para algin n € N,
o bien es de la forma kg, o0 sc, o pry g, 0 pr, ;, para algin n > 2 y algin j € n
y entonces fo € ARP(F), porque ARP(F) es la unién del minimo cerrado de
H'P(N",N) que contiene a F. Sea k € p y supongamos que Vi € k, f; € ARP(F).
Entonces, por definicién, fi, € F,, para algin n € N, o fi = Kko,0, 0 fr = sc, o
Ik = Dprig, o fr = pr, ;, para algin n > 2 y algiin j € n, o fi es m + l-aria y
fo = QF (fu, fo), paraun u y un v € k tales que f, sea m-aria y f, sea m + 2-aria,
o fr esn-ariay fr, = Q4" (f, (fr. | @ € m)), prraun m e N—1, un j € k'y
una familia (ka)aem € k™ tal que f; sea m-aria y, para cada a € m, fi, sea n-
aria. Es evidente que en los cinco primeros casos fr, € ARP(F). En los dos ltimos
casos también fr € ARP(F), porque al ser, por hipétesis, fo,..., fr—1 € ARP(F),
también fu, fo ¥ fres---» S, € ARP(F), luego, ya que ARP(F) es la unién del
minimo cerrado de H'®(N",N) que contiene a F, fi = QF(fu, fv) € ARP(F) y
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T = Q8" (f;, (fe, | @ € m)) € ARP(F). Asi que, para cada k € p, fi € ARP(F),
luego, para k =p — 1, f = f,_1 € ARP(F). Por lo tanto |J,,cy £, € ARP(F). O
Corolario 4.7. Sea f € |, oy Hom(N",N). Entonces una condicion necesaria y
suficiente para que f € ARP es que exista un p € N—1, y una familia (f;)icp en
Unen Hom(N",N) tal que f = fp—1 y, para cada i € p, se cumpla que:

fi = Koy, 0
fi=sc, 0
fi =DPrygs 0

fi =pr, ;, para algin n > 2 y algin j € n, o

fi esm+ l-aria y fi = QF(f;, fx), para un j y un k € i tales que f; sea
m-aria y fr sea m + 2-aria, o

6. fi esn-ariay fi = Q3" (fj, (fr, | @ €m)), paraunm e N—1, un j € i
y una familia (ko | o« € m) € 3" tal que f; sea m-aria y, para cada o € p,
fr. sea n-aria.

CUp W

Corolario 4.8. El conjunto de las aplicaciones recursivas primitivas es infinito
numerable. Por consiguiente, la mayoria de las aplicaciones numericas no son re-
cursivas primitivas.

Corolario 4.9. El conjunto de las aplicaciones recursivas primitivas ceroarias
es infinito numerable. Ademds, hay ninguna aplicacion recursiva primitiva unaria
g: N——=N tal que, para cada n € N, g(n) = f,, siendo { f, | n € N} la imagen
de un isomorfismo entre N y el conjunto de las aplicaciones recursivas primitivas
ceroarias.

Corolario 4.10. El conjunto de las aplicaciones recursivas primitivas unarias es
infinito numerable. Ademds, no hay ninguna aplicacion recursiva primitiva g: N2 —=N
tal que, para cada n € N, g(n,—) = fn, siendo { fn, | n € N} la imagen de un iso-
morfismo entre N y el conjunto de las aplicaciones recursivas primitivas unarias.

Demostracion. Hay al menos Xy de ellas, porque idy, sc, sc?,..., sc”, ..., son to-
das recursivas primitivas y dos a dos distintas. hay a lo sumo Xy de ellas, porque
son parte de las aplicaciones recursivas primitivas, de las que hay una infinidad
numerable.

Supongamos que exista una aplicacién recursiva primitiva g: N> —=N tal que,
para cada n € N, g(n,—) = f,. Entonces la endoaplicacién f = sc o g o (idy, idy)
de N, que a un n € N le asigna g(n,n) + 1, es recursiva primitiva. Por lo tanto, hay
un n € N, para el que f = f,,, as{ que f(n) = fn(n) =g(n,n) y f(n) =g(n,n)+1,
que es absurdo. O

La segunda parte del corolario anterior se puede generalizar de modo que, pa-
ra cada ntmero natural n > 1, no hay ninguna aplicacién recursiva primitiva
g: NIT" — =N tal que, para cada x € N, g(x,—) = f,, siendo {f, | z € N} la
imagen de un isomorfismo entre N y el conjunto de las aplicaciones recursivas primi-
tivas n-arias. Porque si existiera una aplicacién recursiva primitiva g: N'7?» —=N

tal que, para cada = € N, g(z,—) = f,, entonces la aplicacién f = sco go
<prn,07prn70,prn71,...,prn,n_1> de N” en N, que a un (y;)jen € N" le asigna
9(Y0, Y0, Y1, - - -, Yn—1) + 1, es recursiva primitiva. Por lo tanto, hay un z € N, pa-

ra el que f = fxy an que, para (yJ)jEn = (.13)]'67“ f(mvax) = fl($,7$) =
glx,z,....,x)y flz,...,z) = g(z,z,...,z) + 1, que es absurdo.

4.2. Algunas aplicaciones recursivas primitivas.
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Proposicién 4.11. La familia de aplicaciones (ko k)ken, que es la dnica aplicacion
de N en N’ tal que el diagrama:

N<——N

1 (Ko,k)keN (Ko,k ) keN

Iioyo
0 0
NN B NN

. . e 0 N Y
conmuta, siendo f la endoaplicacion de NN que a una aplicacion t de N° en N le
asigna sco (t), es tal que, para cada k € N, Ko es recursiva primitiva.

Demostracion. Desde luego kg o es recursiva primitiva. Por otra parte, la aplicacién
constante rg,1: N’ —=N, que al tinico miembro de N° le asigna 1, es recursiva

c . 1,0 . .
primitiva, porque ko1 = Qg (sc, (ko,0)), i-e., ko,1 es la composicién de (ko) y sc,
o diagramaticamente:

NO

| k0,0
/“3,0\
Ko,1 | Nt 5 N

sc
N

Supongamos que la aplicacién constante rg j: N® —=N, que al tinico miembro
de NO le asigna k, para k > 0 sea recursiva primitiva. Entonces la aplicacién cons-
tante g k+1: NO—=N, que al tinico miembro de N° le asigna k + 1, es recursiva

c . 1,0 . s
primitiva, porque kg k1 = Qg (sc, (kok)), i.e., ko1 es la composicién de (ko) ¥y
sc, o diagramdticamente:

NO

Ko,k

(Ko,k)

|

K0,k+1 | NI ————
PT10

s

SC

N
O

Proposicién 4.12. Para cada k € N, la aplicacion constante 1 : N' —=N, que
a cualquier miembro de N* le asigna k, es recursiva primitiva.

Demostracion. Lo es porque k1 = Q% (ko g, Pr o diagramaéticamente:
5 R Ry FR2,1)
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NO N! N2

O

Corolario 4.13. Para cadan > 2 y cada k € N, la aplicacion constante ky, 1 : N* —=N,
que a cualquier miembro de N™ le asigna k, es recursiva primitiva.

.. 1 . e ey
Demostracion. Porque fin . = Q3" (k1k, (Pr,,0)), 1€, Knk es la composicién de
<prn 0> y K1k, 0 diagramaticamente:

Nn
(pro0) -
finik | Nt Prig
K1,k
N

O

Con esto queda demostrado que todas las aplicaciones constantes son recursivas
primitivas. Ahora bien, si, e.g., respecto de la conjetura de Goldbach, segin la cual
cualquier numero natural par distinto del 2 es la suma de dos niumeros primos,
que todavia no ha sido demostrada, a pesar de que su verdad parece indudable,
definimos la endoaplicacion f de N como:

N— N
e — f(sc)={

entonces, en virtud del principio del tercio excluso, f es una aplicacién constante (si,
pero jcual de ellas?), luego recursiva primitiva. Estamos ante un caso en el que dis-
ponemos, por una parte, de un conjunto, el de las aplicaciones recursivas primitivas,
exactamente definido y, por otra, de una aplicaciéon, la f, también perfectamente
definida, y, en virtud de un principio légico, estd determinada la pertenencia al
conjunto en cuestién de la aplicacién, en este caso, positivamente. Sin embargo,
dado el estado actual del conocimiento matemaético, no esta deductivamente deci-
dida tal pertenencia. Esto proyecta sombras de duda acerca de la legitimidad del
uso indiscriminado en las matematicas de las definiciones no efectivas de entidades
matematicas. Al respecto dice N. Cuesta:

1, sila conjetura es verdadera;

0, si la conjetura es falsa,

Dificil es también dar un criterio para discernir las definiciones efec-
tivas de las aparentes. No todos los matematicos convendran con
Hilbert en que estd bien definido el nimero real, cuyo desarrollo
diadico sea

0'[2v2][3V3][4VY]. ..

y donde [n\/ﬁ] vale 0, 1, segin que, respectivamente, nV" sea racio-
nal o irracional.
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Proposicién 4.14. La aplicacion pd: N' —=N, de formacién del predecesor de
un numero natural, definida como:

N! — N

pd x +— pd(z) = {

0, stx=0;
y, six=sc(y),

es recursiva primitiva.

Demostracion. Lo es porque pd = QOR(HO’(L Pra ), o diagraméticamente:
N Nt N2

Ko,0 Prao

U
Proposicién 4.15. La diferencia modificada —: N> —=N, definida como:
-0 ==z,
z=sc(y) = pd(z=y), siy=>0,
es recursiva primitiva.
Demostracion. Lo es porque ~ = Qg (pry o, Q5% (pd, (prs2))), o diagramaticamente:
N! N2
Prio
N
siendo Qé’s (pd, (pr32)) la aplicacién de N* en N obtenida como:
NB
‘ Pr3 2
<Prf,2>
05 (pd, (prs2)) | N ————
C ’ ) prLO
pd
N
O

Proposicién 4.16. La suma +: N> —=N, definida como:

z+0=r,
x+sc(y) =sclx+y), siy>0,
es recursiva primitiva.

Demostracion. Lo es porque + = Qf (pry g, 983(30, (pr32))), o diagramaticamente:
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N! N? N3

_l’_
r
PIy g Qé’?’(SC, (prso))

N

siendo Qé’g(sc, (pr3)) la aplicacién de N* en N obtenida como:

Pri0
sc
N
d
Proposicién 4.17. El producto -: N> —=N, definido como:
z-0=0,
x-sc(y)=xz-y+xz, siy>0,
es una aplicacion recursiva primitiva.
Demostracion. Lo es porque - = Q%{(nl,o,Qé’g(—i—, (pr3,2,Pr3))), o diagramética-
mente:
N? N2 N3
R1,0 2,3
Q&7 (+, (pr3 2, Pr30))
N
siendo QF° (+, (pr32,Pr3)) la aplicacién de N* en N obtenida como:
3
‘ (pr372, prg,o)
<Pr3,2:Pr3,o>
2,3 ,
Q¢ (+, (Pr3,2a pr370)) | N2 ——— N
(Prz,i)z€2
_|_
N
O

Proposicién 4.18. La potenciacién pot: N2—=N, definida como:

20 =1,
W) =gV x s y >0,

es una aplicacion recursiva primitiva.
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Demostracion. Lo es porque pot = Q%{(m’l,ﬁé’g(-, (pr32,Pr3))), i-e., se cumple
que:

N! N2 N3

K11 pot 2,3
Qc () (Pr3,2a pr370))

siendo QQCS(, (pr32,Pr3,)) la aplicacién de N* en N obtenida como:

<Pr3,2a Pr3,0>

(

PT3 2, Pr3,o)

Q?}’g(w (prs 2, pra)) | N2———F N
(pl"z,z‘)i@

N
(]

Proposicién 4.19. Para cada n > 1 y cada i € n, la aplicacion sc,; de N™ en N
que a un x € N le asigna sc(x;), es recursiva primitiva.

Demostracion. Lo es porque sc,,; = Qé’"(sc, (Pry,4))- O

Proposicién 4.20. La aplicacion factorial fac: N2 —=N, definida como:

0l=1,
se(y)! = y!-sc(y), siy=>0,
es una aplicacion recursiva primitiva.

Demostracion. Lo es porque fac = QOR(/{OJ,QQC’Q(~, (pre 1,8c2,0))), i-e., se cumple
que:

NO N2 N3

2,2
’ Q(j ('7 (pr2,1’ SCZO))
siendo Q57 (-, (pry,1,s5€2,0)) la aplicacién de N? en N obtenida como:
N2

<Pr2,17 SC2,0>

(Pl"z,l» sca,0)

OF% (-, (pra,1,5¢2,0)) | N—— =N
(pr2,i>i€2
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4.3. Relaciones recursivas primitivas.

Ahora que ya disponemos del concepto de aplicacién recursiva primitiva y del
de aplicacién recursiva primitiva relativa a una subalgebra heterogénea finitamen-
te generada de H'™®(N")N), definimos la nocién de relacién recursiva primitiva y
de relacién recursiva primitiva relativa a una subdlgebra heterogénea finitamente
generada de H'P(N')N), a través de la aplicacién caracteristica de la relacién, de-
mostramos que, para cada n € N, el conjunto de las relaciones recursivas primitivas
es un dlgebra Booleana que contiene a las relaciones n-arias finitas (y, por lo tanto
a las cofinitas) y caracterizamos a las relaciones recursivas primitivas mediante las
fibras o conjuntos de nivel de las aplicaciones recursivas primitivas.

Adem4s, demostramos que el sistema de las relaciones recursivas primitivas
estd cerrado bajo el operador mixto de composicién (generalizada), cilindrificacio-
nes, concatenacion, los operadores relacionales de cuantificacién universal y exis-
tencial limitadas, asi como que los operadores mixtos de minimizacién limitada
transforman relaciones recursivas primitivas en aplicaciones recursivas primitivas
y que un nuevo operador mixto de definicién por casos, transforma aplicaciones
recursivas primitivas y relaciones recursivas primitivas en aplicaciones recursivas
primitivas.

Por otra parte, demostramos que las relaciones recursivas primitivas se conser-
van bajo las imdgenes inversas mediante la aplicacién determinada por una familia
de aplicaciones recursivas primitivas, que la funcién subyacente de una aplicacién
recursiva primitiva es una relacion recursiva primitiva y que las fibras de una apli-
cacion recursiva primitiva son relaciones recursivas primitivas.

Por tltimo, demostramos la existencia de situaciones de Cantor recursivas pri-
mitivas y de representaciones isomorfas recursivas primitivas entre N y N*.

En la definiciéon que sigue, para una relacién n-aria R sobre N, convenimos que
chpg, la aplicacién caracteristica de R, denota la aplicacién de N™ en N definida

como:
N7 — N
chg 1, si(z;]|i€n)eER;

(x;|i€n) — chr(z; |ie€n) = .
0, en caso contrario.

De modo que chp es la composicion de xp: N* ——=2, el caracter de R, eing: 2——=N,
la inclusién candnica de 2 en N.

Definicién 4.21. Sea F una subalgebra heterogénea finitamente generada de
HP(N',N) y R C N", ie., una relacién n-aria sobre N. Decimos que R es una
relacién recursiva primitiva relativa a F, o que es una relaciéon F-recursiva primi-
tiva si su aplicacién caracteristica chp € ARP(F). Al conjunto de las relaciones
F-recursivas primitivas lo denotamos por RRP(F).

En particular, decimos que R es una relacién recursiva primitiva si chgp € ARP.
Al conjunto de las relaciones recursivas primitivas lo denotamos por RRP.

Si F y G son dos subdlgebras heterogéneas finitamente generadas de H'P(N' N)
tales que F C G y R C N™ es una relacion F-recursiva primitiva, entonces R es G-
recursiva primitiva. Por consiguiente, para cada subalgebra heterogénea finitamente
generada F de H™P(N",N), se cumple que RRP C RRP(F), i.e., que toda relacién
recursiva primitiva es F-recursiva primitiva.

Proposicion 4.22. Para cada n € N — 1, el conjunto de las relaciones recursi-
vas primitivas n-arias es infinito numerable. Por consiguiente, la mayoria de las
relaciones en N no son recursivas primitivas.

Demostracion. O
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Lema 4.23. Seam € N—1,n €N, (f;)icm una familia de aplicaciones en la que,
para cada © € m, f;: N*—=N y @ una relacion m-aria en N. Entonces hay una
unica relacion n-aria, obtenida de f;: N*—=N y Q) por composicién generalizada,
a la que denotamos por ILY"™(Q, (fi)iem), tal que, para cada x € N™, una condicion
necesaria y suficiente para que x € IIY"(Q, (fi)iem) es que (fi(z) |i € m) € Q.

Demostracion. TIE"(Q, (fi)iem) es <fz>:€1m Q] U

Proposicién 4.24. Seam € N—1, n € N, (f;)iem una familia de aplicaciones en
la que, para cada i € m, f;: N* —=N, @ una relacion m-aria y F una subdlgebra
heterogénea finitamente generada de H™P(N' N). Si, para cada i € m, f; es F-
recursiva primitiva y @ es una relacion F-recursiva primitiva, entonces la relacion
n-aria G (Q, (fi)iem) en N es F-recursiva primitiva.

Demostracion. Porque chyymn(Q,(,)ic,) = Q& " (chg, (fi)iem)- O

Corolario 4.25. Sea m € N—1, n € N, (f;)iem una familia de aplicaciones en la
que, para cada i € m, f;: N*—=N, Q una relacion m-aria. Si, para cada i € m, f;
es una aplicacion recursiva primitiva y Q una relacion recursiva primitiva, entonces
la relacion n-aria G (Q, (fi | i € m)) en N es recursiva primitiva.

Proposiciéon 4.26. Sea n € N, R una relacion n-aria en N y F una subdlgebra
heterogénea finitamente generada de H'P(N' N). Si R es F-recursiva primitiva,
entonces la negacién de R, a la que denotamos por Ng"(R) y que es la relacion
n-aria N* — R en N, es F-recursiva primitiva.

Demostracion. Porque chygn(ry = 1-chg. O

Corolario 4.27. Sea n € N y R una relacion n-aria en N. Si R es recursiva
primitiva, entonces la relacidn n-aria Ng"(R) en N es recursiva primitiva.

Proposicién 4.28. Sean € N, P y @Q dos relaciones n-arias en N y F una subdlge-
bra heterogénea finitamente generada de H'P(N',N). Si P y Q son F-recursivas
primitivas, entonces la conjuncién de P y Q, a la que denotamos por Cj"(P,Q) y
que es la relacion n-aria PN Q en N, es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.29. Sean € N y P y Q dos relaciones n-arias en N. Si P y Q
son recursivas primitivas, entonces la relacion n-aria Cj"(P,Q) en N es recursiva
primitiva.

Definicion 4.30. Sean m, n € Ny ¢: m——n. Entonces denotamos por R1¥ la
aplicacién de Sub(N™) en Sub(N™) que a una relacién m-aria R en N le asigna la
relacién n-aria R17(R) en N definida como:

RI*(R) = {z € N" | (x| i €m) € R}.

Ademds, si ¢ es inyectiva (resp., sobreyectiva, biyectiva) a los operadores relacio-
nales del tipo R1¥ los denominamos operadores de expansion o de adjuncion de
variables ficticias (resp., de contraccion o de identificacidn de variables, de permu-
tacion de las variables).

Proposicion 4.31. Seanm, n yt € N tales que t > m,n, a: m+—t, B: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N y F una subdlgebra hete-
rogénea finitamente generada de HP(N' N). Si P y Q son F-recursivas primitivas,
entonces la conjuncién generalizada de P y Q relativa a (o, 8,1), a la que denotamos
por Cjzgt(P, Q) y que es la relacion t-aria R1%(P) N Rlﬁ(Q) en N es F-recursiva
primitiva.
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Demostracion. O

Corolario 4.32. Sean m, n yt € N tales que t > m,n, a: m+—t, §: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N. Si P y Q son recursivas
primitivas, entonces la relacion t-aria ngigﬁt(P, Q) en N es recursiva primitiva.
Proposicion 4.33. Sean € N, P y @ dos relaciones n-arias en N y F una subdlge-
bra heterogénea finitamente generada de H'®(N',N). Si P y Q son F-recursivas
primitivas, entonces la disyuncién de P y Q, a la que denotamos por Dj" (P, Q) y
que es la relacion n-aria PUQ en N es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.34. Sean € N y P y @ dos relaciones n-arias en N. Si P y @
son recursivas primitivas, entonces la relacidn n-aria Dj" (P, Q) en N es recursiva
primitiva.

Proposicion 4.35. Seanm, n yt € N tales que t > m,n, a: m+—t, B: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N y F una subdlgebra hete-
rogénea finitamente generada de H'P(N' | N). Si P y Q son F-recursivas primitivas,
entonces la disyuncién generalizada de P y Q relativa a (o, 8,t), a la que denotamos
por ngt’[;t(P, Q) y que es la relacidn t-aria R1*(P) U Rlﬁ(Q) en N es F-recursiva
primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.36. Sean m, n yt € N tales que t > m,n, a: m+—t, f: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N. Si P y Q son recursivas

primitivas, entonces la relacion t-aria D‘]aﬂ’t(P7 Q) en N es recursiva primitiva.

Proposicion 4.37. Sea F una subdlgebra heterogénea finitamente generada de
HP(N,N) y n € N. Entonces el conjunto de las relaciones n-arias en N F-
recursivas primitivas es una subdlgebra Booleana del dlgebra Booleana Sub(N™).
Ademds, Subg,(N™) estd incluido en tal subdlgebra Booleana.

Demostracion. O

Corolario 4.38. Sea n € N. Entonces el conjunto de las relaciones n-arias en N
recursivas primitivas es una subdlgebra Booleana del dlgebra Booleana Sub(N™).
Ademds, Subg,(N™) estd incluido en tal subdlgebra Booleana.

Definicién 4.39. Sean m, n € Ny ¢: m——n. Entonces denotamos por pr,, la
unica aplicacién de N™ en N tal que, para cada i € m, el diagrama:

NTL
pr,

m >
N prm,i N

conmuta. De modo que pr, asigna a cada r € N la m-tupla (%(i))iEm-

Proposicién 4.40. Sean q, r € N y ¢ una aplicacion estrictamente creciente
de q en r + q. Entonces hay una unica aplicacion estrictamente creciente ¢°, la
complementaria de ¢, de r en r + q tal que:

1. Im(p) NIm(p°) = .

2. Im(p) UIm(¢°) =r+gq.

Demostracion. O
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Definicién 4.41. Sean g, 7 € N, ¢ una aplicacion estrictamente creciente de ¢ en
r 4+ q y L una relacién r-aria en N. Entonces el cilindro en N"¢ elevado sobre L
a lo largo de los ejes ¢, al que denotamos por Cyl,, (L), es la imagen inversa de L
bajo pr,.. De modo que:

Cyl, (L) ={2z e N | (zye(jy | jE€T) €L}

Proposicién 4.42. Sean q, r € N, ¢ una aplicacion estrictamente creciente de q
en r+q, L una relacion r-aria en N y F una subdlgebra heterogénea finitamente
generada de H'P(N'|N). Si L es F-recursiva primitiva, entonces la relacion r + q-
aria Cyl, (L) en N (el cilindro en N"*9 elevado sobre L a lo largo de los ejes @),
es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.43. Sean q, r € N, ¢ una aplicacion estrictamente creciente de q en
r—+q y L una relacion r-aria en N. Si L es recursiva primitiva, entonces la relacion
7+ g-aria Cyl (L) en N (el cilindro en N4 elevado sobre L a lo largo de los ejes
), es recursiva primitiva.

Proposicion 4.44. Sean m, n € N, L una relacion m-aria en N, M una relacion
n-aria en N y F una subdlgebra heterogénea finitamente generada de HP(N',N). Si
L y M son F-recursivas primitivas, entonces la concatenacion de L y M, L A M,
que es una relacion m + n-aria en N, es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.45. Sean m, n € N, L una relacion m-aria en N y M una relacion
n-aria en N. Si L y M son recursivas primitivas, entonces la concatenacion de L
y M, L A M, que es una relacion m + n-aria en N, es recursiva primitiva.

En lo que sigue convenimos en denotar por I’y la funcién subyacente de una
aplicacién numérica f: N* —=N, de modo que

Iy = { (e, f(2)) | & € N" } = Im((idn, £)).

Proposicién 4.46. Sea F = (F,, | n € N) una subdlgebra heterogénea finitamente
generada de HP(N')N) y f: N*——=N. §i f es F-recursiva primitiva, entonces
Iy, la funcion subyacente de f, que es un subconjunto de N+l es F-recursiva
primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.47. Sea f € Hom(N",N). Si f es recursiva primitiva, entonces I'y, la
funcidn subyacente de f, es recursiva primitiva.

Hay aplicaciones numéricas cuya funcién subyacente es una relaciéon recursiva
primitiva, pero que no son recursivas primitivas.

Proposicién 4.48. Sea m € N, n € N—1, (f;)ien una familia de aplicaciones en
la que, para cada i € n, f;: N —=N y F una subdlgebra heterogénea finitamente
generada de H'P(N')N). Si, para cada i € n, f; es F-recursiva primitiva, entonces
Ligy,e, €s F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.49. Seam € N, n € N—1 y (f;)ien una familia de aplicaciones en la
que, para cada i € n, f;: N™"——=N. Si, para cada i € n, f; es recursiva primitiva,
entonces I'y,y _  es recursiva primitiva.

i€En
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Proposicién 4.50. Sea f: N*——=N, a € N y F una subdlgebra heterogénea fini-
tamente generada de H'P(N',N). Si f es F-recursiva primitiva, entonces f~*[{a}],
la fibra de f en a, es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.51. Sea f: N*——=N, a € N. §i f es recursiva primitiva, entonces
f{a}], la fibra de f en a, es recursiva primitiva.

Proposiciéon 4.52. Sea L C N" y F una subdlgebra heterogénea finitamente ge-
nerada de H'P(N' N). Entonces una condicién necesaria y suficiente para que L
sea F-recursiva primitiva es que exista una aplicacion f: N"——=N tal que f sea
F-recursiva primitiva y L sea la fibra de f en un a € N.

Demostracion. O

Corolario 4.53. Sea L C N". Entonces una condicion necesaria y suficiente para
que L sea recursiva primitiva es que ezista una aplicacion f: N*——=N tal que f
sea sea recursiva primitiva y L sea la fibra de f en un a € N.

Proposicién 4.54. Sean m, n € N, (f; | i € m) una familia de aplicaciones en
la que, para cada i@ € m, f;: N*—=N y (R; | i € m) una familia de relaciones
n-arias tal que, para cada i, j € m, sii # j, entonces RNR; = @ y U, Ri = N".
Entonces hay una tinica aplicacion n-aria QEE((fi | i € m), (R; | i € m)), definida
por casos a partir de (f; |i € m) y (R; | ¢ € m), tal que, para cada x € N,

QBE ((fi)iems (Ri)iem)(2) = fiz),
siendo © el unico miembro de m tal que € R;.

Demostracion. O

Proposicién 4.55. Sean m, n € N, (fi)iem una familia de aplicaciones en la
que, para cada i € m, fi: N*—=N, (R;)iem una familia de relaciones n-arias
tal que, para cada i, j € m, si i # j, entonces Ry N Rj = @ y U;e,, Bi = N”
y F una subdlgebra heterogénea finitamente generada de H'P(N',N). Si, para ca-
da © € m, f; es F-recursiva primitiva y R; es F-recursiva primitiva, entonces

Da (fi)iems (Ri)iem) € Fu.
Demostracion. Porque Q7 ((fi)iem, (Ri)iem) = fo-chry+- .4 fm_1-chg,, _,. O

Corolario 4.56. Sean m, n € N, (fi)iem una familia de aplicaciones en la que,

para cada i € m, fi: N*—=N y (R;)iem una familia de relaciones n-arias tal

que, para cada i, j € m, si i # j, entonces R N R; = @ y U;¢,, Ri = N". 5i,

para cada © € m, f; es recursiva primitiva y R; es recursiva primitiva, entonces
e ((fi)iem, (Ri)iem) es recursiva primitiva.

La recursividad primitiva de las relaciones no se conserva, en general, bajo la
formacién de imagenes directas.

Definicién 4.57. Sean € Ny f: N**1 — N, entonces:
1. SN f) denota la aplicacién de N™*1 en N definida como:

ntl Nn+1 _— N
< m{(x,y) — S 2) | 2 <),

2. Zgﬂ(f) denota la aplicacién de N**! en N definida como:

ntl Nn+1 —_ N
< <f){<x,y> — Y (f@2) | 2 < y).
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3. [I%"'(f) denota la aplicacién de N"+! en N definida como:

n+1 NnJrl —N
< (f){(x,y) — [1(f(z,2) | 2 < y).

4. HZH( f) denota la aplicacién de N**! en N definida como:

a1 Nn+1 . N
< ‘f){u,y) — TI(f(,2) | = < w).

Proposicién 4.58. Seann € N, f: N*T' — =N, y F una subdlgebra heterogénea

finitamente generada de H'®(N")N). Si f es F-recursiva primitiva, entonces Zzﬂ(f),

T<L+1(f): Z—H(f) Y T<l+1(f) son F-recursivas primitivas.

Demostracion. O

Corolario 4.59. Seann € N y f: N**' —=N. Si f es recursiva primitiva, enton-

ces STN(f), T;rl(f), )y H?_l(f) son recursivas primitivas.

Definicién 4.60. Sea n € N, entonces:
1. 3L el operador de cuantificacion existencial limitado estricto, es la endo-
<

aplicaciéon de Sub(N"*1) que a una relacién n + 1-aria R en N le asigna la
relacién n + 1-aria

FLHR) = {(z,y) e N""1 |3z <y ((z,2) € R) }.

2. EI’%H, el operador de cuantificacion existencial limitado amplio, es la endo-
aplicaciéon de Sub(N"*1) que a una relacién n + l-aria R en N le asigna la
relacién n + l-aria

FLHR) = {(z,y) eN"T1 |3z <y ((z,2) € R) }.

3. VZH, el operador de cuantificacion universal limitado estricto, es la endo-
aplicaciéon de Sub(N"*1) que a una relacién n + l-aria R en N le asigna la
relacién n + l-aria

VEH(R) = { (z,y) e N"F1 [ V2 <y ((z,2) € R) }.
4. V’%H, el operador de cuantificacion universal limitado amplio, es la endo-
aplicacién de Sub(N"*1) que a una relacién n + l-aria R en N le asigna la
relacién n + 1-aria

VERU(R) = {(z,y) eN"" | Ve <y ((2,2) € R) }.

Proposicién 4.61. Sean n € N, R C N"*! o F una subdlgebra heterogénea fini-
tamente generada de H'P(N"|N). Si R es F-recursiva primitiva, entonces 3% (R),
I2FYR), VETH(R) y VET(R) son F-recursivas primitivas.

Demostracion. O

Corolario 4.62. Seann € N y R C N"*t1. Si R es recursiva primitiva, entonces
I2TY(R), HTSLH(R), V2H(R) y V’SLH(R) son recursivas primitivas.

Definicién 4.63. Sea n € N, entonces:

1. ,u?'l, el operador de minimizacion limitado estricto, es la aplicacion de
Sub(N"*1) en Hom(N"*1 N) que a una relacién n+ 1-aria R en N le asigna
la aplicacién

Nn+1 — > N

©HL(R) (z.7) — min{ z <y | (xz,2) € R}, siTz<y((z,2)€ R);
’ 0, en caso contrario.
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2. /,LZ'H, el operador de minimizacion limitado amplio, es la aplicacién de

Sub(N"*1) en Hom(N"*!1 N) que a una relacién n+ 1-aria R en N le asigna
la aplicacién
Nn+1 _ > N

N%H(R) o min{z <y|(z,z) € R}, siIz<y((z,2) € R);
’ 0, en caso contrario.

Proposicién 4.64. Sean n € N, R C Nt ¢y F una subdlgebra heterogénea fini-
tamente generada de H(N',N). Si R es F-recursiva primitiva, entonces "> (R)

y w1 (R) son F-recursivas primitivas.

Demostracion. O

Corolario 4.65. Sean n € N y R C N**'. Si R es recursiva primitiva, entonces
p S (R) y pTH(R) son recursivas primitivas.

Proposicion 4.66. Sean n € N, f: N*——=N, y F una subdlgebra heterogénea
finitamente generada de H'®(N',N). Si Iy es F-recursiva primitiva y hay una apli-
cacion F-recursiva primitiva g: N —=N tal que, para cada © € N, f(z) < g(x),
entonces [ es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.67. Seann € Ny f: N* —=N. SiI} es recursiva primitiva y hay una
aplicacion recursiva primitiva g: N —=N tal que, para cada z € N, f(z) < g(z),
entonces [ es recursiva primitiva.

Definicién 4.68. Sea f: N——=Ny L C N. Decimos de f que es una enumeracion
de L si Im(f) = L.

Definicién 4.69 (Kouznetsov). Sea f: N——=N y L un subconjunto infinito de
N. Decimos que f es una enumeracion directa de L si Im(f) = L y, ademds, f es
extensiva, i.e., para cada n € N, n < f(n).

Proposiciéon 4.70. Sea L un subconjunto infinito de N, f: N—=N wuna enu-
meracion directa de L y F una subdlgebra heterogénea finitamente generada de
H'P(N',N). Si f es F-recursiva primitiva, entonces L es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.71. Sea L un subconjunto infinito de N y f: N——=N una enumera-
cion directa de L. Si f es recursiva primitiva, entonces L es recursiva primitiva.

Definicién 4.72. Seann € N—1, L C N**! y (z,y) € N**1, Decimos que (z,y) es
un punto inferior de L (a lo largo del dltimo eje) si (z,y) € Ly, para cada z € N, si
z < y, entonces (x,z) &€ L. Al conjunto de los puntos inferiores de L lo denotamos
por Inf" 1 (L).

Proposicién 4.73. Seann € N—1, L C N**! y F una subdlgebra heterogénea fini-
tamente generada de H'™P(N',|N). Si L es F-recursiva primitiva, entonces Inf" ™ (L)
es F-recursiva primitiva.

Demostracion. O

Corolario 4.74. Seann € N—1y L C N"t1. Si L es recursiva primitiva, entonces
Inf" "' (L) es recursiva primitiva.
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El conjunto de los niimeros naturales se puede representar como la unién de una
infinidad numerable de conjuntos infinito numerables y dos a dos disjuntos, e.g.,
para la familia (X, | n € N) de subconjuntos de N definida como:

X - {0}U{2k+1]|keN}, sin=0;
"l {2"m  me Xo—{0}}, sin>1,

se cumple que N = [ J, .y X, que los conjuntos X, son dos a dos disjuntos y que
cada uno de ellos es infinito numerable.

Se cumple que XgNX,, = &, sin > 1, porque 0 € X,, y porque los elementos de
X, son todos pares, ya que empiezan por 2", siendo n > 1. Ademaés, X,,NX, = &,
si m,n > 1y m # n, porque, suponiendo que m < n, entonces hay un p > 1 tal
que m+p =n. Por lo tanto, sia € X,, N X,,a=2"-2ya=2"-y,conz ey
impares, luego 2™ - x = 2™ - 2" -y, de donde x = 2P - y, pero = es impar y 2P - y es
par, que es una contradiccion.

Definicién 4.75. Sea f es una endoaplicacién de N. Decimos que f es una aplica-
cién de gran amplitud si para cada n € N, hay un M C N tal que card(M) =Xy y
para cada m € M, f(m) =n.

Puesto que N = | J,,.y Xn, siendo los conjuntos X, infinito numerables y dos a
dos disjuntos, la endoaplicacién f de N que a un « € N le asigna el inico n € N tal
que z € X, es una aplicacién de gran amplitud.

Proposicion 4.76. Sea f es una endoaplicacion de N. Entonces son equivalentes:
1. f es una aplicacion de gran amplitud.
2. Para cada n € N, card(f~1[{n}]) = Ro.
3. Hay una relacion de equivalencia ® sobre N tal que, para cada n € N,
card([n]s) = No.

Demostracion. O

Proposicién 4.77. Sean f,g: N—=N dos aplicaciones tales que (f, g) : N—= N2
sea sobreyectiva. Entonces f y g son aplicaciones de gran amplitud, i.e., son sobre-
yectivas y con todas las fibras infinitas.

Demostracién. Recordemos que (f, g) es la tinica aplicacién de N en N? tal que el
diagrama:

N
f g
/ l/g>
2
N PT2 o N Pra N

conmuta. Puesto que Pra o ¥ Prp son sobreyectivas, f y g también lo son.

Nos limitamos a demostrar que f tiene todas las fibras infinitas, debido a que
el argumento para demostrar lo mismo de g, es idéntico. Supongamos que no sea
ese el caso, i.e., que exista un n € N tal que f~'[n] = {Zn0,...,Znp-1}, con
p > 0. Entonces, para cada i € p, (f,9) (ni) = (n,9(xn,;)). Veamos que hay un
(z,y) € N? tal que, para cada k € N, (f, g) (k) # (z,y). En efecto, sea y un niimero
natural distinto de g(z,,), para cada i € p, entonces para (z,y) = (n,y), tenemos
que, para cada k € N, (f, g) (k) # (n,y), porque si, para algin k € N, tuviéramos
aue (f,g) (k) = (n,y), entonces, por ser (£, g) (k) = (f(k), g(k)), tendriamos que
flk) =ny glk) =y, luego, de f(k) = n, que k deberia ser igual a uno de entre
los elementos de f~1[n], por ejemplo a x,, ;, y entonces que g(z,, ;) = y, pero eso es
imposible, ya que, para cada i € p, g(zn,;) # y. O
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Corolario 4.78. Sea m € N tal que m > 2 y (f;)iem una familia de aplicaciones
tal que, para cada i € m, f; sea una endoaplicacion de N. Si (f;);c,, + N—=N™
es sobreyectiva, entonces, para cada i € m, f; es una aplicacion de gran amplitud.

Demostracion. O

Teorema 4.79 (Kouznetsov). Si f es una endoaplicacion de N de gran amplitud,
entonces existe una endoaplicacion g de N tal que (f,g) es un isomorfismo de N
en N2. Ademds, en virtud de la proposicion anterior, g es una aplicacién de gran
amplitud.

Demostracion. Sea n € N, arbitrario pero fijo. Puesto que f es una endoaplicacién
de gran amplitud, la fibra de f en n, que es un conjunto infinito numerable, se puede
representar, supuesta elejida una biyeccién de N en tal fibra, como f~1[n] = {z,,; |
i € N}. Sea entonces g, la aplicacién de f~![n] en N definida como g(z, ;) = i,
para cada i € N. Puesto que N = J, .y f7*[n], o gréficamente:

0,0, 20,1, 20,2y -5 L0y
Z1,0, 1,1, L1,2y ---5 LTlgy---
N=| ..., .., .
Tn,0, Tn,ly, Tn,2y, -5 Tngy---

ey ey ey ey ey e

y dos filas distintas son disjuntas, definimos la endoaplicaciéon g de N como la tnica
para la que cada uno de los diagramas:

in,,

) Unen /1]
9n g
N
conmuta. Es evidente que entonces (f, g) es biyectiva. O

Proposicién 4.80. Si f es una endoaplicacion de N recursiva primitiva y de gran
amplitud, entonces hay una endoaplicacion g de N recursiva primitiva tal que (f,g)
es una biyeccion de N en N2.

Demostracion. O

Proposicién 4.81. Sea m > 1. Entonces hay situaciones de Cantor para m que
son recursivas primitivas, i.e., hay un par ordenado (Y™, (v]")jem) en el que y™
es una aplicacion recursiva primitiva de N™ en N y, para cada j € m, 7]" una
endoaplicacion recursiva primitiva de N tal que:

L 4™ o(v/")jem = idn.

2. (V") jem o™ = idym.
Ademds, hay situaciones de Cantor para m recursivas primitivas (7™, (’y}")jem)
tales que:

1. Para cada j € m y para cada n € N, 77" (n) < n.
2. Hay una aplicacién recursiva primitiva m: N> —=N tal que, para cada x €
N y cada y € N, si, para cada j € m, x; <y, entonces y™(z) < w(y, m).

Demostracion. O

Proposicién 4.82. Sea m > 1. Si tanto (v™, (vyl)jem) como (3™, (WT)jEm) son
situaciones de Cantor para m recursivas primitivas, entonces hay una endoaplica-
cion recursiva primitiva n de N tal que noy™ =M.
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Demostracion. O

Proposicién 4.83. Hay una biyeccion (natural) entre el conjunto de las aplica-
ciones £ de N — 1 en N* — {A} y el conjunto de los pares ordenados (£o,&1) en
los que & es una endoaplicacién parcial de N tal que Dom(&y) = N — 1 y, pa-
ra cada t € Dom(&y), &(t) > 1 y & una aplicacion parcial de N? en N tal que
Dom(&1) = Ujen_11t} x &o(t). Por consiguiente hay una biyeccion (natural) entre
el conjunto de las aplicaciones § de N en N* tales que £(0) = X\ y el mismo conjunto
de pares ordenados de aplicaciones parciales.

Demostracion. O

Definicién 4.84. Sea £ una aplicacién de N en N* tal que £(0) = A. Decimos que
¢ es una representacion recursiva primitiva de N en N* si el par ordenado (&g, 1),
que le corresponde, en virtud de la biyeccién (natural) anterior, es tal que hay
un par ordenado (£,,&;) de aplicaciones recursivas primitivas, con {;: N—=N y
£,: N2—=N, para el que se cumple que:

1. Para cada t € N, £,(t) = &(2).
2. Paracadat € N— 1y cada j € &(t), & (t, ) = &1, 7)

Proposicién 4.85. Hay una biyeccion (natural) entre el conjunto de las biyecciones
1 de N* en N tales que n(\) = 0 y el conjunto de los pares ordenados (no,m1) en los
que 1y es una endoaplicacion inyectiva de N tal que, para cada x € N, no(z) #0 y
N1 una aplicacion sobreyectiva de N?> en N tal que, para cada z,y € N, ny(z,y) =0
siy solosiz=0ey=0.

Demostracion. O

Definicién 4.86. Sea 7 una aplicacién de N* en N tal que n(A) = 0. Decimos que
7 es una representacion recursiva primitiva de N* en N si el par ordenado (19, 71),
que le corresponde, en virtud de la biyeccién (natural) anterior, es tal que 9 y m
son aplicaciones recursivas primitivas.

Definicién 4.87. Sea ¢ una aplicacién de N en N* y n una aplicaciéon de N* en
N. Decimos que (£,n) es una representacion isomorfa recursiva primitiva entre N
y N* si no& =idy, £ on = idy+, £ es una representacién recursiva primitiva de N
en N* y n una representacion recursiva primitiva de N* en N.

Proposicion 4.88. Hay una representacion isomorfa recursiva primitiva entre N

y N*.
Demostracion. O

4.4. Relaciones recursivamente enumerables.

En esta seccién definimos las relaciones recursivamente enumerables como las
proyecciones de las relaciones recursivas primitivas y demostramos la independen-
cia de tal concepto respecto de la dimensién del espacio en el que se encuentre la
relacién recursiva primitiva. Ademaés, caracterizamos las relaciones recursivamente
enumerables mediante la accién del operador relacional de cuantificacién existencial
ilimitada sobre las relaciones recursivas primitivas y las relaciones recursivamente
enumerables no vacias mediante las imagenes directas de la aplicacién determinada
por una familia de aplicaciones recursivas primitivas. Por otra parte, demostramos
que el sistema de las relaciones recursivamente enumerables estd cerrado bajo el
operador mixto de composicién (generalizada), cilindrificaciones, concatenacién, los
operadores relacionales de cuantificacién existencial ilimitada, cuantificacion exis-
tencial y universal limitada y que, para cada n € N, el conjunto de las relaciones
n-arias en N recursivamente enumerables constituyen un anillo de subconjuntos del
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anillo Sub(N™). También demostramos que las relaciones recursivamente enume-
rables se conservan bajo la formacion de imagenes directas e inversas mediante la
aplicacién determinada por una familia de aplicaciones recursivas primitivas, asi co-
mo que la proyecciéon de una relacién recursivamente enumerable es recursivamente
enumerable.

Definicién 4.89. Sea m € Ny R C N™ i.e., una relacion m-aria en N. Decimos
que R es una relacién recursivamente enumerable si hay un n € N, una relacién
recursiva primitiva m + n-aria S en N y una aplicacién estrictamente creciente
@: m—sm+ n tal que er[S’] = R. Al conjunto de las relaciones recursivamente
enumerables lo denotamos por RRE.

Proposicion 4.90. Para cada n € N—1, el conjunto de las relaciones n-arias en
N recursivamente enumerables es infinito numerable. Por consiguiente, el conjunto
RRE es infinito numerable. De donde se deduce que la mayoria de las relaciones
en N no son recursivamente enumerables.

Demostracion. O

Proposiciéon 4.91. Toda relacion en N que sea recursiva primitiva es recursiva-
mente enumerable.

Demostracion. O

La reciproca, como demostraremos en una seccién posterior, no es cierta.

Proposicion 4.92. Sea m € N, R una relacion m-aria en N recursivamente enu-
merable, n € N—1 y ¢: m—m+n una aplicacion estrictamente creciente. En-
tonces hay una relacion recursiva primitiva m +n-aria S en N tal que pr,[S] = R.

Demostracion. O

Proposicion 4.93. Sean m,n € N, R una relacion m-aria en N recursivamente
enumerable y p: m—=n una aplicacion estrictamente creciente. Entonces pr,[R]
es una relacion m-aria en N recursivamente enumerable.

Demostracion. O

Proposicién 4.94. Sea m € N y R una relacion m-aria en N. Una condicion
necesaria y suficiente para que R sea recursivamente enumerable es que exista una
relacion m + 1-aria S en N tal que S sea recursiva primitiva y R = 3™(S), i.e.,
para cada x € N™, x € R precisamente si hay un y € N tal que (x,y) € S.

Demostracion. O

Proposicién 4.95. Seam € N—1,n € N, (f;)iem una familia de aplicaciones en la

que, para cada i € m, f;: N*—=N y R una relacion m-aria. Si, para cada i € m,

fi es una aplicacion recursiva primitiva y R es una relacion recursivamente enu-
m,n

merable, entonces la relacion n-aria IIZ"" (R, (f; | i € m)) en N es recursivamente
enumerable.

Demostracion. O

Proposicion 4.96. Sean € N y P y @ dos relaciones n-arias en N. Si P y @
son recursivamente enumerables, entonces la relacién n-aria Cj"(P,Q) en N es
recursivamente enumerable.

Demostracion. O
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Proposicion 4.97. Seanm, n yt € N tales que t > m,n, a: m+—t, B: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N. St P y QQ son recursiva-
mente enumerables, entonces la relacion t-aria nglgt(P, Q) en N es recursivamente
B,

enumerable.
Demostracion. O

Proposicién 4.98. Sea n € N y P y Q dos relaciones n-arias en N. Si P y Q
son recursivamente enumerables, entonces la relacion n-aria Dj"(P,Q) en N es
recursivamente enumerable.

Proposicion 4.99. Seanm, n yt € N tales que t > m,n, a: m+—t, §: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N. St P y QQ son recursiva-
mente enumerables, entonces la relacion t-aria Dj;";git(P, Q) en N es recursivamente
enumerable.

Demostracion. O

La negacién no conserva, en general, la propiedad de una relacién de ser re-
cursivamente enumerable. Este es un hecho central de la teoria de las relaciones
recursivamente enumerables y, en el fondo, sobre él se fundamentan todos los ejem-
plos de inexistencia de algoritmos.

Proposicién 4.100. Sea n € N. Entonces el conjunto de las relaciones n-arias
en N recursivamente enumerables es un anillo de subconjuntos del anillo Sub(N™).
Ademds, Subg,(N™) estd incluido en tal anillo de subconjuntos.

Demostracion. O

Proposicion 4.101. Sean q, r € N, ¢ una aplicacion estrictamente creciente de
qg enr+qy L una relacion r-aria en N recursivamentre enumerable. Entonces la
relacion r + g-aria Cyl (L) en N (el cilindro en N"*9 elevado sobre L a lo largo de
los ejes ), es recursivamentre enumerable.

Demostracion. O

Proposicién 4.102. Sean m, n € N, L una relacion m-aria en N y M una relacion
n-aria en N. Si L y M son recursivamentre enumerables, entonces la concatena-
cion de L y M, L A M, que es una relacion m + n-aria en N, es recursivamentre
enumerable.

Demostracion. O

Proposicién 4.103. Sea m € N, ¢ una permutacion de m y L una relacion m-
aria en N. Si L es recursivamentre enumerable, entonces R1¥ (L) es recursivamentre
enumerable.

Demostracion. O

Proposicién 4.104. Sea m € N, n € N—1, (fi)ien una familia de aplicaciones
en la que, para cada i € n, f;: N —=N, L una relacion m-aria en N y M una
relacion n-aria en N. Si, para cada i € n, f; es recursiva primitiva, y L y M son
recursivamente enumerables, entonces (fi);c,, [L] y <f2>z_eln [M] son recursivamente
enumerables

Demostracion. O

Proposicién 4.105. Sean € N—1 y L C N" no vacio. Entonces una condicion
necesaria y suficiente para que L sea recursivamente enumerable es que exista una
familia de aplicaciones (f;)ien en la que, para cada i € n, f; sea una endoaplicacion
de N recursiva primitiva tal que L = Im({f;),c,,). En particular, una condicion
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necesaria y suficiente para que un subconjunto no vacio L de N sea recursivamente
enumerable es que L sea la imagen de una endoaplicacion de N recursiva primitiva.

Demostracion. O

Proposicién 4.106. Sean n € N y R C N*"*1. Si R es recursivamente enume-
rable, entonces 3*(R), 327 (R), ﬂgﬂ(R), VZY(R) y V’SLH(R) son recursivamente
enumerables.

Demostracion. O

4.5. Aplicaciones parciales recursivas.

En esta seccién definimos, en primer lugar, el conjunto de las aplicaciones parcia-
les recursivas como la unién de la minima subdlgebra heterogénea de una determina-
da dlgebra heterogénea y caracterizamos, ademads, tal conjunto constructivamente.

Después, enunciamos la hipotesis fundamental de la teoria de la recursién de
Church-Turing, que afirma la coincidencia entre la nocién no matemaética de funcién
parcial mecanicamente computable y la nocién matematica de aplicacién parcial
recursiva; demostramos el teorema del grafo, segin el cual el conjunto de las apli-
caciones parciales recursivas coincide con el conjunto de las aplicaciones parciales
cuya funcién subyacente es recursivamente enumerable, que tiene como consecuen-
cia el teorema débil de la forma normal para las aplicaciones parciales recursivas,
en el que se demuestra que, para cada m > 1, cada aplicaciéon parcial recursiva de
N™ en N se puede representar como la composiciéon de la minimizacién ilimitada
de una aplicacién recursiva primitiva de N™*! en N que depende de la aplicacién
parcial recursiva dada y de una endoaplicacién de N recursiva primitiva de gran
amplitud arbitraria.

Ademsés, una vez definida la nocién de representacion parcial recursiva, demos-
tramos que tales representaciones preservan y reflejan las relaciones recursivamente
enumerables, que su dominio de definicién y su imagen son relaciones recursiva-
mente enumerables y que las fibras también lo son. Por otra parte, demostramos
que el sistema de las relaciones recursivamente enumerables esta cerrado bajo el
operador mixto de composicién (generalizada) para aplicaciones parciales recursi-
vas y relaciones recursivamente enumerables y que el, operador mixto de definicién
por casos transforma aplicaciones parciales recursivas y relaciones recursivamente
enumerables en aplicaciones parciales recursivas.

Por ultimo, caracterizamos las relaciones recursivamente enumerables, entre otros,
en términos de las fibras de las aplicaciones parciales recursivas y de los dominios
de definicién de las aplicaciones parciales recursivas.

Antes de definir la signatura algebraica heterogénea adecuada para las aplicacio-
nes parciales recursivas, establecemos una serie de lemas que nos permitiran asociar
a determinados simbolos de operacién de la signatura, operaciones concretas sobre
las aplicaciones parciales, que usaremos para generar tales aplicaciones parciales.

Lema 4.107. Seam e N—1, n € N y (¢;)iem € (Hom,(N",N))™. Entonces hay
una unica aplicacion parcial (gi>i€m de N™ en N™ tal que:

1. Para cada i € m, pr; o (gi);c, < Gi-

2. Para cada h: N* —=N" si, para cada i € m, pr; o h < g;, entonces

Demostracion. Es suficiente tomar como (g;),,, la aplicacién parcial de N" en N™
cuyo dominio de definicién es [,,,, Dom(g;) y que a un x € (,,, Dom(g;) le asigna
como valor (g;(x))iem.- O
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Lema 4.108. Sea m € N, f € Hom,(N™,N) y g € Hom,(N"*2 N). Entonces
hay una tnica aplicacién parcial QR (f,g) de N™*! en N, obtenida de f y g por
recursion primitiva, tal que:

1. Para cada x € N, QF(f,9)(z,0) = f(z), i.e., QF(f,g) estd definida en
(2,0) precisamente si f lo estd en x y si ese es el caso, entonces sus valores
coinciden.

2. Para cada (z,y) € N™1, QR (f, g)(x,y + 1) = g(z,y, QF (f. 9)(z.y)), i.e.,
QF(f,g) estd definida en (x,y + 1) precisamente si la aplicacion parcial
g lo estd en (x,y, QF(f,9)(x,y)) y si ese es el caso, entonces sus valores
coinciden.

Demostracion. Decimos que un subconjunto G de N+ x N es (f, g)-admisible si
cumple las siguientes condiciones:

1. Para cada x € N™ si f estd definida en z, entonces (z,0, f(z)) € G.
2. Para cada (z,y,2) € N" Tt x N, si (z,y,2) € Gy g esta definida en (z,y, 2),
entonces (z,y + 1,g9(x,y,2)) € G.

Es evidente que N™! x N es (f, g)-admisible y que la interseccién de cualquier
familia no vacia de conjuntos (f,g)-admisibles, es (f, g)-admisible. Por lo tanto
existe el minimo conjunto (f, g)-admisible: precisamente la interseccién de todos
ellos, al que denotamos por H.

Ahora demostramos que:

1. a) Para cada x € N™ y cada z € N, si f estd definida en z, entonces
(z,0,2) € H precisamente si z = f(x).

b) Para cada x € N™, si f no estd definida en z, entonces no hay ningin
z € N tal que (,0,z) € H.

2. a) Para cada x € N™ y cada y € N, si hay un tnico z € N tal que
(z,y,2) € H y g estd definida en (z,y, z), entonces, para cada w € N,
(z,y+ 1,w) € H precisamente si g(z,y, z) = w.

b) Para cada © € N™ y cada y € N, si hay un tnico z € N tal que
(x,y,2) € Hy g no estd definida en (z,y,z), entonces, para cada
weN, (z,y+1,w) & H.

¢) Para cada x € N™ y cada y € N, si no hay un z € N tal que (x,y,2) €
H, entonces no hay un w € N tal que (z,y + 1,w) € H.

la. Sean z € N™ y z € N, arbitrarios, pero fijos. Supongamos que f esté definida
en x. Si z = f(z), entonces (x,0,2) = (z,0, f(x)) vy, por ser H (f,g)-admisible,
(2,0, f(z)) € H, asf que (x,0,2) € H.

Ahora, en lugar de demostrar que si (z,0,z) € H, entonces z = f(x), demostra-
mos la contra-reciproca, i.e., que si z # f(z), entonces (z,0,z) ¢ H. Supongamos
que z # f(x) y sea G = H—{(z,0, z)}. Demostramos que G es (f, g)-admisible. En
este caso es suficiente que demostremos la primera condicién, i.e., que para cada
2’ € N, si f estd definida en 2/, entonces (2/,0, f(2')) € G, i.e., (2,0, f(2')) € H
y (2,0, f(z')) # (x,0,2). Sea 2’ € N, arbitrario, pero fijo. Supongamos que f
esté definida en 2.

Si z’ = =, entonces (¢/,0, f(2')) = (,0, f(z)) € H, por ser H (f,g)-admisible.
Ademas, (z,0, f(x)) # (x,0,z) porque, por hipétesis, z # f(x). Por lo tanto
(2,0, f(z") € G.

Si 2’ # =z, entonces (2/,0, f(z')) € H, por ser H (f,g)-admisible. Adem4s,
(2,0, f(z") # (z,0, z), porque &’ # x. Por lo tanto (z/,0, f(2')) € G.

Con esto queda demostrado que G es (f, g)-admisible. Por lo tanto («,0,z) € H,
ya que si (z,0,z) € H, G serfa una parte estricta (f, g)-admisible de H, que es el
minimo conjunto (f, g)-admisible.
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1b. Sea x € N™ arbitrario, pero fijo. Supongamos que f no esté definida en z.
Queremos demostrar que no hay ningin z € N tal que (z,0, z) € H, i.e., que, para
cada z € N, (z,0,2) € H. Sea z € N, arbitrario, pero fijo. Vamos a demostrar que
G =H—{(z,0,2)} es (f, g)-admisible, i.e., que para cada &’ € N, si f estd definida
en 7/, entonces (2,0, f(z')) € G, ie., (2,0, f(z')) € Hy (2,0, f(z')) # (,0, 2).
Sea x’ € N, arbitrario, pero fijo. Supongamos que f esté definida en z’.

Para z’ tenemos que ' = x o &’ # x. Ahora bien, 2’ no puede coincidir con
x, porque f estd definida en 2’ pero f no lo estd en z. Asi que 2’ # z. Por otra
parte, puesto que H es (f, g)-admisible y f estd definida en 2’, (2/,0, f(2')) € H.
Ademés, (2,0, f(2')) # (z,0,2), porque ' # x. Por lo tanto (z/,0, f(z')) € G.
Asf que (2,0,2) & H.

2a. Sean x € N™ e y € N, arbitrarios, pero fijos. Supongamos que exista un tinico
z € N tal que (z,y,2) € H y g estd definida en (z,y,2). Sea w € N, arbitrario,
pero fijo. Si g(z,y,2) = w, entonces (z,y + L,w) = (z,y + 1,9(z,y, 2)), luego
(x,y+1,9(x,y,2)) € H.

Ahora demostramos que si g(z,y, z) # w, entonces (z,y + 1,z) € H. Sea G =
H — {(xz,y + 1,w)}. Vamos a demostrar que G es (f,g)-admisible, i.e., que para
cada (z/,y,2") € N1 x N, si (2/,9/,2) € G y g estd definida en (z/,y',2'),
entonces (2',y" + 1,9(2',y',2')) € G, ie, (2',y + 1,9(2",y,2")) € Hy (2/,y' +
Lg(a',y',2") # (z,y + 1,w). Sea (2/,%/,2') € N™*+1 x N, arbitrario, pero fijo y
tal que (2/,y,2') € G y g estd definida en (2/,y,2’). Es evidente que (2/,y" +
1,9(2',y',2")) € H, porque G C H.

Si(«,y,2') = (z,y,2), entonces («/,y' + 1,9(z", v, 2")) = (z,y + 1,9(z, vy, 2)),
pero (z,y 4 1,9(x,y, 2)) # (z,y + 1,w), porque se supuso que g(z,y, z) # w.

Si (2,9, 2") # (x,y,2), entonces &’ # x oy #y oz # 2. Siz' # z, entonces
(l’l,y/ + 179(15/,?/7 ZI)) # (QT,y + 17w)§ si :l// # Y, entonces (xl’yl + 1vg(xl7yl’ Z/)) #
(x,y + 1,w); si 2z’ # z, entonces, necesariamente, ©' # = o ¥y # y, ya que si
2’ =x ey =y, tendrfamos que (z,y,2’) € H, contradiccién, porque 2z’ # z, luego
(v +1,9(2" .y, 2") # (z,y + Lw).

2b. Sean « € N™ e y € N, arbitrarios, pero fijos. Supongamos que exista un
unico z € N tal que (z,y,2) € H y que g no esté definida en (z,y, z). Sea w € N,
arbitrario, pero fijo. Queremos demostrar que (x,y+1,w) & H.Sea G = H—{(x,y+
1,w)}. Vamos a demostrar que G es (f, g)-admisible, i.e., que para cada (', y’,2’) €
N™HL x N, si (2/,y/,2") € G y g esta definida en (2/,9/,2'), entonces (z/,y +
Lg(@',y',2") € G, ie, (z',y + 1,9(2",y,2)) € Hy (2',y + 1,9(a",y,2")) #
(r,y+1,w). Sea (2',1, 2') € N"+1 x N, arbitrario, pero fijo y tal que (2/,y',2') € G
y g esta definida en (2,3, 2’). Es evidente que (2/,y' + 1,9(', 3/, 2")) € H, porque
GCH.

Para (2/,y’, 2') no puede ocurrir que (2, 4/, 2’) = (x,y, z), porque g estd definida
en (2',y',2') pero no en (z,y, z). De modo que (z/,y', 2') # (x,y, z). Asi que a’ # «
oy #yoz #z Sia' # x, entonces (z/,y' +1,9(2",y', 2')) # (v,y+1,w);siy #y,
entonces (', y' +1,g9(2',y/,2")) # (z,y+ 1,w); si 2’ # z, entonces, necesariamente,
¥ #£xo0y #y, yaquesial =2xey =y, tendrfamos que (x,y,2') € H,
contradiccién, porque 2z’ # z, luego (2/,y" + 1,9(2',y',2")) # (z,y + 1,w). Por lo
tanto (z,y + 1,w) & H.

2¢. Sean x € N™ e y € N, arbitrarios, pero fijos. Supongamos que para, cada
z € N, (z,y,2) € H. Queremos demostrar que, para cada w € N, (x,y + 1,w) &
H. Sea w € N, arbitrario, pero fijo. Entonces G = H — {(z,y + 1,w)} es (f,g)-
admisible, i.e., para cada (2',,2') € N*1 x N, si (2/,9/,2') € G y g esta definida
en (z',y',2"), entonces (z',y' + 1,g9(2',y',2")) € G, ie., (¢/,y + 1,9(¢',y,2") € H
y (@', y + 1,9(2",y,2")) # (x,y + 1,w). Sea (2/,y',2') € N™*+1 x N, arbitrario,
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pero fijo y tal que (2/,y',2') € G y g estd definida en (2,4, 2"). Es evidente que
(o', y + 1,g9(a',y,2") € H, porque G C H.

Falta demostrar que (2',y + 1,g9(z',y',2")) # (x,y + 1,w). Supongamos que
ambos pares ordenados coincidan, entonces @’ =z, y' =y y g(z,y,2’) = w. Asi que
(x,y,2") = (2',y',2") € H, porque (2',y',2") € G C Hya' =xey =y, que
contradice el que, para cada z € N, (z,y,2) € H. Por lo tanto (z,y + 1,w) & H.

A partir de lo anterior, por induccién sobre y, se demuestra que, para cada
x € N y cada y € N, hay a lo sumo un z € N tal que (z,y,z) € H. Entonces
QP (f,g) es la tnica aplicacién parcial de N™*! en N cuyo dominio de definicién es:

Dom(Qf (f,9)) = { (z,y) € N" ! | Iz € N((x,y,2) € H) },

y que a un (z,y) € Dom(QF(f,g)) le asigna como valor el tnico z € N tal que
(x,y,2) € H. O

Lema 4.109. Sea m € N y f € Hom,(N™"! N). Entonces hay una tnica apli-
cacion parcial Q,T(f) de N™ en N, obtenida de f por minimizacion, tal que, para
cada v € N™ y cada y € N, Q' (f)(x) =y precisamente si f(z,y) =0 y, para cada
z <y, f(z,2) estd definida y f(x,z) # 0.

Demostracion. Dado un « = (x; | i € m) € N™ sea D¢(z; | i € m) el subconjunto
de N definido como:
(xoy .-y Tm—1,2) € Dom(f)
D(x; i€m—{y€N’VZ§y< >}
f( Z| ) & f($07~-~,$m—17y):0
Entonces ('(f) es la tinica aplicacién parcial de N™ en N cuyo dominio de defini-
cién es:
Dom (€0 (f)) = { (z; | i € m) e N™ [ Dy(x; | i € m) # @},
y que a un (z; | i € m) € Dom(Q}}'(f)) le asigna como valor:
Q7 (f)(@i | i € m) =min(Dy(z; | i € m))
O
Ast pués, Q7(f) estd definida en (z; | 7 € m) si y sdlo si hay un y € N tal
que, para cada z < y, la aplicacién parcial f estd definida en (xg,...,Zm—1,2) ¥
f(zo,.. ., Tm-1,y) = 0; en cuyo caso Q' (f)(w; | i € m) es precisamente el primer
y € N con tal propiedad.
Podria parecer razonable definir Q;T( f) conviniendo que su dominio de definicién
sea
(0, -+, Tm—1,y) € Dom(f)
Dom(Q7(f :{m 1EM eNm‘HyeN< )},
( H( )) (Z| ) &f(l‘o,---,xm_hy)zo
y que entonces a un (x; | i € m) € Dom(Q2;'(f)) le asigne como valor el primer
y € N tal que (zg,...,Zm-1,y) € Dom(f) v f(zo,...,Zm—1,y) = 0. Ahora bien,
las aplicaciones parciales recursivas no estan cerradas bajo tal esquema, porque,
usando resultados posteriores, si A es un subconjunto recursivamente enumerable
pero no recursivo, entonces la aplicacién parcial f de N x N en N cuyo dominio de
definicion es:
Dom(f) = {(z,y) eN* | (y=0 & z € A) Vy=1},
y que a un (z,y) € Dom(f) le asigna como valor:

fz,y) =0,
es parcial recursiva y para la aplicaciéon g de N en N cuyo dominio de definicién es:
(z,y) € Dom(f)> }

Dom(g):{xEN‘3y€N< & flw,y) =0
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y que a un z € Dom(g) le asigna como valor el primer y € N tal que (z,y) € Dom(f)
y f(z,y) = 0, se cumple que Dom(g) = N y que ¢ no es parcial recursiva, ya que si
lo fuera, serfa recursiva y puesto que, para cada z € N, g(z) =0 si y s6lo si z € A,
A seria recursivo, contradiccién.

Definicién 4.110. Denotamos por 3P" la N-signatura algebraica heterogénea, para
las aplicaciones parciales recursivas, cuya coordenada (w,n)-ésima, con (w,n) €
N* x N, es la definida como:

{K070}7 Siw:)\yn:();
{sc}U{pr o}, siw=Ayn=1
{prn,i|i€n}a siw=Ayn>2;

Ywn =4 {Q5"}, siw=(m)A(n|i€em)ym>1;
o), Siw= (m) A(m+2) y n=m+1
s, siw=(m+1)yn=m;
2, en cualquier otro caso.

Definicién 4.111. Denotamos por HP'(N' /N) la XP'-dlgebra heterogénea cuyo
N-conjunto subyacente HP"(N",N) es (Hom, (N",N)),en y en la que las operaciones
estructurales son:

1. Ko, la aplicacién constante O-aria determinada por 0, que es la aplicacién
de N° en N, que al tinico miembro de N° le asigna como valor 0.

2. sc, la aplicacién sucesor.

pry o, la aplicacién identidad de N.

4. Paracadan > 2y cadai € n, pr
en N.

5. Para cada m € N—1y cada n € N, Q1"", el operador de composicion
(generalizada) de ariedad (m) A(n | i € m) y coariedad n, que es la apli-
cacién de Hom,(N™,N) x (Hom,(N",N))™ en Hom,(N",N) que a un par
(f,(gi | © € m)) del primero le asigna como valor la aplicacién parcial
Q8" (f,(gi | i € m)) de N en N obtenida componiendo (g; | i € m) y f.

6. Para cada m € N, QF, el operador de recursion primitiva de ariedad
(m) A(m + 2) y coariedad m + 1, que es la aplicacién de Hom,(N™, N) x
Hom,, (N2 N) en Hom,,(N™*! N) que a un par (f, g) del primero le asig-
na como valor la aplicacién parcial Q% (f,g) de N™! en N obtenida de f
y g por recursiéon primitiva.

7. Para cada m € N, QI', el operador de minimizacién de ariedad (m + 1) y
coariedad m, que es la aplicacién de Hom,(N™*1 N) en Hom, (N™,N) que
a una aplicacién parcial f: N™+! —~N del primero le asigna como valor
la aplicacién parcial Q7 (f): N™

&

n,i» 1& proyeccion canénica i-ésima de N"

N, obtenida de f por minimizacién.

En la definicién anterior, para simplificar la notaciéon, hemos identificado las ope-
raciones formales heterogéneas con sus realizaciones en el N-conjunto (Hom, (N",N) |
n € N).

Puesto que disponemos del concepto de subalgebra de un algebra heterogénea,
para la ¥P"-algebra heterogénea HP'(N',N), un N-subconjunto F = (F,)nen del
N-conjunto subyacente (Hom,(N™, N)), ey de HP*(N',N), serd una subdlgebra pre-
cisamente cuando cumpla las siguientes condiciones:

" Ko,0 € Fo-

= sc € Fi.

= prig € Fi.

= Para cadan > 2y cadai€n, pr,,; € Fy.
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= Paracadam € N—1,cadan € N, cada f € F,, ycada (g; | i € m) € (F,)™,
Q" (f, (95 | i € m)) € Fo.

» Para cada m € N, cada f € F,, y cada g € Fpoq2, QF(f, 9) € Frng1-

= Para cada m € Ny cada f € Fpi1, Q' (f) € Fin.

Debido a que lo que es cierto para todas las algebras heterogéneas, lo es de las
de una signatura determinada, tenemos las siguientes proposiciones.
Proposicion 4.112.
1. (Homp(N™,N) |)nen es una subdlgebra de HP'(N')N).
2. Si (FYier es una familia no vacia de subdlgebras de HP*(N',N), entonces
Nicr F* es una subdlgebra de HP' (N, N).
3. Si (F')ier es una familia no vacia de subdlgebras de HP'(N",N), y si dados
i,j € I, hay un k € I tal que F* U FI Cy F*, entonces UZEI]:" es una
subdlgebra de HP*(N')N).
Corolario 4.113. Para la XP*-dlgebra heterogénea HP*(N' N), se cumple que la
endoaplicacion Sngr(N',N) del conjunto Suby(HP*(N",N)), de los N-subconjuntos de
HP'(N',N), definida como:
g Suby(HP*(N',N)) — Suby(HP*(N',N))
EHr (v ) F — N{CeSHP(N,N)) | FCnC}
tiene las siguientes propiedades:
1. Im(Sngr(N.yN)) C S(HP*(N',N)).
2. {X € Sub(H"(N')N)) | X = Sngr(N',N)(X)} = S(HP"(N')N)).
es extensiva, i.e., para cada X € Suby(HP'(N',N)) se cumple
Sngr(N',N)(X)'
) SgHPr(N',N) es isdtona, i.e., para cada X,Y € Suby(HP*(N',N)), si X Cn Y,
entonces Sngr(N‘,N)(X) Cn Sngr(N.’N) ().
) s idempotente, i.e., para cada X € Subn(HP*(N',N)) se cumple

3. Sngr(N.,N)
que X Cr

Sngr(N‘,N
que Sgypp v 1y (X) = S8poe v+ 1oy (Spzor (v 1y (X))
Sngr(N' Ny €8 algebraica, i.e., para cada familia no vacia (X*);er en Suby(HP*(N',N)),
si para cada i,7 € I, existe un k € I tal que X' U X7 Cy X*, entonces
Sngr(N',N)(UieI Xi) = Uie[ Sngr(N',N)(Xi)'
Por consiguiente, para cada X C HP'(N' N), Sngr(N.’N

do de HP*(N')N) que contiene a X, y lo denominamos el cerrado de HP*(N')N)
generado por X.

)(X ) es el minimo cerra-

Demostracion. O

Observemos que la propiedad de algebricidad del operador Sgy,., ( equivale

N'N)
a que, para cada X Cy HP*(N',N), se cumpla que:

SgHPT(N',N)(X) = Ufesubfm(é\f)Sngr(N',N) (%),

siendo Subgy, (X) el conjunto formado por los N-subconjuntos F de X tales que el
soporte de F, i.e., el conjunto supp(F) = {n € N | F, # &}, es finito y, adem4s,
para cada n € supp(F), F, es finito.

Definicién 4.114. Sea F = (F,)nen un N-subconjunto finito de HP*(N',N). En-
tonces a las aplicaciones parciales pertenecientes a la unién de la subéalgebra he-
terogénea de HP'(N',N) generada por tal N-subconjunto finito, las denominamos
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aplicaciones parciales recursivas relativas a F, o aplicaciones parciales F-recursivas,
y al conjunto de todas ellas lo denotamos por APR(F).

En particular, el conjunto de las aplicaciones parciales recursivas, denotado por
APR, es la unién de la subdlgebra heterogénea de HP*(N',N) generada por el N-
conjunto (&),en (cuyas coordenadas son todas vacias).

No perdemos generalidad, si en lugar de definir el conjunto de las aplicaciones
parciales recursivas respecto de un N-subconjunto finito de HP*(N", N), lo definimos
respecto de una subdlgebra heterogénea finitamente generada de HP*(N' N), ya
que, debido a que el operador Sngr(N‘ ) ©s idempotente, para cada N-subconjunto

finito F de HP"(N',N), se cumple que:

APR(F) = APR(Sggpr - ) (F))-

)
Ademsds, si F es una subdlgebra heterogénea finitamente generada de HP*(N',N),
entonces APR(F) es, simplemente, (J, cy Fn-

Como consecuencia inmediata de las propiedades del operador Sg.. (NN tene-

mos, por una parte, que para cada N-subconjunto finito F de HP*(N',N), APR C
APR(F), i.e., que toda aplicacién parcial recursiva es una aplicacién parcial F-
recursiva y, por otra, que si F, G y H son tres N-subconjuntos finitos de HP*(N", N)
tales que 7 C G C H, y, ademds, toda aplicacién parcial de (J, oy Fn es parcial
G-recursiva y toda aplicacién parcial de (J,, oy Gn es parcial H-recursiva, entonces

toda aplicacién parcial de | J, o Fn s parcial H-recursiva.

Proposicién 4.115. Sea F = (F,)nen un N-subconjunto finito de HP*(N' ) N)
y ademds f € |J, oy Homy(N",N). Entonces una condicion necesaria y suficien-
te para que f € APR(F) es que exista un p € N —1, y una familia (f;)icp en
Unen Homy (N, N) tal que f = f,—1 y, para cada i € p, se cumpla que:

1. f; € Fn, para algin n € N, o

2. fi = koo, 0

3. fi=sc, 0

4. fi=prig, 0

5. fi =pr, ;, para algin n > 2 y algin j € n, o

6. fi esm+ 1l-aria y f; = QF(f;, fx), para un j y un k € i tales que f; sea
m-aria y fr sea m + 2-aria, o

7. fi es m-aria y fi = Q}(f;), para un j € i tal que f; sea m + 1-aria, o

8. fi esn-aria y fi = Q" (fi, (fea)aem), para un m e N—1, un j € i y una

familia (ko)aem € ©™ tal que f; sea m-aria y, para cada o € p, fr, sea
n-aria.

Corolario 4.116. Sea f € |J,, .y Hom,(N",N). Entonces una condicion necesaria
y suficiente para que f € APR es que exista un p € N—1, y una familia (f;)icp en
Unen Homy, (N, N) tal que f = f,1 y, para cada i € p, se cumpla que:

1. fi = Ko,0, 0

2. fi=sc, o

3. f’L =Pri0, 0

4. fi =pr, ;, para algin n > 2 y algin j € n, o

5. fi esm+ l-aria y f; = QR (f;, fx), para un j y un k € i tales que f; sea
m-aria y fr sea m + 2-aria, o

6. fi es m-aria y fi = Q;}(f;), para un j € i tal que f; sea m + 1-aria, o

7. fi esn-aria y f; = Q5" (fi, (fra)aem), para unm € N—1, un j € i y una

familia (ko)aem € 9™ tal que f; sea m-aria y, para cada o € p, fi, sea
n-aria.
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Corolario 4.117. El conjunto de las aplicaciones parciales recursivas es infinito
numerable. Por consiguiente, la mayoria de las aplicaciones parciales numericas no
S0M TECUTSIVAS.

Corolario 4.118. Cada aplicacion recursiva primitiva es una aplicacion parcial
recursiva.

Lallamada Hipétesis fundamental de la teoria de la recursién de Church-
Turing-Kleene afirma que:

Una aplicacién parcial es mecdnicamente computable exactamente
si es una aplicacién parcial recursiva.

Tal como dice Ouspenski en [?]:

L’argument fondamental en faveur de ’'Hypothese Fondamentale est ’ex-
périence séculaire de 'humanité . .. "Hypothese Fondamentale a le méme
caractere que les autres lois des sciences de la nature. Elle est le résultat
de la longue expérience humaine, la somme de beaucoup d’expériences,
de vérifications mille fois éprouvées . .. Et d’ailleurs remarquons ici méme
qu’il n’est pas particulierement important pour nous, en un certain sens,
que le lecteur soit d’accord avec 'Hypothese Fondamentale ... Ainsi le
lecteur qui n’est pas d’accord pour accepter 'Hypothese Fondamentale
“comprendra”’et “admettra”tout plus loin. Mais pour un tel lecteur il est
impossible de comprendre l'attention que nous prétons a la notion de
fonction partielle récursive. Pour ce lecteur, la théorie des fonctions par-
tielles récursives ne sera que la théorie d’un certain sous-classe concrete
de la classe de toutes les fonctions intuitivement calculables.

Por su parte, Shoenfield en [?] dice:

Since the notion of a computable function has not been defined precisely,
it may seem that it is impossible to give a proof of Church’s Thesis.
However, this is not necessarily the case. We understand the notion of a
computable function well enough to make some statements about it. In
other words, we can write down some axioms about computable functions
which most people would agree are evidently true. It might be possible
to prove Church’s Thesis from such axioms. However, despite strenuous
efforts, no one has succeeded in doing this (although some interesting
partial results have been obtained). We are thus reduced to trying to
give arguments for Church’s Thesis which seem to be convincing.

The first argument is that all the computable functions which ha-
ve been produced have been shown to be recursive, .... Moreover, all
the tecniques for producing new computable functions from old ones ha-
ve been shown to lead from recursive functions to recursive functions.
Another argument comes from various attempts to define computable
precisely. . ... This at least shows that the class of recursive functions is
a very natural class; and it is hard to see why this should be so unless it is
indeed the class of computable functions. .. .. The most convincing argu-
ment is that all of the results of recursion theory become quite rasonable
(or even obvious) when recursive is replaced by computable.

Algo que no debemos hacer es identificar las aplicaciones parciales recursivas
con las funciones parciales pragméticamente computables, i.e., con las funciones
parciales que sean computables fisicamente, por ejemplo, mediante un ordenador,
simplemente porque hay aplicaciones parciales recursivas tales que para calcular su
valor en algin argumento no habria suficiente energia en el universo.

El concepto matematico de aplicacién parcial recursiva no se deja agotar por el
concepto informal de funcién parcial pragmaticamente computable, en el mejor de
los casos, se deja aproximar asintéticamente por tal concepto, pero no se identifica
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con él. En ultima instancia no es lo mismo aceptar el conjunto de los ntimeros na-
turales como un todo acabado, completo, un infinito actual, que aceptar un sistema
potencialmente infinito, un sistema abierto, susceptible de aumentar sin fin.

Hay algunos autores que se toman la libertad, injustificada, de identificar la
hipotesis fundamental de la teoria de la recursion de Church-Turing-Kleene, que no
es un teorema matematico y, por lo tanto, no tiene sentido plantearse la demostra-
cién de la misma, en todo caso justificarla o refutarla; con el teorema matemético
que establece la equivalencia entre diferentes formalizaciones matematicas del con-
cepto no matematico de computabilidad, como, por ejemplo, que las méaquinas
matematicas de Post-Turing, que en modo alguno son maquinas fisicas, ya que se
hace abstraccién de las limitaciones espacio-temporales y energéticas, los algoritmos
normales de Markoff, los sistemas candnicos de Post, etc, son equivalentes ente si,
i.e., definen el mismo conjunto de aplicaciones parciales de potencias de los niime-
ros naturales en los niimeros naturales. Con ello tales autores falsean la historia, al
hacer una identificacién que nadie ha sostenido, se confunden, al hacer la identifi-
cacion entre una hipétesis y un teorema matematico, y, lo que es peor, inducen a
error a los demés.

El autor de estas notas no ha leido en ninguno de los trabajos de los estudiosos de
la teoria de la recursién, desde, e.g., Church, Gédel, Kleene, Kolmogoroff, Markoff,
Post, Rosser, Shanin, Turing, etc, hasta, e.g., Davis, Friedman, Lacombe, Odifreddi,
Saks, Shoenfield, Soare, etc, que alguno de ellos haga la identificacién anterior, todos
tratan de justificar la hipdtesis haciendo girar sus argumentos, esencialmente, sobre
la estabilidad del conjunto de las aplicaciones parciales recursivas, en el sentido de
que las diferentes definiciones son equivalentes, salvo Kalmar que trata de refutarla.

Abundando en lo dicho conviene recordar lo dicho por Lacombe:

Il est bien évident que beaucoup de théories mathématiques ont été cons-
truites (au moins initialment) pour “reproduir”- et, partant, pour appro-
fondir- la structute de certains domains extra-mathématiques. Autre-
ment dit, une notion mathématique donné constitue souvent une “tra-
duction abstraite” (ou, comme on dit parfois, une “formalisation”) de
certains phénomenes “concretes”. Dans le cas des fonctions récursives,
ces phénomenes concrets sont d’ordre “périmathématique”.

Convenons de désigner par le mot périmathématique les questions
qui portent sur la mathématique considérée comme un “fait”. Ces ques-
tions, lorsqu’on les envisage directament, ne sont évidentment pas d’ordre
mathématique, quelle que soit ’extension qu’on donne a ce dernier terme.

On peut - trés grossierement - séparer les problemes périmathéma-
tiques en deux groupes principaux: d’une part ceux qui concernent les
notions (“intuitives”) d’énoncé mathématique et de démonstration (d’ou
lon déduit la notion de théoreme), d’autre part ceux qui concernent les
questions de calculabilité effective et de décidabilité effective. La repro-
duction mathématique des concepts du premier groupe s’effectue grace
a des systémes formels adéquats; quant aux concepts du second grou-
pe, nous nous proposons de montrer, comme la notion de récursivité en
constitue une traduction mathématique satisfaisant.

11 nous faut d’abord preéciser quelque peu, sur le plan “pratique”( ou
“intuitive”) le contenu concret de cette notion “périmathématique”d’ “ef-
fectivité”.

Une application ¢ de NP dans N est dite effectivement calculable
s'il existe un procédé général et “uniforme”, défini une fois pour tou-
tes, permettant de passer de chaque p-uplet (zo,...,zp—1) & la valeur
@(zo,...,xp—1) au moyen d’une suite finie et effectivement déterminée
d’opérations effectivement réalisables.

Une telle “définition” n’offre évidentment aucun sens mathématique
précis. Il ne saurait en étre autrement, puisqu’il ne s’agit pas d’une notion
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mathématique, mais d’un concept pratique qu’on peut seulement essayer

de “décrire”ou de “circonscrire”, ce qui ne peut guere s’effectuer que par

voie d’exemples.

Une sous-ensemble E de NP sera dit effectivement décidable s’il existe
un procédé uniforme permettant de reconnaitre, pour chaque p-uplet
(zo,...,Zp—1), au terme d’une suite fini et effectivement déterminée
d’opérations élémentaires effectivement réalisables, si (zo,...,Tp—1) ap-
partient ou non a F.

Une sous-ensemble ' de N? sera dit effectivement semi-décidable s’il
existe un procédé uniforme permettant, pour chaque p-uplet (zo, . .., ZTp—1)
de définir effectivement une suite d’opérations telle que: si (zo, ..., Tp—1)
appartient a F, la suite abouitesse & reconnaitre cette appartenance; mais
si (zo,...,xp—1) Nappartient pas & F, la suite se prolonge sans jamais
aboutir.

Dans la mesure ou les trois notions qui viennent d’étre définies ont
un sens intuitif, elles psseédent les propriétés suivantes (parmi beaucoup
d’autres analogues);

1. Pour qu’un ensemble soit effectivement décidable, il faut et il suffit

que sa fonction caractéristique soit effectivement calculable.

2. Pour qu’une fonction soit effectivement calculable, il faut que son
graphe soit effectivement décidable, et il suffit que ce graphe soit
effectivement semi-décidable.

3. Si un ensemble et son complémentaire sont tous deux effectivement
semi-décidables, alors ils sont effectivement décidables.

On peut donc en particulier affirmer 1’énoncé (périmathématique et

“intuitivement évident”) suivant:

(B) Toutes les fonctions récursives sont effectivement calculables; tous
les ensembles récursifs sont effectivement décidables; tous les ensem-
bles récursivement énumérables sont effectivement semi-décidables.

Il est bien évident que I'adéquation d’une théorie mathématique a un
domaine extra-mathématique ne peut faire l’objet ni d’'un énoncé mathé-
matique, ni a fortiori d’'une démonstration mathématique. Une telle
adéquation peut seulement se “justifier” expérimentalement.

Nous nous proposons donc d’établir I’adéquation de la notion mathé-
matique de récursivité a la notion périmathématique d’effectivité. Cette
adéquation, qui constitue la réciproque de I’ “énoncé (B), peut s’énoncer
sous plusieurs formes équivalentes: Nous adopterons la forme (C) suivant:
(C) Toute fonction effectivement calculable est récursive.

Il s’agit-1a, répétons-le, d’un énoncé non mathématique; en effet cette
“thése”, jointe a ’énoncé (B), exprime l'identité entre deux ensembles
don 'un est mathématiquement défini, mais dont I’autre n’a qu’une exis-
tence purement pratique (ou “idéalement” pratique).

11 ne peut donc étre question de prouver la proposition (C), mais seule-
ment de la justifier par des arguments expérimentaux, aussi convaincants
que possible

Teorema 4.119. Sea m € N—1, f una aplicacion parcial de N™ en N tal que I'y
sea recursivamente enumerable y ¢ una endoaplicacion de N recursiva primitiva de
gran amplitud. Entonces hay una aplicacion recursiva primitiva 1 de N™+1 en N
tal que f = po QT(’(/J) Por consiguiente f es una aplicacion parcial recursiva.

Demostracion. O

Lema 4.120. Seam € N y f una aplicacion parcial de N™ en N. SiIy es una rela-
cidn recursivamente enumerable, entonces Dom(f) es una relacidn recursivamente
enumerable.

Demostracion. O
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Lema 4.121. Sea m € N y f una aplicacion parcial de N en N tal que I'y sea
una relacion recursivamente enumerable. Entonces la imagen inversa bajo f de
un subconjunto recursivamente enumerable de N es una relacion recursivamente
enumerable.

Demostracion. O

Teorema 4.122 (del grafo). Sea m € N y f una aplicacion parcial de N™ en N.
Una condicion necesaria y suficiente para que f sea una aplicacion parcial recursiva
es que I'y sea una relacion recursivamente enumerable.

Demostracion. O

Teorema 4.123 (débil de la forma normal). Sea m € N — 1, f una aplicacion
parcial recursiva de N™ en N y ¢ una endoaplicacion de N recursiva primitiva de
gran amplitud. Entonces hay una aplicacion recursiva primitiva 1 de N1 en N

tal que f = o (1)

Demostracion. O

Definicién 4.124. Sea m € N y n > 1. Una representacion parcial recursiva de
N™ en N” es una aplicacién parcial f de N™ en N” para la que existe una familia
de aplicaciones parciales (f;);en en la que, para cada ¢ € n, f; es una aplicacién
parcial recursiva de N™ en N tal que f = (f;),.,,, siendo (f;),,, la tinica aplicacién
parcial de N™ en N™ tal que:

L. Para cada i € n, pr, ; o (fi);c, < fi-
2. Para cada aplicacion parcial h de N™ en N", si, para cada i € n, pr,, ;0h <
fi, entonces h < (f;)

i€En’
Teorema 4.125 (generalizado del grafo). Sea m € Nn > 1 y f una representa-
cion parcial de N™ en N™. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea una

representacion parcial recursiva es que I'y sea una relacidn recursivamente enume-
rable.

Demostracion. O

Corolario 4.126. Sea m € Nn > 1 y f una representacion parcial recursiva de
N™ en N™. Entonces se cumple que:

1. Si R es una relacion m-aria recursivamente enumerable, entonces f[R] es
una relacion n-aria recursivamente enumerable.

2. Si S es una relacion n-aria recursivamente enumerable, entonces f~1[S] es
una relacion m-aria recursivamente enumerable.

3. Dom(f) es una relacion m-aria recursivamente enumerable. En particular,
el dominio de definicion de una aplicacion parcial recursiva es una relacion
recursivamente enumerable.

4. Im(f) es una relacion n-aria recursivamente enumerable. En particular, la
mmagen de una aplicacion parcial recursiva es un conjunto recursivamente
enumerable.

5. Siy € N entonces la fibra de f eny es una relacion m-aria recursivamente
enumerable. En particular, cada fibra de una aplicacion parcial recursiva es
una relacion recursivamente enumerable.

6. Cada relacion cuyo caracter sea una aplicacion parcial recursiva es recur-
siwamente enumerable.

Proposicién 4.127. Seam € N—1, n € N, (fi)iem una familia de aplicaciones
parciales en la que, para cada i € m, f;: N*—=N, Q una relacion m-aria y F
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una subdlgebra heterogénea de H'P(N' N). Si, para cada i € m, f; es una aplica-
cion parcial recursiva y @ es una relacion recursivamente enumerable, entonces la
relacion n-aria " (Q, (fi)iem) en N es recursivamente enumerable.

Demostracion. O

Proposicién 4.128. Sean m, n € N, (f;)icm una familia de aplicaciones parciales
en la que, para cada i € m, f;: N*——=N, (R;)icm una familia de relaciones n-
arias tal que, para cada i, j € m, i1 # j, entonces R; NR; =@ y Uiem R, =N",
Si, para cada i € m, f; es una aplicacion parcial recursiva y R; es recursivamente
m,n . ., . .
enumerable, entonces QNS ((fi)iem, (Ri)iem) es una aplicacion parcial recursiva.

Demostracion. O

Corolario 4.129. Las aplicaciones parciales &y, &1, que determinan la representa-
cion de N — 1 sobre N* — {\}, para una representacién recursiva primitiva de N
sobre N* | son parciales recursivas.

Proposicién 4.130. Sea m € N y L un subconjunto de N™. La relacion L es re-
cursivamente enumerable si y solo si es una fibra de una aplicacion parcial recursiva
de N™ en N.

Proposicion 4.131. Seam € N y L un subconjunto de N™. La relacion L es recur-
sivamente enumerable si y solo si es es el dominio de definicion de una aplicacion
parcial recursiva de N™ en N.

Proposicion 4.132. Sea L un subconjunto de N. Una condicion necesaria y su-
ficiente para que L sea recursivamente enumerable, es que sea la imagen de una
endoaplicacion parcial recursiva f de N.

Proposiciéon 4.133. Sea m € N —1 y L un subconjunto de N™. La relacion L es
recursivamente enumerable si y sélo si es la imagen de una representacion parcial
recursiva f de N en N™,

Proposicién 4.134. Sean m,n € N — 1, f una representacion parcial de N™
en N™ y g una representacion parcial de N™ en N tales que g o f < idym y
fog <idyn. Entonces f es una representacion parcial recursiva si y solo si g es
una representacion parcial recursiva.

Corolario 4.135. Sean f y g dos endoaplicaciones parciales de N tales que go f <
idy y fog <idy. Entonces f es una aplicacion parcial recursiva si y solo si g es
una aplicacion parcial recursiva.

4.6. La aplicacién de Ackermann.

Presentamos una versién de la aplicacién de Ackermann, basandonos en el tra-
bajo de Hermes, que demuestra la existencia de aplicaciones computables que no
son recursivas primitivas. Sin embargo la aplicacién de Ackermann serd recursiva
general.

Proposicion 4.136. Si f: N——=N es recursiva primitiva, entonces, para cada
z €N, la aplicacion f*: N—=N es recursiva primitiva, siendo f° = prio Y, para
0<uaz, f*t = f%o f, i.e., siendo (f)zen la tinica aplicacién de N en End(N) tal
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%
1 (f)

zeN
de\

End(N) ~ End(N)

que el diagrama:

N<~——X N

(fm).tEN

en el que ko es la aplicacion que al unico miembro de 1 le asigna 0, Kiq, la aplicacion
que al unico miembro de 1 le asigna idy y F' la aplicacion definida como:

{ End(N) — End(N)
F

g r— gof
conmuta.

Demostracion. ]
Definicién 4.137. Denotamos por (f)zen la inica aplicacién de N en End(N) tal
que el diagrama:
N~—>X N
Ko

1 (f2)

zeN
k\

End(N) ~ End(N)

(fx)zGN

en el que kg es la aplicacién que al inico miembro de 1 le asigna 0, ks, la aplicacién
que al tnico miembro de 1 le asigna Sc y F' la aplicacién definida como:

End(N) — End(N)
R UL

conmuta. De modo que fo =scy,si 0 < x, fy41 asignaauny € N, fo11(y) =
fEr ().

A la composicién de (fy)zen X idy: Nx N—=End(N) x N con evy y: End(N) x
N——=N, la denotamos por g, as{ que, para cada (z,y) € Nx N, g(x,y) = fz(y).

F

Proposiciéon 4.138. Para cada x € N, se cumple que f,: N——=N es una aplica-
cion recursiva primitiva.

Demostracion. Observemos que f,41 se obtiene por recursién a partir de la aplica-
cion kg, (1y: N —=Ny de f, opry,: N> —=N. O

Definicién 4.139. Denotamos por Ack la correspondencia de N x N en N definida
como:
y+1, st (z,y) = (0,9);
Ack(z,y) = { Ack(z, 1), si (z,y) = (x+1,0);
Ack(z, Ack(z +1,y)), si(z,y)=(x+1,y+1).

Proposicion 4.140. La correspondencia Ack es una aplicacion, i.e., para cada
(z,y) € Nx N, hay un dnico z € N tal que Ack(z,y) = z.



INCOMPLETUD 93

Demostracion. Por induccién sobre x.

Para = 0 se cumple que, para cada y € N, hay un tunico z € N tal que
Ack(z,y) = z, ya que, en este caso, Ack(0,y) =y + 1.

Supongamos que para 0 < z se cumpla que para cada y € N, hay un tnico z € N
tal que Ack(z,y) = z. Demostramos entonces que para z + 1 también se tiene que
para cada y € N, hay un dnico z € N tal que Ack(z+1,y) = z, por induccién sobre

Y-
Para y = 0 se cumple que hay un tnico z € N tal que Ack(z + 1,0) = z, ya que
en este caso, Ack(z +1,0) = Ack(z, 1).
Supongamos que para 0 < y se cumpla que hay un unico z € N tal que Ack(x +
1,y) = z. Entonces para y + 1 hay un tnico z € N tal que Ack(x + 1,y + 1) = =.
Por lo tanto, para cada y € N, hay un tunico z € N tal que Ack(z + 1,y) = 2.
De donde podemos afirmar que, para cada x € N y para cada y € N, hay un tinico
z € N tal que Ack(z,y) = z. O

Proposicién 4.141. Se cumple que Ack coincide con la aplicacion g de N x N en
N que a un (x,y) € N x N, le asigna f;(y).

Demostracion. Por induccién sobre x.
Base de la induccion principal. Para x = 0 y para cada y € N, se cumple que

9(0,y) = fo(y)
=y+1
= Ack(0,y).

Hipdtesis de la induccion principal. Supongamos que para 0 < x se cumpla que,
paracaday € N, g(z,y) = f(y) = Ack(z, y). Demostramos entonces que para x+ 1
también se tiene que, para cada y € N, g(x + 1,y) = Ack(x + 1,y), por induccién
sobre y.

Base de la induccion subordinada. Para y = 0 se cumple que

9(x +1,0) = f211(0)
=f2(1)
= fz(1)
=g(z,1)
= Ack(z,1) Hip6t. ind. prin..

Hipdtesis de la induccion subordinada. Supongamos que para 0 < y se cumpla
que g(z + 1,y) = Ack(xz + 1, y). Entonces

glz+1ly+1) = forri(y+1)
= fr(1)
= f(f21(1))
= fa(fo+1(y))

= fa(g(z +1,9))

= Ack(z, g(x + 1,y)) (Hip6t. ind. prin.)

= Ack(z,Ack(z + 1,y)) (Hipét. ind. sub.)

=Ack(x +1,y+1).

Por lo tanto, para cada y € N, g(z + 1,y) = Ack(z + 1,y). De donde podemos
afirmar que, para cada x € N y para cada y € N, g(z,y) = Ack(z, y). O

Lema 4.142. La aplicacion de Ackermann es estrictamente creciente en ambas
variables, i.e., se cumplen las siguientes condiciones:
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1. Para cada a,b,y € N, si a < b, entonces Ack(a,y) < Ack(b,y).
2. Para cada x,a,b,€ N, si a < b, entonces Ack(x,a) < Ack(z,b).

Demostracion. Es suficiente que demostremos que:

1. Para cada z,y € N, Ack(z,y) < Ack(z + 1,y).
2. Para cada z,y € N, Ack(z,y) < Ack(z,y + 1).

En primer lugar demostramos que, para cada z,y € N, y < Ack(z,y).

Si & = 0, entonces, para cada y € N, se cumple que y < Ack(0,y), porque
Ack(0,y) = sc(y).

Supongamos que para 0 < z se cumpla que y < Ack(z,y), para cada y € N.
Vamos a demostrar que, para cada y € N, y < Ack(z+1,y). Si y = 0, entonces, por
la definicién de Ack, Ack(z+1,0) = Ack(z, 1), pero, por la hipdtesis, 1 < Ack(z, 1)
y, yaque 0 < 1,0 < Ack(z + 1,0). Supongamos que para 0 < y, y < Ack(z + 1,y).
Entonces, por la definicién de Ack, Ack(z + 1,y + 1) = Ack(z, Ack(z + 1,y)),
pero Ack(z + 1,y) € N, luego, por la hipétesis de la induccién principal, Ack(z +
1,y) < Ack(x,Ack(xz 4+ 1,y)), pero, por la hipdtesis de la induccién subordinada,
y < Ack(z+1,y), por lo tanto, de y < Ack(z+1,y) y Ack(z+1,y) < Ack(z+1,y+1),
obtenemos que y + 1 < Ack, Ack(x + 1,y + 1), asi que, para cada y € N, se cumple
que y < Ack(z 4+ 1,y), De donde, para cada z,y € N, y < Ack(z,y).

En segundo lugar demostramos que, para cada x,y € N, Ack(z,y) < Ack(z,y +
1).

Si z = 0, entonces, para cada y € N, se cumple que Ack(0,y) =sc(y) <y+2=
Ack(0,y + 1), luego, para cada y € N, Ack(0,y) < Ack(0,y + 1).

Supongamos que para 0 < z se cumpla que, para cada y € N, Ack(z,y) <

Ack(z,y + 1). Vamos a demostrar que, para cada y € N, Ack(z + 1,y) < Ack(z +
1,y 4 1). Sea y € N, entonces, por la definicién de Ack, tenemos que

Ack(z + 1,y + 1) = Ack(z, Ack(z + 1,y)),
pero, por la primera parte, se cumple que
Ack(z +1,y) < Ack(z, Ack(xz + 1,y)),
luego Ack(z + 1,y) < Ack(z 4+ 1,y + 1), asi que, para cada y € N,
Ack(z + 1,y) < Ack(z + 1,y + 1),

por lo tanto, para cada z,y € N, Ack(x,y) < Ack(z,y + 1).
En tercer lugar demostramos que, para cada z,y € N, Ack(z,y + 1) < Ack(x +

Ly).
Si y = 0, entonces, para cada z € N, se cumple que

Ack(x +1,0) = Ack(x, 1) = Ack(z,0+ 1),

luego, Ack(z,1) < Ack(z + 1,0), por lo tanto, para cada z € N, Ack(z,1) <
Ack(z +1,0).
Supongamos que para 0 < y se cumpla que, para cada = € N,

Ack(z,y+ 1) < Ack(z + 1,vy).
Vamos a demostrar que, para cada z € N,
Ack(z,y+2) < Ack(z + 1,y + 1).

Sea x € N, entonces, por la primera parte, y + 1 < Ack(x,y + 1), luego y + 2
Ack(z,y + 1). Ahora bien, por la hipétesis de induccién,

Ack(z,y+1) < Ack(z + 1,y),
luego y + 2 < Ack(z + 1,y). Entonces, por la segunda parte,
Ack(z,y+2) < Ack(z, Ack(z + 1,y)) = Ack(z + 1,y + 1),

IN
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i.e., para cada r € N,
Ack(z,y+2) < Ack(x + 1,y + 1),

por lo tanto para cada z,y € N, Ack(z,y + 1) < Ack(z + 1,y).
En cuarto lugar demostramos que, para cada x,y € N, Ack(z,y) < Ack(z+1,y).
Sean x,y € N, entonces por la segunda parte, Ack(x,y) < Ack(x,y + 1), pero,
por la tercera parte, Ack(z,y+1) < Ack(x+1,y), luego Ack(z,y) < Ack(z+1,y).
U

Lema 4.143. Para cada r € N y cada (¢j)jer € N", hay un ¢ € N tal que, para
cada y € N, se cumple que

ZjerACk(Cja y) S ACk(C, y)

Demostracion. Sir =0, es suficiente tomar ¢ = 0, ya que 0 < sc(0) = Ack(0, y).

Si r = 1, es suficiente tomar ¢ = ¢y, ya que Zjel Ack(cj,y) = Ack(co,y) <
Ack(eg, y).

Para 7 = 0,1, el resultado es obvio, asi que la base de la induccién ha de ser
r = 2. En este caso sea d = max{cp, c1} y ¢ = d+4. Entonces Ack(co,y) < Ack(d,y)
y Ack(er,y) < Ack(d, y), luego

Ack(co,y) + Ack(er, y) < 2Ack(d,y)
< 2Ack(d,y) + 3.

Pero 2Ack(d,y) + 3 = Ack(2,Ack(d,y)), Ack(d,y) < Ack(d + 3,y), por ser Ack
estrictamente creciente en la primera variable, Ack(2, Ack(d,y)) < Ack(2, Ack(d +

3,y)), por ser Ack estrictamente creciente en la segunda variable, y Ack(2, Ack(d+
3,y)) < Ack(2+ d, Ack(d+ 3,y)). De las dos iltimas desigualdades obtenemos que

Ack(2,Ack(d,y)) < Ack(2 + d, Ack(d + 3,v)).
Ahora bien, por la definicién de Ack, tenemos que
Ack(2 +d, Ack(d + 3,y)) = Ack(d + 3,y + 1),

y, puesto que Ack(z,y+1) < Ack(z+1,y), Ack(d+3,y+1) < Ack(d +4,y), pero
Ack(d+4,y) = Ack(c,y), asi que Ack(co,y) + Ack(cr,y) < Ack(max{co,c1}+4,y).

Supongamos que para 2 < r y cada (¢j)jer € N7, exista un ¢ € N tal que, para
cada y € N, se cumpla que

> jerAck(c),y) < Ack(c,y).
Sea (¢j)jer+1 € N"T1. Entonces, para cada y € N,

> jerp1Ack(cs,y) = (30, Ack(c;, y)) + Ack(cr, y),

luego, por la hipétesis de induccién, hay un ¢ € N tal que, para cada y € N,
Zj@ Ack(cj,y) < Ack(c,y), por lo tanto, para cada y € N,

ZjETACk(Cja y) + Ack(c,,y) < Ack(c,y) + Ack(c,, y),

de donde, por la base de la induccion, hay un d € N tal que, para cada y € N,
Ack(c,y) + Ack(er, y) < Ack(d, y), asf que, para caday € N, > 7. Ack(c;,y) <
Ack(d,y). Podemos pués afirmar que, para cada r € Ny cada (¢;);jer € N”, hay un
c € N tal que, para cada y € N, se cumple que

ZjerACk(cja y) S ACk(C, y)
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Lema 4.144. Para cada aplicacion f: N* ——=N, si hay un ¢ € N tal que, para
cada (x;)ien € N, se cumple que

f(z;|ien) < Ack(e, Y
entonces hay un d € N tal que, para cada (;)ien € N™, se cumple que
flxilien)+3> .2 < Ack(d, >, ¢, i)
Demostracion. Sea (;)ien € N™, puesto que
flailien)+ 3 c,mi = flxilien)+ 3oz [ i €n),

f(wi|i€n) <Ack(e, ) ;c,2i) v, paracadai € n, pr,, ;(; | 1 € n) < Ack(0, ), i),
tenemos que

flz;|ien)+ ZiEnprnﬁi(xi | i €mn) < Ack(c, ZiEnxl) + nAck(0, ZZEn Zi),

luego para un d € N se cumple que, para cada (z;);cn, € N,
Ack(c, ) cnti) +nAck(0,) 0, i) < Ack(d, ZZE” x;),

asi que, para cada (z;);ecn € N7,
flzi|ie n) + D ien®i < Ack(d, >, o, x0).

iEnmi)7

O

Lema 4.145. Para cada aplicacion recursiva primitiva f: N* —=N hay un c € N
tal que, para cada (z;)icn € N™, se cumple que

f(zi | i€n) <Ack(ce,} e, i)

Demostracion. Sean n,c € N. Entonces denotamos por F,, . el conjunto de las apli-
caciones f: N ——= N para las que se cumple que, para cada(x;);cn, € N, f(z; | i €
n) < Ack(e, 3¢, xi). Ademds, denotamos por Fack el conjunto U, ey Ueen Frnoe:
Para demostrar el lema es suficiente que demostremos que Facx contiene a las apli-
caciones recursivas primitivas basicas y que estd cerrado bajo los operadores de
composicion y de recursién primitiva.

Se cumple que ko9 € Fack, porque, para ¢ = 0, tenemos que 0 < Ack(0,0) = 1.

Se cumple que sc € Fack, porque, para ¢ = 1, tenemos que, para cada y € N,
sc(y) = Ack(0,y) y ademds, para cada y € N, por ser Ack estrictamente creciente
en la primera variable, Ack(0,y) < Ack(1l,y), luego, para cada y € N, sc(y) <
Ack(1,y).

Se cumple que, para cada n € N—1y cada j € n, pr,, ; € Fack, porque,
para ¢ = 0, tenemos que, para cada (yi)ien € N", pr, ;(y; | i € n) = y; <
Ack(0,> e, Vi) = Dien i + 1.

Demostramos ahora que Fax esta cerrado bajo los operadores de composicién.
Seal<m,neN,ge Faa NHom(N" N) y (hj)jem € Faue N Hom(N", N)™.
Entonces hay un ¢, € N tal que, para cada (z;)jem € N™, g(z; | j € m) <
Ack(cg, Zjem x;) y, para cada j € m, hay un ¢;; € N tal que, para cada (y;)ien €
N, hj(y; | i € n) < Ack(cn,, Y ;en ¥i)- Sea Q" (g, (hj)jem) la composicién de g
¥ (hj)jem. Puesto que, para cada (y;)icn € N" ycada j € m, hj(y; | i €n) €Ny
g € Fack, se cumple que

Q" (9, (hy)jem)(yi | i € n) < Ack(cg, 32 jemhi(vi | i € n)),

pero, ya que, para cada j € m, hay un c,; € N tal que, para cada (y;)ien €
N", hj(y; | i € n) < Ack(cn,;, ) ;e ¥i), tenemos que, para cada (y;)icn € N7,
djem iy | i €n) <3, Ack(en;, Y i, i) Por lo tanto, por ser Ack estricta-
mente creciente en la segunda variable, también se cumple que

Ack(cg, D jemhi(yi | i € n)) < Ack(eg, D e, Ack(cn;, D ien¥i))-
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Pero dado que, para cada r € Ny cada (¢;)er € N”, hay un ¢ € N tal que, para
cada y € N, se cumple que

Z_jerACk(cja y) S ACk(C7 y)a
para r = my (¢j)jem = (Cn,)jem), hay un ¢ € N tal que, para cada (y;)icn €
N", Zjem Ack(cn;, Y ien ¥i) < Ack(e, )¢, ¥i), luego, para cada (y;)icn € N”,
Ack(cg, Y e Ack(en;, D i, ¥i) < Ack(eg, Ack(e, D e, ¥i)), pero ¢ < ¢g+c+ 1,
asi que, por ser Ack estrictamente creciente en la primera variable, para cada
(Yi)ien € N™, Ack(c, D, vi) < Ack(eg +c+1,% ., yi), luego, por ser Ack estric-
tamente creciente en la segunda variable, para cada (y;)ie, € N, tenemos que
Ack(cg, Ack(c, > i, vi)) < Ack(cy, Ack(ey +c+ 1,3 5c,vi))-
Puesto que ¢, < ¢, + ¢, para cada (y;)ien € N, se cumple que
Ack(cg, Ack(cg +c+ 1,3 ,c,4i)) < Ack(cy + ¢, Ack(cg +c+ 1,3 ,c,.%i))s
asi que
Ack(cg, Ack(c, Y e, vi)) < Ack(cy + ¢, Ack(cyg +c+ 1,3, ui)),
pero, por la definicién de Ack, para cada (y;);cn € N", tenemos que
Ack(cg + ¢, Ack(cy +c+ 1, ZZEnyJ = Ack(cg +c+1, (Zz‘enyi) +1).
Puesto que, para cada z,y € N, Ack(z,y + 1) < Ack(z + 1,y), tenemos que, para
cada (y;)ien € N, se cumple que
Ack(cg +c+1, (ZiEnyi) +1) < Ack(ey +c+ 2, ZiEnyi)7

de donde Q" (g, (h;)jem) € Fack-

Demostramos ahora que Faci estd cerrado bajo los operadores de recursién. Sea
m €N, g € Fage N Hom(N™, N) v h € Faex N Hom(N", N)™*+2. Entonces hay
un ¢, € N tal que, para cada (2;)jem € N, g(x; | j € m) < Ack(cg, D e, 75)
y hay un ¢;, € N tal que, para cada (z;)jem+2 € N2 h(z; | j € m+2) <
Ack(ch,X:jEmJr2 x;). Vamos a demostrar que QF(g,h) € Fack, i.e., que hay un
c € N tal que, para cada ((2;)jem,y) € N1 se cumple que

QR (9, ) ((25) jem, y) < Ack(e, 3 jepmj +Y)-

Por el lema anterior, para g, hay un d, € N tal que, para cada (z;);em € N, se
cumple que

g(l‘j | JE m) + Zjemxj < ACk(dg7 Zjemxj)7
¥, por el mismo lema, para h, hay un dj, € N tal que, para cada (z;)iem+2 € N2,
se cumple que

hMz;|jem+2)+ ZjEm—&-ij < Ack(dp, Zj€m+2xj)'
Vamos a demostrar que hay un ¢ € N tal que, para cada ((z;)jem,y) € N™T1,
QF (g, ) (z5)jem.y) + ZjEm zj+y < Ack(e, Zjemxj + ), por induccién sobre y.
Sea (x;)jem € N™, arbitrario pero fijo.
Para y = 0 tenemos que
QQ(% h)((xj)j@m 0) + Zjemxj +0= g(ajj | JE m) + Zjemxj +0,
pero g(z; | j € m)+3 ¢, ©; < Ack(dg, >, ;) v, puesto que dg < méx{dy,dp}+
1, tenemos que
ACk(dga Zjemmj) < ACk(mé‘X{dgv dh} + 17 Zjemxj)7

asi que

QR (9, 7) (%) jem, 0) + 22 e s + 0 < Ack(méx{dy, dn} + 1,37, +0).
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Supongamos que para 0 < y, se cumpla que
Qﬁl(g’ h)((xj)jEma y) + Z Tj+y< ACk(méX{dg’ dh} +1, Zjemxj +y).
JEM
Entonces
QR (9, M) (())jem,y +1) + X jem® +y +1
= h((zj)jem ¥, QR (9, h)((z})jem, v)) + Zjmej +y+1
Ahora bien, tenemos que
h((z)jem, v, R (9, 1) (%)) jem- ¥)) + [ jem®i + v + QR (9, 1) (%)) jem. )]
< ACk(dh7 Zjemxj +y+ Qg(‘% h)((‘rj)jEMa y))7
luego
h((z5)iem: v, QR (9, 0)((25) jem, ¥)) + D jem®s +y + QF (9, ) ((25)jem, y) + 1]
< ACk(dhv Zjmej +y+ Qan(gv h)((xj)jemv y)) +1,
pero también
h((xj)jEmv v, QO (9, h)((gjj)jémv y)) + [Z]’Emzj +y+1]
< h((75)ems ¥ QR (9, ) () jem, ¥)) + [ jem®i Ty + 1+ Q8 (9, 1) ((7) jem, v)],
luego
h((z)jem, ¥, QR (9, h) ((25)jem, ¥)) + [ emmi +y + 1]
< Ack(dn, D jem®i +y + QR (9, R)((25)jem, ) + 1.
Por hipétesis,
Qg(gv h)((xj)jEma y) + Zjmej +y
< Ack(méx{dy,dp} +1,)
luego, por ser Ack estrictamente creciente en la segunda variable,

< Ack(dp, Ack(max{dg,dn}t + 1,3 ;.25 +Y)),

jemmj + y)7

por lo tanto
Ack(dn, 3 jemei +y + QF (9, 1) ((2))jem. y)) +1
< Ack(dp, Ack(méx{d,,dp} + 1,3
pero como dj, < max{dg,ds}, tenemos que
Ack(dp, Ack(méx{dg, dn} + 1,3 .c,, 75 +y))
< ACk(méX{dgv dh}a ACk(mé‘X{an dh} +1, Zjmej + y))v

zj+y)+1,

JEM

por lo tanto

ACk<dh7 ACk(méX{dga dh} + 1’ Z]emx.] + y)) + 1

< Ack(méx{dy, dp}, Ack(méx{d,, dn} + 1, Z]mej +y))+1,
pero
Ack(méx{d,, dp}, Ack(méx{d,,d} + 1, Ejemxj +))
= Ack(méx{d,,dn} + 1, Z]mej +y+1),
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asi que

Ack(méx{d,,dp}, Ack(méx{d,,d} + 1, Zjmej +y))+1

= Ack(méx{dg,dn} + 1,3 ¢,z +y+1)+1,

luego
QR (9, M) ((@5)jem, ) + X jemei ty+1
< Ack(méx{d,,dn} + 1,5
Hemos demostrado pués que hay un ¢ € N tal que, para cada ((z;)jem,y) € N1,
Qg(g, h)((fj)jem,y) + ZjEij +ty< ACk(méX{dwdh} +1, Zjemxj + ),

pero

z; +y+1).

JjEM

ng(g’ h)((mj)jemvy) < Qg(gv h)((xj)ijvy) + Zjemxj +y,
por lo tanto

Qﬁl(g, h)((xj)j€m7 y) < ACk(mé‘X{d97 dh} +1, Zjemwj + y)
(]

Corolario 4.146. La endoaplicacion de N obtenida de la aplicacion Ack por dia-
gonalizacion no es recursiva primitiva.

Demostracion. Sila aplicacion Dg(Ack): N——=Nqueaun = € N le asigna Dg(Ack)(z) =
Ack(z, z), fuera recursiva primitiva, entonces existirfa un ¢ € N tal que, para cada
x € N, se cumpliria que

Dg(Ack)(z) < Ack(c, ).
Por lo tanto, para x = ¢, tendrfamos que Dg(Ack)(c) < Ack(c, ¢), i.e., que Ack(c, ¢) <
Ack(e, ¢), contradiccién. O

Corolario 4.147. La aplicacion Ack no es recursiva primitiva.

Demostracion. Si Ack fuera recursiva primitiva, también lo seria Dg(Ack), contra-
diccién. (]

4.7. Aplicaciones recursivas generales.

Definiremos, en primer lugar, el conjunto de las aplicaciones recursivas generales
como la interseccién del conjunto de las aplicaciones (con argumentos y valores,
nimeros naturales) y del conjunto de las aplicaciones parciales recursivas. A con-
tinuacién caracterizaremos tal conjunto como la uniéon de la minima subdlgebra
heterogénea de una determinada algebra heterogénea parcial y también constructi-
vamente.

Después definiremos la nocién de relacién recursiva a través de la de relacién
recursivamente enumerable, daremos una condicién necesaria y suficiente para que
una relacién sea recursiva en términos de la aplicacién caracteristica de la misma,
demostraremos que, para cada n € N, el conjunto de las relaciones recursivas es
un &lgebra booleana que contiene a las partes finitas de N, y por lo tanto a las
relaciones n-arias cofinitas, y caracterizaremos a las relaciones recursivas mediante
las fibras de las aplicaciones recursivas.

Ademas, demostraremos que el sistema de las relaciones recursivas esté cerrado
bajo el operador mixto de composicion generalizada para aplicaciones recursivas
y relaciones recursivas, cilindrificaciones, concatenacion, los operadores relaciona-
les de cuantificacién existencial y universal limitada, asi como que los operadores
mixtos de minimizacién limitada transforman relaciones recursivas en aplicaciones
recursivas y que el operador mixto de definicién por casos transforma aplicaciones
recursivas y relaciones recursivas en aplicaciones recursivas.
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Por otra parte, demostraremos que las relaciones recursivas se conservan bajo las
imégenes inversas mediante la aplicacién determinada por una familia de aplicacio-
nes recursivas, que la funcién subyacente de una aplicacién recursiva es una relacién
recursiva y que las fibras de una aplicacién recursiva son relaciones recursivas. Por
dltimo, caracterizaremos, para n > 1, las relaciones recursivamente enumerables
como aquellas que son vacias o la imagen mediante la aplicacién determinada por
una n-familia de endoaplicaciones de N recursivas.

Definicién 4.148. Sea m € Ny f una aplicacion parcial de N en N. Decimos que
f es una aplicacion recursiva general o, simplemente, una aplicacion recursiva si es
una aplicacién parcial recursiva y Dom(f) = N™. Al conjunto de las aplicaciones
recursivas generales lo denotamos por ARG.

Introducimos a continuacion el concepto de aplicacion regular que nos permitira,
en definitiva, caracterizar a las aplicaciones recursivas algebraicamente, como con
las otras clases de aplicaciones consideradas hasta ahora, pero haciendo uso de
algebras heterogéneas parciales y no totales.

Definicién 4.149. Sea m € Ny f una aplicacién de N™*! en N. Decimos que f es
una aplicacién regular si para cada © € N™ existe un y € N tal que f(z,y) =

0. Al conjunto de las aplicaciones regulares de N™*! en N lo denotamos por
Hom, e, (N1 N).

Proposicién 4.150. Sea f una aplicacion regular de N+ en N. Entonces hay una
unica aplicacion g de N™ en N, obtenida por minimizacion a partir de la aplicacion
regular f tal que, para cada x € N™, g(z) = min{y € N| f(z,y) =0}.
Definicién 4.151. Seam € N. Entonces denotamos por 2", la aplicacion parcial
de Hom(N™! N) en Hom(N™, N) cuyo dominio de definicién es Hom,eg (N1 N)
y que a una aplicacién regular f de N™*! en N le asigna la aplicacién Q) eg (f) de
N™ en N obtenida por minimizacién a partir de la aplicacién regular f.

Definicién 4.152. Denotamos por 38 la N-signatura algebraica heterogénea, para
las aplicaciones recursivas generales, cuya coordenada (w,n)-ésima, con (w,n) €
N* x N, es la definida como:

{KJO,O}7 SlU):)\y’]’L:O7
{sc}U{prio}, siw=Ayn=1
{prn,i|i€n}7 Slw:)\yn22,

Ywn =4 {2} siw=(m)A(n]i€m)ym>1;
{OR'} siw=(m)A(m+2)yn=m+1;
{0 ree ) siw=(m+1)yn=m;
a, en cualquier otro caso.

Definicién 4.153. Denotamos por H™(N' N) la X8-dlgebra heterogénea par-
cial cuyo N-conjunto subyacente, H'8(N",N), es (Hom(N" N)),,cn, de modo que la
coordenada n-ésima es el conjunto de las aplicaciones de N” en N, y en la que las
operaciones estructurales son:

1. Ko, la aplicacién constante 0-aria determinada por 0, que es la aplicacién
de N en N, que al tinico miembro de N le asigna como valor 0.

2. sc, la aplicacién sucesor.

pry o, la aplicacion identidad de N.

4. Paracadan > 2y cadai € n, pr
en N.

&

n,i» 12 proyeccion canénica i-ésima de N"
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5. Paracadam € N—1ycadan € N, Q2"", el operador de composicién (gene-
ralizada) de ariedad (m) A(n | i € m) y coariedad n, que es la aplicacién de
Hom(N™,N) x (Hom(N™,N))™ en Hom(N", N) que a un par (f, (g; | i € m))
del primero le asigna como valor la aplicacién Q5" (f, (g; | ¢ € m)) de N™
en N obtenida componiendo (g; | i € m) y f.

6. Para cada m € N, Qg, el operador de recursiéon primitiva de ariedad
(m) A(m + 2) y coariedad m + 1, que es la aplicaciéon de Hom(N"™, N) x
Hom(N"*2 N) en Hom(N™*+! N) que a un par (f,g) del primero le asigna
como valor la aplicacién QZ(f,g) de N™! en N obtenida de f y g por
recursién primitiva.

7. Para cada m € N, Q' ., el operador parcial de minimizacién de ariedad
(m + 1) y coariedad m, que es la aplicacién parcial de Hom(N™*! N) en
Hom(N™ N) que a una aplicacién regular f: N™*! —=N del primero le
asigna como valor la aplicacién Q... (f): N™ —=N, obtenida de f por
minimizacion.

En la definiciéon anterior, en virtud del isomorfismo natural que existe entre
ambos, hemos identificado el conjunto Hom(N! N) con el conjunto End(N), de
las endoaplicaciones de N. Ademads, para simplificar la notacién, hemos identifica-
do los simbolos de operacién heterogéneos con sus realizaciones en el N-conjunto
(Hom(N",N)),en.

Hasta ahora, para definir los conceptos de aplicacién recursiva primitiva y de
aplicacion parcial recursiva, hemos considerado el concepto de subdlgebra de un
algebra heterogénea cuyas operaciones estan, todas, totalmente definidas, pero la
3re-glgebra heterogénea H'8(N',N) es parcial, i.e., tiene al menos una operacién
estructural parcial, y, por lo tanto, hemos de redefinir el concepto de subédlgebra para
este tipo de algebras heterogéneas parciales. Convenimos que un N-subconjunto F =
(Fn)nen del N-conjunto subyacente H'8(N',N) de H'8(N",N), es una subélgebra
precisamente cuando cumpla las siguientes condiciones:

" Ko,0 € Fo-

= sc € F.

= prig € Fi.

» Para cadan > 2y cadai €n, pr,; € Fy.

» Paracadam € N—1,cadan € N, cada f € F,,, ycada (g; | i € m) € (F,,)™,
Q" (f, (95 | i € m)) € Fo.

» Para cada m € N, cada f € F,, y cada g € Fpoq2, QF(f,9) € Frng1-

» Paracadam € Ny cada f € Fyq1, sl f esvegular, entonces Q. (f) € Fon-

Del mismo modo que para las dlgebras heterogéneas, para el caso que nos ocupa
tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicién 4.154.
1. (Hom(N"™,N)),en es una subdlgebra de H*8(N' ) N).
2. Si (F')ier es una familia no vacia de subdlgebras de H'®(N',N), entonces
Nicr F' es una subdlgebra de H™&(N",N).
3. Si (FY)ier es una familia no vacia de subdlgebras de H'(N",N), y si dados
i,j € I, hay un k € I tal que F* U FI Cy F*, entonces UieIJ’:i es una
subdlgebra de H'8(N",N).
Corolario 4.155. Para la X*8-dlgebra heterogénea H'¢(N'|N), se cumple que la
endoaplicacion SgHrg(N.’N) del conjunto Suby(H"(N",N)), de los N-subconjuntos de
H'8(N",N), definida como:
g Suby(H™(N",N)) — Suby(H"8(N",N))
SHE (NN F — ({C € S(H™(N",N)) | F Cy C}
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tiene las siguientes propiedades:
1. Im(SgHrg(N.’N)) C CI(H"8(N',N)).
2. { X € Suby(HP(N',N)) | X = Sgyy., 0 ) (X) } = CUHE(N, ).
3. SgHrg(N.,N) es extensiva, i.e., para cada X € Suby(H"®(N",N)), se cumple
que X Cy SgH,g(N.N)(X).
. SgHrg(N.’N) es isétona, i.e., para cada X, € Suby(H"®(N")N)), si X Cn Y,
entonces SgHrg(N',N)(X) Cn SgHrg(N-yN) ).
SgHrg(N‘,N) es idempotente, i.e., para cada X € Suby(H™8(N')N)), se cum-
ple que Sgpp v ) (X) = Sapns v ) S8ame vy (X))
SgHrg(N.,N) es algebraica, i.e., para cada familia no vacia (X' |i € I) en
Suby(H'¢(N",N)), si para cada i,j €1, existe un k € I tal que XU XT Cyy
X* entonces SgHrg(N‘,N)(UieI X)) = Uiel SgHrg(N.,N)(X’).
Por consiguiente, para cada X C H*®(N')N)
tamos por X, es el minimo cerrado de H'¢(N',N) que contiene a X, y lo denomi-
namos el cerrado de H'¢(N',N) generado por X.

, SgHrg(N.N)(X), al que también deno-

Demostracion. O

Observemos que la propiedad de algebricidad del operador SgHrg( equivale

N',N)
a que, para cada X Cy H'8(N',N), se cumpla que:

SgHrg(N' ,N) (X) = U]—"ESubf;n(X) SgHrg(N',N) (f)7
siendo Subgy, (X) el conjunto formado por los N-subconjuntos F de X tales que el

soporte de F, i.e., el conjunto supp(F) = {n € N | F, # &}, es finito y, ademds,
para cada n € supp(F), F, es finito.

Definicién 4.156. Sea F = (F,)nen un N-subconjunto finito de H*#¢(N",N). En-
tonces a las aplicaciones pertenecientes a la unién de la subalgebra heterogénea
de H¢(N')N) generada por tal N-subconjunto finito, las denominamos aplicacio-
nes recursivas generales relativas a F, o aplicaciones F-recursivas generales, y al
conjunto de todas ellas lo denotamos por ARG(F).

En particular, el conjunto de las aplicaciones recursivas generales, denotado por
ARG, es la unién de la subdlgebra heterogénea de H'¢(N",N) generada por el N-
conjunto (&),en (cuyas coordenadas son todas vacias).

No perdemos generalidad, si en lugar de definir el conjunto de las aplicaciones
recursivas generales respecto de un N-subconjunto finito de H'8(N", N), lo definimos
respecto de una subdlgebra heterogénea finitamente generada de H'¢(N", N), ya que,
debido a que el operador Sgy,., ( es idempotente, para cada N-subconjunto F

de H'¢(N",N), se cumple que:
ARG(F) = ARG(F).
Ademds, si F es una subdlgebra heterogénea finitamente generada de H"®(N', N),

entonces ARG(F) es, simplemente, |J,cy Fn-
Como consecuencia inmediata de las propiedades del operador Sg;., (N N tene-

N',N)

mos, por una parte, que para cada N-subconjunto finito 7 de H'¢(N",N), ARG C
ARG(F), i.e., que toda aplicacién recursiva general es una aplicacién F-recursiva
general y, por otra, que si F, G y H son tres N-subconjuntos finitos de H*8(N", N)
tales que 7 C G C 'H, y, ademds, toda aplicacién de | J,,cy Fn es G-recursiva general
y toda aplicacién de | J,, .y Gn es H-recursiva general, entonces toda aplicacion de
Unen Fn €s H-recursiva general.
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Proposicién 4.157. Sea F = (F,)nen un N-subconjunto finito de H'8(N')N) y
[ € Upeny Hom(N",N). Entonces una condicion necesaria y suficiente para que
f € ARG(F) es que exista una sucesion de formacion para f relativa a 38 y F,
i.e., que exista un p € N—1, y una familia (f;)icp en U, cy Hom(N",N) tal que
f=fp—1 9y, para cada i € p, se cumpla que:
1. fi € Fp, para algin n € N, o
fi =Ko, 0
fi=sc, 0
fi=prig, 0
fi =pr, ;, para algin n > 2 y algin j € n, o
fi esm+ 1l-aria y fi = QF(f;, fx), para un j y un k € i tales que f; sea
m-aria y fr sea m + 2-aria, o
7. fi es m-aria y f; = Qz’freg(fj), para un j € i tal que f; sea m + l-aria
reqular, o
8. fi es n-aria y f; = Qg’n(fj,(fka)ae,n)), para un m € N—1, un j € i y
una familia (ko)aem € 9™ tal que f; sea m-aria y, para cada o € p, fi,
sea n-aria.

S oW

Corolario 4.158. Sea f € |, oy Hom(N",N). Entonces una condicion necesaria
y suficiente para que f € ARG es que exista un p € N—1, y una familia (f;)icp en
Unen Hom(N™,N) tal que f = fp—1 y, para cada i € p, se cumpla que:

fi = Koo, 0

fi=sc, o0

fi= PT1,0, ©

fi =pr, ;, para algin n > 2 y algin j € n, o

fi esm+1l-aria y fi = QF(f;, fx), para un j y un k € ¢ tales que f; sea

m-aria y fr sea m + 2-aria, o

6. fi es m-aria y fi = Q.. (f;), para un j € i tal que f; sea m + 1-aria
regular, o

7. fi esn-aria y fi = Q& (fj, (fro)aem), para unm € N—1, un j € i y una

familia (ko)aem € 9™ tal que f; sea m-aria y, para cade o € p, fi, sea

n-aria.

CUp N

Proposicion 4.159. Toda aplicacion recursiva primitiva es recursiva general y
toda aplicacion de esta ultima clase es una aplicacion parcial recursiva.

Corolario 4.160. El conjunto de las aplicaciones recursivas generales es infini-
to numerable. Por consiguiente, la mayoria de las aplicaciones numericas no son
recursivas primitivas.

4.8. Relaciones recursivas generales.

Definicién 4.161. Sea n € N y R una relacién n-aria sobre N. Decimos que
R es una relacion recursiva general, si tanto R como N” — R son recursivamente
enumerables. Al conjunto de las relaciones recursivamente lo denotamos por REC.

Proposicion 4.162. Toda relacion recursiva primitiva es recursiva y toda relacion
de esta ultima clase es recursivamente enumerable.

Proposicién 4.163. Para cada n € N — 1, el conjunto de las relaciones n-arias
en N recursivas es infinito numerable. Por consiguiente, el conjunto REC es infi-
nito numerable. De donde se deduce que la mayoria de las relaciones en N no son
Tecursivas.

Demostracion. O
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Proposiciéon 4.164. Sea n € N y R una relacion n-aria sobre N. Una condi-
cion necesaria y suficiente para que R sea recursiva es que chp sea una aplicacion
TeCUTSIVa.

Demostracion. O

Proposicién 4.165. Seam € N—1, n € N, (f;)iem una familia de aplicaciones en
la que, para cada i € m, f;: N*—=N, Q una relacion m-aria y F una subdlgebra
finitamente generada heterogénea de H'P(N' N). Si, para cadai € m, f; es recursiva
y Q es una relacion recursiva, entonces la relacion n-aria IIY" (Q, (fi)iem) en N
es Tecursiva.

Demostracion. O

Proposicién 4.166. Sea n € N y R una relacion n-aria en N. Si R es recursiva,
entonces la relacion n-aria Ng"(R) en N es recursiva.

Proposicién 4.167. Sean € N y P y @ dos relaciones n-arias en N. Si P y Q
son recursivas, entonces la relacidn n-aria Cj"(P, Q) en N es recursiva.

Proposicion 4.168. Seanm, n yt € N tales quet > m,n, a: m+—t, B: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N. Si P y Q son recursivas,
entonces la relacion t-aria Cj;nb"t(P,Q) en N es recursiva.

Proposicién 4.169. Sean € N y P y Q dos relaciones n-arias en N. Si P y Q
son recursivas, entonces la relacidn n-aria Dj" (P, Q) en N es recursiva.

Proposicion 4.170. Seanm, n yt € N tales quet > m,n, a: m+—t, B: n+—t,
P una relacion m-aria en N, Q una relacion n-aria en N. Si P y Q son recursivas,
entonces la relacion t-aria ng”gt(P, Q) en N es recursiva.

Corolario 4.171. Sea n € N. Entonces el conjunto de las relaciones n-arias en
N recursivas es una subdlgebra Booleana del dlgebra Booleana Sub(N™). Ademds,
Suba, (N™) estd incluido en tal subdlgebra Booleana.

Proposicion 4.172. Sean q, r € N, ¢ una aplicacion estrictamente creciente de
q enr+q y L una relacion r-aria en N. Si L es recursiva, entonces la relacion
7+ g-aria Cyl (L) en N (el cilindro en N4 elevado sobre L a lo largo de los ejes
), es recursiva.

Proposicion 4.173. Sean m, n € N, L una relacion m-aria en N y M una relacion
n-aria en N. St L y M son recursivas, entonces la concatenacion de L y M, L A M,
que es una relacion m + n-aria en N, es recursiva.

Proposicién 4.174. Sea f € Hom(N",N). Si f es recursiva, entonces I'y, la fun-
cion subyacente de f, es recursiva.

Proposicién 4.175. Seam € N, n € N—1 y (fi)ien una familia de aplicaciones
en la que, para cada i € n, f;: N™—=N. Si, para cada i € n, f; es recursiva,
entonces T'(,icn) €5 recursiva.

Proposicién 4.176. Sea f: N*—=N, a € N. Si f es recursiva, entonces f~1[{a}],
la fibra de f en a, es recursiva.

Proposicién 4.177. Sea L C N™. Entonces una condicion necesaria y suficiente
para que L sea recursiva es que exista una aplicacion f: N® ——=N tal que f sea
recursiva y L sea la fibra de f en un a € N.

Proposicién 4.178. Sean m, n € N, (fi)iem una familia de aplicaciones en la
que, para cada i € m, fi: N*—=N, (R;);em una familia de relaciones n-arias tal
que, para cada i, j € m, sii # j, entonces RN R; =@ y |J R; = N". Si, para

iEM
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cada i € m, f; es recursiva y R; es recursiva, entonces QpPE((fi)iem, (Ri)iem) €s
una aplicacion recursiva.

Demostracion. O

Proposicién 4.179. Sean m € N, n € N — 1, (f;)ien una familia de aplicaciones
en la que, para cada @ € n, f;: N*—N y L C N". Si, para cada i € n, f;
. . —1 . . .
es recursiva y L es recursiva, entonces (fi);c, [L], la imagen inversa de L bajo
(fi)icn, €s recursiva. En particular, si f es una aplicacién m-aria recursiva y L un
subconjunto recursivo de N, entonces f~1[L] es una relacion recursiva.

La recursividad de las relaciones no se conserva, en general, bajo la formacién
de imégenes directas.

Proposicién 4.180. Sean m € N, n € N— 1, (fi)ien una familia de aplicaciones
en la que, para cada i € n, f;: N"—=N y L C N". Si, para cada i € n, f; es
recursiva, (fi);c, es sobreyectiva, L es recursiva y las imdgenes directas de L y
N™ — L bajo (fi);c,, son disjuntas, entonces (fi);c, [L], la imagen directa de L bajo
(fi)icn, €s recursiva.

Proposicién 4.181. Sean n € N y f: N**' —=N. Si f es recursiva, entonces

ZH(f), erl(f), 7<L+1(f) y H?l(f) 50N TECUrsivas.

Proposicién 4.182. Seann € Ny R C N*t1. S R es recursiva, entonces 3 (R),
Hgﬂ(R), VEPH(R) y V’;‘l(R) son recursivas.

Proposicién 4.183. Sean € N y R C N*"*L. i R es recursiva, entonces //<L+1(R)
n+1

y p2 (R) son recursivas.
Proposicién 4.184. Seam € N y R C N1, §i R es recursiva, entonces Q) (chg)
es una aplicacion parcial recursiva.

Proposicién 4.185. Sean n € N —1 y L C N, Si L es recursiva, entonces
Inf" " (L) es recursiva.

Proposiciéon 4.186. Sean m € N—1 y L C N™. Una condicion necesaria y
suficiente para que L sea recursivamente enumerable es que sea vacio o exista una
familia de aplicaciones (f;)iem en la que, para cada i € m, f; sea una endoaplicacion

de N recursiva tal que L = Im({f;),c,,)-

Proposicion 4.187. Sea L un subconjunto infinito de N y f una enumeracion
directa de L. Si f es recursiva, entonces L es recursivo.

Corolario 4.188. Si L es un subconjunto infinito de N recursivamente enumerable,
entonces L contiene un subconjunto infinito recursivo.

Proposicién 4.189. Sea L un subconjunto infinito de N. Si L es recursivo, enton-
ces existe una enumeracion directa de L recursiva.

Corolario 4.190. Sea L un subconjunto infinito de N. Si L es recursivo, entonces
L es la imagen de una endoaplicacion de N creciente y recursiva.

Proposicion 4.191. Sea L un subconjunto infinito de N. Si L es recursivamen-
te enumerable, entonces L es la imagen de una endoaplicacion de N inyectiva y
Tecursiva.

Proposicién 4.192. Sea m € N—1 y L un subconjunto infinito de N™. Si L es
recursivamente enumerable, entonces hay una familia de aplicaciones (f;)iem en la
que, para cada i € m, f; sea una endoaplicacion recursiva de N tal que (f; | i € m)
induce una biyeccion entre N y L.
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Proposiciéon 4.193. Sea L un subconjunto no vacio de N. Si L es recursivamente
enumerable, entonces hay una endoaplicacion recursiva f de N tal que L = Im(f)
y, para cada n € L, la fibra de f en n es infinita numerable.

4.9. La jerarquia aritmética.

Definicién 4.194. Al conjunto de las relaciones recursivas lo denotamos por A{ =
¥§ =1I5. Si R C N, decimos que R es ¥9 _ ; si hay una relacién Q € Sub(NF1)NI1Y
tal que

R={zeN"|3yeN((z,9) €Q)}
Por tltimo, si R C N*, decimos que R es I1? ., si hay una relacién Q € Sub(NF+1)n
0 tal que

R={zeN'|VyeN(z,y) €Q)}

El conjunto Y es el formado por las relaciones recursivamente enumerables. El
concepto de relacién recursivamente enumerable es la contrapartida matemaética
de la nocién informal de semicomputabilidad, del mismo modo que el de relaciéon
recursiva es el de computabilidad.

La jerarquia aritmética es la contrapartida de la jerarquia de Borel en la teoria
descriptiva de conjuntos. Recordemos que para un espacio metrizable X = (X, 7)
y para los ordinales « tales que 1 < a < wy, X9(X) es 7, el conjunto de los abiertos
del espacio metrizable, IT1J(X) es el conjunto de los cerrados del mismo, y, para
1 <a<w, X(X) = (Uﬁea H%(X))(7 y I9(X) = (Uﬁ@ E%(X))(;. Por tltimo,
para los ordinales « tales que 1 < o < wy, A%2(X) = £2(X) N11%/(X). Por ejemplo,
el conjunto A{(X) estd formado por los subconjuntos de X que son abiertos y
cerrados (clopen).

Podemos representar la situacién como:

SN N
NN N

4.10. Reducibilidad.

Definicién 4.195. Sean A, B C N. Decimos que A es 1 — l-reducible a B, y lo
denotamos por A <1 B, si para alguna aplicacién recursiva inyectiva f: N——=N
se cumple que
Vz € N(z € Asiysblosi f(z) € B).
Observemos que la condicién definitoria equivale a que A = f~1[B].
Por otra parte, decimos que A es many-one reducible a B, y lo denotamos por
A <, B, si para alguna aplicacién recursiva f: N——=N se cumple que

Ve e N(x € Asiysélosi f(z) € B).
hay otros tipos de reducibilidad: la truth-table y la Turing-reducibilidad.
Proposicién 4.196.

<1 ¥ <m Son preordenes.

<1C<m~

Si A <1 B, entonces N— A <1 N— B.

Si A <m B, entonces N— A <, N— B.

Si A <m B y B es recursivo, entonces A es recursivo.

G W=
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6. Si A <1 B y B es recursivo, entonces A es recursivo.
7. Si A X B y B es recursivamente enumerable, entonces A es recursiva-
mente enumerable.
8. Si A %1 B y B es recursivamente enumerable, entonces A es recursivamente
enumerable.
9. Hay conjuntos recursivos A y B tales que ni A <y B ni B <, A.
10. Hay conjuntos no recursivos A y B tales que ni A <y, B ni B < A.
11. Hay un conjunto recursivamente enumerable A tal que A <y N — A.
12. Si A es recursivo y @ C A C N, entonces A <, N— A.

Definicién 4.197. Denotamos por =; la interseccién de <1 y <f1, y por =y, la
interseccion de <m y <m’-

Proposicion 4.198. las relaciones =1 y =y son relaciones de equivalencia.

Definicién 4.199. A las clases de equivalencia de =; las llamamos 1-grados, y a
las de =,,,, m-grados. Ademas, definimos las relaciones <; y <., sobre los conjuntos
cociente Deg; = Sub(N)/ =; y Deg,, = Sub(N)/ =,,, respectivamente, como:

[A]l=, <1 [Blz, siysolosi A=y B,

[Al=,, <m [B]=,, siysolosi A=y, B,

m

respectivamente.

Proposiciéon 4.200. Las relaciones <1 y <, son ordenes sobre los conjuntos co-
ciente Deg, y Deg_,, respectivamente.

Proposicion 4.201. Las relaciones <y y <;, no son ordenes lineales y el conjunto
ordenado (Deg,,,<m) es un sup-semi-reticulo.

Definicién 4.202. A las biyecciones recursivas de N las llamamos permutaciones
recursivas. Por otra parte, decimos que dos subconjuntos A y B de N son recursi-
vamente isomorfos si hay una permutacién recursiva f de N tal que f*[A] = B. Por
ultimo, decimos que dos aplicaciones parciales g, h deN en N son recursivamente
isomorfas si lo son en tanto que partes de N2.

Proposicion 4.203. Dos aplicaciones parciales g, h deN en N son recursivamente
isomorfas si y sélo si hay una permutacion recursiva f tal que h = f~lgf (son
recursivamente conjugadas).

Proposicion 4.204. El conjunto de las permutaciones recursivas es un grupo.

Hay un teorema de Cantor-Bernstein para los conjuntos recursivos, establecido
por Myhill.

Teorema 4.205. Si A <1 B y B <1 A, entonces A y B son recursivamente
isomorfos.

Antes de pasar a ocuparnos, en la préoxima seccién, de las nociones imprescin-
dibles de la teoria de modelos, senalamos que, por ejemplo, para las aplicaciones
recursivas primitivas, generalizando de la manera apropiada, podemos obtener una
categoria. Concretamente, podemos tomar como objetos las diferentes potencias del
conjunto de los nimeros naturales, {N" | n € N}, y como morfismos de N™ en N"
las aplicaciones f: N™ ——=N" tales que, para cada i € n, pr, ;o f: N —=N es
una aplicacién recursiva primitiva.

n,i



108 JUAN CLIMENT

5. TEORIA DE MODELOS.

En este seccién definimos la nocién de signatura, el concepto de algebra y los
homomorfismos entre las dlgebras. También definimos las nociones de subalgebra
de un algebra, las algebras libres sobre los conjuntos y las operaciones polinémicas
sobre un algebra. Ademds, una vez definidas las nociones de signatura de primer
orden y de sistema algebraico, definimos los términos y las féormulas de la logica
de predicados de primer orden con igualdad y la relaciéon de satisfaccion entre
sistemas algebraicos, férmulas y valoraciones, establecemos las nociones de modelo
de un conjunto de férmulas y de teoria de un conjunto de sistemas algebraicos;
a continuacién, exponemos la conexién de Galois contravariante (inducida por la
relacién de satisfaccién) entre los reticulos completos de los sistemas algebraicos
(de una signatura dada) y de las férmulas, definimos y estudiamos los conceptos
de encajamiento elemental y equivalencia elemental, y demostramos el teorema
de completud de Godel-Mal’cev, previa presentacién de un sistema deductivo, que
afirma la identidad entre la relacién de consecuencia sintéctica y la relacién de
consecuencia semantica.

La teoria de modelos es la rama de la logica matemética que estudia la cone-
xién que existe entre los conjuntos de férmulas, relativas a cierto lenguaje formal,
y conjuntos de sistemas algebraicos, adecuados al mismo lenguaje formal, induci-
da por la relacién de satisfacibilidad de Tarski. También podria decirse, en tanto
que ampliaciéon del Programa de Erlangen de Klein, que la teoria de modelos se
ocupa del estudio de los invariantes de los sistemas algebraicos, i.e., del estudio de
las propiedades de los sistemas algebraicos que son preservadas bajo equivalencias
elementales. Para ciertos autores, e.g., Chang & Keisler, la teoria de modelos es
simplemente la “suma” del dlgebra universal y de la légica matematica.

El teorema de Lowenheim-Skolem, segtn el cual cualquier sentencia de la logica
de predicados de primer orden (abreviado como FOPL) que sea verdadera en un
sistema algebraico lo es en uno que sea a lo sumo infinito-numerable, es el primer
resultado de la FOPL que puede ser considerado como perteneciente a la teoria
de modelos. Sin embargo, el primer resultado que establece un vinculo entre la
nocién de demostrabilidad y la de verdad es el teorema de completud de Goédel,
segun el cual una sentencia de FOPL es verdadera exactamente si es demostrable,
estableciendo asi la identidad, para la FOPL, entre las relaciones de consecuencia
sintactica y semantica.

Cabe sefnialar también que Tarski, en su trabajo “The concept of truth in formali-
zed languages”, realiz6 un profundo andlisis de la interpretacién de las sentencias de
un lenguaje formal en sistemas algebraicos adecuados al mismo. Ademas, Skolem,
en la misma época, demostro la existencia de modelos no-standard de la aritmética,
haciendo uso del método de los ultraproductos.

Estos desarrollos auténomos de la teoria de modelos, tuvieron su continuacion
con los trabajos de Mal’cev sobre el teorema de compacidad, segin el cual una
condicién suficiente para que un conjunto de sentencias de FOPL tenga un modelo
es que cada subconjunto finito del mismo tenga un modelo, y su aplicacién a la
demostracién de teoremas de la teoria de grupos infinitos. Adema4s, el teorema de
compacidad proporciona un medio para demostrar teoremas de encajamiento en
algebra, e.g., si cualquier subanillo finito-generado de un anillo no conmutativo se
puede encajar en un anillo con divisién, entonces el anillo se puede encajar en un
anillo con divisiéon. También en esta linea algebraica, A. Robinson estudié a los
conjuntos de modelos de conjuntos de sentencias de la FOPL en el mismo sentido
que en la geometria algebraica se estudian los conjuntos de los ceros de ideales
generados por polinomios y obtuvo resultados aplicables a la teoria de cuerpos.
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Otro tipo de aplicacién estd relacionado con la completud, e.g., hay resultados
acerca del cuerpo de los nimeros reales que se pueden formular en FOPL pero
que han sido demostrados usando métodos topoldgicos. Un resultado de Tarski de-
muestra que tales resultados son verdaderos en todos los cuerpos reales cerrados
independientemente de sus propiedades topolégicas. Un método relacionado ha sido
usado por A. Robinson para dar una nueva demostraciéon de un teorema de Artin
relativo a un problema de Hilbert. El mismo A. Robinson, haciendo uso del método
de los ultraproductos, aplicé la teoria de modelos para obtener nuevos resultados
en el andlisis matematico. También han sido obtenidos resultados acerca de la in-
dependencia y consistencia relativa, por parte de Cohen, mediante la construccién
de modelos adecuados.

Ademas, los métodos de la teoria de modelos permiten obtener caracterizaciones
de ciertas clases de sentencias mediante el estudio de las propiedades de clausura
de los conjuntos de modelos de las mismas, asi e.g., como vimos en el capitulo
anterior, las clases ecuacionalmente definibles son exactamente las clases de dlgebra
universales cerradas bajo imagenes homomorfas, subdlgebras y productos.

5.1. Signaturas y algebras.

Definicién 5.1. Una signatura algebraica ¥ es un par ordenado ¥ = (X, ar) en
el que 3, el conjunto de los simbolos de operacion, es un conjunto y ar, la ariedad,
una aplicacién de ¥ en N. Si ¢ € ¥ y ar(o) = n, entonces decimos que o es un
simbolo de operacién n-ario, y, para cada n € N, denotamos por X, el conjunto de
todos los simbolos de operacién n-arios.

La ariedad de un simbolo de operacién o, indica el ntimero de los argumentos
que tendra cualquier realizacién de ¢ como una operacién sobre un conjunto.

Definicién 5.2. Sea ¥ una signatura algebraica y A un conjunto. Una 3-estructura
algebraica sobre el conjunto A es una aplicacién F' de ¥ en (J, x5 Hom(A>(), A)
tal que, para cada o € &, F, € Hom(A*(7) A).

En algunos casos, para evitar equivocaciones, denotaremos la 3-estructura alge-
braica que estemos considerando sobre un conjunto A por FA, y a las operaciones
que la componen por FA, con ¢ € ¥. Ademads, cuando ar(o) = 0, denotaremos por
o® el valor de FA: 1——= A en el tinico miembro de 1.

Una ¥-dlgebra es un par ordenado A = (A, F'), en el que A es un conjunto y F'

una X-estructura algebraica sobre A.

En la definiciéon de X-estructura algebraica sobre un conjunto no hemos exigido
que a simbolos de operacién distintos, de la misma ariedad, correspondan opera-
ciones distintas sobre el conjunto en cuestion.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos de dlgebras especialmente relevan-
tes en las matemadticas, sin 4nimo de ser exhaustivo.

5.1.1. Magmas. Un magma es un par (A,-) en el que A es un conjunto y - una
operacion binaria sobre A. Para cada conjunto A, los pares (Rel(A), o), (End,(A), o)
y (End(A), o) son magmas.

5.1.2.  Semigrupos. Un semigrupo es un par (A,-) en el que A es un conjunto y -
una operacion binaria sobre A tal que:

Ve,y,z€ A,z (y-2)=(x-y) -z

Para cada conjunto A, los pares (Rel(4),0), (End,(4),0) y (End(A),0) son semi-
grupos.



110 JUAN CLIMENT

5.1.3. Monoides. Un monoide es un triplo (A,-,1) en el que A es un conjunto, -
una operacién binaria sobre A y 1 un elemento de A tal que:

1. Ve,y,z€ A, - (y-2)=(x-y) - 2.

2.Vee A, x-1l=x y 1l-z==x.
Para cada conjunto A, (Rel(A),0,A,), (End,(A),0,ida) y (End(A),o,id4) son
monoides. Ademas, si M1(A4), también denotado por A*, es el conjunto de todas las
palabras sobre el alfabeto A, i.e., el conjunto [ J,, .y A", de todas las funciones cuyo
dominio es un numero natural y cuya imagen estd incluida en A, entonces el par
ordenado (A, \), en el que A, la operacién (binaria) de concatenacion de palabras
construidas con las letras del alfabeto A, es la aplicacién de MI(A) x MI(A) en
MI(A) definida como:

MI(A) x MI(A) —— MI(A)
Tk, si0<k<m;
Yk—m, Sim<k<m+n,

A ((zi)iems (Y5)jen) — (2k)kemtn = {

v A, la palabra vacia sobre el alfabeto A, la tinica funcién de 0 en A, es una estructura
de monoide sobre M1(A).

5.1.4. Monoides abelianos. Un monoide abeliano es un triplo (A,+,0) en el que
A es un conjunto, + una operacién binaria sobre A y 0 un elemento de A tal que:
L. Ve,y,z€ A, 2+ (y+2)=(x+y) + 2
2.VeeA, z4+0=2 y O+zx=u=x.
3. Ve,ye A, s+y=y+x.
Para un conjunto A, si N(4) es el conjunto de todas las funciones (ng)aca de
soporte finito de A en N i.e., el conjunto definido como:

N = {(ng)aca € N4 |[card{a € A|n, #0}) <Ng },
entonces el par ordenado (+, k), en el que + es la aplicacién de N x N(4) en
N() definida como:
+{ NM@) x N — > N@&
((ma)aGAa (na)aGA) L — (ma + na)aGA

y Ko, la aplicaciéon de A en N cuya imagen es {0}, es una estructura de monoide
abeliano sobre N(4),

5.1.5.  Cuasigrupos. Un cuasigrupo es un cuddruplo (A4,-,/,\) en el que A es un
conjunto y -, / y \ operaciones binarias sobre A tales que:

1. Ve,y € A, (z/y) -y ==x.

2. Ve,ye A, (z-y)/y=u=.

3. Vr,ye A, y- (y\z) = z.

4. Ve,y € A, y\(y - =) = .

5.1.6. Bucles. Un bucle es un quintuplo (A4,-,/,\,1) en el que (4,-,/,\) es un
cuasigrupo y 1 € A tal que

Ve,ye Ayx-1=xyl-x=zx.

5.1.7.  Grupos. Un grupo es un cuddruplo (4,-, 71, 1) en el que A es un conjunto,
- una operacién binaria sobre A, ! una operacién unaria sobre A y 1 un elemento
de A tal que:

1. Vae,y,z€ A, z-(y-2)=(x-y)- 2.

2.VeeA, z-1=a y 1-z=ux.

3.VeeA 2zl =1y o7l z=1.
Para cada conjunto 4, el cuadruplo (Aut(A),o, 71 id4) es un grupo.
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5.1.8.  Grupos abelianos. Un grupo abeliano es un cuddruplo (A4, +, —,0) en el que
A es un conjunto, + una operacién binaria sobre A, — una operacién unaria sobre
Ay 0 un elemento de A tal que:

1. Va,y,z€ A, 4+ (y+2) = (z+y) + 2
2.Ve e A, x+0=2 y O+x=n=x.

3. VeeA v+ (—2)=0y (—z)+z=0.
4. Ve,ye A, x+y=y+z.

5.1.9.  Anillos. Un anillo es un séxtuplo (A, +,—,0,-,1) tal que:

1. (A,+,—,0) es un grupo abeliano.

2. (4,-,1) es un monoide.

3. Ve,y,z€ A, x-(y+2)=(@-y)+(x-2)y (y+2)-z=W-z)+ (z-2).
Para cada grupo abeliano A = (A, +, —,0), el séxtuplo (End(A), +, —, ko, 0,id4),
en el que + es la operacién binaria sobre End(A) que a un par de endomorfismos
f, g del grupo abeliano A = (A, +,—,0) le asigna el endomorfismo f + g que, a
cada x € A, le asocia f(x) + g(x), — la operacién unaria sobre End(A) que a un
endomorfismo f del grupo abeliano A = (A, +, —,0) le asigna el endomorfismo — f
que, a cada x € A, le asocia —f(x) = —(f(x)), o la composicién de endomorfismos
y Ko €l endomorfismo de A cuya imagen es {0}, es un anillo.

5.1.10.  Anillos conmutativos. Un anillo conmutativo es un séxtuplo (A, 4, —,0,-,1)
tal que:

1. (4,4, —,0) es un grupo abeliano.
2. (A,-,1) es un monoide abeliano.
3 Veyz€A w-(y+z2)=(@-y+@-2) y W+z)-z=y 2)+ (2 ).

5.1.11. Médulos. Si A = (A,+,—,0,-,1) es un anillo, un A-mddulo a la izquierda
es un quintuplo (M, +,—,0,(Fx | A € A)) tal que:

. (M,+,—,0) es un grupo abeliano.

.VYAeEA Ve,ye M, Frx(z+y) = Fa(x) + Fa(y).
VA pel Yee M, Fry,(z) = Fx(z) + Fu(z).
VYA p el Yee M, Fr,(z)=F\(Fu(x)).

.Yz e M, Fi(z) = .

T W N =

5.1.12.  Espacios vectoriales.

5.1.13.  Grupos con multioperadores. Si €2 es un dominio de operadores tal que
Qo = @, entonces un 2-grupo es un quintuplo (G, 4+, —,0, (F, | w € Q)) tal que:

1. (G,4,—,0) es un grupo (no necesariamente abeliano).
2. Yw € Q, si ar(w) = n, entonces F,: G" —=G y F,(0,...,0) =0.

5.1.14. Algebras lineales.

5.1.15.  Semirreticulos. Un semirreticulo es un par (A,-) en el que A es un con-
junto y - una operacién binaria sobre A tal que:

1.Vx e A, z-x==x.

2. Ve,ye A, x-y=y-x.

3. Vr,y,z€A - (y-2)=(z-y) - =2
Para cada conjunto A, (Sub(A4),U) y (Sub(A),N) son semirreticulos.
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5.1.16. Reticulos. Un reticulo es un triplo (A, V,A) en el que A es un conjunto y
V y A operaciones binarias sobre A tales que:

1.VxeA, xVa=x y xANx==x.
2. Ve,y € A, aVy=yVae y tANy=yAz.
3. Ve,y,z€ A, aV(yVz)=(xVy)Vzy sA(yAz)=(xAy) Az
4. Ve,ye A, zVv(@zAy)=x y zA(zVy) ==
Para cada conjunto A, (Sub(A4),U,N) es un reticulo.

5.1.17.  Algebras Booleanas. Un dlgebra Booleana es un séxtuplo (A,V, A, —,0,1)
en el que A es un conjunto, V y A operaciones binarias sobre A, — una operacién
unaria sobre A y 0, 1 € A tales que:

l.VxeA, zVa=x y ANz ==x.
Ve,ye A, aVy=yVa y cAy=yAz.
Vae,y,z€ A, 2V (yVz)=(@Vy)Vzy zAyAz)=(xAy) Az
Ve,y€ A, zV(zAy)=z y zA(xzVy) =
Ve,y,z€ A, xV(yAz) = (xVy)A(zVz) y aA(yVz)=(zAy)V(zAz).
Vee A, cA—x =0y aV—-x=1.
7. VreA zAN0=0y zVv1=1.
Para cada conjunto A, (Sub(4),U,N,C4, 3, A) es un lgebra Booleana.

OO N

5.1.18. Algebras de Heyting.

5.1.19. Anillos ternarios planares. Un anillo ternario planar es un cuddruplo
(I, T,0,1) en el que I' es un conjunto, T una operacién ternaria sobre I" y 0, 1
elementos de T, tal que:

1. 0#1

Ym,c eI, T(0,m,c)=c.

Ve,ce T, T(x,0,c) =c.

Ve el, T(x,1,0) =z.

vmeT, T(1,m,0) =m.

Ve,m,v e, eeT tal que T(x,m,c)=n.

Ym,n,c,d € T, si m # n, entonces Tz € T tal que T(x,m,c) =

T(z,n,d).

8. Va,y,v,w €T, si x#y, entonces I(m,c) € ? tal que T(x,m,c)=v
y T(y,m,c) =w.

N otk Wi

Los anteriores ejemplos de dlgebras muestran que, con la excepcién de los anillos
ternarios, las operaciones de que estan dotadas son a lo sumo binarias, como dice
Cohn:

This is no accident, for in a certain sense all finitary operators may be
built up from binary ones. However, there may be no particularly natural
way of doing this in any given instance, and besides, the gain in simplicity
would not be very great.

Ademas, salvo en el caso de los anillos ternarios, las dlgebras consideradas estan
sujetas a cumplir ecuaciones.

Por otra parte, el concepto de algebra considerado estd sujeto a las siguientes
limitaciones:

= Las dlgebras tienen un tnico conjunto subyacente, i.e., son entidades ho-
mogéneas.

= Las operaciones son finitarias.

= Las operaciones estan totalmente definidas.

De modo que objetos matematicos tales como e.g., los autdmatas, los monoides
con cancelacion, los anillos con division, los cuerpos, los espacios topolégicos, los
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L*-espacios, los grupos topoldgicos, los espacios vectoriales topolégicos o las varie-
dades diferenciables, no son objeto de estudio del algebra universal, aunque si del
algebra universal heterogénea o de la teoria de modelos (de primer orden u or-
den superior). Concretamente, los autématas no son objeto de estudio del dlgebra
universal, pero si del algebra universal heterogénea, porque un autémata es una
entidad heterogénea (I,Q, 0,5, A\, qo) en la que I es el conjunto de las entradas, Q
el de los estados, O el de las salidas, §: I x Q—= @ la aplicacién de transicion,
A I x @ —0 la aplicacién de salida y qo el estado inicial; los monoides con can-
celacién tampoco son objeto de estudio del dlgebra universal, pero si de la logica
implicacional, porque un monoide con cancelacién es un monoide (A, -, 1) tal que,
para cada z,y,z € A, six-y = x -z, entonces y = z y si y - & = z - x, entonces
Yy = z, que no son ecuaciones; los anillos con divisién tampoco son objeto de estudio
del algebra universal, pero si de la teoria de modelos, porque un anillo con divisién
es un anillo (A,+,—,0,-,1) tal que 0 # 1 y, para cada € A, si z # 0, entonces
existeun y € Atalque z-y =1e y-x =1, que no son ecuaciones; los L*-espacios
tampoco lo son, pero si del dlgebra universal infinitaria no determinista, porque un
L*-espacio es un par (X, A) en el que X es un conjunto y A: X~ ——=Sub(X) tal
que:

1. Para cada z € X, x € A(k;), siendo k, la aplicacién de N en X cuya
imagen es {x}.

2. Para cada (z, | n € N) € XN, si A(z,, | n € N) # @, entonces para cada
subsucesién (y, | n € N) de (z,, | n € N), se cumple que

Az, |neN)C Ay, | neN).

Recordamos que una sucesién (y, | n € N) en X es una subsucesién de
otra sucesién (x, | n € N) en el mismo conjunto, si existe una aplicacién
estrictamente creciente ¢: N——=N tal que, para cadan € N, y, =z, .

3. Para cada r € X y cada (z,, | n € N) € XV si ¢ A(x,, | n € N), entonces
existe una subsucesién (y, | n € N) de (z, | n € N) tal que, para cada
subsucesién (z, | n € N) de (y, | n € N) se cumple que = & A(z, | n € N),

que es una operacion infinitaria no determinista.

Una vez definido el concepto de X-dlgebra, un medio para estudiarlas es el de
compararlas entre si, para ello definimos los homomorfismos entre las mismas, la
composicion de los homomorfismos y establecemos las propiedades bésicas de la
composicion.

Definicién 5.3. Un X-homomorfismo o, para abreviar, un homomorfismo de A =
(A,FA) en B = (B, FB) es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y
denotado por f: A——=B, en el que f es una aplicacién de A en B, tal que, para
cada o € ¥, con ar(X) = n, el diagrama:

n

Am B"

FA FB

o o

A——B

f

conmuta, i.e., para cada x € A", f(FA(x)) = FB(f"(x)). A los homomorfismos de
una X-algebra en si misma los denominamos endomorfismos.

Proposicién 5.4. Sean f: A—=B, g: B——=C y h: C——=D tres homomorfis-
mos de 3-dlgebras. Entonces:
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1. Siendo ida = (A,ida, A), se cumple que ida: A ——= A, el homomorfismo
identidad de A, es un endomorfismo de A.

2. Siendo gof = (A, gof,C), se cumple que go f: A ——= C, el homomorfismo
composicion de f y g, es un homomorfismo de A en C.

3. (Asociatividad). El diagrama:

(hog)of

3

A f B

AN
AN
h
g °J
gof
N\,

C h

|

(

ho(go f)

conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:

ida f
A—A y A——B
f idg
f ‘ f
B B
conmutan.
Demostracion.

1. Puesto que, para cada n € N, id"j = idg», tenemos que ida: A— A es un
homomorfismo, ya que entonces, para cada o € %, con ar(c) = n, el diagrama:

id”
J———— T

FA FA

g

A——A

idg

conmuta.

2. Puesto que, para cadan € N, g" o f = (g o f)", y, por hipéStesis, para cada
o € X%, con ar(o) = n, los diagramas:

A" L) B" y B" g—> cn
F F F? Fy
A B B C

Q
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conmutan, entonces también conmuta el diagrama:

PORCAE Dl

FA F€

o g

A———C
gof
luego go f: A ——= C es un homomorfismo. O
En lo que sigue, salvo indicacion expresa de lo contrario, supondremos elegido

un universo de Grothendieck U, arbitrario pero fijo, y que todos los conjuntos que
consideremos son elementos del mismo.

Corolario 5.5. Las X-dlgebras A tales que A € U, junto con los homomorfismos
entre ellas constituyen una categoria, a la que denotamos por Alg(3X).

Definicién 5.6.
1. Decimos que f: A——=B es un monomorfismo si, para cada X-algebra X

y cualesquiera homomorfismos g, h: X —= A, si el diagrama

fog

foh

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando f og = f o h, entonces g = h;
es por ello que a este tipo de homomorfismos también se los denomina
simplificables a la izquierda. Denotamos al conjunto de los monomorfismos
de A en B por Mono(A, B). Convenimos entonces que f: A +— B significa
que el homomorfismo f: A+—B es un monomorfismo.

2. Decimos que f: A——=B es un epimorfismo si, para cada X-algebra Y y
cualesquiera homomorfismos g, h: B——=7Y, si el diagrama

gof

ho f

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando go f = ho f, entonces g = h; es
por ello que a este tipo de homomorfismos también se los denomina sim-
plificables a la derecha. Convenimos entonces que f: A —= B significa que
el homomorfismo f: A ——=B es un epimorfismo, y denotamos al conjunto
de los epimorfismos de A en B por Epi(A,B).

3. Decimos que f: A——=B es un isomorfismo si existe un g: B——= A tal
que go f =ida y fog = idg. A los isomorfismos de un algebra en si misma
los denominamos automorfismos.

Si un homomorfismo f: A——=B es inyectivo, resp., sobreyectivo, entonces es
un monomorfismo, resp., epimorfismo.

Un homomorfismo f: A——=B es un isomorfismo precisamente si es un homo-
morfismo biyectivo.
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5.2. Subalgebras.

The concept of a subgroup is fundamental in the theory of groups. The
entire content of group theory is more or less linked up with questions
about the existence, in a group, of subgroups having one or another
special property, about groups that can be embedded in a given group,
about properties that characterise the mutual disposition of subgroups
in a group, about methods of constructing a group from its subgroups,
etc. The classification of various special types of groups also depends
mainly on the concept of a subgroup.

Kurosh.

Del mismo modo que para estudiar los conjuntos es imprescindible considerar
los subconjuntos de los mismos, para el estudio de las algebras hay que considerar
las subdlgebras de las mismas, y que son las partes que tienen la propiedad de estar
cerradas bajo las operaciones estructurales de las que estan dotadas las algebras.

Definicién 5.7. Sean A = (A, FA) y X un subconjunto de A.

1. Si 0 € 3, con ar(o) = n, decimos que X estd cerrado bajo la operacidn
FA: A" —= A si, para cada a € X", FA(a) € X, i.e., si FA[X"] C X.

2. Decimos que X es un cerrado o una subdlgebra de A si, para cada o € X
con ar(c) =n,ycadaa € X", FA(a) € X, i.e., si X estd cerrado bajo cada
una de las operaciones estructurales de A. Al conjunto de los cerrados de
A lo denotamos por CI(A).

Proposicién 5.8. Sea A una X-dlgebra. Entonces el conjunto de los cerrados de
A, Cl(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. Ae Cl(A).

2. SiC CCl(A) yC # @, entonces [gee C € CI(A).

3. SiC CCl(A),C # @ ysidados X,Y € C, hay un Z € C tal que XUY C Z,
entonces Joee C € CI(A).

Demostracion. Debido a que es evidente que A es un cerrado de A, nos limitamos
a demostrar las dos ltimas propiedades.

2. Sea C un conjunto no vacio de cerrados de A, o € X, con ar(c) = n y
a € (Neec C)™. Entonces, para cada C' € C, se cumple que F2(a) € C, luego
F2(a) € Neee C-

3. Sea C un conjunto no vacio de cerrados de A tal que dados X,Y € C, exista
un Z € Ctalque XUY C Z, 0 € X, conar(o) =ny a € (Uoee C)". Entonces,
para cada i € n, hay un C; € C tal que a; € C;. Ahora bien, por estar la familia de
cerrados C dirigida superiormente, hay un C € C tal que, para cada i € n, C; C C,
luego, para cada i € n, a; € C, pero, por ser C' un cerrado de A, se cumple que
F2(a) € C, por lo tanto que F2(a) € Upee C- O

Corolario 5.9. Sea A una 3-dlgebra. Entonces la endoaplicacion Sg del conjunto
Sub(A), definida como:

S Sub(A) — Sub(A)
A1 X — N{CceQAa)|xccy

tiene las siguientes propiedades:
Im(Sga) C CI(A).
{X €Sub(A4) | X =Sgs(X)} =Cl(A).
Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A4), X C Sg, (X).
Sga es isdtona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces se
cumple que Sga (X) C Sga(Y).

W
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5. Sga es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), Sga (X) = Sga (Sga(X)).
6. Sga es algebraica, i.e., para cada X C Sub(A), si X # & y para cada
X, Y € X, existe un Z € X tal que X UY C Z, entonces Sga(lJX) =
Uxex Sga(X).
Por consiguiente, para cada X C A, Sga(X) es el minimo cerrado de A que contie-
ne a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X. Ademds, a la subdlgebra
de A candnicamente asociada a Sga (X), la denotamos por Sg (X) y la denomi-
namos, también, la subdlgebra de A generada por X.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar las cuatro tltimas propiedades, dejando
las dos primeras como ejercicios.

3. Sea X € Sub(A). Puesto que Sgu (X), por definicién, es ({C € Cl(A) | X C
C'}, es evidente que X C Sg, (X).

4. Sean X,Y € Sub(A) tales que X C Y. Entonces {C € CI(A) | Y C C}
estd incluido en { C' € CI(A) | X C C'}, luego Sgu (X) lo estd en Sga (V).

5. Sea X € Sub(A). En virtud de la extensividad y de la isotonia, se cumple
que Sga(X) C Sga(Sga(X)). Reciprocamente, debido a que Sgu (Sga (X)) es el
minimo cerrado de A que contiene a Sga (X) y Sga (X) es un cerrado de A que se
contiene a si mismo, se cumple que Sga (Sga (X)) C Sga (X).

6. Sea X C Sub(A), tal que X # @& y para cada X,Y € X, existe un Z € X
tal que X UY C Z. Puesto que, para cada X € X, X C [Jycp X, podemos
afirmar, en virtud de la isotonfa, que, para cada X € &, Sga (X) € Sga(Uxer X),
por lo tanto (Jycy Sga (X) € Sga(Uxer X). Reciprocamente, por ser la familia
de conjuntos X C Sub(A) no vacia y estar dirigida superiormente, la familia de
subdlgebras de A, (Sga(X) | X € X) no es vacia y estd dirigida superiormente, por
lo tanto (Jycx Sga(X) es una subélgebra de A que, ademas, contiene a | Jycp X,

luego también contiene a Sga (Uycr X)-
O

Sea A una X-dlgebra. Entonces, para cada subconjunto X de A, Sga(X) =
Urkcy, x Sga(K). En general no se cumple que Sga (X) = U, cx Sga({2})-
Proposicién 5.10. Si B < A y X C B, entonces Sgg(X) = Sga (X)
Demostracion. O

La proposicién anterior nos autoriza, para una 3-algebra A y un subconjunto
X de A, a escribir simplemente Sg(X) en lugar de Sg, (X).

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién mas constructiva de la subalgebra generada por un conjunto.

Definicién 5.11. Sea A = (4, F) una X-§lgebra. Entonces:

1. Denotamos por Ea el operador sobre Sub(A), definido como:
Sub(A) — Sub(A4)
AV X s XU ( Unes F(,[Xar(")}).

2. Si X C A, entonces denotamos por (E’ (X) | n € N) la familia en Sub(A)
definida por recursién como:

E4X(X) =X,
ELY(X) = Ea(E} (X)), n > 0.
Ademas, convenimos que:

EA(X) =UEA(X) [neN)
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Proposicién 5.12. Si A es una X-dlgebra y X C A, entonces Sga (X) = ER (X).

Demostracion. Demostramos en primer lugar que Sgu (X) C E} (X). Para ello,
debido a que Sga (X) es el minimo cerrado de A que contiene a X, es suficiente
que demostremos que E (X) es un cerrado de A y que contiene a X. Ahora bien,
EQ (X) = X, luego X C E%(X). Por otra parte, si 0 € ¥, con ar(c) = m y
a € (EX(X))™, entonces, para cada o € m, hay un n, € N tal que a, € E}*(X),
pero la familia (Ey (X) | n € N) es una cadena ascendente, luego hay un 5 € m
tal que, para cada a € m, ER*(X) C EZ" (X), por lo tanto, para cada a € m,
ae € E}(X), de donde F2(a) € EZ"H(X), por consiguiente F2(a) € E4 (X).
Para demostrar que E3 (X) C Sga (X) procedemos por induccién finita. Pues-
to que EQ (X) = X y X C Sga(X), se cumple que EQ (X) C Sga (X). Supon-
gamos que, para n > 0, se cumpla que E (X) C Sgu(X). Entonces, ya que
EXT(X) = Ea(EX(X)), para demostrar que EX™(X) C Sga(X), es suficiente
que demostremos que E (X) C Sga (X) y que U, cx Fr[(EX (X))*(@)] C Sga (X).
Ahora bien, lo primero se cumple por la hipétesis de induccién. Sea pues o € 3,
con ar(c) = my a € (E) (X))™, entonces, para cada a € m, ay € Sga(X), luego
FA(a) € Sga(X), por lo tanto F,[(Ex (X))™] C Sga (X). O

Proposicién 5.13. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A eY C A. Entonces
hay un cerrado Z de A tal que X C Z y ZNY = XNY y Z es maximal con dichas
propiedades.

Demostracion. Sea Xxy ={C € Cl(A) | X CCyCNY =XNY }. El conjunto
Xx,y no es vacio, porque X € Xx y. Por otra parte, si (C; | ¢ € I) es una cadena
no vacfa en (Xx y, C), entonces | J;; C; es, obviamente, el supremo de (C; | i € 1)
en (Xx,y, C), luego, en virtud del lema de Zorn, en el conjunto ordenado (Xx y, <)
hay un maximal Z. O

Definicién 5.14. Sea A es una X-dlgebra y X C A. Decimos que X es un conjunto
de generadores de A, o que X genera A, si Sga(X) = A y que es un conjunto de
generadores minimal de A si es un conjunto de generadores y si ningtin subconjunto
estricto de X genera A. Ademads, decimos que A estd finitamente generada, o que
es de generacion finita, si hay un subconjunto X de A tal que card X < Ny y X
genera A. En particular, decimos que A es ciclica si hay un a € A tal que {a}
genera A.

En el estudio de las algebras, como tendremos oportunidad de comprobar, e.g.,
al estudiar todo lo referente a las operaciones polinémicas sobre un algebra, nos
encontraremos ante situaciones en las que queremos demostrar que todos los ele-
mentos de la subdlgebra generada por un subconjunto de un &lgebra tiene una
cierta propiedad. En tal caso, generalizando el principio de la demostraciéon por in-
duccién finita, procederemos mediante el principio de la demostracién por induccion
algebraica, que pasamos a establecer a continuacién.

Proposicién 5.15. Sea A una X-dlgebra, X C A e Y C Sga(X). Una condicion
suficiente para que Y = Sga (X), es que X CY y que Y sea un cerrado de Sga (X)
(0, lo que es equivalente, un cerrado de A). En particular, si X es un conjunto de
generadores de A, una condicion suficiente para que Y = A, es que X CY y que
Y sea un cerrado de A.

Demostracion. Supongamos que X CY y que Y sea un cerrado de Sg 4 (X). Enton-
ces, en virtud de la isotonia, Sg (X) C Sga(Y) =Y, luego, ya que Y C Sga (X),
Y = Sga(X). O

Del mismo modo que en el caso del conjunto de los niimeros naturales, conside-
rado como un algebra de Dedekind-Peano, en el estudio de las dlgebras, también
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surge la necesidad de definir homomorfismos desde ciertas algebras, concretamente
las algebras libres sobre los conjuntos, hasta otras dlgebras, e.g., para determinar
la conexion de Galois entre las dlgebras y las ecuaciones, y, asi como en el caso
de los numeros naturales demostramos el principio de la definicién por recursién
finita, aqui, cuando estudiemos las dlgebras libres, demostraremos el principio de la
definicién por recursion algebraica, que nos permitird definir homomorfismos desde
las algebras libres, y que estara intimamente ligado al principio de la demostracién
por induccién algebraica.

Proposicién 5.16. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos y X un subconjunto
de A. Si f y g coinciden en X, entonces también coinciden en Sga (X).

Demostracion. Supongamos que, para cada x € X, f(x) = g(z). Puesto que
Sga(X) = ER (X), para demostrar que f y g coinciden en Sgu (X), serd suficiente
que procedamos por induccién finita. Para n = 0, se cumple que f y g coinciden
en EOA(X) = X, por hipétesis. Supongamos que para n > 0, f y ¢ coincidan en
Ex (X). Puesto que E4(X) = Ea (EX (X)), para demostrar que f y g coinciden en
EZH(X), serd suficiente que demostremos que, dado un o € ¥, con ar(o) = m y un
a € (B4 (X))™, entonces f(F2(a)) = g(F2(a)). Sean pues o € ¥, con ar(c) = m
y a € (EX (X))™. Por ser f y g homomorfismos, se cumple que

M) = FP(f™(a)) v g(Fa) = F7 (g™ (a)),

pero f™(a) = g™(a), porque a € (EX(X))™ y f y g coinciden, por hipédtesis, en
EX (X)), luego f(F2(a)) = g(F2(a)), luego coinciden en EX™(X). Por lo tanto f
y g coinciden en E} (X), i.e., en Sga (X). O

Proposicion 5.17. Sea f una aplicacion de un subconjunto X de una X-dlgebra
A en el conjunto subyacente de otra X-dlgebra B. Entonces hay a lo sumo una
extension g de f que sea un homomorfismo de Sga (X) en B.

Demostracion. O

A continuacién establecemos el llamado principio de la prolongacion de las iden-
tidades, que es formalmente idéntico al principio del mismo nombre de la teoria de
espacios métricos (dos aplicaciones continuas entre dos espacios métricos que coin-
cidan en una parte densa del dominio de las mismas, coinciden en todo el dominio).

Corolario 5.18. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos y X un subconjunto de
A tal que Sga (X) = A. Si f y g coinciden en X, entonces [ = g.

Demostracion. En virtud de la proposicién 5.16, por coincidir f y g en X, coinciden
en Sga (X), pero Sga (X) = A, luego coinciden en A. O

Proposicion 5.19. Sea f: A ——=B un homomorfismo de 3-dlgebras, X un cerra-
do de A eY uno de B. Entonces f[X] € CI(B) y f~![Y] € CI(A). En particular,
Im(f) € CI(B).

Demostracion. O
La proposicién que establecemos a continuacién afirma, por comparacién con la

situacion en topologia, que los homomorfismos entre dlgebras son ademas cerrados,
i.e., conmutan con el operador de formacion de subalgebras.
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Proposicién 5.20. Sea f: A——=B un homomorfismo de X-dlgebras y X C A.
Entonces f[Sga(X)] = Seg(f[X]), i.e., el diagrama:

Sub(A) f—[]> Sub(B)

Sga ‘ ngB

Sub(A) f—[]> Sub(B)

conmuta.

Demostracion. Puesto que X C Sga (X)), f[X] C f[Sga (X)]. Ahora bien, Sgg (f[X])
es la minima subdlgebra de B que contiene a f[X]y f[Sga (X)] es una subélgebra
de B que contiene a f[X], por lo tanto Sgg(f[X]) C f[Sga (X)].

Para demostrar la inversa, ya que Sga (X) = U,,cny EA(X) ¥ flUnen Ba(X)] =
Unen f[EA (X)], es suficiente que demostremos, por induccién finita, que, para cada
nEN, fIEL (X)) C Sga(/1X)).

Para n = 0, se cumple que f[EQ (X)] C Sgg(f[X]), porque f[EX (X)] = f[X].
Supongamos que, para n > 0, se cumpla que f[E’ (X)] C Sgg(f[X]). Entonces, ya
que B3 (X) = EA (X) U U, cx FAEL (X)) y

fIEA(X)U UUEZ FAER (X)) = fIER (X)]U UUEE FIFAEL (X))

para demostrar que f[ER™(X)] C Sgg(f[X]), es suficiente que demostremos que
FIEA(X)] € Sgp(fIX]) v que U, ex fIEL[ER (X)* 7] € Sga (X). Ahora bien, lo
primero se cumple por la hipé6tesis de induccién. Sea pues o € X, con ar(c) = m
y a € (E%(X))™, entonces, ya que f(F2(a)) = FB(f™(a)), y f™(a) € Sgg(f[X]),
se cumple que f(F2(a)) € Sgg(f[X]), por lo tanto EXT(X) C Sgg (f[X]). O

5.3. Extensién de una signatura por un conjunto.

Para un conjunto X y una signatura algebraica ¥ = (X, ar), denotamos por
Y1IX, el coproducto de ¥ y X, i.e., el conjunto (X x {0}) U (X x {1}), por inx, la
inclusién canénica de ¥ en L[] X, i.e., la aplicacion de X en X[[ X queauno € ¥
le asigna (0, 0), y por inx la inclusién candnica de X en X [] X, i.e., la aplicacién de
X en ][] X que aun x € X le asigna (z,1). Ademds, convenimos, para abreviar,
en denotar por (o) el valor de la aplicacién 9511 x o ing de ¥ en MI(X]] X), en
o € X,y por (z) el valor de la aplicacién 7xyy x oinx de X en MI(E[[X), en
x € X. Obsérvese que si no hiciéramos tales convenios notacionales, deberiamos
escribir ((0,0)) en lugar de (o), y ((x,1)) en lugar de ().

Proposicién 5.21. Sea X = (X, ar) una signatura algebraica, X un conjunto y ko
la aplicacion de X en N que a cada x € X le asigna como valor 0. Entonces hay
una dnica aplicacion ar[X] de [ X en N tal que el diagrama:

iIlE iIlX

2 SI1X

X

conmuta.

Demostracion. Es suficiente tomar como aplicacién ar[X] de ][] X en N, la que
asigna a (0,0), con o € ¥, como valor ar(o), y a (z,1), con € X, como valor
0. O
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La proposicién anterior afirma simplemente que una signatura algebraica 3 =
(X,ar) y un conjunto de variables X, determinan, univocamente, otra signatura
algebraica X[X] = (X[ X,ar[X]), la extensidn de X por X, cuyo conjunto de
simbolos de operacién, se obtiene agregando, de manera disjunta, al conjunto de
simbolos de operacién dado X, el conjunto de las variables X, pero consideradas,
ahora, como simbolos de operacién 0-arios.

Proposicién 5.22. Sea ¥ una signatura algebraica, X un conjunto y ar[X] la
dnica aplicacion de L[ X en N tal que el diagrama:

in in
) oy X<—2 X
ar[X]
ar i/ Ko

conmuta. Entonces hay un tinico morfismo ar[X]*: MI(X ][ X) —= (N, +,0) que
extiende a la aplicacion ar[X], i.e., ar[X]* es el tinico morfismo del monoide M1(X ] X)
en el monoide (N,+,0) tal que el diagrama:

Nl x

SIIX MI(Z]] X)

ar[X) ar[X]*

N
conmuta.

Demostracion. O

Proposicion 5.23. Sea 3 una signatura algebraica, X un conjunto y k1 la aplica-
cion de L[] X en N que a cada miembro de L[| X le asigna como valor 1. Entonces
hay un dnico morfismo |-|: MI(Z ] X) — (N, +,0) que extiende a la aplicacion
k1 de Z[[X en N, ie., || es el dnico morfismo del monoide MI(E [ X) en el
monoide (N, +,0) tal que el diagrama:

el x

SIIX MI(E ] X)

o I
N

conmuta.

Demostracion. O

5.4. Existencia del algebra libre sobre un conjunto.

Nos proponemos demostrar, en lo que sigue, que dada una signatura algebraica
3 y un conjunto X, existe una X-algebra Ts(X), la 3-algebra absolutamente libre
sobre X, y una aplicacién nx de X en Tx(X), la inclusion de los generadores,
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tal que para cada X-algebra A y cada aplicacién f: X —= A, hay un tnico X-
homomorfismo f* de Ts(X) en A tal que el diagrama:

Xi>T2(X)

fﬁ

conmuta.

Para obtener la 3-algebra absolutamente libre sobre un conjunto X, definimos en
primer lugar, explicitamente, una 3-algebra Wx(X), la X-algebra de las palabras
sobre X, cuyo conjunto subyacente estara formado por todas las palabras sobre el
alfabeto X [] X.

Definicién 5.24. Sea X una signatura algebraica y X un conjunto. Denotamos por
W (X) la 3-algebra cuyo conjunto subyacente, W (X), es el conjunto MI(X [ X),
formado por todas las palabras sobre el alfabeto X[ X, y cuyas operaciones es-
tructurales, F,, para cada o € 3, son las definidas como:

7 { MIUET] X))@ —= MIZ]]X)
L (Blicar(o)) — (o) A APy ] ] €ar(o)

i.e., como la concatenacién de la palabra (o) y de las palabras P;, con j € ar(o).
A la X-algebra Wx(X) la denominamos la 3-algebra de las palabras sobre X.

Ademsds, para cada o € X, con ar(c) = n, y con el fin de abreviar, denotaremos la

accién de F, sobre la familia finita de palabras (P; | j € n) como (¢)Py--- Pyp_1.

En lo anterior, las operaciones estructurales, F,, se han podido definir, de cierta
manera candnica, esencialmente, porque MI(X ][] X) ademds de ser un conjunto,
estd dotado de una estructura de monoide, gracias, en particular, a la operacién de
concatenacion de palabras. Es por ello, entre otras razones, por lo que el concepto
de monoide es tan importante.

Ahora que disponemos de la 3-algebra W (X), asi como del concepto de subélge-
bra de una X-édlgebra, definimos la 3-algebra absolutamente libre sobre un conjun-
to.

Definicién 5.25. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces la
X-algebra absolutamente libre sobre X, denotada por Tx(X), es la subélgebra de
W (X) candénicamente asociada a Sgw,,x)({ () | # € X }), ie., al cerrado de
W (X) generado por { (z) | x € X }. A los miembros del conjunto Tx(X), subya-
cente de la ¥-algebra T's(X), los denominamos simbolos de operacién polinémica
o términos con variables en X.

En virtud de la definicién, sabemos que Tx(X) es la subdlgebra de W (X)
canénicamente asociada al cerrado de W (X) generado por { (z) | z € X }, pero
desconocemos, en principio, si los términos o simbolos de operaciéon polindémica
con variables en X, admiten alguna representacion canénica. Vamos a demostrar,
siguiendo a Bourbaki, que, de hecho, los términos si tienen una representacion
canodnica. Pero antes de ello, introducimos el concepto de sucesion de formacion
de una palabra, relativa a una signatura algebraica y a un conjunto de variables,
mediante el cual daremos otra caracterizaciéon del conjunto Ts(X), que no seréd,
esencialmente, mas que otra versién del hecho de que Ts(X) = Eyy (x)({ (z) | €
X}.

Definicién 5.26. Sea X una signatura algebraica, X un conjuntoy P € MI(X ] X).
Una sucesion de formacion para P, relativa a 3 y X, es una familia finita no vacia
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(P; | i € n) en MI(X]]X), i.e., un miembro de |J,cy_; Fnc(n, MI(X]] X)) que
tiene las siguientes propiedades:

1. P=P,_;.

2. Vien,dr e X talque P, = (z),03Jo € g tal que P, = (0), 0 IJp e N—1,

Jo e X,y I(ia | a€p) €iP tal que P; = (0)P;y -+~ P, _,.

Denotamos por Lx(X) el conjunto de todas las palabras P € MI(X[[X) pa-
ra las que existe alguna sucesién de formacion, i.e., Ly (X) es el subconjunto de
MI(XJ] X) que consta precisamente de las palabras P € MI(X ][] X) para las que
In e N—-1,3(P, | i € n) € Fne(n, M(Z][ X)) tal que P = P,_1 y Vi € n,
Jr e X tal que P, = (x),03d0 € Egtal que P, = (0),0Ip eN-1,F0€ %,y
J(ia | @ € p) €iP tal que P; = (0)P;, --- Py, _,.

Proposicién 5.27. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Tx(X) = Lx(X).

Demostracion. Puesto que Tx(X) es el minimo cerrado de W (X) que contie-
ne a {(z) | # € X}, para demostrar que Tx(X) C Lx(X), serd suficiente que
demostremos que Lx; (X)) es un cerrado de W (X) y que contiene a { (z) | z € X }.

Se cumple que {(z) | x € X} C Lx(X), porque, dado un z € X, la familia
(P;|i€1)con Py = (x), es una sucesién de formacién para (z). Ademds, dado
un o € X, con ar(o) = p, y una familia (Q; | 7 € p) en Lx(X), en virtud de la
definicién de Ly (X), tenemos que, para cada j € p, 3nj e N—1, 3(P;; | i € n;) €
Fnc(n;, MI(X ] X)) tal que Q; = Pjn;—1 y Vi € nj, 3v € X tal que Pj; = (z),
03do € ¥ tal que Pj; = (0),03g e N—1,3r € ¥,y I(ka | @ € q) € 77 tal
que Pj; = (17)Pjk, - - - Pjk,_,. Situacién que resumimos, parcialmente, mediante la
matriz:

Po.o Poi .. Pong—1 = Qo
Pio Py Py 1 =0
Py1o Pp1a o Poin, -1=0Qp1

Luego paran = (ZjEP nj) + 1 y tomando como (P; | ¢ € n) la familia cuyo dltimo
término es (0)Qo---Qp—1 y siendo los otros términos los formado por los de la
matriz, recorridos de izquierda a derecha y de arriba abajo, se cumple que (P; |
i € n) es una sucesién de formacién para (0)Qo - Qp—1, luego (0)Qo - Qp—1 €
Lx(X). Por consiguiente Ly (X) es un cerrado de Wx(X). De todo ello concluimos
que TE(X) - LE(X)

Demostramos ahora que Ly (X) C Ts(X). Sea P € Lx(X). Entonces, por defi-
nicién, P € MI(X[[X) para el que 3n e N—1, 3(P; | i € n) € Fnc(n, MI(Z ][] X))
tal que P = P,_1 y Vi € n, 3z € X tal que P; = (x), o do € % tal que P; = (o),
odpeN-1,30 € X,y Iia | @ € p) € tal que P, = (0)P;,---P;,_,. De-
mostramos que P = P,_; € Tx(X), por induccién sobre i € n. Para ¢ = 0,
Py € Tx(X), porque, en este caso, Py o bien es de la forma (z), para algin z € X,
y entonces Py € Tx(X), porque {(z) | z € X} C Tx(X), o bien es de la forma
(0), para algin o € X, y entonces Py € Tx(X), porque Tx(X) es un cerrado
de Wx(X). Sea k € n y supongamos que Vi € k, P, € Tx(X). Entonces, por
definicién, 3z € X tal que P, = (z), o Jo € ¥y tal que P, = (0), 0 Ip € N — 1,
Jdo € ¥, y ia | a € p) € iP tal que P, = (0)P;, --- P;,_,. Es evidente que en los
dos primeros casos P, € Tx(X). En el dltimo caso también P € Tx(X), porque al
ser, por hipétesis, Py,..., Pr—1 € Ts(X), también P;,...,P; |, € Ts(X), luego,
ya que T (X) es un cerrado de Wx(X), Py = (0)P;, --- P;,_, € Tx(X). Asf que,
para cada k € n, P, € Tx(X), luego, para k =n—1, P = P,_; € Tx(X). Por lo
tanto LE(X) - TE(X) O
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Antes de demostrar que los simbolos de operacién polinémica tienen una repre-
sentacion candnica, introducimos unas nociones auxiliares de la teoria de monoides,
y unas propiedades especiales del monoide libre sobre un conjunto, que nos serdan
de utilidad para alcanzar el objetivo mencionado.

Definicién 5.28. Sea A un conjunto y P,Q € MI(A).

1. Decimos que @ un segmento de P si hay dos palabras X,Y € MI(A) tales
que P =X A Q LY. Ademds, si | X| = k, entonces decimos que la palabra
@ empieza en el k 4+ 1-ésimo lugar.

2. Decimos que @ un segmento inicial de P, y lo denotamos por @ <y P,
si hay una palabra Y € MI(A) tal que P = Q ALY, y que es un segmento
inicial estricto de P, y lo denotamos por ) <pre P, si es un segmento inicial
de PysiQ#P.

Proposicién 5.29. Sea A un conjunto. Entonces MI1(A) es regular o cancelativo,
i.e., el monoide libre sobre A tiene las siguientes propiedades:

1. VX,P,Q e MI(A) (X AP=XAQ) = P=Q).
2. VX,P,QEeMI(A)(PAX =QAX)— P=0Q).

Demostracion. O

Proposicién 5.30. Sea A un conjunto, P € MI(A) y X eY dos segmentos iniciales
de P. Entonces X es un segmento inicial de' Y, oY es un segmento inicial de X.

Demostracion. O

Definicién 5.31. Sea X una signatura algebraica, X un conjuntoy P € MI(Z ][] X).
Decimos que P es una palabra equilibrada, relativa a 3 y X, si cumple las siguientes
condiciones:

1. |P| = ar[X]*(P) + 1.
2. Para cada segmento inicial estricto @ de P, |Q| < ar[X]*(Q)

Denotamos por Bals(X) el conjunto de todas las palabras equilibradas, relativas a
Yy X.

Proposicién 5.32. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Tx(X) C Bals(X).

Demostracion. Puesto que Tx(X) es el minimo cerrado de Wx(X) que contiene
a{(z) | # € X}, para demostrar que Tx(X) C Bals(X), serd suficiente que
demostremos que Bals(X) es un cerrado de Wy (X) y que contiene a { (z) | z €
X}

Se cumple que { (z) | z € X } C Bals(X), porque, para cada z € X, la palabra
(z) es equilibrada, ya que, por una parte, al ser |(z)] = 1 y ar[X]*((z)) = 0,
tenemos que |(z)| = ar[X]*((x)) + 1, y, por otra, si Q es un segmento inicial propio
de (z), entonces, necesariamente, ) = )\, y para la palabra vacia tenemos que
I\ < ar[X]#(\), ya que 0 < 0.

Demostramos a continuacién que, para cada o € X, con ar(o) = p, y cada familia
(Pj | j € p) en Bals(X), la palabra (0)Fy - - - P,_1 es equilibrada.

Si p = 0, entonces la palabra (o) es equilibrada ya que, por una parte, al ser
|(0)| = 1y ar[X]*((0)) = 0, tenemos que |(0)| = ar[X]*((c)) + 1, y, por otra, si Q
es un segmento inicial propio de (o), entonces, necesariamente, Q = A, y para la
palabra vacfa tenemos que |A| < ar[X]*()\), ya que 0 < 0.
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Si p # 0, entonces:

()P Byl = (0)] + 5,0, P (porque || s morfismo)
=143, (ar[X]*(P;) + 1) (porque P; € Balx (X))

=14+p+ Y[ X](P))
=1+ ar[X]*((0)) + X e,ar[X]*(F;)  (porque ar[X]*((0)) = p)
=1+ ar[X)*((o)Py--- P,_1) (porque ar[X]* es morfismo).

Por lo tanto se cumple, para la palabra (¢)P - - - P,—1, la primera condicién defini-
toria del concepto de palabra equilibrada.

Sea @ un segmento inicial estricto de (¢)Py--- P,—1. Entonces, o bien hay un
i € p— 1 para el cual la palabra P; es un segmento de ), o bien no es ése el caso.

Si no hay ningiin ¢ € p—1 para el cual P; sea un segmento de ), entonces, o bien
Q = A, o bien @ = (o), o bien @ = (0)R, siendo R un segmento inicial estricto de
Py. Si Q = ), entonces |A| < ar[X]¥(\); si Q = (o), entonces |(0)| < ar[X]*((0)),
ya que |(0)| = 1, ar[X]*((¢)) = p y, por hipétesis 1 < p; si Q = ()R, siendo R un
segmento inicial estricto de Py, entonces

Q| = |(0)] + |R] (porque || es morfismo)
<1+ ar[X]*(R)
< p+ar[X]*(R)
= ar[X]¥((0)) + ar[X]*(R)
= ar[X]*((0)R)
= ar[X[*(Q).
De modo que si ) un segmento inicial estricto de (¢)Fy - -- P,—1 y no hay ningtin
i € p— 1 para el cual P; sea un segmento de @, entonces |Q| < ar[X]*(Q).

Bajo la misma hipdtesis de que ) sea un segmento inicial estricto de (¢) Py - - - Pp—1,
supongamos que exista un ¢ € p — 1 para el cual P; sea un segmento de Q. Sea en-
tonces g el méaximo de entre los i € p—1 para los cuales se cumple que la palabra P;
sea un segmento de Q. Entonces Q = (0)F - - - P;R, siendo R un segmento inicial

estricto de Py4+1 (ya que si R no fuera un segmento inicial estricto de Py41, ¢ no
serfa el méximo con la propiedad indicada), y tenemos que:

Q] = |(o)] + (Zj€q+1|P-|) + |R| (porque || es morfismo)

(porque Py € Bals(X) y R <pre Fo)

= 1+ (T @lXF(P) + 1) + |7

=1+ (g+1)+ (z]wlar[X]ﬂ(Pj))ﬂm

<p +( jegaaaa] <Pj>)+ar[X1ﬁ<R> (poraue ¢ < p— 2 y R <pre Pye1)
ar[X[*((0) Py - Py R) (porque ar[X]* es morfismo)
ar[XJF(Q).

De modo que si @ un segmento inicial estricto de (6)Py--- Pp—1 y hayuni e p—1
para el cual P; sea un segmento de Q, entonces |Q| < ar[X]*(Q).

Por consiguiente, para cada segmento inicial estricto @ de (o)Fp---Pp_1, se
cumple que |Q| < ar[X]*(Q). Luego Balx(X) es un cerrado de Wx(X), y por lo
tanto Tx(X) estd incluido en Bals(X). O
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Antes de demostrar, por induccién sobre la longitud, que Bals (X) estd incluido
en T (X), demostramos que para cada palabra equilibrada P, o bien hay un dnico
x € X tal que P = (), o bien hay un tnico o € ¥, tal que P = (¢), o bien hay un
tnico p € N — 1, un tnico o0 € ¥, y una unica familia (P; | j € p) en Bals(X) tal
que P = (0)F--- P,_1. Para ello demostramos los lemas que siguen.

Lema 5.33. Si P € Balg(X), entonces ningin segmento inicial estricto de P es
una palabra equilibrada.

Demostracion. Sea P € Baly(X) y @ un segmento inicial estricto de P. Entonces
|Q| < ar[X]*(Q). Ahora bien, ar[X]*(Q) < ar[X]*(Q)+1, luego |Q| < ar[X]*(Q)+1,
por lo tanto no puede ser |Q| = ar[X]*(Q) + 1. O

Lema 5.34. Si P € Bals(X) y k € |P|, entonces existe un dnico segmento equi-
librado Q de P que empieza en el k + 1-ésimo lugar, i.e., hay un triplo ordenado
(U,Q,V) en MI(Z]] X) xBalg(X)xMIZ][ X) tal que P=U A Q AV, |U| =k y,
para cada (Q', V') € Bals(X) x MI(Z][[ X), st P=U A Q" L V', entonces Q' = Q.

Demostracion. Unicidad. Supongamos que para un triplo (U, Q, V) en MI(Z ][ X)) x
Bals(X) x MI(Z]] X) se cumpla que P = UAQAV y que |U| = k, y sea
(@, V') € Balg(X) xMI(Z ] X) tal que P =U A Q" A V'. Entonces de la ecuacién
UAQAV =UAQ AV’ obtenemos que Q AV = Q' A V', porque los monoides
libres son cancelativos, luego, por la prop. 5.30, o bien @ es un segmento inicial
estricto de Q’, o bien @’ es un segmento inicial estricto de @, o bien Q = Q’. Pero,
en virtud del lema 5.33, no puede ocurrir ni que ) sea un segmento inicial estricto
de @' ni que Q' lo sea de Q, asi que Q = Q'

FEzistencia. Sea P € Bals(X), k € |P|y P =B AC, siendo B € MI(Z]]X) tal
que |B| = k (as{ que B es un segmento inicial estricto de P). Para cada i € |C|+1,
sea C; el segmento inicial de C' cuya longitud es precisamente 4 (en particular, Cy
es la palabra vacfa, y C|¢| es la propia palabra C').

Para el segmento inicial C|¢| de la palabra C, que es la propia C, se cumple que:

|Cic|l = |P| — |B] (porque P =B A C)
= (ar[X]*(P) + 1) — | B|
> (ar[X]*(P) + 1) — ar[X]*(R) (porque B <pre P).

Pero debido a que ar[X]*(P) = ar[X]*(B) + ar[X]*(C), también (ar[X]*(P) + 1) —
ar[X]*(B) = ar[X]*(C) + 1, luego |C|¢|| > ar[X]*(C|c|) + 1. Asi que la palabra C
tiene al menos un segmento inicial T, e.g., ella misma, para el que |T'| > ar[X]*(T)+
1.

Por otra parte, hay al menos un j € |C| para el que se cumple que, para cada
h < j, |Cul < ar[X]*(Ch), e.g., para j = 0, se cumple que, para cada h < 0,
|Ch| < ar[X]#(Ch). Sea i el méximo del conjunto

(5 €11 1¥h < 3 (Gl < arlXFA(C) )

Entonces |C;| < ar[X]*(C;) y |Cir1| > ar[X]*(Ciy1) + 1. La palabra C;;; es una
palabra equilibrada. En efecto, tenemos que |Ciy1| > ar[X]#(Cit1) + 1, pero tam-
bién:
[Cia| = [Cil +1
< ar[X](Cy) + 1
< ar[X]F(Cit1) + 1,

asi que |Cyy1| = ar[X]*(Ci11) + 1. Ademss, si D es un segmento inicial estricto de
Cit1, entonces D = C}, para algin j € i + 1, luego |D| < ar[X]*(D).
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De modo que C;41 es una palabra equilibrada que empieza en el k 4 1-ésimo
lugar. (|

Lema 5.35. Si P € Bals(X), entonces P = (x), para un x € X, o P = (o), para
un o € g, o P = (0)Py---Py_1, para un p € N—1, un 0 € ¥, y una familia
(P | j €p) enBalg(X).

Demostracion. Por ser P € Balg(X), se cumple que |P| = ar[X]*(P) + 1, luego
|P| > 1, i.e., P no es la palabra vacia.

Si |P| = 1, entonces ar[X]#(P) = 0, luego P = (x), paraun = € X, o P = (o),
para un o € Y.

Supongamos que |P| > 2y sea o la primera letra de la palabra P. Para k = 1, en
virtud del lema anterior, hay un tinico segmento equilibrado Py de P que empieza
en el k + 1-ésimo lugar, i.e., en este caso, en el segundo lugar. Por lo tanto, o bien
[(0)| + | Po| = | P|, o bien |(¢)| + |Ps| < | P|. Si lo primero, entonces P = (c) A Py, y
tenemos que:

1+ [Py| = |P]|

luego ar[X]*((0)) = 1, asf que o € X;. Si lo segundo, entonces, para k = 1+|P|, en
virtud del lema anterior, hay un tinico segmento equilibrado P; de P que empieza
en el k 4 1-ésimo lugar, i.e., en este caso, en el (1 + |Pp|) + 1-ésimo lugar. Por lo
tanto, o bien |(0)| +|FPo| + |P1| = | P|, o bien |(0)|+ |Po| + | P1| < |P]|. Si lo primero,
entonces P = (o) A Py A Pp, y tenemos que ar[X]*((£)) = 2, asi que 0 € 3. Si lo
segundo, entonces se prosigue del mismo modo, hasta que para un p € N—1 y una
familia (P; | j € p) en Bals(X), P = (0)F - - - P,—1. Entonces, tenemos que:

L+ 2 e, Pl = |P]

(@) + (et XF(P)) +1
@)+ (e 1P =) +1
= arlXP((0)) + (S, 1Bl ) + (1= p),

luego ar[X]*((c)) = p, asf que o € 5, O

(
= ar[X]¥(
(
(

Corolario 5.36. Si P € Bals(X), entonces P = (z), para un tnico © € X, o
P = (0), para un tnico o € Xy, 0o P = (0)Py--- Py_1, para un unicop € N—1, un
inico o € Xy, y una unica familia (P; | j € p) en Bals(X).

Proposicién 5.37. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Baly(X) C Tx(X).

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la longitud de las palabras. Sea
P € Balg(X) tal que |P| = 1. Entonces ar[X]#(P) = 0, luego P = (z), para un
unico x € X, o P = (o), para un Unico o € Xg; en cualquiera de los dos casos
P eTx(X).

Supongamos que todas las palabras equilibradas cuya longitud sea a lo sumo n,
con n > 1, pertenezcan a Tx(X). Sea P € Balg(X) tal que |P| = n + 1. Entonces
P=(0)P---P,—1, para un tnico p € N — 1, un tnico ¢ € ¥, y una tnica familia
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(P; | j € p) en Bals;(X). Ahora bien, |P| = |(0)| +Zj€p\Pj| = 1+Zj€p|Pj|7 por lo
tanto, para cada j € p, |Pj| < |P| = n+1, luego, por la hipétesis de induccién, para
cada j € p, P; € Ts(X), asi que P = (0)P--- P,—1 € Ts(X). Queda demostrado
que todas las palabras equilibradas cuya longitud sea n+1, son miembros de Ts(X).
Por consiguiente Bals(X) C Ts(X). O

Corolario 5.38 (Menger-Hall-Schroter). Sea ¥ una signatura algebraica y X un
congunto. Entonces se cumple que Bals;(X) = Ts(X).

Proposicion 5.39. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces el
par ordenado (nx, Ts(X)) en el que nx es la dnica aplicacidn de X en Tx(X) tal
que el diagrama:

X
linx
nx 11X
lﬁzux
MI(Z]IX)

Ts(X) —
lnTz(X)
conmuta, tiene la propiedad de que, para cada 3-algebra A y cada aplicacion
f: X —=A, existe un tnico homomorfismo f! de Tx(X) en A tal que el dia-
grama:

Xi>T2(X)

fﬁ

conmuta.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la longitud de las palabras equili-
bradas. Sea P € Tx(X) tal que |P| = 1. Entonces P = (x), para un dnico z € X,
o P = (o), para un tinico o € %y. Si P = (), entonces definimos la accién de f*
sobre (z) como:

@) = f(a).
Si P = (o), entonces definimos la accién de f* sobre (o) como:
Fil(o) = o™

Supongamos f* definida para todas las palabras equilibradas cuya longitud sea
a lo sumo n, con n > 1, y sea P € Tx(X) tal que |P| = n + 1. Entonces P =
(0)Py--- Pp—1, para un tnico p € N — 1, un tdnico ¢ € ¥, y una tnica familia
(Pj | j € p) en Ts(X). Ahora bien, para cada j € p, |P;| < |P| = n+ 1, luego,
por la hipétesis de induccién, para cada j € p, f* estd definida sobre P;. Entonces
definimos la accién de f* sobre P = (0)P, -+ P,_1 como:

FH(o)Po -+ Ppr) = FRA(fF (), -, fH(Pp1))-
Asf definido, f*, cumple todas las condiciones de la proposicién. O

Corolario 5.40. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces el par
ordenado (nx, Tx (X)) es unico salvo un idnico isomorfismo.

Demostracion. O
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Corolario 5.41. Sea 3 una signatura algebraica y f: X —=Y . Entonces hay un
anico homomorfismo Ts(f): Ts(X)—=Tx(Y) tal que el diagrama:

XX Tx(X)
f Tx(f)
Y T> Ts (Y)
conmuta.
Demostracion. O

Proposicion 5.42. Sea 3 una signatura algebraica y X e Y dos conjuntos. Una
condicidn necesaria y suficiente para que X e Y sean isomorfos es que Tx(X) y
Tx(Y) lo sean.

Demostracion. O

Como una aplicacion del concepto de algebra libre, mostramos a continuaciéon
como obtener, de forma candnica, el conjunto de las diferentes variables que ocurren
en un término.

Definicién 5.43. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces
denotamos por Var el inico homomorfismo de Tx(X) en Fin(X) tal que, para cada
x € X, Var((x)) = {x}, siendo Fin(X) la ¥-élgebra cuyo conjunto subyacente es
Subg, (X) v en la que, para cada o € 3, con ar(o) = n, F,, la operacién estructural
de Fin(X) asociada a o, asigna a una familia (X; | i € n) en Subgn(X), U,¢,, Xi-

Recordemos que para los conjuntos definimos el concepto de conjunto proyectivo
y que, de hecho, todos los conjuntos tienen la propiedad de ser proyectivos. Tal
concepto también puede definirse para las 3-algebras, pero, a diferencia de lo que
ocurre con los conjuntos, no toda X-algebra es proyectiva, pero se cumple que toda
3-algebra libre es proyectiva.

Definicién 5.44. Una X-dlgebra P es proyectiva si dado un homomorfismo so-
breyectivo f: A—#B y un homomorfismog: P—— B, hay un homomorfismo

P
/ lg
A———B

f

t: P—— A tal que el diagrama:

conmuta.
Proposicion 5.45. Toda X-dlgebra libre es proyectiva.

Demostracion. Sea Tx(X) la X-4lgebra libre sobre el conjunto X, f: A—B un
homomorfismo sobreyectivo y g: Tx(X)—B un homomorfismo. Entonces, por
ser X un conjunto proyectivo, hay una aplicacién t: X — A tal que el diagrama:
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conmuta. Luego, por ser Tx(X) libre sobre el conjunto X, existe un tnico homo-
morfismo t# de Tx(X) en A tal que el diagrama:

X¢>T2(X)
th

N

conmuta. Por lo tanto, ya que f otf onx = gonx, el diagrama:

Tx(X)
t p
A 4}09 B
conmuta. ]

Proposicién 5.46. Si X es un conjunto no vacio, entonces Tx(X) es un separa-
dor, i.e., dadas dos 3-dlgebras A, B y dos homomorfismos distintos f y g de A en
B, existe un homomorfismo h de Tx(X) en A tal que foh # goh.

Demostracion. O
Corolario 5.47. La categoria Alg(X) tiene separadores proyectivos.

Proposiciéon 5.48. Cada X-dlgebra es isomorfa a un cociente de una %-dlgebra
libre sobre un conjunto.

Demostracion. Sea A una X-algebra. Puesto que A tiene un conjunto de gene-
radores, sea X uno de ellos. Entonces, para la inclusiéon candnica inx de X en
A, en virtud de la propiedad universal del dlgebra libre sobre X, existe un nico
homomorfismo inuX de Tx(X) en A tal que el diagrama:

X nx

Tx(X)
s
iny M

A

conmuta. Ahora bien, por ser X un conjunto de generadores de A y estar X con-
tenido en la imagen de inﬁX, el homomorfismo inﬁX es sobreyectivo. Por lo tanto
Tx(X)/Ker(in%) = A O

5.5. Operaciones polinémicas.

Ahora nos ocupamos del estudio de las operaciones polinémicas sobre las dlgebras
y de algunas de sus propiedades. Ademads, establecemos las relaciones entre las
algebras libres y las algebras de operaciones polinémicas sobre las dlgebras, asi como
otra manera de obtener la subdlgebra generada por una parte de un algebra, a través
de las operaciones polinémicas sobre el dlgebra en cuestién. Pero antes demostramos
que en la categorfa Alg(X) existen las potencias de las dlgebras para cualesquiera
conjuntos.

Proposicion 5.49. Sea A una X-dlgebra y X un conjunto. Entonces hay una -
dlgebra A, la potencia de A para X, y una familia de homomorfismos (pr,)zex,
con pr,: AX —= A, para cada x € X, tal que, para cada X-dlgebra B y cada
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familia de homomorfismos (fz)zex, con fy: B—=A, para cada v € X, existe
un tnico homomorfismo (f, |z € X): B—=AX tal que, para cada x € X, el
diagrama:

Golzexy| N

AX —5——A

conmuta.

Demostracion. Sea AX la 3-algebra cuyo conjunto subyacente es el producto car-
tesiano de la familia de conjuntos (A | x € X), i.e., el conjunto, A%, de las funciones
de X en A, y en la que, para cada o € ¥, con ar(c) = n, la operacién estructural
F,, correspondiente a o, es la aplicaciéon de (AX)™ en AX definida como:
7 (AX)n AX
7] (aa |a€n) — (Fylag(z) | a€n)|zeX),
siendo F, la operacién estructural de A; correspondiente a o; y, para cada x € X,
sea pr,, el triplo ordenado (AX pr,, A), denotado por pr,: AX —= A, en el que
pr, es la aplicacién de AX en A definida como:
AX —s A
pr];

a > ag.
Entonces se cumple que, para cada o € X, con ar(o) = n, el diagrama:

n
pry

(AX)n > A"
E, E,

X 5
A pI, A
conmuta, i.e., que pr, es un homomorfismo de AX en A.
Por otra parte, dado un par ordenado (B, (f, | z € X)), en el que B es una
3.-4lgebra y, para cada z € X, f,: B——= A un homomorfismo, sea (f, | x € X) la
aplicacién de B en AX definida como:

B—)AX
<fM€X>{b — (fu(b) | 2 € X).

Es evidente que, para cada z € X, pryo(f; |z € X) = fo y que {f, |z € X) es un
homomorfismo de A en AX. Con ello queda demostrada la existencia de al menos
un homomorfismo de A en AX con la propiedad indicada. Dejamos, como ejercicio,
la demostracion de la unicidad. O

Definicién 5.50 (McKinsey-Tarski). Sea A una X-élgebra y n € N. Entonces
Pol,,(A) es la X-dlgebra determinada por el cerrado de A4" generado por las n
proyecciones canénicas de A™ en A, i.e., por {pr,,; | i € n} y la denominamos
la X-élgebra de las operaciones polindmicas n-arias sobre A. Ademds, Pol,(A)
es la X-algebra determinada por el cerrado de AL generado por las proyecciones
canédnicas de AN en A, i.e., por {pry, | i € N} y la denominamos la X-algebra de
las operaciones polindmicas finitarias sobre A.

Demostramos a continuacién que cada operacién polinémica n-aria sobre una -
algebra se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de operacién polinémica
con n variables.
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Proposicién 5.51. Sea V = {v, | n € N} un conjunto infinito numerable, n € N
y A una 3-dlgebra. Entonces hay un inico homomorfismo Pd, o de Tx(] vy) en
A" tal que, para cada i € n, Pd, a((v;)) = pry, ;s i-€., tal que el diagrama:

Mvn
Lvp —————Tx(l v,)
) Pdy, A
(prn,i | (S ’fl)
A"

conmuta, y Pol,(A) = Im(Pd, a), i.e., cada operacion polinémica n-aria sobre
la 3-dlgebra A se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de operacion
polinémica con n variables. Por consiguiente, la 3-dlgebra Pol, (A) es isomorfa a
Tx(] v,)/Ker(Pd, a). Ademds, hay un tinico homomorfismo Pd, a de Tx(V) en

A4 tal que, para cada n € N, Pdy, a((vn)) = pry.,, i-e., tal que el diagrama:

v nv Ts(V)
Pd, a
(pry,, [ €N)
AN
conmuta, y Pol,(A) = Im(Pd, a), i.e., cada operacion polindmica w-aria so-

bre la X-dlgebra A se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de opera-
cién polindmica finitaria. Por consiguiente, la X-dlgebra Pol,(A) es isomorfa a
Tg(V)/KGI‘(Pd%A).

Si P € Tx(l vn), denotamos por P2 la imagen bajo Pd,.a de P, y lo mismo
si P € Ts(V), y lo denominamos el polinomio determinado por (el simbolo de
operacion polindmica) P en A.

Demostracion. Se cumple que Pol,(A) C Im(Pdy, .a), porque Im(Pd, A) es un
cerrado de A" que contiene al conjunto { pr,,; | i € n}y Pol,(A) es el minimo
cerrado de A4" con dicha propiedad.

Para demostrar que Im(Pd,, o) C Pol,,(A), i.e., que si P € Tx(| v,), entonces
PA € Pol,(A), procedemos por induccién algebraica. Para cada i € n, (v;))A =

pr,, ;, luego (v;)* € Pol,(A). Para cada simbolo de operacién O-ario o, (0)* =

UAATL, luego (o)® € Pol,(A). Por tltimo, para cada m € N — {0}, cada o € &, y
cada familia (P;)iem en Tx(] v,), si, para cada i € m, PA € Pol,(A), entonces,
ya que ((0)Py-+ Pm_1)® = F, o (P;|i€m), y Pol,(A) es un cerrado de A4",
((6)Py -+ Pm—1)™ € Pol,,(A). Por consiguiente, Im(Pd,, o) C Pol,(A). O

Convenimos en denotar por el mismo simbolo la correstriccién de Pd,, a a Pol,,(A),
y lo mismo para Pd, A.

A continuacién demostramos que la conducta de los homomorfismos respecto de
las operaciones polindmicas de las X-algebras es la misma que tienen respecto de
las operaciones estructurales.



INCOMPLETUD 133

Proposicién 5.52. Sean A y B dos X-dlgebras, f: A—=B, ne Ny P e Tx(|
vn). Entonces el diagrama:

f’n.

A" —— B"
pA pB

A——B

f

conmuta. Ademds, si P € Tx(V), entonces el diagrama:

N

conmuta.
Demostracion. O

Proposicion 5.53. Sea A una X-dlgebra. Entonces se cumple que:

1. SineN, z,y€ A", P € Tx(| v,), Var(P) ={ v, |« € p} y, para cada
a €p, 2(ia) = y(ia), entonces PA(z) = PA(y).

2. Siz,y€ AN, P € Ts(V) Var(P) = {v,. | a € p} y, para cada o € p,
r(ng) = y(na), entonces PA(x) = PA(y).

Demostracion. O

Proposicién 5.54. Sea A una X-dlgebra. Entonces, para cada o € 3, con ar(c) =
n, se cumple que F, € Pol,(A).

Demostracion. O

Proposicién 5.55. Sea A una X-dlgebra, m,n € N, P € Pol,,(A) y (Q; | j €
m) € Pol,(A)™. Entonces P o (Q; | j € m) € Pol,(A).

Demostracion. Sea F el subconjunto de A4™ definido como:

F={PeA*

V(Q, | j € m) € Pol,(A)™ (P o(Q; | j€m)e Pol,(A))}.

Vamos a demostrar que Pol,,(A) C F. Para lo cual sera suficiente, en virtud de la
definicién de Pol,,(A), que demostremos que:

1. Para cada j € m, pr,, ; € F.
2. Para cada o € 3, con ar(o) =gy cada (P, | k€ q) € FI, F,(Py |k €q) €
F.

Dadouni € m y una familia (Q; | j € m) € Pol,(A)™, yaquepr,, ;0(Q; | j € m) =
Qj € Pol,(A)), se cumple que pr,, ; € F.

Por otra parte, dado un o € %, con ar(c) = ¢ y una familia (P | k € q) €
F9, tenemos, para cada k € ¢ y cada familia (Q; | 7 € m) € Pol,(A)™, que
Py o(Q; | j € m) € Pol,(A), luego, dada una familia (Q; | j € m) € Pol,,(A)™, ya
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que
Fo(Pi|ke€q)o(Q;ljem)=(Flo(P|keq)o(Q;|jem)
=Flo((Py|k€q)o(Q;]jem))
= F}o(Po(Q;|jem)|keq)
= FX(Pro(Qj|jem)|keq),
se cumple que F, (P | k € q) € F. O

Proposicién 5.56. Sea A una X-dlgebra, m,n € N y £: m—n. Entonces hay
un dnico homomorfismo Polg(A) de Pol,,(A) en Pol,,(A) tal que el diagrama:

Ta(l vm) —28 0 1) wy)

pdm,AL lpdn,A

Pol,,,(A) T Pol,(A)

conmuta.

Demostracion. En efecto, Polg(A) definido como
Pol,,(A) — Pol, (A)
pote(a) | P T TR 1 e

es un homomorfismo de O

Proposicién 5.57. Sea A una X-dlgebra. Entonces:
1. Para cadan € N, Polig, (A) = idpo1, (A)-
2. Para cada o: m—>n y ¢: n—>p, Polyo,(A) = Poly(A) o Pol,(A).

Demostracion. O

Proposicién 5.58. Sea A una X-dlgebra, 0 < m < n € N, P: A"—A y
Q: A" ——=A. Si, para cada x € A", Q(x) = P(xz[m), entonces P € Pol,,(A)
precisamente si Q € Pol, (A)

Demostracion. O

Como aplicacién de los conceptos que acabamos de introducir, damos una carac-
terizacién de la subdlgebra generada por una parte de una ¥-algebra.

Proposicién 5.59. Sea A una X-dlgebra. Entonces:
1. Para cadan € N y cada x € A™, se cumple que

Sga(Im(z)) ={ P(z) | P € Pol,(A) }.
2. Para cada X C A, se cumple que
Sga(X)={P(z)|neN,PePol,(A) yx € X" }.

Demostracion. Se cumple que Sga (Im(x)) € {P(z) | P € Pol,(A)}, porque el
conjunto { P(z) | P € Pol,(A)} es un cerrado de A que contiene al conjunto
Im(z) y Sga (Im(zx)) es el minimo cerrado de A con dicha propiedad.

Para demostrar que { P(z) | P € Pol,(A)} C Sga(Im(x)), ie., que si P €
Pol,,(A), entonces P(z) € Sga (Im(x)), procedemos por induccién algebraica. Para
cada i € n, pr,, ;(z) = x;, luego pr,, ;(v) € Sga (Im(z)). Para cada m € N, cada o €
Ym v cada familia (P;);em en Pol,(A), si, para cada i € m, P;(x) € Sga (Im(z)),
entonces, ya que (Fy o (P; | i € m))(z) = Fo(Po(x), ..., Pn-1(x)), y Sga(Im(z)) es
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un cerrado de A, (Fy, o (P; | i € m))(x) € Sga(Im(z)). Por consiguiente, { P(z) |
P € Pol,,(A) } C Sga(Im(x)).
La demostraciéon de que, para cada X C A, se cumple que

Sga(X)={P(z)|neN,PePol,(A)yzre X"},
se deduce de la primera parte y del hecho de que el operador Sg, es algebraico. [

Proposiciéon 5.60. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A, n € N y P €
Pol,,(A). Entonces, para cada v € X™, P(x) € X.

Demostracion. O

Proposicién 5.61. Sea f: A—=B. Entonces hay un tinico homomorfismo so-
breyectivo Pol,(f) de Pol,(A) en Pol,(B) tal que el diagrama:

TE(l Un)
Pol,, (A Pol,, (B
(4) Pol,, (f) )
conmuta.
Demostracion. O

La proposicién que sigue afirma simplemente que tenemos un functor
Pd: Ensy x Alg(X2)ep —= Alg(2)™.

Proposicién 5.62. Sea {: m——n y f: A—=B. Entonces, siendo Pol¢(f) la
diagonal del diagrama:

Pol,,(A) M Pol,,(B)

Pole() lPolE(B)

Pol,,(A) WO Pol,,(B)

se cumple que el diagrama:

Pd, A
Tx(| vym) ——— Pol,,,(A)

Tz(é)J JPolg(f)

Tx(l vn) Pol,,(B)

n,B

conmuta. Ademds, para los homomorfismos del tipo Pole(f) tenemos que:
1. Para cada n € N y cada 3-dlgebra A,

Polig, (ida) = idpol, (a)-
2. Para cada p: m——n, v: n—p, f: A—=B yg: B—=C,
Polyo,(g o f) = Poly(g) o Pol,(f).
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Demostracion. La definicién de Pols(f) como la diagonal del primer diagrama de
la proposicién es correcta, ya que el diagrama:

Pol,,
Pol,,(A Pol,,(B)
m Pd,. B
(1 vm)
Pol¢(A) sz 9 Pol¢(B)
(] vn)
Pol,( Pol,(B)
Pol
conmuta O

Proposiciéon 5.63. Sea f: B+—=A. Entonces hay un unico homomorfismo so-
breyectivo Pol,,(f) de Pol,(A) en Pol,(B) tal que el diagrama:

Tsx(] vn)
Pol,( Pol, ( Pol,(
conmuta.
Demostracion. O

La proposicién que sigue afirma simplemente que tenemos un functor
Pd: Ensy X (Alg(X)mon)? —=Alg(X) ™.
Proposicién 5.64. Sea £: m——n y f: B4+4— A. Entonces el diagrama:

Ts(] vm) — A Pol,, ()

Tz(f)J JPOls(f)

TE(J, Un) 51 POln(B)
n,B

conmuta. Ademds, para los homomorfismos del tipo Pole(f) tenemos que:
1. Para cadan € N y cada 3-dlgebra A,

POlidn (ldA) = idPoln(A)-
2. Para cada o: m—n, p: n—p, f: B+—A y g: C+—B,
Polyo,(f 0 g) = Poly(g) o Poly(f).

Demostracion. O
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5.6. Signaturas y sistemas algebraicos.

Definicién 5.65. Una signatura de primer orden es un par ((3, ar), (IL, rk)), abre-
viado como (X,II) en el que X, el conjunto de los simbolos de operacion, es un
conjunto, ar, la ariedad, una aplicacién de 3 en N, II, el conjunto de los simbolos
de relacion, es un conjunto, rk, el rango, una aplicacion de Ien N—1. Sioc € X y
ar(o) = n, entonces decimos que o es un sfmbolo de operacién n-ario, y, para cada
n € N, denotamos por ¥, el conjunto de todos los simbolos de operaciéon n-arios.
Del mismo modo, si m € Il y rk(7) = n, entonces decimos que 7 es un simbolo de
relacién n-ario, y, para cada n € N — 1, denotamos por II,, el conjunto de todos los
simbolos de relacién n-arios.

La ariedad de un simbolo de operacién o, indica el niimero de los argumentos
que tendra cualquier realizacién de ¢ como una operacién sobre un conjunto. Por
otra parte, el rango de un simbolo de relacién 7, indica el niimero de los argumentos
que tendra cualquier realizaciéon de m como una relacién sobre un conjunto.

Definicién 5.66. Sea (3, IT) una signatura de primer orden y A un conjunto. Una
(3, II)-estructura sobre el conjunto A es un par (F, R) en el que F' es una aplicacién
de ¥ en J,cx Hom(A*(@) | A) tal que, para cada o € X, F, € Hom(A4*() A) y
R una aplicacién de IT en |J__; Sub(A™(™) tal que, para cada 7 € II, R, €
Sub(Ak(™),

En algunos casos, para evitar equivocaciones, denotaremos la (3, IT)-estructura
que estemos considerando sobre un conjunto A por (FA, RA), a las operaciones
que la componen por F2, con o € ¥ y a las relaciones por R2. Ademds, cuando
ar(c) = 0, denotaremos por o el valor de F4: 1—= A en el tinico miembro de 1.

Un (X, II)-sistema algebraico o, para abreviar, un sistema algebraico es un triplo
ordenado A = (A, F, R), en el que A es un conjunto y (F, R) una (X, IT)-estructura
sobre A.

Si ¥ = @, entonces a los (3, II)-sistemas algebraicos los denominamos II-
sistemas relacionales. Ademés, si A = (A, F, R) es un (X, IT)-sistema algebraico, el
par (4, F) es la 3-dlgebra subyacente del mismo y, del mismo modo, el par (A4, R),
el IT-sistema relacional subyacente de dicho sistema algebraico.

mell

5.7. Lenguajes de primer orden.

Definicién 5.67. Un lenguaje de primer orden es un cuadruplo
L= (VA (3,10), =),

enel que V= {v, | n € N} es un conjunto infinito numerable, arbitrario pero
fijo, A una signatura algebraica, a la que denominamos la signatura ldgica, tal que,
para cada n € N, los conjuntos A,,, de simbolos de operacién 16gicos, estédn definidos
como:

1. Ay ={-}uU{Vo, |neN}L

2. Ao ={A,V, >}

3. A, =09, sin#1,2

(3, II) una signatura de primer orden y = el simbolo de la igualdad.

Definicién 5.68. El conjunto Tm(L), de los L-términos es:
Tm(L) = Tx(V),
i.e., el conjunto subyacente de la 3-algebra libre sobre el conjunto de las variables
V.
Los miembros de Tm(L), i.e., los simbolos de operacién polinémica, o términos,

denotan operaciones, esencialmente, finitarias, que se realizan como tales sobre
conjuntos que estén dotados de una estructura de X-dlgebra. Ademds, para un
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término P € Tm(L), tenemos que P = (v, ), para un dnico n € N, o P = (¢), para
un dnico o € Ly, 0 P = (0)Py--- P,—1, para un tnico p € N — 1, un tnico o € %,
y una tUnica familia (P; | j € p) en Tm(L).

En virtud de la definiciéon del conjunto de los L-términos, como el conjunto
subyacente de la X-dlgebra libre sobre el conjunto de las variables V', disponemos
de un principio de demostracién por induccién algebraica y de un principio de
definicién por recursién algebraica sobre los L£-términos.

Antes de establecer ambos principios, recordamos que Wx (V) es la X-algebra
cuyo conjunto subyacente, Wx(V'), es el conjunto MI(XZ [ V), formado por todas
las palabras sobre el alfabeto X[V, y cuyas operaciones estructurales, F,, para
cada o € X, son las definidas como:

F{@MEHWP“>>M@HV)
Tl (Bljear(o)) — (o) L A(P; | ] € ar(0)),

i.e., como la concatenacién de la palabra (o) y de las palabras P;, con j € ar(o).

Corolario 5.69. Sea T C Wx (V). Si T es un cerrado de la 3-dlgebra W (V) y
T contiene al conjunto { (v,) | n € N}, entonces Tm(L) C T.

Corolario 5.70. El par ordenado (ny, Tm(L)) en el que ny es la dnica aplicacion
de V en Tm(L) tal que el diagrama:

v
iinv
w SV
iﬂz 110%
MIZ]IV)

Tm(£) —
MTm(L)
conmuta, tiene la propiedad de que, para cada X-algebra A y cada aplicacion
f: V—=A, existe un tnico homomorfismo f* de Tm(L) en A tal que el dia-
grama:

v—"  Tm(c)
#

f f

A

conmuta.

Definicién 5.71. Denotamos por Var el inico homomorfismo de Tm(£) en Fin(V)
tal que, para cada n € N, Var((v,)) = {v,}, siendo Fin(V) la X-algebra cuyo
conjunto subyacente es Subg, (V) y en la que, para cada o € X, con ar(o) = n, F,,
la operacién estructural de Fin(V') asociada a o, asigna a una familia (X; | ¢ € n)
en Suba,(V), U,.,, Xi

i€En
Definicién 5.72. El conjunto de los L-términos cerrados, denotado por ClTm(L),
es:
ClTm(L) ={P € Tm(L) | Var(P) = & }.
El conjunto CITm(L) es, esencialmente, el conjunto subyacente de la X-dlgebra
libre sobre el conjunto vacio.

Definicién 5.73. El conjunto de las L-férmulas atémicas es el conjunto definido
(explicitamente, y no por recursién) como:

AH(L) = ({=}  Tm(£)?) UU,en{m} x Tm(£)).
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De modo que una L-férmula atémica es o bien un par ordenado de la forma
(=,(P; | i € 2)), para algin (P; | i € 2) € Tm(£)?, o bien un par ordenado de
la forma (m, (P; | ¢ € n)), para algin n € N — 1, algin 7 € II,, y alguna familia
(P; | i €n) € Tm(L)™. Para simplificar la escritura, convenimos en denotar a las £-
férmulas atémicas del primer tipo por Py = P y a las del segundo por 7(P; | i € n)
o por w(Po,...,Ph_1).

Definimos a continuacion el conjunto de las variables de las £-férmulas atémicas.
Tal definicién serd explicita, i.e., no recursiva, ya que la definicién de las L-férmulas
atémicas es explicita.

Definicién 5.74. Sean e N—1, 7 €1Il,, (P, |ien) e Tm(L)"y (P, |i€2) €
Tm(£)?2. Entonces:

Varay (o) (Po = P1) = Var(Fy) U Var(Py).
Varagz) (m(FPo, - -, Puo1)) = Uie,, Var(F).
Definicién 5.75. El conjunto Fm(L), de las L-férmulas es:
Fm(L) = Ta(At(L)),

i.e., el conjunto subyacente de la A-dlgebra libre sobre el conjunto At(L), de las
L-féormulas atémicas.

De modo que para cada L-férmula ¢ o bien ¢ = (Py = P;), para un tnico par
(P; | i €2) € Tm(L)?, o bien ¢ = (7(Py,...P,_1)), para un tnico n € N — 1, un
unico 7w € II,, y una tnica familia (P; | i € n) € Tm(£)", o bien ¢ = (=), para
una tUnica férmula 1, o bien ¢ = (A)¥€, para un tnico par de férmulas ¥ y &, o
bien ¢ = (V)¥¢&, para un unico par de férmulas ¢ y £, o bien ¢ = (—)9&, para un
unico par de férmulas 1 y &, o bien ¢ = (Vv,)1, para un tnico n € N y una tnica
férmula 1.

Para abreviar, convenimos en denotar (Py = Py), resp., (7(FPo, ... Pn_1)), ()¢,
(/\)1#57 (\/)?/15» (—>)¢§ y (V’Un)'l)b por PO = Plv resp., W(P07 s Pnfl); ﬂ/i, 1/}/\57 Z/JVE,
Y — &y Vo

Los miembros de Fm(L), y en particular los de At(L), i.e., tanto las férmulas,
como las férmulas atomicas, denotan relaciones, esencialmente, finitarias, que se
realizan como tales sobre conjuntos que estén dotados de una estructura de A-
algebra.

En virtud de la definicién del conjunto de las £-féormulas, como el conjunto sub-
yacente de la A-dlgebra libre sobre el conjunto At(L), disponemos de un principio de
demostracion por induccién algebraica y de un principio de definicién por recursién
algebraica sobre las £-féormulas.

Corolario 5.76. Sea F C Wp (At(L)). Si F es un cerrado de la A-dlgebra W o (At(L))
y ademas { () | ¢ € At(L)} C F, entonces Fm(L) C F.

Corolario 5.77. El par ordenado (nac), Fm(L)) en el que nay) es la tdnica
aplicacion de At(L) en Fm(L) tal que el diagrama:

At(L)
linAt(ﬁ)
ATTAt(L)
l’h\ 11 At(L)
MI(ATTAt(L))

NAL(L)

Fm(L)

WEm(L)
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conmuta, tiene la propiedad de que, para cada A-algebra A y cada aplicacion
[ At(L) —= A, existe un tinico homomorfismo f* de Fm(L) en A tal que el dia-
grama:

AY(L) —ME | b

fﬁ

A
conmuta.

Definicién 5.78. Denotamos por Vargy(c) el tnico homomorfismo de Fm(L)
en Fina (V) tal que, para cada ¢ € At(L), Varpm)((p)) = Varagc)(w), sien-
do Finp (V) la A-dlgebra cuyo conjunto subyacente es Subg, (V) v en la que las
operaciones estructurales son:

].. F—‘ = idSubfin(V)'

2. Para cada n € N, Fy,, = Uo (K{y,},idsubg, (v))-

3. F\/:F/\:FH:U

A continuacién vamos a dotar al conjunto 2 = {0,1} de una estructura de A-
algebra que nos permitird, en ultima instancia, definir el conjunto de las variables
libres de una férmula, conjunto del cual haremos uso cuando definamos la relacién
en un sistema algebraico asociada a la misma.

Definiciéon 5.79. Sea n € N. Entonces denotamos por 2, la A-algebra cuyo
conjunto subyacente es 2 y en la que las operaciones estructurales son:

1. F. =id,.

2. Para cada m € N— {n}, Fy, = ids.

3. Fan = K.

4. F\/ = F/\ = .F*> = max.
Entonces denotamos por Foc,, el tinico homomorfismo de Fm(L) en 2, tal que,
para cada L-férmula atémica ¢ € At(L), Foc,, ((¢)) = 1 precisamente si v, €
Varagz) (). Ademas, denotamos por Foc el subconjunto de V' x Fm(L) definido
como:

Foc = { (v, ) € V x Fm(L) | Foc,, (p) =1}.

Si entre la variable individual v, y la L-férmula ¢ se da la relacién Foc, entonces
decimos que la variable individual v,, ocurre libre en la L-formula .

Definicién 5.80. Denotamos por Fvarpy,(z) la aplicacién de Fm(£L) en Fina (V)
que a una férmula ¢ le asigna:

Fvarpm(c)(¢) = {vn € Varpm(c)(#) | (vn, ¢) € Foc }.

A los elementos del conjunto Fvarpy,z)(¢) los denominamos las variables libres de
la féormula .

Definicién 5.81. El conjunto de las L-fdrmulas cerradas, denotado por Sent(L),
es:
Sent(ﬁ) = {50 € Fm(ﬁ) | FvarFm(ﬁ) (Qp) =0 }

5.8. El concepto de verdad de Tarski.

Para una signatura de primer orden (X, IT) y un sistema algebraico A = (A, F, R),
una vez dotado el conjunto Sub(AY) de una estructura de A-algebra, definimos,
haciendo uso del principio de la definicién por recursién algebraica, la relacién,
de rango N, en A asociada a una férmula. Entonces, una vez definida la relacién
ternaria de satisfacibilidad entre sistemas algebraicos, formulas y valoraciones de
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las variables, definimos la relacion binaria de validez entre sistemas algebraicos y
férmulas, obteniendo de este modo una conexién de Galois contravariante para la
16gica de predicados de primer orden con igualdad. También definimos la nocién de
diagrama de un sistema algebraico y demostramos que los modelos del diagrama de
un sistema algebraico, son los sistemas algebraicos en los que tal sistema algebraico
se puede encajar. Por dltimo, demostramos que toda férmula es semanticamente
equivalente a una férmula prenexa.

Definicién 5.82. Sea A un conjunto, a € A, n € Ny 2: N—> A. Entonces z("%
denota la aplicaciéon de N en A definida como:
N— A
z(nl) x(m), simeN-—{n};

a, sim=n.

m —s (™ (m) = {

Asi pues, la aplicacién z("%) coincide con z en N — {n} y en n toma como valor a.

Definicién 5.83. Sea A = (A, F, R) un sistema algebraico y P € Tm(L). Entonces
denotamos por P2 la imagen bajo Pd, a de P, y lo denominamos el polinomio
determinado por (el simbolo de operacién polinémica) P en A, siendo Pd, o el
unico homomorfismo de la ¥-dlgebra Tm(L) en la 3-dlgebra (A,F)AN tal que,
para cada n € N, Pd, A ((vn)) = pry ,, i.e., tal que el diagrama:

v —" . Tm(c)
Pd,, A
(prN,n)nEN
AA"

conmuta.

Proposicién 5.84. Sea A un sistema algebraico , v,y € AN, P € Tm(L) y
Var(P) = {v,, |« € p}. Si, para cada o € p, x(ny) = y(na), entonces PA(x) =
PA(y).

Demostracion. O

Definicién 5.85. Sea A un sistema algebraico, P € Tx(V) y n(P) = min{n €
N | Var(P) C| v, }. Entonces P*("):A denota la operacién n(P)-aria sobre A que
aun z € AP le asigna P*(P)A(z) = PA(y), siendo y cualquier miembro de AN
tal que y[n(P) = .

Definicién 5.86 (Tarski). Sea A un sistema algebraico. Entonces

1. Denotamos por Suba(AY) la A-dlgebra cuyas operaciones estructurales
estan definidas como:

I3 Sub(AY) —= Sub(4Y)
B X — F(X) =AY - X.

R Sub(AY) —= Sub(AN)
Yon X Fyp (X)={yec AV |Vac A(y™) € X)}.

r Sub(AY)2 —= Sub(AY)
A X o E(X,Y)=XN).



142 JUAN CLIMENT

r Sub(AY)2 — Sub(4Y)
v X — Fy(X,Y)=XU).

I3 Sub(AN)? —= Sub(AV)
*{ X e FL(X,Y) = (AY - X)U.

2. Denotamos por Rd,, a el inico homomorfismo de la A-algebra libre Fm(L)
en la A-dlgebra Subp (AY) tal que a cada L-férmula atémica de la forma
P=Q,con P,@Q € Tm(L), le asigna

Rdw,A(P = Q) = Eq(PA7 QA)

y a cada L-férmula atémica de la forma 7(P; | ¢ € n), siendo 7 € II tal que
tk(m) =ny (P;|i€n) € Tm(L)", le asigna

Ry a(m(P; | i€n)) ={z € AV | (PA(z) |ien) € Ry ).

Al valor de Rd,, o en una L-férmula ¢, que es un subconjunto de AN 1o
denominamos la relacion determinada por ¢ en A y lo denotamos por .

A partir del homomorfismo Rd,, a de la A-algebra libre Fm(L£) en la A-édlgebra
Suby (AY) definimos la relacién ternaria de satisfacibilidad entre sistemas algebrai-
cos, férmulas y valoraciones de las variables.

Definicién 5.87 (Tarski). Sea £ un lenguaje de primer orden. Entonces la rela-
cion de satisfacibilidad entre sistemas algebraicos, férmulas y valoraciones de las
variables, a la que denotamos por - =, -[-], es la definida como:

o []={(Ap,2) € UAEsAlg(z,n){A} x Fm(L) x AV |z € oA }.
Convenimos que A =, ¢[z] significa que el triplo (A, ¢, z) € UAESAlg(E,H){A} X

Fm(L) x AY estd en - =, -[-], y decimos, en ese caso, que la valoracién x satisface
apen A.

Definicién 5.88 (Tarski). Sea A un sistema algebraico, z € AN y p € Fm(L).

1. Decimos que la férmula ¢ es satisfacible en A si existe un 2 € AN tal que
A Er oplr], ie., si ph #£ 2.

2. La férmula ¢ es satisfacible si existe un sistema algebraico A tal que ¢ es
satisfacible en A.

3. Un conjunto de L-formulas ® es satisfacible si existe un sistema algebraico
A y un x € AV tal que, para cada ¢ € ®, A =, p[x].

Sea A un sistema algebraico, P,Q € Tm(L), ¢, € Fm(L), n € Ny x € AV

Entonces:

1. A = P = Q[x] precisamente si x € Eq(P4, Q*).
A |, (P | i € n)[x] precisamente si (PA(x) | i € n) € R,.
A =, —plx] siy s6lo si no ocurre que A =g ¢[z].
Abc o ndla] siysolosi A b ola] y A e ).
A =r o Vipla] siysélosi A l=r pfz] o Al Y[a].
A =, ¢ — ¢[x] siy sélo sino es el caso que A =, plz] 0 A =, Y]
A =1 Vo, ¢[r] exactamente si, para cada a € A, A = p[z™1)].
A =, 3v,¢[r] exactamente si, existe un a € A tal que A = p[z(™)].

® NS OUE wN

Proposicién 5.89. Sea A un sistema algebraico, ¢ € Fm(L), x,y € AN yFvar(p) =
{vn, | @ €p}. Si, para cada o € p, x(ny) = y(na), entonces x € p si y sélo si

y € p?, e, A=p p[z] precisamente si A |=¢ @ly]. En particular, si ¢ € Sent(L),

entonces o bien ™ = AN 0 bien o = @, i.e., o bien, para cada x € AN, A =, @[]

o bien, para cada v € AN, A =1 —p|z].
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Demostracion. O

Definicién 5.90. Sea A un sistema algebraico, ¢ € Fm(L) y n(¢) = min{n € N |
Fvar(¢) C| v, }. Entonces ¢"(¥)A denota la relacién n(P)-aria sobre A definida
como:

e"OA =2 e AP | Iy e AV (yIn(p) =z & yept)}.

Si x € ™¥)A decimos que z satisface a ¢ en A y lo denotamos por A =, ¢|[z]].

Definicién 5.91. Sea A un sistema algebraico, n € N—1y R C A™. Decimos que
R es definible en A si hay una férmula ¢ tal que Fvar(¢) C| v, y ¢"(¥)A = R,

Proposicién 5.92. Sean € N—1 y A un sistema algebraico. Entonces el conjunto
Def,,(A) de las relaciones de rango n definibles en A estd cerrado bajo la unidn
binaria, interseccién binaria y complementacion. Ademds, @ y A™ € Def,,(A). Por
lo tanto Def,,(A) = (Def,,(A),U,N,C, @, A") es un dlgebra booleana.

Demostracion. O

Definicién 5.93. Sea £ un lenguaje de primer orden. Entonces la relacién de
validez entre sistemas algebraicos y férmulas, a la que denotamos por =, es la
definida como:

Fe={ (A, p) € SAlg(Z,1I) x Fm(L) | Vo € A™ (A |= ¢la]) }.

Convenimos que A =, ¢ significa que el par (A,¢) € SAlg(X,II) x Fm(L)
estd en =, y decimos, en ese caso, que la férmula ¢ es verdadera en A o que
A es un modelo de ¢; ademads, decimos que una féormula ¢ es universalmente
vdlida si, para cada sistema algebraico A, A =, ¢. Entonces el triplo orde-
nado (SAlg(X,II),Fm(L),}=,) es el contexto de Galois de la L-l6gica de pre-
dicados de primer orden con igualdad y a la situaciéon de Galois contravarian-
te (Sub(SAlg(3X,II)), Vdz, Mod, Sub(Fm(L))), asociada al anterior contexto de
Galois, la denominamos la situacion de Galois contravariante de la L-l6gica de
predicados de primer orden con igualdad.

La aplicaciéon Vd, asigna a cada conjunto A de sistemas algebraicos, el conjunto
de férmulas Vd.(.A) definido como:

vd { Sub(SAlg(3,II)) — Sub(Fm(L))
‘ A — {peFm(L) |[VAcA(AFL 9},

de modo que Vd,(A) es el conjunto de las férmulas validas, o verdaderas, en A.
A cualquier férmula cerrada de Vdz(A) la denominamos un teorema de A y al
conjunto de los teoremas de A, i.e., a Vdz(A) NSent(L), lo denotamos por Th.(A).

La aplicacién Mod asigna a cada conjunto ® de férmulas, el conjunto de siste-
mas algebraicos Mod(®) definido como:

Sub(Fm(L£)) — Sub(SAlg(X,1I))
Mod, { ® — {A €SAIg(S,II) Vo € D (A =z ¢) .

A cualquier sistema algebraico de Mod.(®) lo denominamos modelo de ®.

Decimos que un conjunto A de sistemas algebraicos es axiomatizable si hay un
conjunto de férmulas cerradas ® tal que A = Mod,(®P), en cuyo caso decimos que
® es un conjunto de axiomas de A. Si @ es finito, entonces decimos que A es finita-
mente axiomatizable. Decimos que un conjunto de férmulas ® estd modelisticamente
cerrado si hay un conjunto de sistemas algebraicos A tal que ® = Vd.(A).

Proposicién 5.94. Para el contexto de Galois (SAlg(X,I1),Fm (L), =¢), da-
dos A,A” C SAlg(X,II), una familia no vacia (A; | i € I) de subconjuntos de
SAlg(X,II), ,9’ C Fm(L) y una familia no vacia (; | i € I) de subconjuntos de
Fm(L) se cumple que:
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A C Mod,(Vdz(A)).

Si A C A, entonces Vdz(A) CVdg(A).

Si ® C &', entonces Mod(®') C Mod, (D).
Vdg(A) = Vdg(MOdg(Vdg(A))).

MOdL((I)) = MOdL(VdL(MOdg(‘l)/))).

Vdz (Uier Ai) = Nyer Vdz(Ay).

Modz (Ue; @) = Njey Mod(®;).

Demostracion. O

PO NSO WD

Definicién 5.95. Sea ¢ € Fm(L) tal que Fvar(p) = {v,, | @ € p}. Una clausura
universal de ¢ es cualquier férmula de la forma Yoy, ... Vn,_, ¥, para alguna
permutacién (o(a) | o € p) de p. A cualquiera de ellas la denotamos por cly(y).

Proposicién 5.96. Sea A un sistema algebraico y ¢ € Fm(L) tal que Fvar(p) =
{vn, | €p}. Entonces A =1 ¢ siy sdlo si A =r cly(p).

Demostracion. O

Lema 5.97. Para cada A C SAlg(X,II), se cumple que
Vdg(A) = Vdg(MOd[j(Thg(A))).

Demostracion. Puesto que Thy(A) estd incluido en Vdz(A), ya que, por definicién,
Th,(A) = Vdz(A) NSent(L), y por ser Mod, antitona, tenemos que

Mod,(Vdz(A)) € Mod,(The(A)),
luego, por ser Vd, antitona, se cumple que
Vdz(Modz(The(A))) € Vde(Modz(Vdz(A))),
pero Vd.(A) = Vdz(Mod,(Vdz(A))), por lo tanto
Vdz(Modz(The(A))) € Vde(A).

Demostramos por ultimo que Vdz(A) C Vdgz(Modz(Thz(A))). Sea ¢ € Vdz(A).
Para demostrar que ¢ € Vdz(Modz(Thgz(A))) hemos de establecer que, para cada
B € Mod.(Thz(A)), B = ¢. Sea pues B € Modz(Thz(A)) i.e., B cumple que

VY (¢ € Sent(£) & (VA € A(A £ 9))) = B =c ),

entonces, ya que cly(p) € Sent(L) y, para cada A € A, A . cly(p), porque
© € Vdz(A) y en virtud de la proposicién 5.96, tenemos que B =, cly(yp), luego,
por la misma proposicién, B =, ¢. Por lo tanto

VdL(A) - Vd[(MOdg(Thﬁ(A))).

Lema 5.98. Para cada ® C Fm(L), se cumple que
MOdg(q)) = MOdﬁ(ThE(MOdg(q)))).

Demostracion. Puesto que Thy (Mod,(®)) estd incluido en Vdz(Modz(®)), ya que,
por definicién Th,(Modz(®)) = Vdz(Modz(®)) NSent(L), y por ser Mod antito-
na, tenemos que

MOdc(Vdﬁ(MOdg(@))) g MOdg(Thc(MOdg(@))),
pero Mod . (®) = Modz(Vdz(Mod,(®))), por lo tanto
MOdg((I)) - MOdL(Thﬁ(MOdﬁ((I)))).
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Demostramos por tltimo que Modz(Thz(Modz(®))) € Mod,(®). Sea pues A un
modelo de Th,(Modz(®)) i.e., A cumple que

Vi (¢ € Sent(L) & (VC € Mod,(®) (C £ ¢))) — A £ ¢),

entonces, dado un ¢ € @, ya que cly(p) € Sent(L) y, para cada C € Mod.(®),
se cumple, en virtud de la proposicién 5.96, que C =, cly(p), tenemos que A =,
cly(¢), luego, por la misma proposicién, A =, . Por lo tanto

MOdﬁ(Thg(MOdﬁ(‘b))) g M0d£<@).

Proposicion 5.99. FEl conjunto
Im(Vdz) = {® C Fn(£) | 9A C SAlg(S,TT) (& = Vd(A)) },

de todos los conjuntos de férmulas modelisticamente cerrados, es un sistema de
clausura y es isomorfo al conjunto

Im(Modg [Sub(Sent(£))) = { A C SAlg(X%,II) | 3® C Sent(L) (A = Mod(®)) },
de todos los conjuntos de sistemas algebraicos axiomatizables.

Demostracion. Veamos que el conjunto Im(Vd,) es un sistema de clausura sobre
Fm(L). Se cumple que Fm(£) € Im(Vd,) porque, para A = &, Vd.(2) = Fm(L).
Ademés, si (®; | i € I) es una familia no vacia en Im(Vd,), entonces (,c; ®; €
Im(Vd,), porque, para cada i € I, existe un subconjunto A; de SAlg(X,II) tal
que (I)Z = MOdg(Az) y mie] (I)l = Vdﬁ(UieI Al)

Para establecer que el conjunto de todos los conjuntos de férmulas modelistica-
mente cerrados es isomorfo al conjunto de todos los conjuntos de sistemas algebrai-
cos axiomatizables, es suficiente tomar en consideracion que las aplicaciones:

N Im(Vd,) —= Im(Mod, [Sub(Sent(L£)))
ﬁ{ Vdg(A) = Modg(The(A))

y
v Im(Modg [Sub(Sent(£))) — Im(Vd,)
£ Mod (®) — Vdz(Mod,(®))
son inversas una de otra, debido a los lemas 5.97 y 5.98. O

En la préxima seccién, cuando dispongamos del teorema de Los, demostraremos
que Im(Vd,), y por lo tanto Im(Mod, [Sub(Sent(L£))), es un sistema de clausura
algebraico.

Tal como senala Cohn en [?], la anterior conexién de Galois se puede usar,
bien para estudiar las féormulas a través de sus modelos, bien para estudiar los
sistemas algebraicos mediante sus teoremas. Sin embargo, este método tiene ciertas
limitaciones; porque no nos permite distinguir entre dos férmulas que tengan los
mismos modelos, ni entre dos sistemas algebraicos que tengan los mismos teoremas.

Esto conduce a definir dos relaciones de equivalencia, una sobre el conjunto de las
férmulas y otra sobre el conjunto de los sistemas algebraicos. Nos ocupamos ahora
de la primera relacion de equivalencia, y para ello, pero no sélo para ello, definimos
la relacién de consecuencia seméantica entre conjuntos de férmulas y férmulas.

Definicién 5.100. La relacion de consecuencia semdntica entre los conjuntos de
férmulas y las férmulas, denotada por IFz, es el subconjunto de Sub(Fm(£))xFm(L)
que consta de los pares (T', ) tales que, para cada sistema algebraico A y cada
x € AN, si, para cada v € T, A |=¢ v[z], entonces A =, ¢[z].
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Si I' IFz ¢, decimos que ¢ es consecuencia semdntica de I'. En particular, si
{¢} k2 ¢, denotado simplemente por ¥ I, ¢, entonces decimos que ¢ es conse-
cuencia semdntica de ¥ y si tanto ¥ I, ¢ como ¢ I-, 1, situacién que denotamos
por ¢ =, Y, que p y 1 son semdnticamente equivalentes.

SiT'U{¢} C Sent(L), entonces
T IFz psiy sélo siModz(T) € Modg ().
Proposicién 5.101. La endoaplicacion Cng de Sub(Fm(L)) definida como

Sub(Fm(L)) — Sub(Fm(L))
Cnc{ r — {peFm(L)|TIF: ¢},

es un operador clausura sobre Fm(L).
Demostracion. g
Si T C Sent(L), entonces
Cn,(T) N Sent(£) = The(Mod.(T)).

Definicién 5.102. Una L-teoria o también, para abreviar, una teoria, es un sub-
conjunto I' de Sent(L) tal que, para cada ¢ € Sent(L), si T IF. ¢, entonces p € T

Si I" C Sent(L), entonces I' es una teoria precisamente si I' = Cng(T).

Proposicién 5.103. Para cada conjunto de sistemas algebraicos A, Thz(A) es una
teoria. En particular, para cada sistema algebraico A, Thy(A) es una teoria.

Demostracion. O

Teorema 5.104 (Herbrand-Tarski). Sea I' C Fm(L) y ¢, € Fm(L). Entonces
T U{e} ks ¥ exactamente si T lkp o — 9

Demostracion. O

Proposiciéon 5.105. Una condicion necesaria y suficiente para que dos formulas
cerradas ¢ y ¢ sean semdnticamente equivalentes es que Modz(p) = Modg (¥).
Por lo tanto ~, es una relacion de equivalencia sobre Fm(L). Ademds, la relacion
~p retringida al subconjunto Sent(L) de Fm(L) es compatible con los operado-
res booleanos y el conjunto cociente Sent(L)/ = estd dotado de una estructura
de dlgebra booleana, a la que denotamos por LT(L) y denominamos el dlgebra de
Lindenbaum-Tarski de la [6gica de predicados de primer orden. Por iltimo, cada
elemento de LT(L) determina un conjunto finitamente aziomatizable, siendo tal
asociacion inyectiva.

Demostracion. O

5.9. Extensiones y equivalencias elementales.
The “objects” of model theory are the structures. The “maps”of first or-
der model theory are not the monomorphisms, which preserve merely
the atomic structural properties, but rather the elementary monomorp-
hisms, which preserve all first order properties.

G. Sacks.

En esta subeccién definimos la relacién de equivalencia elemental y la de encaja-
miento elemental entre sistemas algebraicos y estudiamos tanto las propiedades de
las mismas, como las relaciones que subsisten entre ellas y la relacién de isomorfia.
Ademids, demostramos el teorema de Tarski-Vaught sobre la clausura del conjunto
de los sistemas algebraicos, relativos a una signatura de primer orden, arbitraria
pero fija, respecto de la unién de cadenas ascendentes de sistemas algebraicos, en
las que cada término de la cadena es un subsistema elemental de su sucesor, el



INCOMPLETUD 147

teorema de Tarski-Vaught sobre la caracterizacion de los subsistemas elementales,
el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente y ascendente, el teorema de
Lo$ y el teorema de compacidad. Ademads, dotamos al conjunto de los conjuntos
axiomatizables minimales de una estructura de espacio topoldégico compacto, Haus-
dorff y cero-dimensional y demostramos un teorema de Taimanov que caracteriza
el operador clausura, en el espacio topoldgico mencionado, mediante la nocién de
ultraproducto.

Definicién 5.106 (Tarski). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Decimos que

A y B son elementalmente equivalentes, y lo denotamos por A = B, si, para cada
¢ € Sent(L), si A =, ¢, entonces B =, ¢.

La definicién de equivalencia elemental entre dos sistemas algebraicos puede
parecer asimétrica, pero no es ése el caso, como pone de manifiesto el siguiente
corolario.

Corolario 5.107. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Entonces A = B preci-
samente si, para cada ¢ € Sent(L), A = ¢, si y sdlo si B =, ¢ o, lo que es
equivalente, exactamente si Thy(A) = The(B). Por consiguiente, la relacidn bina-
ria = en SAlg(X,IT) es simétrica. Ademds, = es reflexiva y transitiva, por lo tanto,
es una relacion de equivalencia sobre SAlg(X,II) y es menos fina que la relacién
de isomorfia = sobre el mismo conjunto, i.e., ZC=.

Demostracion. O

Definicién 5.108. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Un encajamiento elemen-
tal de A en B es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y denotado por
f: A>=—=B, en el que f es una aplicaciéon de A en B tal que, para cada férmula ¢
y cada x € AN A |=, ¢[z] exactamente si B = @[f o 2], i.e., z € ¢ si y sblo si
foxe ¢B.

Proposicion 5.109. Si f: A>—=B es un encajamiento elemental, entonces f es
un encajamiento de A en B.

Demostracion. O

Proposicién 5.110.

1. Sif: A>—=B yg: B>—=C son encajamientos elementales, entonces tam-
bién lo es go f: A>—=C.

2. Sigof: A>—=C yg: B>=C son encajamientos elementales, entonces

también lo es f: A>—=B.

ida es un encajamiento elemental.

4. Si f: A——=B es un isomorfismo, entonces también es un encajamiento
elemental.

5. Si f: A>—=B es un encajamiento elemental, entonces A = B.

&

Demostracion. O

Definicién 5.111 (Tarski). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Decimos que A
es un subsistema elemental de B, y lo denotamos por A < B, si A C By siing es
un encajamiento elemental de A en B.

Proposicion 5.112. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Si A es un subsistema
elemental de B, entonces A es un subsistema de B y A = B.

Demostracion. O
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Los grupos Z = (Z,+,—,0) y P = (P,+,—,0), siendo P el conjunto de los
ndimeros enteros pares, son isomorfos, luego son elementalmente equivalentes; pero
P, que es un subgrupo de Z, no es un subsistema elemental de Z (esto no entra en
contradiccién con el que todo isomorfismo sea un encajamiento elemental, porque
las inclusiones son distintas de los isomorfismos). De hecho, el tnico subsistema
elemental de Z es él mismo.

Teorema 5.113. Sea (S,.A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos. Si los
homomorfismos de transicion as s : As — Ay son encajamientos elementales, en-
tonces, para cada s € S, as, la inclusion candnica s-€sima, es un encajamiento
elemental de A, en lim(S,.A). Ademds, si ®: (S, A)—(T,B) es un morfismo
inductivo, en el que ® = (¢, f), con ¢: S—=T y f = (fs | s € S), siendo, para
cada s € S, fs: As>=>=Bgy(y), entonces

lim®: lim(S, . A)>— lim(T, B).
— — —
Demostracion. O

Corolario 5.114 (Tarski-Vaught). Sea I un conjunto no vacio y (A; |i € I) una
familia de sistemas algebraicos tal que, para cada i,j € I exista un k € I tal que
A; <A y Aj <Ay Entonces, para cada i € I, A; < UieI A,;.

Demostracion. Antes de proceder a demostrar el teorema recordamos que para
una familia de sistemas algebraicos dirigida superiormente (A; | i € I), el sistema
algebraico (J;c; Ai es el definido como:
1. El conjunto subyacente de [ J;o; A; es ;¢ Ai-
2. Para cada n € N y cada o € X, la operacién estructural F, es la aplicacién
definida como:
F (Uie[ Ai)n - Uie[ Ai
7| (7o |a €n) — FAi(z,|acn),
siendo ¢ un indice tal que, para cada o € n, x, € A;.
3. Para cadan € N—1y cada 7 € II, la relacién estructural R es (J;¢; RA:
Es evidente que, para cada i € I, A; es un subsistema de [ J;; A;.
La demostracién del teorema es por induccién algebraica. Concretamente, vamos
a demostrar que el conjunto de férmulas ® definido como:

®={¢eFm(L)|VielVxe AY (A; |z olz] — Ui Ai [ dlin; o 2)) },

contiene al conjunto At(L) de las férmulas atémicas y estd cerrado bajo las opera-
ciones estructurales definidas sobre Fm(L).

Sabemos que las L-férmulas atémicas, o bien son de la forma Py = P;, para
algtn (P; | i € 2) € Tm(L£)?, o bien de la forma 7(P; | i € n), para algtin n € N — 1,
algin 7 € II,, y alguna familia (P; | i € n) € Tm(L)".

Seai € I 'y z € AY. Vamos a demostrar que A; =z Py = P;[x] precisamente
si Ujer Ai Fr Po = Pifing o], ie., que = € Eq(P2, P si y sélo si in; o €
Eq(POUie’ Ai, P1Uie’ Ai), o lo que es equivalente, que Pé*i (z) = PlAi (x) siy sélo si

Péjie[ A (in;ox) = Pluig Ai (in; o ). Ahora bien, para « € 2 el diagrama:

N ini-\I N
Ay ——— (Ujes 4i)
P Pert
A; — Uier 4i

in;
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. A UierAi/. N
conmuta. Por lo tanto, para o € 2, in; (P2 (x)) = Ps <" (in; (x)).

De manera que si Pt (z) = P{(z), entonces in;(P2(z)) = ing (P (x)), i.e.,
e M @l (@) = P M (in] ().

Por otra parte, si Péj’“ Ai (inl(z)) = PluiE’ A (in}(z)), entonces in; (P (z)) =
in; (P (x)), luego, ya que in; es inyectiva, P2 (z) = P (x). Para las férmulas
atomicas de la forma 7(P; | i € n) se procede del mismo modo y lo dejamos como
ejercicio.

Veamos que ® esta cerrado bajo los operadores 1égicos.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que —¢ € P, i.e., que para
cada i € I y cada o € AN, A; =, —¢[z] precisamente si (J;c; A; =2 —¢lin; o 2].
Sea i € I y x € AN. Supongamos que A; =, —¢[z], entonces = € (=p)A: = Lo,
luego = ¢ ¢, i.e., no es el caso que A; =, ¢[x], luego, por la hipétesis, no es el
caso que (J;c; Ai [ ¢[in; o ], por lo tanto (J;c; Ai o —¢lin; o 2]. Del mismo
modo se demuestra la reciproca.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada n € N,
Jv,¢ € ®, ie., que para cada n € N, se cumple que, para cada ¢ € I y cada
z € AY, A; =£ Ju,¢[z] precisamente si |J;,c; A; £ Jvpdfing o z]. Sea n € N,
i €lyaxe AY. Supongamos que A; =, Fv,d[z], entonces hay un a € A; tal
que A; . ¢[z"D], Tuego, por la hipétesis, |J,c; A; Fr #[(in; o z)™9], asf que
Uier Ai 2 Fundlin; o z]. Reciprocamente, si (J;c; A; [z Fvnd[in; o ], entonces
hay un a € (J,;c; 4i tal que (J;o; A = ¢[(in; oz)("%)]. Por lo tanto para un j € I
tenemos que a € A;, luego hay un k € I tal que A; < A, y A; < Ay, entonces, por
la hipétesis de induccién algebraica, Ay = ¢lz™9)], ie., Ay = Jv,dz], luego
A; Er Ju,¢[z], porque A; < Ay.

Dejamos como ejercicio la demostracién de que ® estd cerrado para el resto de
los operadores légicos.

U

Presentamos a continuacién un teorema de Tarski-Vaught de caracterizacion de
las extensiones elementales.

Teorema 5.115 (Tarski-Vaught). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Entonces
las dos condiciones

1. A es un subsistema de B.
2. Para cada ¢ € Fm(L), cada n € N, cada z € AN, si B =, Fv, 7],
entonces existe un a € A tal que B =, ¢[z(™)].

son necesarias y suficientes para que A sea un subsistema elemental de B.

Demostracion. Necesidad. Si A < B, entonces es obvio que A es un subsistema de
B. Veamos que se cumple 2. Sea ¢ € Fm(£), n € N, x € AN y supongamos que
B =, Ju,¢[x]. Entonces, en virtud de la definicién de <, A =, Jv,é[z], luego, por
la definicién de la relacién =,, hay un a € A tal que A =, ¢[z("1?)], por lo tanto,
por la definicién de <, B =, ¢[z(™@)].

Suficiencia. Es obvio que de 1 se deduce que A C B. Para demostrar que, para
cada ¢ € Fm(L) y cada x € AN, A |= ¢[z] precisamente si B =/ ¢[z], procedemos
por induccién algebraica. Concretamente, vamos a demostrar que el conjunto de
férmulas @ definido como:

®={¢eFm(L) | Ve e AN (A L ¢lz] = B £ ¢la]) },
contiene al conjunto At(£) de las férmulas atémicas y esta cerrado bajo las operacio-
nes estructurales definidas sobre Fm(L£). Es evidente, en virtud de 1, que At(£) C ®.
Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que —¢ € P, i.e., que para
cada x € AN, A |=, —¢[z] precisamente si B =z —¢[r]. Sea x € AN y supongamos
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que A |, —¢[x], entonces no es el caso que A =, ¢[x], luego, por la hipétesis, no
es el caso que B = ¢[x], por lo tanto B =, —¢[x]. Del mismo modo se demuestra
la reciproca.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada n € N,
Ju,¢ € ®, ie., que para cada n € N, se cumple que, para cada z € AN, A Ec
Ju,¢[z] precisamente si B =, Jv,d[in; o ¥]. Sea n € Ny x € AN. Supongamos
que A =, Ju,p[z], entonces hay un a € A tal que A =, ¢[z("9], luego, por la
hipétesis, B = ¢[z("9)], asi que B }=, Jv,¢[z]. Reciprocamente, si B =, v, ¢[z],
entonces, por 2, hay un a € A tal que B |, qb[x(”‘“)],luego, por la hipétesis de
induccién, A =, ¢[z(™?)], por lo tanto A =, Jv,d[z].

Dejamos como ejercicio la demostracién de que ® estd cerrado para el resto de
los operadores logicos. U

Teorema 5.116 (Lowenheim-Skolem-Tarski descendente). Sea £ un lenguaje de
primer orden, B = (B,FB,RB) un (X,II)-sistema algebraico, X C B y m un
cardinal infinito tal que card(X) < m < card(B) y card(X[[II) < m. Entonces B
tiene un subsistema elemental A = (A, FA R™) tal que X C A y card(A) = m.

Demostracion. Puesto que una L-férmula es una sucesion finita de simbolos de
operacion légicos, variables, simbolos de operacién y simbolos de relacion, el niimero
de férmulas es a lo sumo ) m"™ = m. Sea Y un subconjunto de B tal que X C Y’
y card(Y) = m. Por otra parte, sea f una funcién de eleccién para los subconjuntos
no vacfos de B. Vamos a asociar a cada par (¢,i) € Fm(£) x N una operacién
finitaria G ; sobre B, la operacion de Skolem para (¢,1). Sea m el primer nimero
natural tal que las variables libres de ¢ estén incluidas en | v,,11 = {vo, ..., Vm }
e i < m. Entonces G ; es la operacién m + 1-aria sobre B definida como:

Bm—H N

y o JT{ue BBl oM}, si{ue BB oY} # o;
f(B), en caso contrario.

Sea A el cerrado de (B, (G4, | (¢,7) € Fm(L) x N)) generado por Y. El conjunto
A es tal que card(A) = m. Ahora vamos a dotar al conjunto A de una estructura
de (X, II)-sistema algebraico. Para un simbolo de relacién = de rango m conve-
nimos que R = RB N A™. Por otra parte, para un simbolo de operacién o de
ariedad m, vamos a ver que A estd cerrado bajo la operacién FE. Sea ¢ la férmula

Go,i

o(Voy- - s Um—1) = Vm ¥ G0, - - -, Am—1 € A, entonces
Gom(a0s -y am—1,0a0) = F2(ag, ..., am—1),
porque FB(ag,...,am_1) es el tnico elemento u de B tal que, tomando como a =
(ag,- -, am_1,a0), B = ¢[al™")]. Luego definimos
FA(ag, ... am—1) = FB(ag, ... ,am_1).

Obviamente se cumple que A = (A, FA, RA) es un subsistema de B = (B, FB, RB).
Para demostrar que A = (A, FA, R?) es un subsistema elemental de B = (B, F'B, RB)
aplicamos el teorema 5.115. Sea ¢ € Fm(L), n € N, z € AN y supongamos que
B |=¢ Ju,¢[z]. Sea m un nimero natural tal que las variables libres de ¢ estén in-
cluidas en | vp41 = {vo, ..., Um } v n < m. Entonces para u = Gy ,(ag, - .., am) se
cumple que u € A, porque A esta cerrado bajo las operaciones G ,,. Ademads, por la
definicién de Gy ,,, tenemos que B =2 ¢[(z[m +1)"W], luego B =, ¢z™™)]. O

Teorema 5.117 (LoS). Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I y (A; |1 € I)
una familia de sistemas algebraicos. Entonces, para cada ¢ € Fm(L) y cada x €

N o . .
(Hiel Ai) , las siguientes condiciones son equivalentes:
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L. [lic; Ai/ =FFc olpr= o], siendo pr— _ la proyeccion candnica de [ [, ; A;
en [Lic; Ai/ =#.
2. El conjunto {i €I | A; =r ¢lpr;ox]} € F.

Demostracion. Para la demostracién conviene que tengamos presente el diagrama:

Para demostrar que, para cada ¢ € Fm(L) y cada z € ([];¢; A,;)N, [Lic; Ai/ =rFc
@lpr=, o x] precisamente si {i € I | A; = ¢[pr; ox] } € F, procedemos por induc-
cién algebraica. Concretamente, vamos a demostrar que el conjunto de féormulas ®
definido como:

o {qb € Fm(£) ’ e e (Hz‘eIAi)N (HieIAi/ =rFr @lpr—, o x| si y sélo ) },

si{i€l| A, gpryox]}eF

contiene al conjunto At(L) de las férmulas atémicas y estd cerrado bajo las opera-
ciones estructurales definidas sobre Fm(L).

Sabemos que las L-formulas atémicas, o bien son de la forma P, = P, para
algtn (P; | i € 2) € Tm(L)?, o bien de la forma 7(P; | i € n), para algin n € N — 1,
algin 7 € II,, y alguna familia (P; | i € n) € Tm(L)".

Sea x € (HieI Ai)N. Vamos a demostrar que [[,.; A;/ =rF, Po = Pi[pr— . oz]
precisamente si {i € I | Aj =z Py = Pi[pr;ox]} € F. Si pr__ oz satisface a

. A=
Py = Py en [[,c; Ai/ =F, entonces pr— _ ox pertenece al igualador de P(}Le’ /=F

y Pll_[iEI Ai/EF. Ahora bien, para « € 2, el diagrama:

N
N =F N
(Hiel Ai) (HiEI Aif Ef)
Pol:[iEI A PgiEI Ai/=F
[Lies A pr_, [Licr Ai/ =7
conmuta. Por lo tanto, para a € 2, Py"el S (pr=,oxz) = prEF(Polt_["ef A (2)).
Luego prEF(P&LEIAi (x)) = pr=, (PlniEIA”’ (z)), por consiguiente el conjunto

{i e I pr(Ry <™ (@) =pry(P M (@) } € 7.
Ahora bien, para a € 2, el diagrama:

N
pr;
(Hiel Ai)N A?I

Pg:[ ier Ai PAi

HieI A pr;
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conmuta. Por lo tanto, para a € 2, pri(Polé_["'e’ Ai (7)) = P2 (pr; o x))

Luego, {i € I | P (pr;ox) = P (pr;ox) } € F, pero A; = Py = Py[pr; o 7]
precisamente si P (pr; o z) = P{* (pr; o z), asi que {i € I | A; = Py = Py[pr; o
x] } € F. La reciproca es similar.

Dejamos como ejercicio la demostracion del caso en el que la féormula atémica
sea de la forma 7(P; | i € n), para algtin n € N — 1, algtin 7 € II,, y alguna familia
(P;]ien)eTm(L)".

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que ¢ € ®, i.e., que para cada
z € (TLe; Ai)N, [Lic; Ai/ =5 —~¢[pr=, o z] precisamente si {i € I | A; =,
—plpr;oz]} € F.

Sea x € ([T, Ai)N y supongamos que [[;c; Ai/ =xf, ~¢[pr—, o x], entonces
no es el caso que [[;,c; Ai/ =rF, dlpr=, o z], luego, por la hipdtesis, {i € I |
A; ¢ plpr;ox] } € F. Pero, por ser F un ultrafiltro, entonces I —{i € I | A; =
@[pr; o x] } € F. Ahora bien, este tiltimo conjunto es {j € I | A;j F ~¢[pr; o z] },
luego {j € I | Aj = —~¢[pr; ox] } € F. La reciproca es obvia.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada k € N, Jui¢ €
®.Seak e Ny ze ([T, Ai)N. Supongamos que [[;c; Ai/ =rf=c Jvpg[pr=, o 2],
entonces hay un y € [[,o; A tal que [[,c; Ai/ =rFc ¢l(pr=, oz)*I¥l=+)]. Ahora
bien, puesto que ¢ € ®, obtenemos que {i € I | A; = @[pr;oxFIPriW)]} € F. Pero
se cumple que este dltimo conjunto estd incluido en {i € I | A; =, Jvpd[pr; o x] },
porque si i € I es tal que A; =, ¢[pr; o z*Pr)] entonces, para a = y(i),
tenemos que A; =, o[(pr; o )Y porque (pr; o z)*¥1) = pr, o gklPr))
luego A; =, Jupdpr; o x]. Por lo tanto {i € I | A; =, Jupplpr; o z]} € F.
Reciprocamente, si J = {i € I | A; =g Jupdplpr; o ]} € F, entonces, para
cada j € J, hay un a; € Aj tal que A; =, Jupg[pr; o x]. Sea y la funcién de
eleccién para (A; | ¢ € I) cuya coordenada j-ésima, con j € J, es a;, y cuya
coordenada i-ésima, con i € I —J, es un b; € A;, arbitrario, pero fijo. Se cumple que
{ieI| A= Jupglpr; o x]} estd incluido en {i € I | A; =, ¢[pr; o F1¥)] }. Por
lo tanto {i € I | A; = ¢[pr;0z*1¥]} € F, luego, ya que ¢ € F, [[,c; Ai/ =rFr
Pl(pr=,. o x)*Ilvl=#)]. Por consiguiente [Lic; Ai/ =rFc Furglpr=, o x]. Dejamos
como ejercicio la demostracién de que ® esta cerrado para el resto de los operadores
l6gicos. O

Corolario 5.118. Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I, (A; | i € I) una
familia de sistemas algebraicos y ¢ € Sent(L). Entonces [[,c; Ai/ =rFrc ¢ siy
solo si el conjunto {1 €I | Aj =L ¢} € F.

Corolario 5.119. Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I, (A; | i € I) una
familia de sistemas algebraicos y ¢ € Sent(L). Si, para cada i € I, A; Er ¢
entonces [[;c; Ai/ =rFr 6.

Corolario 5.120 (Teorema de compacidad). Sea ® un conjunto infinito de senten-
cias. Si cada subconjunto finito de ® tiene un modelo, entonces @ tiene un modelo.

Demostracion. Sea I = {A C & | card(A) < R }. Entonces, dada una parte finita
A de @, hay un sistema algebraico A tal que, para cada 0 € A, Ax =, §. Por
otra parte, para cada A € I, sea Gao = {© € I | A C © }. Entonces el subconjunto
G={Ga | A eI} deSub(l), esuna subbase de filtro sobre I, i.e., se cumple que:

1. G+ 2.

2. 3 &G.

3. Paracadan € N—1y cada (A; [j€n) €I e, Ga, # 9.
En efecto, el conjunto G # @, porque I # &. El conjunto vacio no pertenece a G
porque, dado un A € I, A € Ga. Por tltimo, dado un n € N — 1 y una familia
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(Ajljen)elr, ﬂj€n Ga,; # @, porque ﬂjEn Ga; = GUjGn A, Y se cumple que
Uj enAj € I. Por lo tanto, en virtud del axioma de eleccién, hay un ultrafiltro F
sobre I tal que G C F, i.e., tal que, para cada A € I, ,Ga € F. Veamos que,
para cada ¢ € @, [[ac; Aa/ =rFc ¢. Para ello es suficiente que demostremos, en
virtud del corolario 5.118 que, para cada ¢ € ®, {A € I | Axr = ¢} € F. Ahora
bien, dado un ¢ € @, el conjunto {A € I | Ax Er ¢} pertenece a F, porque
contiene al conjunto G'4) € F. (]

Proposicién 5.121. El teorema de compacidad equivale a que, para cada TU{¢} C
Sent(L), si I' k2 ¢, entonces hay un subconjunto finito A de I' tal que A lFz ¢.

Demostracion. Supongamos el teorema de compacidad y sea I'U{¢} C Sent(L) tal
que I' Ik, ¢. Si, contrariamente a lo enunciado, para cada subconjunto finito A de
T, existiera un sistema algebraico A tal que A € Modz(A) pero A ¢ Mod,(¢),
entonces, para cada subconjunto finito A de I', existirfa un sistema algebraico A
tal que A € Modz(A) y A € Mod(—¢). Por lo tanto, para el conjunto de férmulas
cerradas I' U {—¢}, tendriamos que, para cada subconjunto finito © de I' U {—¢},
Mod.(0©) # @, pero Mod . (IT'U{—¢}) = &, ya que en caso contrario, i.e., si existiera
un sistema algebraico A tal que A € Modz(T'U {—¢}), entonces A =r ¢y A |,
=g, lo cual es absurdo. De modo que hay un subconjunto finito A de I" tal que
Alkz .

Ahora supongamos que, para cada I' U {¢} C Sent(L), si I |-, ¢, entonces hay
un subconjunto finito A de I" tal que A IF, ¢. Si no se cumpliera el teorema de
compacidad, i.e., si existiera un I' C Sent(L) tal que, para cada subconjunto finito
A de T, Modg(A) # @ pero Modz(T') = @, entonces, para la férmula cerrada
Jz (x # z), tendrfamos que T I, Jz(x # z), porque Mod,(T") = &, y, para
cada subconjunto finito A de T', A . Jz (x # z), porque Mod,(A) # & pero
Mod,(3z (z # z)) = 2. O

Corolario 5.122. Tanto los functores de formacion de ultraproductos como los
de formacidn de ultrapotencias preservan encajamientos elementales. Ademds, las
componentes de las transformaciones naturales del functor identidad en los functo-
res de ultrapotencia, son encajamientos elementales.

Corolario 5.123. Cualquier sistema algebraico se puede encajar en un ultrapro-
ducto de sus subsistemas finitamente generados.

Demostracion. O

Proposicién 5.124. Sea A un conjunto infinito y m un cardinal transfinito. En-
tonces hay un conjunto I tal que card(I) = m y un ultrafillro F sobre I tal que
2™ < card(A!/ =F).

Demostracion. Sea I = {X C m | card(X) < Rg }. Para cada X € I, sea Gx =
{Y eI| X CY}. Entonces el subconjunto G = {Gx | X € I} de Sub(I), es una
subbase de filtro sobre I, i.e., se cumple que:

1. G#a.

2. 3€G.

3. Paracadan € N—1y cada (X;[j€n) €l ., Gx, #9.
En efecto, el conjunto G # @&, porque I # &. El conjunto vacio no pertenece a G
porque, dado un X € I, X € Gx. Por dltimo, dado un n € N — 1 y una familia
(X;ljen)el ﬂj6n Gx,; # @, porque ﬂj6n Gx;, = GUjen x, Y se cumple que
Ujen Xj € I. Por lo tanto, en virtud del axioma de eleccién, hay un ultrafiltro F
sobre I tal que G C F, i.e., tal que, para cada X € I, ,Gx € F. Ahora vamos a
demostrar que existe una aplicacién inyectiva de Sub(m) en A?/ =¢. Para ello, una
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vez elegida una familia f = (fx | X € I) en []y.; Mono(Sub(X), A), definimos la
aplicacién H; de Sub(m) en A como:

Sub(m) — Af
Hf{ Ym — (fx(YNX)| X el).

Entonces la aplicacién H de Sub(m) en A’/ = definida como:

Sub — Al =
i e

es inyectiva. En efecto, dados dos subconjuntos distintos Y y Zdem,sia € Y & Z,
entonces, ya que Groy C{X €I | fx(YNX) # fx(ZNX)}y Gy € F, se
cumple que { X € I | fx(YNX)# fx(ZNX)} € F, luego H(Y) # H(Z).

O

Teorema 5.125 (Lowenheim-Skolem-Tarski ascendente). Sea £ un lenguaje de
primer orden, A un (3,II)-sistema algebraico y m un cardinal infinito tal que
card(A) < m y card(Z[JH) < m. Entonces A tiene una extension elemental B
diferente de A vy tal que card(B) = m.

Demostracion. Sea C una extension elemental de A tal que card(C) > 2™ y ¢ €
C — A. Entonces, en virtud del teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente,
sea B un subsistema elemental de C tal que card(B) = my AU {c¢} C B. Es
evidente que B cumple las condiciones del teorema. O

La ruptura con la tradicién, que arrancé con Aristételes, en virtud de la cual
para el despliegue de cualquier ciencia deductiva es imprescindible que sus conceptos
deban ser significativos, se produjo a partir de 1882, por obra del geémetra Pasch.
Segun este autor el proceso deductivo debe ser independiente del significado de los
conceptos y solo debe retenerse como basico las relaciones que subsistan entre los
mismos, expresadas mediante axiomas.

Como Hilbert le comunica a Frege el 29 de Diciembre de 1899:

Naturalmente, cada teoria es sélo un andamiaje o esquema de concep-
tos con sus necesarias relaciones mutuas, y los elementos basicos pueden
pensarse como se quiera. Si pienso que mis puntos son cualquier sis-
tema de cosas, vgr., el sistema amor, ley, deshollinador, ..., con que
luego sélo postule la totalidad de mis axiomas como relaciones entre
estas cosas, mis teoremas —el de Pitagoras, por ejemplo— valen también
para ellas. En otras palabras: cada teoria puede siempre aplicarse a in-
finitos sistemas de elementos béasicos. Basta aplicar una transformacion
univoca inversible y estipular que los axiomas homdélogos valen para las
transformadas

Definicién 5.126. Sea £ un lenguaje de primer orden. Decimos que una teoria
T es completa si, para cada ¢ € Sent(L), o bien ¢ € T o bien ¢ € T; que T es
consistente si Mod(T') # &; por ultimo, siendo m un cardinal, decimos que T es una
teoria m-categorica si, salvo isomorfismo, tiene exactamente un modelo de cardinal
m, i.e., si, para cada A,B € Mod(T), si la cardinalidad de A y B es m, entonces
A = B, y que es categdrica si dos modelos cualesquiera de T son isomorfos.

La teoria de grupos, Grp, no es una teoria completa, porque para la sentencia
¢ =Va,y(x -y =y-x), se cumple que ni Grp Iz ¢ ni Grp IFz —¢, i.e., que tanto
GrpU{—¢} como GrpU{¢} son consistentes. Sin embargo la teoria de grupos triviales,
GrpU{Vz (z = 1)}, es completa. Porque, por una parte, salvo isomorfismo, el grupo
trivial es el tinico modelo de Grp U {Vz (x = 1)} y, por otra, si fuera incompleta,
entonces . ...
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Proposicion 5.127. Una teoria T es completa si y solo si dos modelos cualesquiera
de T son elementalmente equivalentes.

Demostracion. Supongamos que dos modelos cualesquiera de T' son elementalmen-
te equivalentes. Si T no fuera completa, existirfa un ¢ € Sent(£) tal que ni T IF. ¢
ni T Iz —¢. Luego T U {—=¢} v T U {¢} serian teorias consistentes. Por lo tan-
to, para cada A € Mod(T' U {—¢}) y cada B € Mod(T U {¢}), tendriamos que
A ;B € Mod(T), luego, por la hipétesis, A = B. Pero éso es absurdo, porque
A € Mod({—¢}) vy B € Mod({¢}). De modo que T es completa. Reciprocamente,
si T es completa y A, B son dos modelos de T, entonces dada ¢ € Sent(L) tal
que A =, ¢, se cumple que ¢ € T, ya que en caso contrario, por ser 7' completa,
—¢ € T, luego A =, —¢, que seria una contradiccién. Por lo tanto B =, ¢. De
modo que A y B son elementalmente equivalentes. O

Corolario 5.128. Cualquier teoria categdrica es completa.

Proposiciéon 5.129. Si una teoria completa tiene un modelo finito, entonces es
categorica.

El test de Los-Vaught es otro método para establecer la completud de las teorias.

Teorema 5.130 (Test de Los-Vaught). Sea £ un lenguaje de primer orden tal que
card(Z [[II) = m y n un cardinal infinito tal que m < n. Si una teoria consistente T
es tal que todos sus modelos son infinitos y es n-categorica, entonces T es completa.

Demostracion. Sean A y B dos modelos de T'. Entonces ambos modelos son infinitos
y entonces, en virtud de los teoremas de Lowenheim-Skolem-Tarski, existen modelos
A’ y B’ de T tales que A y A’, asf como B y B’, son elementalmenta equivalentes
y, ademds, A’ y B’ tienen cardinalidad n. Por lo tanto, al ser T' n-categdrica, A’ y
B’ son isomorfos, luego A y B son elementalmente equivalentes. O

Usando el test de Lo$-Vaught demostramos que la teoria de los érdenes lineales
densos y sin maximo ni minimo, Dlone, es completa. En primer lugar, cualquier
modelo de Dlone es infinito (demuéstrese). Ademds, en virtud de un teorema de
Cantor, Dlone es Ny-categdrica. Por lo tanto es completa.

Otro modo de demostrar la completud de la teoria Dlone es: Si Dlone no fuera
completa, existiria una sentencia ¢ tal que ni Dlone I ¢ ni Dlone Iz —¢. Luego
Dlone U {—¢} y Dlone U {¢} serfan teorfas consistentes. Por lo tanto, puesto que el
conjunto de los simbolos no 16gicos, que es {<}, es numerable, en virtud del teorema
de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente, existirfa un A € Mod(T'U{—¢}) infinito
numerable y un B € Mod(T U {¢}) infinito numerable. Ahora bien, puesto que
Dlone, en virtud de un teorema de Cantor, es Nyp-categérica, A = B. Pero éso es
absurdo, porque A € Mod({—¢}) y B € Mod({¢}).

La teoria de los érdenes lineales densos y sin maximo ni minimo, como acabamos
de ver, es completa pero no es categdrica, en el sentido de que dos modelos cuales-
quiera de tal teorfa sean isomorfos. Porque tanto (@, <) como (R, <) son modelos
de Dlone y, obviamente, (@, <) 2 (R, <).

El conjunto linealmente ordenado (R, <) es Dedekind-completo, pero el conjunto
linealmente ordenado (@, <), como es bien sabido, no es Dedekind-completo. Esto
significa que la Dedekind-completud es una propiedad que distingue a los conjuntos
linealmente ordenados (R, <) y (@, <). Pero tanto (R, <) como (@, <) son modelos
de Dlone, y Dlone es una teoria completa, por lo tanto (R, <) y (Q, <) satisfacen a las
mismas sentencias, i.e., son elementalmente equivalentes. En particular, cualquier
sentencia, del lenguaje de ambos sistemas relacionales, que exprese la Dedekind-
completud debe ser verdadera en los dos modelos o falsa en los dos. De este modo,
aparentemente, parece que hemos llegado a una situacién contradictoria, porque los
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conjuntos linealmente ordenados (R, <) y (Q, <) satisfacen a las mismas sentencias,
pero la Dedekind-completud es una propiedad que los distingue. De hecho no hay
ninguna contradiccién, simplemente porque no hay ninguna sentencia, del lenguaje
de ambos sistemas relacionales, que exprese la Dedekind-completud (esta tltima es
una sentencia de segundo orden, no de primer orden).

El test de Los$-Vaught también puede usarse para demostrar la completud de
la teoria de los grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales. Pero antes
recordemos algunos de los términos acabados de mencionar.

Definicién 5.131. Sea A un grupo abeliano. Decimos que A es divisible si, para
cada n € N — 1, se cumple que:

Vee AJye A(ny=x).

Obsérvese que la definicién del concepto de divisibilidad, para los grupos abelia-
nos, consta de una infinidad numerable de axiomas, uno por cada niimero natural
no nulo.

Definicién 5.132. Sea A un grupo abeliano. Decimos que A es aperiddico o sin
torsion si, para cada n € N — 1, se cumple que:

Vee A(ne=0—2=0).

Lo mismo que en el caso anterior, el concepto de carencia de torsién viene de-
terminado por una infinidad numerable de axiomas.

Conviene senalar que los grupos abelianos periddicos no se definen como los que
no son aperiédicos, i.e., aquellos A para los que se cumple que, para al menos un
nimero natural no nulo n, existe un z € A tal que x # 0 pero nx = 0, sino como
los que tienen la propiedad de que, para cada = € A, existe un n € N — 1 tal que
nx = 0.

Proposicion 5.133. El grupo abeliano subyacente de cualquier espacio vectorial no
trivial sobre el cuerpo de los racionales es divisible y sin torsion. Ademds, cualquier
grupo abeliano divisible sin torsion no trivial es el grupo abeliano subyacente de un
espacio vectorial sobre el cuerpo Q.

Demostracion. Sea A = (A,+,—,0) un grupo abeliano divisible sin torsién no
trivial. Vamos a definir una accién de Q sobre A, de modo que dote al grupo
abeliano A de una estructura de Q-espacio vectorial. Sea a € Ay ¢ = m/n € Q,
con m € Z yn > 0. Entonces ma € A, por ser A grupo abeliano, luego para n > 0,
por ser A divisible, hay un b € A tal que nb = ma. Ademas, si ¢ € A fuera tal
que nc = ma, entonces n(b — c¢) = 0, luego, ya que n > 0, por ser A sin torsidn,
b—c=0,1i.e., b =c. Podemos afirmar, por lo tanto, que hay un tnico b € A tal que
nb = ma. Definimos, en consecuencia, la accién de ¢ = m/n sobre a, como el Gnico
b € A tal que nb = ma. Dejamos como ejercicio la demostracién de que tal accion
dota al grupo abeliano A de una estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo

Q. O

Demuéstrese que los grupos abelianos R = (R, +,—,0) vy Q = (Q,+,—,0), de
los reales y los racionales, resp., son grupos abelianos divisibles sin torsién (y no
triviales).

Evidentemente, todos los grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales
son infinitos. Ademds, para cada cardinal n tal que Xy < n, la teoria de los grupos
abelianos divisibles sin torsién y no triviales es n-categérica. En efecto, si A y B
son dos grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales de cardinal n, con
Ny < n, entonces, en tanto que Q-espacios vectoriales, tienen bases infinitas X e Y,
resp. Si card(X) = m, entonces, por una parte, m < n, y, por otra n < my = m,
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luego n = card(X). Del mismo modo obtenemos que n = card(Y). Por lo tanto,
en tanto que Q-espacios vectoriales, son isomorfos. De donde, en virtud del test
de Lo$-Vaught, podemos afirmar la completud de la teoria de los grupos abelianos
divisibles sin torsién y no triviales.

Observemos que entonces los grupos abelianos R = (R, 4+, —,0) y Q = (Q, +, —,0),
por ser grupos abelianos divisibles sin torsion y no triviales, son elementalmente
equivalentes, pero no isomorfos.

Por otra parte, la teoria de los grupos abelianos divisibles sin torsién no trivia-
les, no es Rg-categérica, debido a que tal teorfa tiene (una infinidad de) modelos
infinito numerables, que no son isomorfos, por ejemplo, las potencias finitas de
Q = (Q,+,—,0), considerado como Q-espacio vectorial.

Haciendo uso del test de Los-Vaught, también se puede demostrar que la teoria
de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p, siendo p = 0 o un
ntimero primo, es completa.

Definicién 5.134. Decimos que un cuerpo K es algebraicamente cerrados si, para
cada n € N —1, se cumple que:

Vao, ..., xn € K (2, #0— Jy € K (" + - + 21y + 9 = 0)).

Una vez maés, observemos que la propiedad de un cuerpo de estar algebraicamente
cerrado, viene determinado por una infinidad numerable de axiomas.

Veamos que la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica
p, es para cada cardinal n tal que Ry < n, n-categérica.

Lema 5.135. Sea A un sistema algebraico y ® un conjunto de férmulas cerradas

tal que Mod . (®) C [A]=. Entonces
1. [A]z = Modz(The(A)).

2. ThL(A) g ThL(MOdﬁ(q)))
Demostracion. O

Proposicién 5.136. Las clases de equivalencia [Al= € SAlg(3,II)/ = son los
conjuntos (de sistemas algebraicos) aziomatizables minimales.

Demostracion. Puesto que, por el lema 5.135, [A]= = Mod,(Th,(A)), podemos
afirmar que [A]= es axiomatizable.

Veamos que [A]= es minimal. Sea ® un conjunto de férmulas cerradas tal que
Modz(®) C [A]z. Sea B un sistema algebraico tal que B € [A]z, i.e., tal que
Th,(B) = The(A) y supongamos que B € Mod,(®). Entonces hay una férmula
cerrada ¢ € ® tal que ¢ & Th,(B), por lo tanto ¢ & Th,(A), luego —¢ € The(A)
(porque Thy(A) es completa). Pero, ya que Mod,(®) C [A]=z, por el lema 5.135,
se cumple que

ThL(A) g Thﬁ(MOdﬁ(q))),

luego —¢ € Thy(Mod(®)), por lo tanto todo modelo de ®, que, en particular, lo
serd de ¢, es modelo de —¢, lo cual es absurdo. De modo que Mod.(®) = [A]l=. O

Proposicién 5.137. El subconjunto B, de Sub(SAlg(X,II))/ =) definido como:
B ={Bg | ¢ € Sent(L) },
siendo, para cada ¢ € Sent(L), By el conjunto definido como:
By = {[A]= € SAlg(%,II)/ =| A € Mod,(¢) },

es una base para una topologia sobre SAlg(3,I1)/ =.
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Demostracién. Es evidente que |Jygegeng(z) B S SAlg(X,I1)/ =. Por otra parte, si
[A]= € SAlg(X,II)/ =, entonces [A]= € By, siendo ¢ cualquier férmula cerrada de
The(A).

Por dltimo, si [A]= € By N By, entonces [A]= € Byry € By N By,. O

Proposicién 5.138. El espacio topologico (SAlg(3,II)/ =,Tgx(Bz)) es Haus-
dorff, compacto y cero-dimensional, luego totalmente desconectado, i.e., las com-
ponentes conezxas son puntuales, y normal.

Demostracion. O

Demuéstrese que los cerrados de (SAlg(3,II)/ =, Tgy(B.)) son precisamente
los subconjuntos de SAlg(X,IT)/ = que se pueden representar, para algin conjunto
de férmulas cerradas ®, como By = {[A]= | A € Mod.(®) }.

Ahora establecemos un teorema de Taimanov([?]) de caracterizacién del operador
clausura del espacio topoldgico (SAlg(X,II)/ =, Tgx(Bz)), mediante el concepto
de ultraproducto.

Teorema 5.139 (Taimanov). Sea A un sistema algebraico y {[Ax]= | A€ A} un
subconjunto de SAIg(X,II)/ =. Entonces [A]=z € {[Ax]= | A € A} precisamente si
hay un conjunto I, una familia (A; | i € I) de sistemas algebraicos en |y ¢\ [Ax]=
y un ultrafiltro F sobre I tal que A =T],.; Ai/ =F.

Demostracion. Veamos en primer lugar que [A]= € {[A)]= | A € A} exactamente
si, para cada ¢ € The(Uyca[Ax]=), A |E£ ¢ 0, lo que es equivalente, si, para cada
® € yea The(AN), A =2 ¢, ya que se cumple que

ThL(U/\E/&[AA];) = ﬂm The(Ay).

Supongamos que, para cada ¢ € [, The(Ay), A £ ¢. Entonces, para cualquier
conjunto de férmulas cerradas @, si {[Ax]z | A € A} C Bg, tenemos que, para
cada A € A, [A)]= € Bs, luego, para cada A € A, Ay =, P, asi que, para cada
A€ A, & C The(Ay), ie, @ C Nyep The(AN), por consiguiente A =, @, de
modo que [A]= € Bg y, por lo tanto, [A]=z € {[Ax]=z | A € A }. Reciprocamente,
supongamos que [A]= esté en la clausura de {[A)]=z | A € A}. Si existiera un
¢ € The(Uyea[Anx]=) tal que A ¢ Mod (), entonces [A]= no estarfa en la clausura
de {[Ax]= | A € A}, porque, para el cerrado By se cumpliria que [A]= & By, pero
que { [Ax]= | A € A} C By. Por lo tanto, para cada ¢ € The((Uyep[Arl2), A =L ¢.

Ahora que ya sabemos que [A]= € {[A\]= | A € A} siy sélo si para cada ¢ €
Thz(UxealAr]lz), A £ ¢, si existiera un conjunto I, una familia (A; | i € 1)
de sistemas algebraicos en (J,c,[Ax]z y un ultrafiltro F sobre I tal que A =
[I;c; Ai/ =7, entonces, en virtud del teorema de Los, [A]= € { [A\]= [ A € A }.

Reciprocamente, sea [A]l= € {[A)]= | A € A} y elijamos un sistema algebraico
A, en cada clase de equivalencia de {[A\]= | A € A }. Puesto que para cada ¢ €
Thz(UxealAr]=), A £ ¢, para cualquier férmula cerrada 1 vélida en A, existe un
B € U,ca[Ax]= tal que B |=¢ ¢ (porque sino, i.e., si existiera una férmula cerrada
¥ tal que A =, ¢ pero, para cada B € (J,c,[Ax]=, B ¥, ¢, entonces, para cada
B € UycalAr=, B £ —9, luego A =, —¢, absurdo). Para cada [¢]~ € LT(L)
tal que A =, 1), sea By, = {A € A | A\ =, ¢ }. Entonces Ejy).. # @, porque
para cualquier férmula cerrada ¢ vélida en A, existe un B € [J,c,[Ax]= tal que
B =L ¥;y Byl N B = Ejypne).- Por lo tanto hay un ultrafiltro 7 sobre A que
contiene a todos los conjuntos de la forma Epy)_, cuando 1 recorre el conjunto de
las formulas cerradas. Se cumple que A = [[ ) Ai/ =7 O
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6. EL PRIMER TEOREMA DE INCOMPLETUD DE GODEL.

Para la demostracién del primer teorema de incompletud de Godel procedemos
como sigue:

1.

6.1.

En primer lugar, especificamos el sistema formal, que serd la lgica de pre-
dicados de primer orden con igualdad junto con los axiomas de Dedekind-
Peano.

. En segundo lugar, establecemos una Godelizacién, i.e., una asignacién in-

yectiva de numeros naturales a los objetos formales del sistema formal.
Esto tiene como consecuencia el que relaciones y funciones que se aplican a
objetos del sistema formal, tengan réplicas numeéricas que se aplican a los
numeros de Godel de tales objetos formales.

En tercer lugar, definimos relaciones y aplicaciones numéricas, precisamente
las recursivas, y demostramos que son expresables en el sistema formal.
En cuarto lugar, demostramos que ciertas relaciones y aplicaciones numéri-
cas asociadas, mediante la Godelizacion, a relaciones y funciones sobre el
sistema formal, son recursivas (primitivas). Esto tiene como consecuencia,
en virtud del punto anterior, que tales relaciones y aplicaciones numéricas,
sean representables en el sistema formal.

En quinto lugar, demostramos el primer teorema de incompletud de Godel.
Para ello, se define una relacién recursiva primitiva R C N2 tal que, para
cada (r,y) € N2, en el caso de que y sea el nimero de Godel de una
férmula, digamos ¢, (v), con v como tnica variable libre, dice lo siguiente:
x no es el nimero de Godel de una demostracién en el sistema formal
de ¢, (v). Entonces, por un punto anterior, la relacién recursiva primitiva
R es representable en el sistema formal, luego hay una férmula p(vg, v1),
con dos variables libres, que la representa. Ahora consideramos la férmula
Yugp(vg, v1), que tiene como tnica variable libre a v;. Sea m el nimero de
Godel de Yugp(vg,v1). Entonces la sentencia Yugp(vg, m) hard incompleto
al sistema formal.

Los axiomas de Dedekind-Peano.

A partir del conjunto infinito numerable V' = {wv,, | n € N} de las variables y
de los simbolos de operacion 0, sc, @ y &, obtenemos los términos. Por otra parte,
a partir de las férmulas atémicas, que son en este caso las ecuaciones formadas a
partir de los términos, y mediante los simbolos légicos obtenemos las féormulas de
la aritmética de primer orden de Dedekind-Peano, cuyos axiomas, denotados por
DP, son los siguientes

Axiomas de Dedekind-Peano.

APy
AP,
AP,
AP
APy
APs
APg
Ind.

V’U17...

V’Uo(—\SC(Uo) = 0)

Yo vy (—vp = 0 — sc(v1) = vp).
Yo, v1(sc(vg) = sc(v1) — vo = v1).
Yo (vo ® 0 = vg).

Yo, U1 (’UQ ©® SC(U1> = SC(UO D ’Ul).
Yog(vg ®0=10).

Yo, v1 (v @ sc(v1) = (vg @ v1) B v1.

Si (v, v1,...,0,) es una formula cuyas variables libres estdn incluidas en
el conjunto { vy, ...,v, }, entonces
v Un ([0(0,01 ...y 0n) AV (@(V0, 01, ..y Un) — ©(SCVY, U1, -, Up) ]

— Yoo (@(vg,v1,...,0p))).
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El sistema algebraico (N,sc,0,4, x) es un modelo del sistema de axiomas de
Peano. No obstante hay modelos de los axiomas de Peano que no son isomorfos a
(N,sc, 0, +, x).

6.2. Las aplicaciones representables.

Definicién 6.1. Sea f: N> —=Ny p(vp, ..., v,) una férmula cuyas variables libres
estdn incluidas en el conjunto { v, ..., v, }. Decimos que ¢(vp, ..., v,) representa
a f si, para cada (no,...,np—1) € NP, se cumple que

Py =P — {Ind} - Vo, (vp, = f(no,...,np—1) < @(no, ..., np—1,0p))
Recordamos que, para cada ntimero natural n, denotamos por n el término

sc(...(sc(0))...),
en el que hay n ocurrencias del simbolo de operacién sc, o, lo que es equivalente, n
es el valor en n del tinico homomorfismo de (N, sc,0) en (Tx(V),sc, 0).
Decimos que una aplicacién f: NP —=N es representable si hay una férmula
¢(vo, ... ,vp) que la representa.

Puesto que, para cada nimero natural p € N, hay una infinidad numerable de
férmulas con a lo sumo p+ 1 variables libres, y, por otra parte, hay tantas aplicacio-
nes de NP en N como nuimeros reales, concluimos que “casi ninguna”aplicacion de
NP? en N es representable, de hecho, las aplicaciones representables son exactamente
las aplicaciones recursivas.

Definicién 6.2. Sea R C NP y ¢(vo,...,vp—1) una férmula cuyas variables libres
estan incluidas en el conjunto { v, ...,v,—1 }. Decimos que ¢(vp,...,v,—_1) repre-
senta a R si, para cada (ng,...,np—1) € NP, se cumple que

1. Si (no,...,np—1) € R, entonces Py F ¢(ng, ..., np_1).

2. Si (no,...,np—1) € R, entonces Py - —¢(ng, ..., Np—1).
Decimos que una relacién R C NP es representable si hay una férmula ¢(vg, . .., vp—1)
que la representa.

Si DP fuera completa, la definiciéon de relacién representable se podria sim-
plificar, combinando las dos partes de la misma en un sélo “si y sélo si”, por-

que @(ng,...,Np—1) 0 7@(ng,...,np_1) deberfa ser un DP-teorema. Pero pue-
de haber una férmula ¢ y ntmeros ng,...,n,—1 tales que ni ¢(ng,...,np—1) ni
—p(ng, ..., np—1) sean DP-teoremas.

Teorema 6.3. Una relacion R C NP es representable si y solo si su aplicacion
caracteristica es representable.

Demostracion. Si ¢(vy,...,vp) representa a R, la férmula (¢(v1,...,vp) A vy =
1)V (m¢(v1,...,vp) Avy = 0) representa a chg. Reciprocamente, si p(vo, ..., vp)
representa a chg, entonces ¢(1, v, ... ,vp) representa a R. U

Teorema 6.4. Una aplicacion f: NP —=N es representable exactamente si es
Tecursiva.

Demostracion. La demostracién de que todas las aplicaciones recursivas son repre-
sentables se realiza por induccién algebraica, i.e., demostrando que las aplicaciones
k0,0 N —=N, sc: N—=Ny, para cadan € N— 1y cada i € n, pr, ;: N*—=N
son representables, y que los operadores de composicién, minimizaciéon para las
regulares y recursién primitiva preservan la representabilidad cuando se aplican a
aplicaciones representables.

O
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Para la demostracién de que el operador de recursiéon preserva la representa-
bilidad, se usa la funcién 3 de Goédel que codifica sucesiones finitas no vacias de
nimeros naturales mediante pares de nimeros naturales. A su vez, la funcién § de
Godel depende del teorema chino del resto

Proposicién 6.5 (Teorema Chino del resto). Sea n € N, (bg,...,b,) € N**! tal
que, para cada i,j € n+1, sii# j, entonces b; y b; son coprimos, y (ag, ..., an) €
N1 Entonces hay un a € N tal que, para cadai € n+1, a =a; (méd b;), i.e.,
para cada t €En+1, a y a; dan lugar al mismo resto cuando se dividen entre b;.

Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 0, tenemos by y ag € N. Tomando
a = ag, tenemos que ag = ag (mdd by).

Para n = 1, puesto que by y by son primos entre si, por el teorema de Bézout,
hay dos ntimeros enteros g y 1 tales que yobg + ¥101 = 1, luego, multiplicando
por a; — ag, tenemos que (a1 — ap)(yobo + y1b1) = a1 — ap, por lo tanto, para
el entero, m = (a1 — ag)yobo + ap = (a1 — ag)y1b1 + a1 tenemos que m = ag
(méd by) y que m = a;  (mdéd by). Por lo tanto, para tener un nimero natural con
la misma propiedad que tiene el entero m es suficiente anadirle kbgb;, para un k
suficientemente grande.

Supongamos el teorema para n > 1 y demostrémoslo para n+ 1. Por la hipdtesis
de induccién hay un nimero natural ¢ tal que, para cadai € n+1,c=a; (méd b;).

Pero b,41 y bo - ... by, son coprimos, luego hay un niimero natural a tal que a = ¢
(méd by-...-by) ya=apt1 (méd b,41). Por lo tanto, para cadat € n+2, a = a;
(méd b;). O

Proposicién 6.6 (Aplicacién 8 de Godel). Hay una aplicacion 3: N> —=N que es
recursiva primitiva y representable y tal que, para cada n € N y cada (ko, ..., k,) €
N+ existen b, ¢ € N tales que, para cada i € n+ 1, B(b,c,i) = k;.

Demostracién. Para (b, c,i) € N3, sea 3(b,c,i) el resto de la divisién de b entre
c(i+1)+1.

Sean € Ny (ko,...,kn) € N*T1. Queremos demostrar que existen b, c € N tales
que, para cada i € n+ 1, B(b,¢,1) = k;. Sea j = max{n, ko, ..., k,}. Entonces los
nimeros naturales us = 1+ j!(s + 1), para s € n + 1, son dos a dos coprimos, i.e.,
si 0 < s <t < n, entonces med(us, u;) = 1. Sea p un ndmero primo que divida a
us =14+jl(s+1)yau, =14+41(t+1),con 0 < s <t <n.Entonces p | us — us, i.e.,
p | j!(t — s). Pero p no divide a j!, ya que si lo dividiera, p | j!(s + 1) y puesto que
p|1+41(s+1), p|1, que es imposible. El niimero primo p tampoco divide a t — s,
porque al ser t —s < n < j, tenemos que t — s | jl y si p | t — s, entonces p | j!. Por
lo tanto p no divide a j!(t — s), contradiccién. Asi que med(us, us) = 1. Luego, por
el teorema chino del resto, hay un niimero natural b tal que, para cada i € n + 1,
b=k (méduwy), ie., tal que, para cada i € n + 1, rt(u;, k;) = rt(us,b) = k.
Pero, para cada ¢ € n+ 1, 5(b,j!,¢) = rt(1 + j!(s + 1),b) = rt(u;,b) = k;, porque
k/’lgj§j|<1+j'(l+1)=u“le,k}z<ul U

6.3. Aritmetizacién de la metamatematica.

Una godelizacién de un sistema formal consiste en asignar, de manera inyectiva,
ntimeros naturales a los términos, férmulas y demostraciones del mismo, todo ello
de modo que se cumplan las siguientes condiciones:

1. Para cada término, férmula o demostracién, el nimero natural asociado ha
de poder ser calculado de manera efectiva.

2. Para cada nimero natural ha de existir un procedimiento mecéanico que
permita determinar si tal niimero es o no el nimero de Gédel de un término,
férmula o demostracion y, en el caso de que lo sea, permita determinarlo
de manera efectiva.
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Por medio de una godelizacién cualquier propiedad o relacién acerca de los térmi-
nos, formulas o demostraciones del sistema formal, se transforma en una propiedad
o relacion acerca de los niimeros. Por ejemplo, el concepto de polinomio formal o
término, que es un concepto sintactico, se transforma en el subconjunto Termp del
conjunto N de los nimeros naturales que consta precisamente de los n € N para los
que n es el nimero de Godel de un polinomio formal. El concepto de férmula, que
es un concepto sintactico, se transforma en el subconjunto Formpy del conjunto N
de los ntimeros naturales que consta precisamente de los n € N para los que n es
el nimero de Godel de una formula. La relacion Dem que se da entre el conjunto
Unen_1 Form(£)", de las sucesiones finitas no vacfas de férmulas del lenguaje del
sistema formal, y el conjunto Form(L), de las férmulas del mismo, cuando la suce-
sién (©;)ien es una demostracién de la sentencia o en el sistema formal en cuestion,
se transforma en la relacién binaria Demp sobre N que consta precisamente de los
pares de nuimeros naturales (m,n) para los que se cumple que n es el ndmero de
Godel de una sentencia ¢ y m el nimero de Gddel de una sucesion de férmulas
(¢4)ien que sea una demostracién de ¢ en el sistema formal. La demostrabilidad de
una sentencia, que es una propiedad de las férmulas y constituye el conjunto Bew,
se transforma en el subconjunto Bewn de los nimeros naturales que consta de los
n € N tales que n es el niimero de Godel de una sentencia demostrable.

Al procedimiento descrito se le llama la aritmetizacion de la metamatemdtica. Si
el sistema formal contiene, ademads, a un fragmento de la aritmética de Dedekind-
Peano, entonces algunos de los subconjuntos del conjunto de los ntimeros naturales
y algunas de las relaciones sobre el mismo, tienen contrapartidas formales en el
sistema formal, i.e., son representables en el sistema formal mediante férmulas. Por
ejemplo hay una férmula Termpp que representa al conjunto de niimeros naturales
Termpy, otra formula Formpp que representa al conjunto de niimeros naturales
Formpy, otra férmula Dempp que representa a la relacion binaria Dempy, etc.

Nociones y relaciones od. Nocionesy  rep. Férmulas del
metamatematicas sobre el =——— relaciones ——— .
. . sistema formal
sistema formal numéricas

De este modo a una nocién o relaciéon acerca de un cierto tipo de sistema formal
le hemos asociado, a través de la godelizacién y, después, por medio de la repre-
sentabilidad formal de las relaciones recursivas, una férmula en el sistema formal,
que es su contrapartida interna. Asi, a partir de la relacién metamatemaética Dem
hemos obtenido, por godelizacion, la relacion numérica Dempn y de esta, por la
representabilidad de las relaciones recursivas, la férmula Dempp:

9 god. rep. ) .
(Relacién externa) Dem =——= Demy =——=> Dempp (Férmula interna)

A partir de la relacién numérica Dempy obtenemos la relaciéon numérica Wy que
consta de los pares (m,n) € N? tales que m es el nimero de Godel de uma férmula
¢(vg) con vy como unica variable libre, y n es el nimero de Gddel de una de-
mostracién en DP de la sentencia (scﬁi‘)(o))@(vo). Entonces se cumple que Wy es
una relacién recursiva, luego representable por una férmula W(vg, v1)pp con dos
variables libres. Ahora se considera la férmula Vv =W (vg, v1)pp, con sélo una va-
riable libre, la vg. Sea p el nimero de Godel de Vv =W (vg, v1)pp ¥ ¥ la sentencia
(chC()O))Vvl - W (vg,v1)pp. La sentencia i se puede interpretar como:

Para cada n € N, no es el caso que p sea el numero de Godel de
una férmula £(vg) en la que vy ocurra libre y n sea el nimero de
Godel de una demostracion en DP de £(scP(0)).
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Ahora bien, p es el nimero de Godel de Yo1-W(vp,v1)pp y si a esta férmula la
denotamos por £(vg), entonces £(scP(0)) es v, por lo tanto la sentencia ¢ se puede
interpretar como:

Para cada n € N, n no es el nimero de Godel de una demostracién
en DP de v.

En un cierto sentido la sentencia v afirma su propia indemostrabilidad. La férmula
1) es tal que ni ella ni su negacién son demostrables a partir de DP, luego DP es
incompleta.

La codificaciéon hace uso de la existencia de situaciones de Cantor para m que
son recursivas primitivas, i.e., hay un par ordenado (™, (’y}")jem) en el que v™
es una aplicacion recursiva primitiva de N en Ny, para cada j € m, 7] una
endoaplicacion recursiva primitiva de N tal que:

m

L ™o (y/")jem = idn.
2 (Y jem 0 7™ = idyn.

Ademas, necesitamos el siguiente lema

Lema 6.7. Seanp,n € Nytg,...,tp,_1: N—=N, g: N°— =Ny h: NP7+l o N
aplicaciones recursivas primitivas. Si, para cada y > 0 y cada i € n, t;(y) <y, en-
tonces la aplicacién f: NPT —=N definida como:

f(y) = bz, f(z,to(y)), . f(2,tn-1(y)),y), siy > 0.
es recursiva primitiva.

Para codificar un término P se usan tres nimeros naturales (a, b, ¢), siendo la
funcién del dltimo la de determinar si es simple o compuesto, i.e., si es una variable,
la constante 0, o de una de las formas sc(Q), sc(Q) @sc(R) o sc(Q) ®sc(R), mientras
que la de los dos primeros seré la de codificar, segin el caso, el término o los térmi-
nos a partir de los cuales se construye el término en cuestion. Entonces, mediante
v3: N3 —=N, el triplo (a,b,c) se reducird a un nimero natural. Denotamos por
Gy la aplicacién de Ts (V) en N definida como:

+3(0,0,0), si P =0
¥3(n +1,0,0), si P = wp;

Gs(P) = {¥(Gx(Q),0,1), s P=sc(Q):
P(Gx(Q).Gx(R),2), i P =sc(Q) & sc(R);
Y (Gx(Q),Gx(R),3), si P=sc(Q)®sc(R).

Lema 6.8. El conjunto Ter = { Gs(P) | P € Tx(V)} es recursivo primitivo.

Para codificar una férmula ¢ se usan también tres ndmeros naturales (a, b, ¢),
siendo la funcién del ultimo la de determinar si es simple o compuesta, i.e., si es
una férmula atémica, o de una de las formas =), Y AE, YV E, h — & P — &, Yo,0
0 Jvp1, mientras que la de los dos primeros serd la de codificar, segun el caso, la
férmula o las férmulas a partir de las cuales se construye la féormula en cuestién.
Entonces, mediante 72 : N® —=N, el triplo (a, b, ¢) se reducird a un niimero natural.
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Denotamos por G la aplicacién de TA (L) en N definida como:

7 (Gx(P),G=(Q),0), sip=P=0Q;
73(GA(¢))7 0,1), st =)
V(GAW), GA),2), sip=19AE
Ga(p) = 73(GA<’(/})7GA<§)73>7 st =9 VE
Y (Ga(),Ga(§),4), sip=v =&
VHCA),GAl§),5), sip=1 <&
VS(GA(w)v n,6), sl = Vupt;
WS(GA(zb)v n,7), si ¢ = Jupth.

Lema 6.9. El conjunto For = { GA(P) | P € TA(L) } es recursivo primitivo.

A continuacién vamos a asociar a las nociones y operaciones fundamentales re-
lativas a las féormulas, tales como la determinacion de las variables libres o ligadas
de las mismas, o la substitucién en una férmula de una variable por un término,
relaciones y aplicaciones recursivas primitivas

6.4. El primer teorema de incompletud de Godel.

. e . completa L .
Proposicién 6.10. Si T es { & , entonces T es decidible o, lo que es equi-
ndecidibl recursiva
. maecrarole .
valente si T es { & , entonces T es incompleta
recursiva

o s . 2DPo . .
Proposicién 6.11. Si T es { & , entonces T es indecidible.
consistente

.. . 2DPo .
Demostracion. En lugar de demostrar que si T es { & , entonces T' es inde-
consistente

.1 . DPo . .
cidible, demostramos que si T es { & ,entonces T es inconsistente. O
decidible

Establecemos a continuacién el primer teorema de incompletabilidad de Godel.
2DPo
Proposicion 6.12. SiT es { cons%tente , entonces T es incompleta. En particular,
DP es incompleta. reeee
Demostracion. Por ser T consistente y contener a DPg, T es indecidible, luego, por
ser, ademas, recursiva, es incompleta O

Observemos que por ser la teorfa T consistente, estd incluida en una teorfa T”
consistente y completa. Ahora bien, 7" no puede ser recursiva, ya que si lo fuera,
por ser, ademés, completa serfa decidible. Pero, por ser T" consistente y contener
a T, es consistente y contiene a DPy, luego es indecidible, contradiccién. Por lo
tanto 7" no puede ser recursiva. De modo que la completud de T’ se alcanza a
costa de la recursividad de la misma. Ahora bien, el que una teoria sea recursiva,
i.e., que el conjunto de los nimeros de Godel de las sentencias que le pertenecen sea
recursivo, es razonable, ya que ello significa que hay un procedimiento mecéanico que
nos permite reconocer los axiomas y, por lo tanto, usarlos en las demostraciones.

La sentencia ¢ mostrada por Godel y para la cual DP ¥ ¢ y DP ¥ -y es la que
afirma la consistencia de DP. Ahora bien, tal sentencia es verdadera en el modelo
standard N de DP, luego, por no ser demostrable a partir de DP, hay modelos
de DP en los que dicha sentencia no es verdadera, asi que Cn(DP) C Th(N), i.e.,
hay verdades aritméticas que no son demostrables desde la aritmética de Dedekind-
Peano. Por lo tanto, el que una sentencia sea verdadera en un sistema algebraico que
sea modelo de una cierta teoria, no significa en modo alguno que sea demostrable
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a parir de la teoria, ya que éso se cumple, en virtud del teorema de completud, si
y s0lo si la sentencia es verdadera en todos los modelos de la teoria.

Por otra parte, puesto que cuando una sentencia ¢ no es demostrable a partir
de una teorfa consistente T', también T U {p} es consistente, tenemos que, para
cualquier sentencia ¢ tal que DP ¥ ¢y DP ¥ -y, las teorias DPU{—p} y DPU{p}
son consistentes, luego tienen modelos M-, y M, que también son modelos de
DP, luego DP tiene modelos esencialmente diferentes.

Proposiciéon 6.13. Si T es consistente y la sentencia o es tal que T ¥ ¢, entonces
T U{—p} es consistente.

Demostracion. Supongamos que T'U {—¢} sea inconsistente. Entonces hay un + tal
que TU{=p} vy TU{~¢}F —y. Ahora bien, ya que - =y — (v — ¢), también
TU{-p}F -y = (v — ¢), luego, por modus ponens, T U {-p} F v — ¢ y, otra
vez por modus ponens, T'U {—¢} F . Entonces, por el teorema de la deduccién,
T+ —p — @, pero, ya que F (- — ¢) — @, también T F (mp — ¢) — ¢, luego,
por modus ponens, T' - ¢, pero eso contradice el que ¢ no se deduzca del conjunto
de sentencias T, por lo tanto T'U {—} es consistente. O
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