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LOGICA ECUACIONAL

J. CLIMENT VIDAL

RESUMEN. En este capitulo definimos las nociones de signatura algebraica ho-
mogénea y de morfismo entre ellas, el concepto de estructura algebraica ho-
mogénea sobre un conjunto, las dlgebras homogéneas y los homomorfismos
entre ellas; ademads, introducimos las teorias algebraicas de Lawvere y los mor-
fismos entre ellas, asi como las dlgebras y los morfismos entre ellas, estable-
ciendo la equivalencia entre esta versién del dlgebra universal, sin dependencia
de las signaturas, y la versién cldsica de la misma. También definimos las
nociones de subdlgebra y congruencia de un algebra y estudiamos las propie-
dades de los conjuntos de todas las subalgebras y congruencias de un algebra,
caracterizamos los monomorfismos y los epimorfismos y demostramos los teo-
remas de Noether. Por otra parte, demostramos la existencia y establecemos
las propiedades de los productos, igualadores, coigualadores, limites proyecti-
vos, limites inductivos, productos reducidos y ultraproductos. Por dltimo, una
vez definidas las operaciones polinémicas y algebraicas y estudiadas las pro-
piedades de tales nociones, demostramos la existencia de algebras homogéneas
(absolutamente) libres, la propiedad universal de las mismas y establecemos
las relaciones entre las dlgebras libres y las dlgebras de operaciones polinémicas
sobre un dlgebra. Por otra parte, consideramos la nocién de algebra funcional-
mente completa y, una vez definida la nocién de identidad o ley y la relacién
de satisfaccién, establecemos la nocion de variedad homogénea y demostra-
mos el teorema de Birkhoff de caracterizacién de las variedades homogéneas
mediante ciertos operadores clausura; a continuacién, exponemos la conexién
de Galois contravariante (inducida por la relacién de satisfaccién) entre los
reticulos completos de las dlgebras homogéneas (de una signatura dada) y de
las leyes y demostramos el teorema de completud de Birkhoff, previa presen-
tacién de un sistema deductivo, que afirma la identidad entre la relacién de
consecuencia sintdctica y la relacién de consecuencia seméntica.
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... la. mathématique est I’art de donner le méme nome a des choses
différentes. Il faut s’entendre. Il convient que ces choses différentes par
la matiére soient semblables par la forme. Quand le langage a été bien
choisi, on est tout étonné de voir que toutes les démonstrations faites
pour un object connu s’appliquent immédiatement & beaucoup d’objects
nouveaux, on n’a rien a changer, pas méme les mots, puisque les noms
sont devenus les mémes.

H. Poincaré.

1. ALGEBRAS HOMOGENEAS

1.1. Signaturas y algebras.

Definition 1.1. Una signatura algebraica X es un par ordenado X = (X, ar) en
el que 3, el conjunto de los simbolos de operacion, es un conjunto y ar, la ariedad,
una aplicacién de ¥ en N. Si 0 € ¥ y ar(o) = n, entonces decimos de o que es un
simbolo de operacién n-ario, y, para cada n € N, denotamos por %, el conjunto de
todos los simbolos de operacion n-arios.

La ariedad de un simbolo de operacién o, indica el nimero de los argumentos
que tendra cualquier realizacién de ¢ como una operacién sobre un conjunto.



Definition 1.2. Sea X una signatura algebraica y A un conjunto. Una X-estructura
algebraica sobre el conjunto A es una aplicacién F' de ¥ en | Hom(A*(@), A)
tal que, para cada o € &, F, € Hom(A4*(7), A).

En algunos casos, para evitar equivocaciones, denotaremos la X-estructura alge-
braica que estemos considerando sobre un conjunto A por F2, y a las operaciones
que la componen por FA con o € ¥. Ademas, cuando ar(c) = 0, denotaremos por
o® el valor de FA: 1——= A en el tinico miembro de 1.

Una ¥-dlgebra es un par ordenado A = (A, F'), en el que A es un conjunto y F'
una X-estructura algebraica sobre A.

oEeX

En la definicién de X-estructura algebraica sobre un conjunto no hemos exigido
que a simbolos de operacién distintos, de la misma ariedad, correspondan opera-
ciones distintas sobre el conjunto en cuestion.

Determinese el nimero maximo de estructuras de X-dlgebra sobre un conjunto.

Sea 3 una signatura algebraica. Demuéstrese que:

1. Una condicién necesaria y suficiente para que exista una estructura de X-
algebra sobre el conjunto vacio es que ¥y = &. Por consiguiente, sobre el
conjunto vacio hay a lo sumo una estructura de X-algebra.

2. Sobre un conjunto final hay exactamente una estructura de 3-dlgebra.

3. Sobre un conjunto con dos o més elementos hay al menos una estructura

de X-algebra.
1.2. Ejemplos de algebras.

1.2.1. Magmas. Un magma es un par (A,-) en el que A es un conjunto y - una
operacién binaria sobre A. Para cada conjunto A, los pares (Rel(4), o), (End,(A4), o)
y (End(A), o) son magmas.

1.2.2.  Semigrupos. Un semigrupo es un par (4,-) en el que A es un conjunto y -
una operacion binaria sobre A tal que:

Vae,y,z€ A,z (y-2)=(x-y) -2

Para cada conjunto A, los pares (Rel(A4),0), (Endy(A),0) y (End(A), o) son semi-
grupos.

1.2.8.  Monoides. Un monoide es un triplo (A,-,1) en el que A es un conjunto, -
una operacion binaria sobre A y 1 un elemento de A tal que:

1. Vae,y,z€ A, z-(y-2)=(x-y)- 2.

2.VeeA, z-1=a y 1-z=ux.
Para cada conjunto A, los triplos (Rel(A), 0, A4), (End,(A),0,id4) y (End(A),0,id4)
son monoides. Ademads, si M1(A), también denotado por A*, es el conjunto de todas
las palabras sobre el alfabeto 4, i.e., el conjunto [ J, oy A", de todas las funciones
cuyo dominio es un nimero natural y cuya imagen esté incluida en A, entonces el
par ordenado (A, ), en el que A, la operacién (binaria) de concatenacidon de pala-
bras construidas con las letras del alfabeto A, es la aplicacién de M1(A) x MI(A)
en M1(A) definida como:

MI1(A) x MI(A) —— MI(A)
Ti, si0<k<m;
Yk—m, Sim<k<m+n,

A ((xi)iETna (yj>j6n) — (Zk)k€m+n = {

v A, la palabra vacia sobre el alfabeto A, la tinica funcién de 0 en A, es una estructura
de monoide sobre MI(A).
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1.2.4. Monoides abelianos. Un monoide abeliano es un triplo (A, +,0) en el que
A es un conjunto, + una operacién binaria sobre A y 0 un elemento de A tal que:
1. Ve,y,z€ A, 2+ (y+2)=(x+y) + 2
2.VeeA, z4+0=2 y O+x=u=x.
3. Ve,ye A, z+y=y+ux.
Para un conjunto A, si N(4) es el conjunto de todas las funciones (ng)aca de
soporte finito de A en N i.e., el conjunto definido como:

N = { (na)aca € N* | card({a € A na #0}) <No},

entonces el par ordenado (+, ko), en el que + es la aplicacién de N x N en
N definida como:

+{ N@A) « N(A4) — > N@&)
((ma)aeAa (na>a€A) — (ma + na)aeA

y Ko, la aplicaciéon de A en N cuya imagen es {0}, es una estructura de monoide
abeliano sobre N(4),

1.2.5.  Cuasigrupos. Un cuasigrupo es un cuddruplo (4,-,/,\) en el que A es un
conjunto y -, / y \ operaciones binarias sobre A tales que:

1. Va,y € A, (z/y) -y ==.

2. Ve,ye A, (z-y)/y=u=.

3. Vr,ye A, y-(y\z) =z

4. Ve,ye A, y\(y-z) = x.

1.2.6. Bucles. Un bucle es un quintuplo (4,-,/,\,1) en el que (4,-,/,\) es un
cuasigrupo y 1 € A tal que

Ve,yeAjx-1l=xyl-z=ux.

1.2.7.  Grupos. Un grupo es un cuadruplo (A,-, 71 1) en el que A es un conjunto,
- una operacién binaria sobre A, ~! una operacién unaria sobre A y 1 un elemento
de A tal que:

1. Ve,y,z€ A, - (y-2)=(x-y)- 2

2.VeeA, z-1=2 y 1l-z=ux.

3.VeeA z-ot=1y at-z=1
Para cada conjunto A, el cuddruplo (Aut(A),o, ~1,id4) es un grupo.

1.2.8.  Grupos abelianos. Un grupo abeliano es un cuddruplo (A, +, —,0) en el que
A es un conjunto, + una operacién binaria sobre A, — una operaciéon unaria sobre
Ay 0 un elemento de A tal que:

L Vo,y,z€A o+ (y+z2)=(x+y) +=z

2.VeeA, z4+0=2 y O0+x=ux.

3. Ve e A, 2+ (—z)=0y (—z)+z=0.

4. Ve,ye A, x+y=y+x.

1.2.9.  Anillos. Un anillo es un séxtuplo (A4, +,—,0,-,1) tal que:

1. (A,+,—,0) es un grupo abeliano.

2. (A,+,1) es un monoide.

3.V, yze A, w-(yt+2)=(2-y)+(r-2) y (ytz2) 2=y 2)+(z 2).
Para cada grupo abeliano A = (A, +, —,0), el séxtuplo (End(A), +, —, ko, 0,id4),
en el que + es la operacién binaria sobre End(A) que a un par de endomorfismos
f, g del grupo abeliano A = (A, +,—,0) le asigna el endomorfismo f + g que, a
cada z € A, le asocia f(x) + g(z), — la operacién unaria sobre End(A) que a un
endomorfismo f del grupo abeliano A = (A, +, —,0) le asigna el endomorfismo — f
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que, a cada x € A, le asocia —f(x) = —(f(x)), o la composicién de endomorfismos
y ko el endomorfismo de A cuya imagen es {0}, es un anillo.

1.2.10.  Anillos conmutativos. Un anillo conmutativo es un séxtuplo (A, +, —,0,-,1)
tal que:

1. (4,4, —,0) es un grupo abeliano.

2. (A,-,1) es un monoide abeliano.

3. Vr,y,z€ A z-(y+2)=(@-y)+(x-2) y (y+2)-z= Uy -x)+ (2 ).

1.2.11. Mddulos. Si A = (A,+,—,0,-,1) es un anillo, un A-mddulo a la izquierda
es un quintuplo (M, 4+, —,0,(Fx | A € A)) tal que:

. (M,+,—,0) es un grupo abeliano.

.VYAEA, Vo,y e M, Fx(z +y) = Fa(z) + Fa(y).

VYA p el Yee M, Fry,(z) = Fx(z) + Fu(z).

VA p el VYee M, Fr,(z) = F\(Fu(x)).

.Yz e M, Fi(z) =z

Ttk W N =

1.2.12.  FEspacios vectoriales.

1.2.18.  Grupos con multioperadores. Si €2 es un dominio de operadores tal que
0 = @, entonces un Q-grupo es un quintuplo (G,+, —,0,(F, |w € Q)) tal que:

1. (G,4,—,0) es un grupo (no necesariamente abeliano).

2. Yw € Q, si ar(w) = n, entonces F,,: G"—=G y F,(0,...,0) =0.

1.2.14. Algebras lineales.

1.2.15.  Semirreticulos. Un semirreticulo es un par (A,-) en el que A es un con-
junto y - una operacién binaria sobre A tal que:

1.Vx e A, -z =x.

2. Ve,ye A, x-y=y-x.

3. Vr,y,z€A - (y-2)=(z-y)- =2
Para cada conjunto A, (Sub(A),U) y (Sub(A4),N) son semirreticulos.

1.2.16. Reticulos. Un reticulo es un triplo (A, V,A) en el que A es un conjunto y
V y A operaciones binarias sobre A tales que:

l.VxeA zVa=x y ANz ==x.
2. Ve,ye A, xVy=yVae y cAy=yAz.
3. Vr,y,z€ A, xV(yVz)=(xVy)Vzy xAyAz)=(@Ay)Az
4. Ve,ye A, zV(zAy)=xz y zA(xzVy) ==
Para cada conjunto A, (Sub(A4),U,N) es un reticulo.

1.2.17. Algebras Booleanas. Un dlgebra Booleana es un séxtuplo (4, V,A,—,0,1)
en el que A es un conjunto, V y A operaciones binarias sobre A, — una operacién
unaria sobre A y 0, 1 € A tales que:

1.VxeA zVe=2x y zAx=uz.
Ve,y € A, xVy=yVax y tANy=yAz.
Ve,y,z€ A, xV(yVz)=(xVy)Vz y zA(yAz)=(xAy) Az
Ve,yc A, zV(zrAy)=z y zA(zVy) =
Ve,y,2 € A, eV (yAz) = (xVy)A(zVz) y zA(yVz)=(zAy)V(TzAz).
Vee A, cAN—2x=0y zV—-x=1
7. VeeA, zN0=0y zVv1=1
Para cada conjunto A, (Sub(A),U,N,C4, @, A) es un algebra Booleana.

S U W

1.2.18. Algebras de Heyting.
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1.2.19. Anillos ternarios planares. Un anillo ternario planar es un cuadruplo
(I',T,0,1) en el que I' es un conjunto, T' una operacién ternaria sobre I' y 0, 1
elementos de T', tal que:

0#1.

Ym,c eI, T(0,m,c)=c.

Vz,ce T, T(z,0,c) =c.

Ve eTl, T(x,1,0) = x.

Ym eT, T(1,m,0) =m.

Ve,m,v €T, lc e tal que T(x,m,c)=.

Ym,n,c,d € T, si m # n, entonces Tz € T' tal que T(x,m,c) =
T(z,n,d).

8. Va,y,v,w €T, si z#y, entonces I (m,c) € ? tal que T(x,m,c)=wv
y T(y,m,c) =w.

oot W

Los anteriores ejemplos de dlgebras muestran que, con la excepcién de los anillos
ternarios, las operaciones de que estan dotadas son a lo sumo binarias, como dice
Cohn: This is no accident, for in a certain sense all finitary operators may be built
up from binary ones. However, there may be no particularly natural way of doing
this in any given instance, and besides, the gain in simplicity would not be very
great.

Ademis, salvo en el caso de los anillos ternarios, las dlgebras consideradas estan
sujetas a cumplir ecuaciones.

Por otra parte, el concepto de algebra considerado esta sujeto a las siguientes
limitaciones:

= Las algebras tienen un unico conjunto subyacente, i.e., son entidades ho-
mogéneas.

= Las operaciones son finitarias.

= Las operaciones estan totalmente definidas.

De modo que objetos matematicos tales como e.g., los autdmatas, los monoides
con cancelacion, los anillos con division, los cuerpos, los espacios topoldgicos, los
L*-espacios, los grupos topoldgicos, los espacios vectoriales topolégicos o las varie-
dades diferenciables, no son objeto de estudio del algebra universal, aunque si del
algebra universal heterogénea o de la teoria de modelos (de primer orden u or-
den superior). Concretamente, los autématas no son objeto de estudio del dlgebra
universal, pero si del algebra universal heterogénea, porque un autémata es una
entidad heterogénea (I,Q, 0,4, A, qo) en la que I es el conjunto de las entradas, Q
el de los estados, O el de las salidas, §: I x Q—= @ la aplicacién de transicidn,
A I X Q —0 la aplicacién de salida y qo el estado inicial; los monoides con can-
celacién tampoco son objeto de estudio del dlgebra universal, pero si de la logica
implicacional, porque un monoide con cancelacién es un monoide (A, -, 1) tal que,
para cada z,y,z € A, six-y = x -z, entonces y = z y si y - & = z - x, entonces
Yy = z, que no son ecuaciones; los anillos con divisién tampoco son objeto de estudio
del algebra universal, pero si de la teoria de modelos, porque un anillo con divisién
es un anillo (A,+,—,0,-,1) tal que 0 # 1 y, para cada z € A, si z # 0, entonces
existeun y € Atalque z-y =1e y-x =1, que no son ecuaciones; los L*-espacios
tampoco lo son, pero si del algebra universal infinitaria no determinista, porque un
L*-espacio es un par (X, A) en el que X es un conjunto y A: X~ ——=Sub(X) tal
que:

1. Para cada z € X, x € A(k;), siendo k, la aplicacién de N en X cuya
imagen es {z}.
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2. Para cada (z,, | n € N) € XV, si A(z, | n € N) # @, entonces para cada
subsucesién (y, | n € N) de (z,, | n € N), se cumple que

Az, |meN) C Ay, | neN).

Recordamos que una sucesién (y, | n € N) en X es una subsucesion de
otra sucesiéon (x, | n € N) en el mismo conjunto, si existe una aplicacién
estrictamente creciente ¢: N——=N tal que, para cadan € N, y,, = x,,,.

3. Para cada v € X y cada (z,, | n € N) € XN, si 2 ¢ A(z, | n € N), entonces
existe una subsucesién (y, | n € N) de (z,, | n € N) tal que, para cada
subsucesién (z,, | n € N) de (y, | n € N) se cumple que z & A(z, | n € N),

que es una operacion infinitaria no determinista.

1.3. Homomorfismos. Una vez definido el concepto de X-algebra, un medio
para estudiarlas es el de compararlas entre si, para ello definimos los homomor-
fismos entre las mismas, la composiciéon de los homomorfismos y establecemos las
propiedades bésicas de la composicion.

Definition 1.3. Un X-homomorfismo o, para abreviar, un homomorfismo de A =
(A,FA) en B = (B, FB) es un triplo ordenado (A, f,B), abreviado como f y
denotado por f: A——=B, en el que f es una aplicacién de A en B, tal que, para
cada o € X, con ar(o) = n, el diagrama:

n
Am f B"
FA FB
A—f>B

conmuta, i.e., para cada z € A", f(FA(x)) = FB(f™(x)). A los homomorfismos de
una X-adlgebra en si misma los denominamos endomorfismos.

Proposition 1.4. Sean f: A——=B, g: B——=C y h: C——=D tres homomorfis-
mos de X-dlgebras. Entonces:
1. Siendo ida = (A,id4, A), se cumple que ida: A——= A, el homomorfismo
identidad de A, es un endomorfismo de A.
2. Siendo gof = (A, gof,C), se cumple que gof: A—=C, el homomorfismo
composicion de f y g, es un homomorfismo de A en C.
3. (Asociatividad). El diagrama:

(hog)of

>

A f B

\gx e

C 3 D

ho(gof)

conmuta.
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4. (Neutros). Los diagramas:

idp

~
~
~
W—"=x

conmutan.

Demostracion.

1. Puesto que, para cada n € N, id"j = ids», tenemos que ida: A—= A es un
homomorfismo, ya que entonces, para cada o € X, con ar(c) = n, el diagrama:

id’,
Ar S n
FA FA
A4

conmuta.

2. Puesto que, para cada n € N, g™ o f* = (g o f)", y, por hipétesis, para cada
o € X, con ar(o) = n, los diagramas:

ATL " > B'!L y Bn gn Cn
FA FB FB FC
A——>B B —g C
conmutan, entonces también conmuta el diagrama:
(go f)"
AY ———=(C"
FA FC€
A C
golf
luego go f: A——= C es un homomorfismo. O

En lo que sigue, salvo indicacion expresa de lo contrario, supondremos elegido
un universo de Grothendieck U, arbitrario pero fijo, y que todos los conjuntos que
consideremos son elementos del mismo.

Corollary 1.5. Las X-dlgebras A tales que A € U, junto con los homomorfismos
entre ellas constituyen una categoria, a la que denotamos por Alg(X).

Definition 1.6.



1. Decimos que f: A——=B es un monomorfismo si, para cada X-algebra X
y cualesquiera homomorfismos g, h: X —= A si el diagrama

fog

foh

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando fog = f o h, entonces g = h;
es por ello que a este tipo de homomorfismos también se los denomina
simplificables a la izquierda. Denotamos al conjunto de los monomorfismos
de A en B por Mono(A, B). Convenimos entonces que f: A +— B significa
que el homomorfismo f: A+—B es un monomorfismo.

2. Decimos que f: A——=B es un epimorfismo si, para cada 3-algebra Y y
cualesquiera homomorfismos g, h: B——=7Y, si el diagrama

gof

hof

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando go f = ho f, entonces g = h; es
por ello que a este tipo de homomorfismos también se los denomina sim-
plificables a la derecha. Convenimos entonces que f: A — B significa que
el homomorfismo f: A —=B es un epimorfismo, y denotamos al conjunto
de los epimorfismos de A en B por Epi(A,B).

3. Decimos que f: A——=B es un isomorfismo si existe un g: B——=A tal
que go f =ida y fog = idg. A los isomorfismos de un algebra en si misma
los denominamos automorfismos.

Demuéstrese que si un homomorfismo f: A —— B es inyectivo, resp., sobreyec-
tivo, entonces es un monomorfismo, resp., epimorfismo.

Demuéstrese que un homomorfismo f: A ——= B es un isomorfismo precisamente
si es un homomorfismo biyectivo.

Mis adelante, cuando dispongamos del concepto de nicleo de un homomorfismo,
o del de algebra libre sobre un conjunto, demostraremos que todo monomorfismo
es un homomorfismo inyectivo y, cuando dispongamos del de suma amalgamada,
que todo epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo.

1.4. Subalgebras.

The concept of a subgroup is fundamental in the theory of groups. The
entire content of group theory is more or less linked up with questions
about the existence, in a group, of subgroups having one or another
special property, about groups that can be embedded in a given group,
about properties that characterise the mutual disposition of subgroups
in a group, about methods of constructing a group from its subgroups,
etc. The classification of various special types of groups also depends
mainly on the concept of a subgroup.

Kurosh.

Del mismo modo que para estudiar los conjuntos es imprescindible considerar
los subconjuntos de los mismos, para el estudio de las algebras hay que considerar
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las subdlgebras de las mismas, y que son las partes que tienen la propiedad de estar
cerradas bajo las operaciones estructurales de las que estan dotadas las algebras.

Definition 1.7. Sean A = (A, FA) y B = (B, FB) dos Z-élgebras y X un sub-
conjunto de A.
1. Si o € ¥, con ar(o) = n, decimos que X estd cerrado bajo la operacion
F,: A" —= A si, para cada a € X", FA(a) € X, i.e., si FAX"] C X.
2. Decimos que X es un cerrado de A si, para cada o € ¥ con ar(o) = n,
y cada a € X", FA(a) € X, ie., si X estd cerrado bajo cada una de
las operaciones estructurales de A. Al conjunto de los cerrados de A lo
denotamos por Cl(A).
3. Decimos que B es una subdlgebra de A, y lo denotamos por B < A | si
B C Ay silainclusién canénica, ing = (B,ing, A), de B en A es un homo-
morfismo de B en A. Si ademds B # A, decimos que B es una subdlgebra
estricta de A. Denotamos por Sub(A) el conjunto de las subdlgebras de A.

Proposition 1.8. Sea A una X-dlgebra. Entonces existe una biyeccion, natural,
entre el conjunto C1(A), de los cerrados de A y el conjunto Sub(A), de las subdlge-
bras de A. Ademds, esa biyeccion se extiende hasta un isomorfismo, cuando los
conguntos Cl(A) y Sub(A) se consideran ordenados por la inclusion.

Demostracion. En efecto, la aplicacién de Cl(A) en Sub(A) que a un cerrado X
de A = (A, FA) le asigna la subdlgebra X = (X, (FAIX | 0 € X)) de A es una
biyeccién entre ambos conjuntos. (]

No solo es cierto que existe una biyeccién entre el conjunto de los cerrados de
una X-algebra A y el de las subdlgebras de la misma, sino que ademés hay una
biyeccién entre tales conjuntos y un cierto conjunto cociente del conjunto de las
cotas inferiores monomorficas de A.

Definition 1.9. Sea A una X-algebra. Una cota inferior monomdrfica de A es un
par (B, f) en el que B es una 3-dlgebra y f un homomorfismo inyectivo de B en A.
Al conjunto de las cotas inferiores monomorficas de A lo denotamos por Mono(A).

Observemos que Mono(A), para cada X-algebra A, es un subconjunto del uni-
verso U. Vamos a definir sobre el conjunto Mono(A) una relacién de equivalencia
de modo que el conjunto cociente resultante, que seguira siendo una parte del uni-
verso, sea isomorfo a un elemento del universo U, por lo tanto tal conjunto cociente
serd, en definitiva, un elemento de U.

Definition 1.10. Sea A una X-élgebra y (B, f), (C,g) dos cotas inferiores mo-
nomorficas de A. Decimos que (B, f) precede a (C, g), y lo denotamos por (B, f) <
(C,g), si hay un morfismo t: B——=C tal que f = g ot. Por ultimo, decimos
que (B, f) y (C, g) son equivalentes, y lo denotamos por (B, f) = (C, g), si (B, f)
precede a (C,g) y (C, g) precede a (B, f).

Sea A una X-dlgebra y (B, f), (C,g) dos cotas inferiores monomoérficas de A.
Demuéstrese que (B, f) < (C, g) si y sélo si hay un dnico homomorfismo inyectivo
t: B——=C tal que f = got. Ademads, demuéstrese que (B, f) = (C, g) precisamente
si hay un tdnico isomorfismo t: B——=C tal que f = got.

Proposition 1.11. Sea A una X-dlgebra. Entonces la relacion de precedencia so-
bre el conjunto de las cotas inferiores de A es un preorden y, por lo tanto, la de
equivalencia sobre el mismo conjunto es una relacion de equivalencia.

Demostracion. O

Proposition 1.12. Sea A una X-dlgebra. Entonces el conjunto C1(A) es isomorfo
al conjunto cociente Mono(A)/ =.
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Demostracion. O

Proposition 1.13. Sea f: A——=B un homomorfismo inyectivo y g: C—B.
Si Im(g) C Im(f), entonces existe un unico homomorfismo h: C—— A tal que el
diagrama:

Q

conmuta.

Demostracion. Por ser f un homomorfismo inyectivo, es evidente que hay a lo sumo
un homomorfismo h: C——= A tal que g = f o h.

Por lo que respecta a la existencia, dado un ¢ € C, se cumple que g(c¢) € Im(f),
luego hay un a € A tal que f(a) = g(c). Ademés tal elemento de A es tnico, porque
f es un homomorfismo inyectivo. Por consiguiente hay un tnico a € A tal que
f(a) = g(c). Sea entonces h: C—= A la aplicacién que a un ¢ € C' le asigna el
unico a € A tal que f(a) = g(c).

Es evidente que al componer h con f obtenemos g. Veamos que h es un homo-
morfismo de C en A. Sea o € ¥ tal que su ariedad sea n y (co,...,cn_1) € C™.
Entonces, siendo H, la operacion estructural de C correspondiente a o, tenemos que
h(Hy(cg,...,cn—1)) es el inico elemento a de A tal que f(a) = g(Hy(co, ..., Cn-1)).
Ahora bien, por una parte, por ser g homomorfismo, tenemos que

g(HU(CU> RR) cnfl)) = Ga(g(co)v <o g(en—1))
y, por otra, por ser F,(h(cp),...,h(c,—1)) un elemento de A tal que

f(EFs(h(co); - - h(en-1))) = Go(f(h(c0)), - - s f(P(en-1))),
podemos afirmar que f(F,(h(co),...,h(cn-1))) = Go(9(c0),-..,9(cn—1)), de donde

h(HU(Co, ey Cn—l)) = Fa(h(CO), ey h(cn—l))-
o

Proposition 1.14. Sea A wuna X-dlgebra y X un cerrado de A. Entonces hay
una X-dlgebra X, la subalgebra de A asociada a X, y un homomorfismo inyectivo
inx: X——=A, la inclusién canénica de X en A, tal que:
1. Im(inx) = X.
2. (Propiedad universal) Para cada homomorfismo f: B——= A, si Im(f) C
X, entonces existe un unico homomorfismo g de B en X tal que el diagra-

ma:
B
g
/
X——A
1mMx
conmuta.
Demostracion. O

Proposition 1.15. Si f: A——=B, entonces Im(f) es un cerrado de B.

Demostracion. O
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A partir de las dos proposiciones anteriores obtenemos la factorizacién de un
homomorfismo a traves de su imagen.

Proposition 1.16 (Noether). Sea f: A——=B un homomorfismo. Entonces hay
un dnico homomorfismo sobreyectivo f%, el sobreyectivizado de f, de A en Im(f)
tal que el diagrama

A————>B

Mrm(f)

fS
Im(f)

conmuta. FEsta es la factorizacién a través de la imagen de un homomorfismo.
Ademds, si [ es inyectivo, entonces f° es inyectivo, luego biyectivo.

Por otra parte, se cumple que para cada 3-dlgebra C, cualquier homomorfismo
g: A——=C y cualquier homomorfismo inyectivo h: C+—B, si el diagrama

f

A——B
h

C

conmuta, entonces existe un unico monomorfismo t: Im(f)+—C tal que el dia-

grama
\ lIlIm

conmuta. De modo que Im(f) es, esencialmente, la minima subdlgebra de B a
través del cual factoriza f.

Proposition 1.17. Sea f un homomorfismo inyectivo de A en B, g un homomor-
fismo de D en B y h un homomorfismo inyectivo de C en D. Entonces:

1. Una condicion nmecesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t
de C en A tal que el diagrama

C
h f

A

D—>B

conmute, es que Im(go h) C Im(f).
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2. Si A <B yC <D, entonces una condicion necesaria y suficiente para que
exista un homomorfismo t de C en A tal que el diagrama

C
inc[
D

conmute, es que g[C] C A.

LA

IinA
B

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso t estd univocamente de-
terminado y recibe el nombre de birrestriccién de g a C y A.

-

9

Demostracion. O

Proposition 1.18. Sea A una 3-dlgebra. Entonces el conjunto de los cerrados de
A, Cl(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. A€ Cl(A).

2. SiC CCl(A) yC # @, entonces [oee C € CI(A).

3. SiC CCl(A),C # @ ysidados X,Y € C, hay un Z € C tal que XUY C Z,
entonces Joee C € CI(A).

Demostracion. Debido a que es evidente que A es un cerrado de A, nos limitamos
a demostrar las dos ltimas propiedades.

2. Sea C un conjunto no vacio de cerrados de A, o € X, con ar(o) = n y
a € (Neec C)™. Entonces, para cada C' € C, se cumple que F2(a) € C, luego
F2(a) € Neee C-

3. Sea C un conjunto no vacio de cerrados de A tal que dados X,Y € C, exista
un Z € Ctalque XUY C Z, 0 € X, conar(c) =nyac (UoeeC)" Entonces,
para cada i € n, hay un C; € C tal que a; € C;. Ahora bien, por estar la familia de
cerrados C dirigida superiormente, hay un C € C tal que, para cada i € n, C; C C,
luego, para cada i € n, a; € C, pero, por ser C' un cerrado de A, se cumple que
F2(a) € C, por lo tanto que F2(a) € Upee C- O

Corollary 1.19. Sea A una X-dlgebra. Entonces la endoaplicacion Sga del con-
Junto Sub(A), definida como:

g Sub(A) — Sub(A)
BA1 X — N{CecCiA)|XxXCC}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Sga) C CI(A).

2. {X €Sub(A) | X =Sga(X)} =CIl(A).

3. Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A), X C Sga (X).

4. Sga es isdtona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces se
cumple que Sga (X) C Sga(Y).

5. Sga es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), Sga (X) = Sga (Sga(X)).

6. Sga es algebraica, i.e., para cada X C Sub(A), si X # & y para cada
X, Y € X, existe un Z € X tal que X UY C Z, entonces Sga(JX) =
Uxex Sga(X).
Por consiguiente, para cada X C A, Sga(X) es el minimo cerrado de A que contie-
ne a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X. Ademds, a la subdlgebra
de A candnicamente asociada a Sga (X), la denotamos por Sga (X) y la denomi-
namos, también, la subdlgebra de A generada por X.
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Demostracion. Nos limitamos a demostrar las cuatro dltimas propiedades, dejando
las dos primeras como ejercicios.

3. Sea X € Sub(A). Puesto que Sgu (X), por definicién, es (({C € Cl(A) | X C
C'}, es evidente que X C Sgu (X).

4. Sean X,Y € Sub(A) tales que X C Y. Entonces {C € CI(A) | Y C C}
estd incluido en { C' € CI(A) | X C C'}, luego Sga (X) lo estd en Sgu (V).

5. Sea X € Sub(A). En virtud de la extensividad y de la isotonia, se cumple
que Sga (X) C Sga(Sga(X)). Reciprocamente, debido a que Sga (Sga (X)) es el
minimo cerrado de A que contiene a Sga (X) v Sga (X) es un cerrado de A que se
contiene a s{ mismo, se cumple que Sga (Sga (X)) C Sga (X).

6. Sea X C Sub(A), tal que X # @ y para cada X,Y € X, existe un Z € X
tal que X UY C Z. Puesto que, para cada X € X, X C [Jxcp X, podemos
afirmar, en virtud de la isotonia, que, para cada X € &', Sga (X) € Sga(Uxer X)),
por lo tanto (Jycy Sga(X) € Sga(Uxecr X)- Reciprocamente, por ser la familia
de conjuntos X C Sub(A) no vacia y estar dirigida superiormente, la familia de
subdlgebras de A, (Sga (X) | X € X) no es vacia y esta dirigida superiormente, por
lo tanto (Jy ¢ Sga(X) es una subélgebra de A que, ademds, contiene a | Jycp X,
luego también contiene a Sga (Uycr X)-

O
Sea A una X-algebra. Demuéstrese que, para cada subconjunto X de A, Sga (X) =
Urkcy, x S8a(K). En general no se cumple que Sga (X) = U, cx Sga({2})-

Proposition 1.20. Si B < A y X C B, entonces Sgg(X) = Sga (X)
Demostracion. ]

La proposicién anterior nos autoriza, para una 3-algebra A y un subconjunto
X de A, a escribir simplemente Sg(X) en lugar de Sga (X).

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién mas constructiva de la subalgebra generada por un conjunto.
Definition 1.21. Sea A = (A, F') una X-dlgebra. Entonces:

1. Denotamos por E4 el operador sobre Sub(A), definido como:
Sub(A) —= Sub(A)
AV X — XU (erz F,,[Xar(")}).

2. Si X C A, entonces denotamos por (E; (X) | n € N) la familia en Sub(A)
definida por recursién como:
EX(X) = X,
Ex" (X) = Ea(Ej (X)), n > 0.
Ademaés, convenimos que:
EA(X) =UEAX) [n€N)
Proposition 1.22. Si A es una X-dlgebra y X C A, entonces Sga (X) = EX (X).

Demostracion. Demostramos en primer lugar que Sgu (X) € E} (X). Para ello,
debido a que Sga (X) es el minimo cerrado de A que contiene a X, es suficiente
que demostremos que E4 (X) es un cerrado de A y que contiene a X. Ahora bien,
EX(X) = X, luego X C EZ(X). Por otra parte, si ¢ € X, con ar(c) = m y
a € (EX (X))™, entonces, para cada a € m, hay un n, € N tal que a, € E*(X),
pero la familia (E (X) | n € N) es una cadena ascendente, luego hay un 8 € m
tal que, para cada a € m, ER*(X) C EZ" (X), por lo tanto, para cada a € m,

ao € ER?(X), de donde FA(a) € ER* T (X), por consiguiente FA(a) € E (X).
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Para demostrar que ER (X) C Sgu (X) procedemos por induccién finita. Pues-
to que EQ (X) = X y X C Sga(X), se cumple que EQ (X) C Sga (X). Supon-
gamos que, para n > 0, se cumpla que E (X) C Sgu(X). Entonces, ya que
EXT(X) = Ea(EX(X)), para demostrar que EX™(X) C Sga(X), es suficiente
que demostremos que E (X) C Sga (X) y que U, cx Fr[(EX (X))*(@)] C Sga (X).
Ahora bien, lo primero se cumple por la hipétesis de induccién. Sea pues o € 3,
con ar(c) = my a € (E) (X))™, entonces, para cada a € m, aq € Sga(X), luego
FA(a) € Sga(X), por lo tanto F,[(Ex (X))™] C Sga (X). O

Proposition 1.23. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A e Y C A. Entonces
hay un cerrado Z de A tal que X C Z y ZNY = XNY y Z es maximal con dichas
propiedades.

Demostracion. Sea Xxy ={C € Cl(A) | X CCyCNY =XNY }. El conjunto
Xx,y no es vacio, porque X € Xx y. Por otra parte, si (C; | ¢ € I) es una cadena
no vacfa en (Xx y, C), entonces | J;.; C; es, obviamente, el supremo de (C; | i € 1)
en (Xxy,Q), luego, en virtud del lema de Zorn, en el conjunto ordenado (Xx y, <)

hay un maximal Z. O

Definition 1.24. Sea A es una X-algebray X C A. Decimos que X es un conjunto
de generadores de A, o que X genera A, si Sga(X) = A y que es un conjunto de
generadores minimal de A si es un conjunto de generadores y si ningtiin subconjunto
estricto de X genera A. Ademds, decimos que A estd finitamente generada, o que
es de generacion finita, si hay un subconjunto X de A tal que card X < Ny y X
genera A. En particular, decimos que A es ciclica si hay un a € A tal que {a}
genera A.

En el estudio de las algebras, como tendremos oportunidad de comprobar, e.g.,
al estudiar todo lo referente a las operaciones polinémicas sobre un &dlgebra, nos
encontraremos ante situaciones en las que queremos demostrar que todos los ele-
mentos de la subdlgebra generada por un subconjunto de un &lgebra tiene una
cierta propiedad. En tal caso, generalizando el principio de la demostracién por in-
duccién finita, procederemos mediante el principio de la demostracién por induccion
algebraica, que pasamos a establecer a continuacién.

Proposition 1.25. Sea A una X-dlgebra, X C A e Y C Sga(X). Una condicion
suficiente para que Y = Sga (X)), es que X CY y que Y sea un cerrado de Sga (X)
(0, lo que es equivalente, un cerrado de A). En particular, si X es un conjunto de
generadores de A, una condicion suficiente para que Y = A, es que X CY y que
Y sea un cerrado de A.

Demostracion. Supongamos que X C Y y que Y sea un cerrado de Sg 4 (X). Enton-
ces, en virtud de la isotonia, Sga (X) C Sga(Y) =Y, luego, ya que Y C Sg, (X),

Del mismo modo que en el caso del conjunto de los ntimeros naturales, conside-
rado como un algebra de Dedekind-Peano, en el estudio de las algebras, también
surge la necesidad de definir homomorfismos desde ciertas algebras, concretamente
las algebras libres sobre los conjuntos, hasta otras algebras, e.g., para determinar
la conexion de Galois entre las algebras y las ecuaciones, y, asi como en el caso
de los ntimeros naturales demostramos el principio de la definicién por recursion
finita, aqui, cuando estudiemos las algebras libres, demostraremos el principio de la
definicién por recursion algebraica, que nos permitird definir homomorfismos desde
las dlgebras libres, y que estara intimamente ligado al principio de la demostracién
por induccién algebraica.
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Proposition 1.26. Sea A una 3-dlgebra finitamente generada y X un cerrado de
A tal que X # A. Entonces hay un cerrado distinto de A que contiene a X y es
maximal con dichas propiedades.

Demostracion. Sea Xx = {C € CI(A) | X CCy C # A}. El conjunto Xx no es
vacfo, porque X € Xx. Por otra parte, si (C; | ¢ € I) es una cadena no vacia en
(Xx, C), entonces | J;; C; es el supremo de (C; | i € I) en (Xx y, C). En efecto, es
evidente que el cerrado | J;c; C; de A es tal que X C |J;c; C;i y que U;c; Ci # 4,
esto tltimo debido a que si ocurriera que | J,.; C; = A, entonces, ya que A es una X-
algebra finitamente generada, Sgu (F') = A, para una parte finita F' = {a, | €« € n'}
de A, luego, para cada o € n, existirfa un i, € I tal que a, € C;_, pero, por ser
(Ci | i € I) una cadena, existirfa un 3 tal que, para cada « € n, a, € Cy, asi que
F C Cy,, de donde Cj, = A, que es una contradiccién, luego | J;o; Ci € Xx v,
evidentemente es el supremo de (C; | @ € I) en (Xx,y,C). Por consiguiente, en
virtud del lema de Zorn, en el conjunto ordenado (Xx, C) hay un maximal. O

Proposition 1.27. Si A es una X-dlgebra finitamente generada, entonces cual-
quier conjunto de gemeradores de A contiene un subconjunto finito que también
genera A. Ademds, A tiene un conjunto de generadores minimal.

Demostracion. Sea X un conjunto de generadores de A eY = {y, | @« € n} un
conjunto de generadores finito de A. Entonces, ya que Sga (X) = Ugc, x Sga (K)
y Sga (X) = A, se cumple que, para cada « € n, hay un K, Cg, X tal que Yo, € Ka,
1uego UaEn Ka gﬁn X y SgA(UaEn Koz) = A

Para demostrar que A tiene un conjunto de generadores minimal, es suficiente
tomar en consideraciéon que siendo el propio A un conjunto de generadores de A,
A contiene un subconjunto finito que también genera A, luego el conjunto Ga =
{K Can A|Sga(K)= A} # @, por lo tanto el conjunto { card(K) | K € Ga }, no
siendo vacio, tiene un minimo n, es suficiente entonces tomar un K € Ga tal que
card(K) = n para obtener un conjunto de generadores minimal. O

Proposition 1.28. Sea A una X-dlgebra y X un conjunto de generadores minimal
de A. Si X es infinito, entonces cualquier conjunto de generadores de A es tal que
su cardinal es al menos el cardinal de X. En particular, A no puede ser una -
algebra finitamente generada y dos conjuntos de generadores minimales infinitos
cualesquiera de A tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Por ser X un conjunto de generadores de A, Sga(X) = Ay, por
ser Sga algebraico, Sga (X) = Upc,, x Sga (), luego, para cada y € Y, hay una
parte finita Fy de X tal que y € Sgp(F). Por consiguiente Y C Sgu (U, cy Fy),
pero Sga (V) = A, luego Sgu (X) = Sga(Uyey Fy)s Le., U,ey Fy es un conjunto de
generadores de A y Uer F, C X. Se cumple que Uer F, = X, porque, en caso
contrario, X no serfa minimal. Ademads, Y es infinito, ya que, en caso contrario, X
serfa finito. Por otra parte, se cumple que

card(X) < card(Uyey Fy) < Xoyey Fy < No - card(Y) = card(Y).
d
Demuéstrese que si A es una X-dlgebra que estd generada por un conjunto

infinito numerable, entonces cualquier conjunto de generadores de A contiene un
subconjunto numerable que también genera A.

Proposition 1.29. Si A es una X-dlgebra, entonces una condicion necesaria y
suficiente para que toda w-cadena ascendente de subdlgebras de A sea estacionaria
es que toda subdlgebra de A esté finitamente generada.
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Demostracion. La condicion es suficiente. Supongamos que toda subdlgebra de A
esté finitamente generada y sea (X, | n € N) una w-cadena ascendente de subélge-
bras de A. Entonces la subélgebra (J,, .y X, tiene una parte finita K = {aq | @ €
n} tal que J,, ey Xn = Sga(K), luego, para cada a € n, hay un n, € N tal que
an € Xy, , pero, por ser (X,, | n € N) una cadena ascendente, hay un g € n tal
que, para cada o € n, X,,, € X, asf que K C X,,;, de donde U Xn =Xy v,
por lo tanto la cadena ascendente (X, | n € N) es estacionaria.

La condicion es mecesaria. Supongamos que A tenga una subdlgebra X que
no esté finitamente generada, i.e., que sea tal que, para cada subconjunto finito
K de X, Sga(K) # X. Entonces, para @ se cumple que Sgp (@) # X, luego
podemos elegir un g € X — Sga (). Puesto que {x0} es un subconjunto finito
de X, Sga({z0}) # X y ademds Sga (&) C Sga({xo}). Por ser Sga ({z0}) # X,
podemos elegir un 1 € X —Sga ({x0}). Puesto que {xg, 21} es un subconjunto finito
de X, Sga({zo,21}) # X y ademds Sga ({z0}) C Sga ({z0,21}). Procediendo de
este modo obtenemos una familia (z, | n € N) en X que da lugar a una w-cadena
estrictamente creciente

neN

Sga (@) CSga{zo}) € ... CSgal{xos--yTn_1}) C...,

de subalgebras de A.

La tltima parte de esta demostraciéon se puede presentar de una manera mas
rigurosa tomando en consideracién el axioma de las elecciones dependientes, que
es estrictamente mas débil que el axioma de eleccion. Recordemos que el axioma
de las elecciones dependientes afirma que para cada conjunto C' que no sea vacio
y cada relacién binaria ® sobre C, si para cada x € C existe un y € C tal que
(z,y) € @, entonces hay una w-sucesién (¢, )nen en C tal que, para cada n € N,
(CnyCny1) € D.

Para el conjunto Subg,(X) y la relacién binaria ® sobre este tltimo conjunto
definida, para dos subconjuntos finitos F', G de X, como:

(F,G)e ®siysblosi F C Gy 3Jre G tal que x € Sgp(F),

se cumple que Subg,(X) # @ y que, dado un subconjunto finito F de X, hay
un subconjunto finito G de X tal que (F,G) € ®, es suficiente tomar como G
el conjunto F U {z}, siendo x cualquier elemento de X — Sg, (F'). Por lo tanto,
en virtud del axioma de las elecciones dependientes, hay una w-sucesién (F),)nen
en Subg,(X) tal que para cada n € N, (F,, Fj,41) € ®, de donde obtenemos la
w-cadena estrictamente creciente

Sga(Fo) C Sga(F1) C ... CSgal(Fn) C ...,

de subalgebras de A. O

Sabemos que, para cada signatura algebraica ¥ y cada X-algebra A, el operador
Sga sobre el conjunto A es un operador clausura algebraico. Demostramos a conti-
nuacién un teorema de Birkhoff-Frink, que establece el reciproco, i.e., que cualquier
operador clausura algebraico sobre un conjunto se puede obtener, de al menos una
forma, a partir de una signatura algebraica y una estructura algebraica para tal
signatura, sobre el conjunto en cuestién.

Theorem 1.30 (Birkhoff-Frink). Si J es un operador clausura algebraico sobre un
conjunto A, entonces hay una signatura algebraica 3 y una estructura de X-dlgebra
F sobre A tal que J coincide con Sg -
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Demostracion. Dado un subconjunto finito X = {xo,...,z,—1 } de A, con n ele-
mentos, y un a € J(X), sea Fx , la operacién n-aria sobre A definida como:

A" — A
a, si{ag,...,an_1}=2X;
agp, si{ao,...,an_l}yéX.

Entonces, para la X-dlgebra A = (A, (Fix,a) xCgund,acs(x)) S€ cumple que J =
Sga . Ahora bien, puesto que ambos, J y Sgu, son algebraicos, serd suficiente que
demostremos, para cada subconjunto finito X de A, que J(X) = Sgu (X).

Sea X Cg, A. Entonces J(X) C Sga(X), porque si a € J(X), ya que X C
Sga(X),Sga(X)esuncerradode Ay, si X ={xo,...,Tn-1}, Fx.alTo,. ., Tn_1) =
a, entonces a € Sga (X).

Veamos que Sgp (X) € J(X). Puesto que Sga (X) es el minimo cerrado de A
que contiene a X, serd suficiente que demostremos que J(X) es un cerrado de A y
que contiene a X. Puesto que lo ltimo es evidente, pasamos a demostrar que J(X)
es un cerrado de A. Sea Y = {4o,...,¥Ym—1 } un subconjunto finito de A, con m
elementos, b € J(Y) y (ao, ..., am-1) € J(X)™. Si {ao,...,am-1} =Y, entonces
Y C J(X), luego J(Y) C J(X), por lo tanto b € J(X). Si {ag,...,am-1} #Y,
entonces Fx 4(ag,...,am—1) = ag, pero también ag € J(X). Asi que Sgu(X) C
J(X). O

e o) — |

Proposition 1.31. Sean f,g: A—=DB dos homomorfismos y X un subconjunto
de A. Si f y g coinciden en X, entonces también coinciden en Sga (X).

Demostracion. Supongamos que, para cada z € X, f(x) = g(z). Puesto que
Sga (X) = EX(X), para demostrar que f y g coinciden en Sga (X), serd suficiente
que procedamos por induccién finita. Para n = 0, se cumple que f y g coinciden
en EOA(X) = X, por hipétesis. Supongamos que para n > 0, f y ¢ coincidan en
Ex (X). Puesto que E4(X) = Ea (Ex (X)), para demostrar que f y g coinciden en
EZH(X ), serd suficiente que demostremos que, dado un o € X, con ar(¢) = m y un
a € (EXx(X))™, entonces f(F2(a)) = g(F2(a)). Sean pues 0 € ¥, con ar(c) = m
y a € (EX (X))™. Por ser f y g homomorfismos, se cumple que

FEMNa) = FP(f™(a)) v g(Fa) = F7 (g™ (a)),

pero f™(a) = g™(a), porque a € (EX(X))™ y f y g coinciden, por hipétesis, en
EX (X), luego f(F2(a)) = g(F2(a)), luego coinciden en EX™(X). Por lo tanto f
y g coinciden en E} (X), i.e., en Sga (X). O

Proposition 1.32. Sea f una aplicacion de un subconjunto X de una X-dlgebra
A en el conjunto subyacente de otra X-dlgebra B. Entonces hay a lo sumo una
extension g de f que sea un homomorfismo de Sga(X) en B.

Demostracion. O

A continuacién establecemos el llamado principio de la prolongacion de las iden-
tidades, que es formalmente idéntico al principio del mismo nombre de la teoria de
espacios métricos (dos aplicaciones continuas entre dos espacios métricos que coin-
cidan en una parte densa del dominio de las mismas, coinciden en todo el dominio).

Corollary 1.33. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos y X un subconjunto de
A tal que Sga(X) = A. Si f y g coinciden en X, entonces f = g.

Demostracion. En virtud de la proposicién 1.31, por coincidir fy g en X, coinciden
en Sga (X), pero Sga (X) = A, luego coinciden en A. O
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Sean A y B dos X-algebras. Demuéstrese que hay a lo sumo un homomorfismo
de Sga (@) en B. Ademsds, si tal homomorfismo existe, demuéstrese que tiene como
imagen la subdlgebra de B generada por &.

Proposition 1.34. Sea f una biyeccion de un conjunto de generadores X de una
3-dlgebra A en un conjunto de generadores Y de otra 3-dlgebra B. Si g y h son
extensiones homomorfas de f y de la inversa f~' hasta A y B, resp., entonces g
es un isomorfismo de A en B, cuyo inverso es h.

Demostracion. O

Corollary 1.35. Sea f: A——=B un homomorfismo y X un subconjunto de A tal
que Sga (X) = A. Entonces f es inyectivo precisamente si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. f es inyectiva sobre X, i.e., f1X es inyectiva.

2. inx o (f1X)~! tiene una extension homomorfa hasta Sgg(Im(f]X)), i.e.,
hay un homomorfismo g: Sgg(Im(f1X))—= A tal que el diagrama:

Ny 1 x

T (f1X) —L 2 g (tm(£1X))

iny o (f1X)™* !

A

conmuta.

Demostracion. Puesto que X un conjunto de generadores de A, el conjunto f[X] es
un conjunto de generadores de Im(f). Luego f[X, por ser inyectiva, establece una
biyeccién entre el conjunto de generadores X de A y el conjunto de generadores f[X]
de Im(f), por lo tanto podemos aplicar la proposicién anterior a esta situaciéon. O

Proposition 1.36. Sea f: A——=B un homomorfismo de X-dlgebras, X un cerra-
do de A eY uno de B. Entonces f[X] € CI(B) y f~![Y] € CI(A). En particular,
Im(f) € CI(B).

Demostracion. O

La proposicién que establecemos a continuacién afirma, por comparacién con la
situacion en topologia, que los homomorfismos entre algebras son ademas cerrados,
i.e., conmutan con el operador de formacion de subdlgebras.

Proposition 1.37. Sea f: A——=B un homomorfismo de X-dlgebras y X C A.
Entonces f[Sga(X)] = Seg(f[X]), i.e., el diagrama:

Sub(A) i Sub(B)

Sga Sgs
Sub(A) Sub(B)
conmuta.
Demostracion. Puesto que X C Sga (X), f[X] C f[Sga (X)]. Ahora bien, Sgg(f[X])
es la minima subdlgebra de B que contiene a f[X]y f[Sga (X)] es una subélgebra

de B que contiene a f[X], por lo tanto Sgg(f[X]) C f[S gA(X)].
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Para demostrar la inversa, ya que Sga (X) = U,,cy EA(X) ¥ flUnen EA(X)] =
Unen fIEA(X)], es suficiente que demostremos, por induccién finita, que, para cada
n €N, fEx(X)] C Sge(f[X]).

Para n = 0, se cumple que f[EQ (X)] € Sgg(f[X]), porque f[EX (X)] = f[X].
Supongamos que, para n > 0, se cumpla que f[E’R (X)] C Sgg(f[X]). Entonces, ya
que E3(X) = B} (X) U U, o5 FA[ER (X)) y

FIEA(X) UUyex FAER (X)) = FIER(X)]UUyes FIFAEA X))

para demostrar que f[EXT(X)] C Sgg(f[X]), es suficiente que demostremos que
FIEAX)] € Sgp(fIX]) v que U, ex FIEMER (X)™)]] € Sga(X). Ahora bien, lo
primero se cumple por la hipétesis de induccién. Sea pues o € X, con ar(c) = m
y a € (EA(X))™, entonces, ya que f(F(a)) = FP(f™(a)), y f™(a) € Sgg(f[X]),
se cumple que f(F2(a)) € Sgg(f[X]), por lo tanto EX™ (X) C Sgg (f[X]). O

Proposition 1.38. Sea f: A——=B un homomorfismo de 3-dlgebras y X un sub-
congunto de A tal que Sga (X) = A. Entonces [ es un homomorfismo sobreyectivo
precisamente si f[X] es un conjunto de generadores de B.

Demostracion. O

Definition 1.39. Sea A una X-algebray a € A. Decimos que a es un no-generador
de A precisamente si, para cada X C A, si Sg(X U{a}) = A, entonces Sg(X) = A.
Denotamos por Frat(A) el conjunto de los no-generadores de A.

Proposition 1.40. Sea A una X-dlgebra. Entonces Frat(A) es un cerrado de A,
al que llamamos el cerrado de Frattini de A.

Demostracion. O

Proposition 1.41. Sea A una X-dlgebra. Entonces Frat(A) es la interseccion de
todos los cerrados mazimales de A, si tal conjunto de cerrados no es vacio, y es A
en caso contrario.

Demostracion. Si a es un no-generador de A, entonces para cada cerrado maximal
X de A, Sg(X U {a}) estd entre X y A, pero no puede ser igual a A porque
X =Sg(X) C A. Por lo tanto Sg(X U {a}) = X, luego a € X. Asi que el conjunto
de los no-generadores de A estd contenido en cualquier cerrado maximal de A.
Por otra parte, si @ € A no es un no-generador, entonces hay un subconjunto
X de A tal que Sg(X U {a}) = A pero Sg(X) = A. Sea Y el conjunto de todos
los cerrados Y de A tales que X C Y y a € Y. Se cumple que Y # &, porque
Sg(X) € Y. Ademés, la unién de una cadena no vacia en (¥, C) estd en Y. Por lo
tanto (), C) tiene un maximal Y. Para cada cerrado Z de A, si Y C Z, entonces
a € Z,y puesto que X C Z, Z = A. Luego Y es un cerrado maximal de A. Esto
demuestra que a no pertenece a la interseccién de todos los maximales de A.
O

Demostracion. Sea A una 3-algebra y supongamos que tenga cerrados maximales.
Vamos a demostrar que
Va € A(a € Frat(A) — a € () cecia) C).

C maximal

Sea a € Ay supongamos que a € (] cecia) C, i.e., que hay un cerrado maximal
C' maximal

C de A tal que a ¢ C. Queremos demostrar que entonces a ¢ Frat(A), i.e., que
hay un subconjunto X de A tal que Sg(X U{a}) = A pero Sg(X) # A. Sea X = C,
siendo C' un cerrado maximal de A tal que a ¢ C. Entonces Sg(C' U {a}) = A4,
porque, en caso contrario, C' no seria un cerrado maximal.
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Ahora demostramos que

Va € A(a € CECI(A) C — a € Frat(A)).
C' maximal

Sea a € A y supongamos que a ¢ Frat(A), i.e., que hay un subconjunto X
de A tal que Sg(X U {a}) = A pero Sg(X) # A. Queremos demostrar que a ¢
N ceciay C, ie., que hay un cerrado maximal C' de A tal que a € C. El cerrado
Sgc()r?)lxtlﬁle%le la propiedad de que a & Sg(X), ya que si a € Sg(X), entonces Sg(X) =
A. Entonces el conjunto Xx , formado por todos los cerrados C' de A tales que
Sg(X) C Cya¢C,noes vacio y cualquier cadena no vacia en el tiene un supremo,
por lo tanto, en virtud del lema de Zorn, tal conjunto, ordenado por la inclusién,
tiene un maximal C. Veamos que entonces C es un cerrado maximal de A. Sea D un
cerrado de A tal que C' C D. Entonces a € D, porque, en caso contrario, C' no seria
maximal en (Xx 4, C). Por lo tanto CU{a} C D, de donde Sg(CU{a}) C D, pero
Sg(CU{a}) = A, luego D = A. Asi que C es un cerrado maximal de A. Ademds,
a ¢ C. De donde el resultado.

La demostracién de que si A no tiene cerrados maximales, entonces todos los
elementos de A son no-generadores se lleva a cabo demostrando que si A tiene un
elemento que no pertenece a Frat(A), entonces A tiene cerrados maximales.

d

Demuéstrese que cualquier imagen homomorfa de una 3-dlgebra finitamente
generada tiene la misma propiedad.

Demuéstrese que hay X-algebras finitamente generadas que tienen alguna subdlge-
bra que no es finitamente generada.

Cualquier X-algebra finitamente generada y con una signatura numerable, es
numerable, pero hay ¥-algebras infinito numerables que no tienen ningin conjunto
de generadores finito. Ademas, cualquier 3-dlgebra finita es finitamente generada, y
hay X-algebra finitamente generadas que no son finitas. Por lo tanto, las 3-algebras
finitamente generadas constituyen una especie de X-dlgebras intermedia entre la de
las finitas y la de las infinito numerables.

1.5. Congruencias.

Definition 1.42. Sea A una 3-dlgebra y ® una relacién binaria en A. Decimos
que ® es una congruencia sobre A si ® es una relacién de equivalencia sobre A y
si, para cadan € N—1, cadaoc € X, y cada (z; | i €n), (y; | 1 € n) € A", si, para
cadai€n, x; =y; (mdd @), entonces F,(z; |i €n) = F,(y; | i €n) (méd D).
Denotamos por Cgr(A) el conjunto de las congruencias sobre la 3-dlgebra A.

El ejemplo de congruencia que consideramos a continuacion lo usaremos mas ade-
lante, cuando tengamos que demostrar que las dlgebras libres sobre dos conjuntos
son isomorfas exactamente si tales conjuntos lo son.

Example. Si A una 3-élgebra, entonces la relacién de equivalencia sobre A de-
terminada por la particién {{a} | a € A —J,cx Im(Fy) } U{U,ex Im(F,) }, es
una congruencia sobre A. Observemos que dos elementos z,y € A estan relacio-
nados, mediante la relacion de equivalencia anterior, precisamente si x = y o hay
m,n €N, hayuno € ¥,,, un7 € X,,una € A™ y un b € A" tales que z = F,(a)
ey =F.(b).

Proposition 1.43. Sea A una X-dlgebra. Entonces el conjunto de las congruencias
sobre A, Cgr(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A x A, i.e., tiene las
stguientes propiedades:

1. Ax AeCgr(A).
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2. Si(®;|i€I) esuna familia no vacia en Cgr(A), entonces (.7 P; es una
congruencia sobre A.
3. 51 (®; |i€l) es una familia no vacia en Cgr(A) y si dados i,j € I, hay
un k € I tal que ®; U ®; C ®p, entonces Uiel P, es una congruencia sobre
A.

iel

Demostracion. O

Corollary 1.44. Sea A una X-dlgebra. Entonces la endoaplicacion Cgy, del con-
junto Sub(A x A), definida como:

C { Sub(A x A) — Sub(A x A)
A o — {VeCgr(A) | DC T}
tiene las siguientes propiedades:
1. Im(Cgy ) C Cgr(A).
2. {®PeSub(Ax A)| P =Cgu(P)} =Cgr(A).
3. Cga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada ® € Sub(A x A), & C
Cga(®).
4. Cgp es isdtona, i.e., para cada ©, ¥ € Sub(A x A), si & C ¥, entonces se
cumple que Cga (T) C Cga (P).
5. Cga esidempotente, i.e., para cada ® € Sub(Ax A), Cga (P) = Cgp(Cga(P)).
6. Cga es algebraica, i.e., para cada familia (®; | i € I) en Sub(A x A), si
I # @ ypara cada i,j € I, existe un k € I tal que ®; U P; C @y, entonces
se cumple que Cga (U;e; ®i) = U;er Cga(Pi).
Por consiguiente, para cada ® C A x A, Cga(®P) es la minima congruencia sobre
A que contiene a @, y la denominamos la congruencia sobre A generada por ®.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar las cuatro dltimas propiedades, dejando
las dos primeras como ejercicios.

3. Sea ® C A x A. Puesto que Cgy (P), por definicidn, es (J{ ¥ € Cgr(A) | & C
U}, es evidente que Phi C Cgy (D).

4. Sean ®,¥ C A x A tales que ® C ¥. Entonces {© € Cgr(A) | T C ©}
estd incluido en {© € Cgr(A) | ® C O}, luego Cga (P) 1o estd en Cgp (P).

5. Sea ® C A x A. En virtud de la extensividad y de la isotonia, se cumple
que Cga (P) € Cga(Cga(®)). Reciprocamente, debido a que Cgp (Cga (P)) es la
minima congruencia sobre A que contiene a Cgu (®) y Cga (P) es una congruencia
sobre A que se contiene a s{ misma, se cumple que Cgp (Cga (P)) C Cga (D).

6. Sea (®; | i € I) una familia en Sub(A x A), tal que I # @ y para cada
1,7 € I, existe un k € I tal que ®; U ®; C ®;. Puesto que, para cada i € I, ®; C
Uier @i, podemos afirmar, en virtud de la isotonfa, que, para cada i € I, Cga (®;) C
Cga(U;er ®4), por lo tanto J,c; Cga (®i) € Cga(U;er ®i). Reciprocamente, por
ser la familia de relaciones (®; | ¢ € I) no vacia y estar dirigida superiormente,
la familia de congruencias de A, (Cga(®;) | ¢ € I) no es vacia y estd dirigida
superiormente, por lo tanto | J; c1Cga (®;) es una congruencia sobre A que, ademaés,

contiene a | J;c; @i, luego también contiene a Cga (U;c; Ps)- O

Proposition 1.45. El conjunto Cgr(A) de las congruencias sobre un dlgebra A es
un subrreticulo completo del reticulo Eqv(A) de las equivalencias sobre A.

Demostracion. La proposicién significa que si (®; | ¢ € I) es una familia de con-
gruencias sobre A, entonces el infimo y el supremo de tal familia en Eqv(A), son
de hecho congruencias sobre A.

Nos limitamos a demostrar el caso del supremo, dejando el del infimo como
ejercicio. Sean e N— 1,0 € ¥,y (o | @« €n), (yo | @ € n) € A™ tales que, para
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cada @ € n, o = Yo (Mdd sup,;c; P;). Entonces, ya que en Eqv(A) se cumple

que

FkeN—-13(an |ack+1)c A (i, | ac k) efk}

sup;c; @5 = < (z,y) € A?
Pier ®i {( y) tal que T =ag, Yy = ag, y Va € k(aa7aa+1) € q)ia

podemos afirmar que hay sucesiones finitas de elementos de A y congruencias de la
familia (®; | ¢ € I) tales que

20 = 20,0Qi, 20,1 20,k0—1Pig 1y —120,k0 = Y0
x1 = 21,094, 4211 210k —1Piy 1 21k = Y1
Tp-1=2n-1,0%i,_10%n-1,1  Zn-1ke1—1Pi,_ 14 1Fn—1kn_y = Yn—1

Luego tenemos que

Fo(xo, 21,y Tn-1) = Fo(Yo, 21, -, Tn—1) (m6d supgey, i, )
Fo(yo,xl,...,$n_1) Fa(yo,yl...,xn_l) (méd supﬁekl (Dil,ﬁ)

Fo(Y0,915- > YUn—2,Tn—1) = Fo(Yo, Y1, -+ Yn—2,Yn—1) (m6d supger, , Pi,_, ,)-

Por lo tanto

=

Fo(20,. - %n—1) = Fo(Yo, -+ Yn—1) (m6d sup,c, supger, Pi, 5)-

Asi que podemos afirmar que

Fo(gj07 LR Z‘n—l) = Fd(y()a s ayn—l) (méd SUP;er (1)1)7

lo cual demuestra que sup,;c; ®; es una congruencia sobre A.
O

Antes de pasar a demostrar que el reticulo de las congruencias sobre un algebra A
es algebraico, convenimos que, para una parte X de A, Cg(X) denota la congruencia
sobre A generada por X 2. En particular, para X = {a,b}, usamos Cg(a, b), en lugar
de Cg({a,b}).

Proposition 1.46. FEI reticulo Cgr(A) de las congruencias sobre un dlgebra A, es
algebraico.

Demostracion. Demostramos en primer lugar que, para cada congruencia ¢ sobre
A se cumple que:
® = sup(, e Cgla,b).

Es evidente que ® C supy, ;e Cg(a, b). Reciprocamente, si (z,y) € sup(, »)ee Cgla,b),
entonces hay un n € N — 1, una familia (¢, | @« € n+ 1) € A" y una familia
((aa,ba) | @ € n) € O™ tales que © = cg, y = ¢, ¥, para cada a € n, ¢ = Cat1
(méd Cg(aa,bs)). Luego, para cada o € n, Cg(aqg,bs) C P, porque (aq,bs) € D,
por lo tanto, para cada a € n, ¢4 = coy1  (m6d ®). De donde z =y  (méd @) y
por lo tanto sup(, )eq Cgla,b) C ®.

Demostramos ahora que, para cada (a,b) € A%, Cg(a,b) es compacta en Cgr(A).
Sea (®; | i € I) una familia de congruencias sobre A tal que Cg(a,b) C sup;c; ;.
Entonces (a,b) € sup;c; ®;, luego hay un n € N — 1, una familia (¢, |a €n+1) €
A"y una familia (i, | @« € n) € I™ tales que a = co, b = ¢, y, para cada
a €N, Cq = Cop1 (m6d @; ). Por lo tanto @ = b (méd sup,e, ®i,). luego
Cg(a,b) C sup,e, ®i,. Por consiguiente Cg(a,b) es compacta.

O

Proposition 1.47. Sea A una X-dlgebra, ® una relacion binaria en A y ¥ una
congruencia sobre A. Entonces hay una congruencia © sobre A tal que ¥ C © y
ONO®=UN> yO es maximal con dichas propiedades.
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Demostracion. O

La proposiciéon anterior se usa, sobre todo, cuando la relaciéon binaria ® consta
de un unico par (a,b) en el que a # b y la congruencia ¥ sobre A es la diagonal.
Entonces hay una congruencia © sobre A tal que © N ® = &, i.e., (a,b) O,y O
es maximal con dicha propiedad.

Theorem 1.48 (Gréitzer-Schmidt). Si L es un reticulo algebraico, entonces hay
una signatura algebraica X y una X-dlgebra dlgebra A tal que L es isomorfo al
reticulo algebraico Cgr(A).

Demostracion. O

Proposition 1.49. Sea f: A ——=B un homomorfismo de X-dlgebras. Entonces el
nicleo de f, ie., Ker(f) = {(x,y) € Ax A| f(x) = f(y)}, es una congruencia
sobre A.

Demostracion. O

Proposition 1.50. Si f: A——=B es un monomorfismo, entonces es un homo-
morfismo inyectivo.

Demostracion. O

Proposition 1.51. Sea A una X-dlgebra y ® € Cgp . Entonces hay una 3-dlgebra
A/®, la X-dlgebra cociente de A entre ®, y un homomorfismo prgy: A—=A /P,
la proyeccién canénica de A en A/®, tal que:
1. Ker(prg) = ®.
2. (Propiedad universal) Para cada homomorfismo f: A—=B, si ® C Ker(f),
entonces hay un inico homomorfismo g: A/® —=B tal que el diagrama:

A Pre

A/D
g

B

conmuta.

Demostracion. O

La siguiente proposicién establece que toda imagen homomorfa de una X-algebra
es isomorfa a un dlgebra cociente de la misma.

Proposition 1.52. Sea f: A——=B un homomorfismo sobreyectivo de X-dlgebras.
Entonces A/ Ker(f) es isomorfa a B.

Demostracion. O

A continuacion establecemos la factorizacién de un homomorfismo a traves de
su nucleo.

Proposition 1.53 (Noether). Sea f un homomorfismo de A en B. Entonces hay
un 1inico homomorfismo inyectivo f', el inyectivizado de f, de A/Ker(f), la coima-
gen de f, en B tal que el diagrama

f

A—B

fi

A/Ker(f)

PrKer(f)
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conmuta. Esta es la factorizacién candnica a través de la coimagen de un homomor-

fismo. Ademds, si f es sobreyectivo, entonces fi es sobreyectivo, luego biyectivo.
Por otra parte, se cumple que para cada X-dlgebra C, cualquier homomorfismo

sobreyectivo g: A —+ C y cualquier homomorfismo h: C—=B, si el diagrama

At

B
h

C

conmuta, entonces existe un unico homomorfismo sobreyectivo t: C— A /Ker(f)
tal que el diagrama

conmuta.
Demostracion. O

Proposition 1.54. Sea f un homomorfismo sobreyectivo de B en A, h un homo-
morfismo sobreyectivo de D en C y g un homomorfismo de B en D. Entonces:

1. Una condicidn necesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t
de A en C tal que el diagrama

B‘fbA

g

~+

conmute, es que Ker(f) C Ker(h o g).

2. Si @ es una congruencia sobre B y ¥ una congruencia sobre D, entonces
una condicion necesaria y suficiente para que exista un homomorfismo t de
B/® en D/ tal que el diagrama

r
B— % B/o
g t
——+=D/V
D Py /
conmute, es que, para cada x,y € B, si(x,y) € ®, entonces (g(x), g(y)) € ¥

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso t estd univocamente de-
terminada.
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Demostracion. O

Proposition 1.55. Sean ®, ¥ € Cgr(A) y ® C U. Entonces se cumple:

1. U/ es una congruencia sobre A/®.
2. Existe un dnico homomorfismo pe,.w de A/® en A/V tal que pp,w o pre =
pry, t.e., el diagrama

A

Pre Pry

A/ A/

Pa,w

conmuta. Ademds, psw es sobreyectivo.
3. (A/®)/(¥/®) es isomorfa a A/T.
4. ¥/® = Ker(ps,v)-

Demostracion. O

En la proposicién que sigue demostramos que un homomorfismo factoriza a traves
de su ntcleo y de su imagen.

Proposition 1.56. Sean A y B dos 3-dlgebras y f: A—B un homomorfismo.
Entonces el diagrama:

A B
PIKer(f) Mim()

A/ Ker (f) T Im(f)

conmuta, siendo f la biyectivizada de f. Ademds, el siguiente diagrama conmuta:

PR A Ker(f)
b
f® J f

Im(f) ——B
Im(f)

Proposition 1.57. Sea f: A——=B un homomorfismo de X-dlgebras. Si ¢ €
Cgr(B) entonces la imagen inversa de ® mediante f? es una congruencia sobre A,

i.e., (f2)71[®] € Cgr(A).

Proposition 1.58. Sea A una X-dlgebra, X € Sub(A) y ® € Cgr(A). Entonces
se cumple que:

1. Sate(X) € Sub(A).
2. ® | Sate(X) es una congruencia sobre Sate(X).
3. X/(® | X) ySate(X)/(® | Sate(X)) son isomorfas.

O
Demostracion. O

Proposition 1.59. Sea A una 3-dlgebra y ® € Cgr(A). Entonces se cumple que
los reticulos (ff ©,C) y Cgr(A/®) son isomorfos.
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Demostracion. El isomorfismo viene dado por la aplicacién

f & — Cgr(A/P)
U +— U/

La proposicién anterior se puede ilustrar con la siguiente figura:

Va Vase

AN

' ) Anse

/

S
Aa

Proposition 1.60. Sea f: A—B un homomorfismo sobreyectivo de %-dlgebras.
Si & C A?, entonces

F?[Ker(f) v Cga(®)] = Cgg(f*[@)).

Demostracion. (f2)~[Cgg(f%[®])] es una congruencia sobre A que contiene a
® U Ker(f), luego contiene a Ker(f) V Cga (®), asi que, por ser f sobreyectiva,

Ceg(f?[®]) contiene a f2[Ker(f)V Cga (P)].
Por otra parte, al ser f un homomorfismo sobreyectivo, hay un isomorfismo entre

los conjuntos ordenados (} Ker(f), C) y Cgr(B). Pero Ker(f) C Ker(f) vV Cga (P)
asf que corresponde a una congruencia f?[Ker(f)V Cga (®)] que contiene a f2[®],
luego f2[Ker(f) V Cga (®)] contiene a Cgg(f2[®]). O

Proposition 1.61. Si f: A——= A es un automorfismo y ® una congruencia sobre
A, entonces f - ® = f2[®] es una congruencia sobre A.

Demostracion. Antes de proceder a la demostracién debemos observar que, para
cada (z,y) € A2, (1,y) € f - ® precisamente si (f~1(z), f~1(y)) € ®. O

Proposition 1.62. Sea A una X-dlgebra, ® una congruencia sobre A y f,g: A—=A
dos automorfismos de A. Entonces:

1. ida - ® = ®.

2. (fog)-2=f(g9-9).
Ast pues el grupo Aut(A) de los automorfismos de A actia sobre el conjunto
Cgr(A) de las congruencias sobre A.

Demostracion. O

Proposition 1.63. Sea A una X-dlgebra y f: A——=A un automorfismo de A.
Entonces:

1. Si ®, ¥ € Cgr(A) son tales que ® C U, entonces f-® C f- V.

2. [-Va=Va.
3. Sil#@ y(®;|icl)ec Car(A)!, entonces f - inficr ®; = inficr f - ®;.
4. f-Ap = Aq.

5. f(@oW)=(f-D)o(f D).
6. Sil+#@y(® |iel)e Cgr(A), entonces f-sup;c; ®; =sup,e; f - ;.

Demostracion. Sea I # @y (®; | i € I) € Cgr(A)!. Puesto que, para cada i € I,
®; C sup;c; i, también. para cadai € I, f-®; C f-sup;c; D4, luego sup;cr f-®; C
f -sup;c; ®;. Reciprocamente, para cada ¢ € I, se cumple que f-®; C sup,c; f - ®;,
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luego, para cada i € I, ®; = f~'-(f-®;) C ' (sup;e; f - ®;), por lo tanto
sup;e; @i C [~ (supes f - @), asi que f-supie; ®; C supie; f - i .

Sea A una X-dlgebra, f: A——= A un automorfismo de A y &, ¥ € Cgr(A).
Demuéstrese que si f-® C f- ¥, entonces @ C W.

Proposition 1.64. Sea 4A una X-dlgebra y f: A—— A un automorfismo de A.
Entonces

! P — f-®

es un automorfismo de (Cgr(A), C). Ademds, se cumple que

Aut(A) — Aut(Cgr(A), Q)
A{ foo—= A

es un homomorfismo de grupos. A los elementos del subgrupo normal Inn(A) =
Ker(\) de Aut(A), i.e., a los automorfismos f de A tales que, para cada con-
gruencia ® sobre A, f-® = @ los denominamos, siguiendo la exposicion de Sioson
en [?], automorfismos interiores de A.

Demostracion. O

Definition 1.65. Sea A una X-dlgebra y ¢ una congruencia sobre A. Decimos
que ® es una congruencia caracteristica si, para cada automorfismo f: A —= A,
f-® C ®. Por ultimo, decimos que ® es una congruencia totalmente invariante si,
para cada endomorfismo f: A—A, f-® C .

Sea A una 3X-algebra y ® una congruencia sobre A. Demuéstrese que ® es una
congruencia caracteristica precisamente si Stabaut(a)(®), el estabilizador de ® en
A, es Aut(A)

Proposition 1.66. Sea A una X-dlgebra, f: A—= A un automorfismo de A y
X un cerrado de A. Entonces f - Cg(X?) = Cg(f - X?)

Proposition 1.67. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A, © una congruencia
sobre A y ® una congruencia sobre X. St O] X C @, entonces la relacion binaria
O(®) sobre [X]eo, la ©-saturacion de X, definida como:

Sedex (azc(@),bzd(@)) }’

o) = { (a,0) € [XTg & c=d(®)

es una congruencia sobre [X]o vy [X]o/0(®) = X/0.

Demostracion. O

Lemma 1.68 (Zassenhaus). Sea A una X-dlgebra, D, E dos cerrados de A, ©
una congruencia sobre D y ® una congruencia sobre E. Entonces, denotando por
U la congruencia O DNEV®IDNE sobre DNE, se cumple que [DNE]g/O(¥) =
[DNE]s/®(T).
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Resumimos la situacion descrita mediante el diagrama:

o(v)

-
N

Demostracion. En virtud de la proposicién 1.67 tenemos que
[DNElg/0(¥)2DNE/¥T y [DNE|s/P(TV)=2DNE/T,
luego [D NE|e/0O(¥) = [DNE]e/P(P). O

N
g

DNE SDNE

Definition 1.69. Sea A una X-algebra. Una serie normal de A de longitud p es
un par ((A; |t €p+1),(®; | i€ p)) tal que:

1. Ag=A.

2. Para cada ¢ € p, A;11 es una subalgebra de A;.

3. Para cada i € p, ®; € Cgr(A;).

4. Para cada i € p, Aj11 = [Ap]s,.

Si((A;|iep+1),(Ri|iep)y (AL]ieq+1),(P,|i€q)) son dos series
normales de A tales que A, = A{, decimos que la segunda es un refinamiento de
la primera si p < q y, para cada i € p, existe un j € g tal que A; = A;.

Dos series normales ((A; |i € p+1),(®; |i€p))y (A} |i€qg+1),(P;|ieq))
de A son isomorfas si p = ¢ y existe una permutacién o de p tal que, para cada
i€p A/ = AL /P
Theorem 1.70 (Schreier). Dos series normales (A; |4 € p+1),(®; | i € p))
y (AL | i€ q+1),(P; | i€ q)) dela misma X-dlgebra A tienen refinamientos
isomorfos st A, = X = A; Yy, para cada i € p y cada j € q, si denotamos por
Aij=AiNAL ypor U, ;= (914 ;) V (PiTA; ), entonces

[X]‘l’” = [[X]'i‘l FAi,j]q); FAi; = [[X}@; rAi,j}q)i [ A -

Definition 1.71. Una X-algebra A es simple precisamente si A tiene exactamente
dos congruencias: Ap y Va.

Proposition 1.72. Una X-dlgebra A es simple si y sélo si cualquier homomorfismo
desde A que no sea constante es inyectivo.

Demostracion. Supongamos que A sea simple y sea f: A — B un homomorfismo
que no sea constante, i.e., que no factorice a través de la 3-dlgebra final. Si Ker(f) #
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A, entonces, necesariamente, Ker(f) = Va, luego, para cada x,y € A, f(z) =
f(y), por lo tanto f seria constante, contradiccién. De modo que f es inyectiva.
Reciprocamente, si A no fuera simple, existiria una congruencia ® sobre A tal
que Ax C ® C Va, luego la proyeccién candnica prg no seria ni constante ni
inyectiva. (]

1.6. Endomorfismos y productos semidirectos. Nos proponemos demostrar
en lo que sigue, entre otras cosas, que hay una biyeccién entre el conjunto de los
endomorfismos idempotentes de una X-dlgebra A y el conjunto formado por los
pares (X, ®), en los que X es un cerrado de A y ® una congruencia sobre A que
determinan una representacién de A como un producto semidirecto de X y ®.

Si A es una X-dlgebra y f un endomorfismo de A, entonces, considerando las
iteraciones finitas de f, obtenemos una sucesién decreciente de subdlgebras de A.:

Im(f) 2 Im(f?) 2+~ 2 Im(f") 2 Im(f"*) 2 -+,
y una sucesién creciente de congruencias sobre A:

Ker(f) C Ker(f?) C--- C Ker(f") C Ker(f"*!) C -

Definition 1.73. Decimos que el reticulo C1(A) de los cerrados de A verifica la
condicion de la cadena descendente si toda sucesion decreciente de cerrados de A:

XIQXQQQX’I’LQX’IL+127
es estacionaria.

Proposition 1.74. Si una X-dlgebra A verifica la condicion de la cadena descen-
dente, entonces, para cada endomorfismo f de A, la familia (Im(f™))nen de las
imdgenes de las iteraciones de f, es estacionaria.

Definition 1.75. Decimos que el reticulo Cgr(A) de las congruencias de A verifica
la condicion de la cadena ascendente si toda sucesién creciente de congruencias
sobre A:

P CPC---CP, TPy Sy

es estacionaria.

Proposition 1.76. Si una X-dlgebra A wverifica la condicion de la cadena ascen-
dente, entonces, para cada endomorfismo [ de A, la familia (Ker(f™))nen de los
niucleos de las iteraciones de f, es estacionaria.

Proposition 1.77. Si f es un endomorfismo idempotente de A, i.e., f?> = f,
entonces se cumple que la saturacion de Im(f) mediante la congruencia Ker(f)
coincide con A y que Im(f) corta a cada clase de equivalencia relativa a Ker(f) en
a lo sumo un elemento, i.e., que:

L [Im(f)lker(s) = 4, ¥
2. Ker(f) NIm(f)? = Apm(p)-

Por consiguiente Im(f) es un transversal de A/Ker(f) en A
Demostracion. 0

Demuéstrese que un endomorfismo f de A es saturativo, i.e., es tal que

Im(f)|ker(s) = 4,

precisamente si Im(f) = Im(f?). Por lo tanto, todo endomorfismo idempotente, es
saturativo.
Demuéstrese que un endomorfismo f de A es separativo, i.e., es tal que

Ker(f) NIm(f)? = Apn(p),
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precisamente si Ker(f) = Ker(f?). Por lo tanto, todo endomorfismo idempotente,
es separativo.

Sea f un endomorfismo de A. Demuéstrese que si f[Im(f) = ingm(s), entonces
f es idempotente.

Todo esto nos permite afirmar que cualquier endomorfismo idempotente f de una
3-4lgebra A, determina un cerrado X de A, la imagen de f, y una congruencia
® sobre A, el nticleo de f, tales que [X]e = Ay ® N X2 = Ax. Ahora vamos a
considerar la situacién reciproca y a estudiar la relacién entre los dos procesos.

Definition 1.78. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A y ® una congruencia
sobre A. Decimos que A es el producto semidirecto de ® y X, y lo denotamos por
A=dxX,si[X]lpg=Ay®NX?%=Ax.

Proposition 1.79. Sea A una 3-dlgebra, X un cerrado de A y ® una congruencia
sobre A. Si A = ® x X, entonces existe un endomorfismo fx o de A tal que

fxelX =inx, Im(fxe) =X yKer(fxa)=2.

Demostracion. Sea fx ¢ la endoaplicacion de A que a un a € A le asigna el tnico
elemento = de X tal que (a,z) € ®. Entonces fx, ¢ es un endomorfismo de A que
cumple las condiciones de la proposicién. O

Sea f un endomorfismo idempotente de A. Demuéstrese que fim(f),Ker(f) = f-

Con esto queda demostrado que existe una correspondencia biunivoca entre los
endomorfismos idempotentes de A y los pares (X, ®) formados por un cerrado X
de A y una congruencia ® sobre A, para los que se cumple que A es un producto
semidirecto de X y .

Demostramos ahora, siguiendo la exposicién de Dubreil en [?], que a cada en-
domorfismo idempotente f de una X-dlgebra A, se le puede asociar un grupo I'y
de endomorfismos de A que tiene a f como neutro y que la unién de todos los
conjuntos subyacentes de estos grupos, que son dos a dos disjuntos, es el conjunto
de los endomorfismos de A que son saturativos y separativos.

1.7. Subdlgebras esenciales y el pedestal. A continuacién, generalizando los
conceptos de submodulo esencial de un médulo y de pedestal de un médulo, defi-
nimos los de cerrado esencial y pedestal de un algebra.

Si A es una X-algebra, es evidente que A, la méxima subdlgebra de A, tiene la
propiedad de que, para cada congruencia ® sobre A, si ® # A, entonces 5 # Ax.

Definition 1.80. Sea A una X-dlgebra. Decimos que una subalgebra X de A
es esencial, y lo denotamos por X < A, si para cada congruencia ® sobre A, si
d #£ Ap, entonces Px # Ax. Ademads, decimos que un monomorfismo f: A—B
es esencial si Im(f) es una subélgebra esencial de B.

Presentamos a continuacién diversas caracterizaciones del concepto de subalge-
bra esencial.

Proposition 1.81. Sea A una 3-dlgebra y X una subdlgebra de A. Entonces son
equivalentes:

1. La subdlgebra X es esencial.

2. La inclusion candnica inx : X —= A es un monomorfismo esencial.

3. Para cada homomorfismo h: A—B, siKer(h)x = Ax, entonces Ker(h) =
Ap.

Demostracion. O

Corollary 1.82. Un monomorfismo f: A——=B es esencial si y sélo si, para cada
homomorfismo g: B——=C, si go f: A——=C es un monomorfismo, entonces g es
un monomorfismo.
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Demostracion. O

Definition 1.83. Sea A una X-algebra. El pedestal de A, al que denotamos por
Soc(A), es Axqa X, i.e., la maxima subdlgebra de A que esta contenida en todas
las subélgebras esenciales de A.

El pedestal de A no es necesariamente una subdlgebra esencial de A.

1.8. Congruencias supérfluas y el radical de Jacobson. A continuacion,
generalizando los conceptos de submoddulo supérfluo de un médulo y de radical de
un modulo, definimos los de congruencia supérflua y radical de un dlgebra.

Si A es una X-algebra, es evidente que Aa, la congruencia minima sobre A,
tiene la propiedad de que, para cada cerrado X de A, si [X]a, = A, entonces
X =A

Definition 1.84. Sea A una ¥-algebra. Decimos que una congruencia ¥ sobre A
es supérflua o coesencial, y lo denotamos por ¥ <« A si para cada cerrado X de A,
si [X]y = A, entonces X = A. Ademds, decimos que un epimorfismo f: A—=B
es supérfluo o coesencial si Ker(f) es una congruencia supérflua sobre A.

Presentamos a continuacién diversas caracterizaciones del concepto de congruen-
cia supérflua.

Proposition 1.85. Sea A una X-dlgebra y ¥ una congruencia sobre A. Entonces
son equivalentes:

1. La congruencia ¥ es supérflua.

2. La proyeccidn candnica prg: A—= A/ es un epimorfismo supérfluo.

3. Para cada homomorfismo h: B——= A, si [Im(h)]y = A, entonces Im(h) =
A.

Demostracion. O

Corollary 1.86. Un epimorfismo f: A——=B es supérfluo si y sélo si, para cada
homomorfismo g: C—=A, si fog: C—=B es un epimorfismo, entonces g es
un epimorfismo.

Demostracion. O

Definition 1.87. Sea A una X-dlgebra. El radical de Jacobson de A, al que deno-
tamos por Rad(A), es \/ g ¥, i.e., la minima congruencia sobre A que contiene
a todas las congruencias supérfluas sobre A.

El radical de Jacobson de A no es necesariamente una congruencia supérflua
sobre A.

2. ALGEBRAS LIBRES

2.1. Extensién de una signatura por un conjunto. Para un conjunto X y
una signatura algebraica ¥ = (X, ar), denotamos por L [[ X, el coproducto de ¥
y X, i.e., el conjunto (X x {0}) U (X x {1}), por iny la inclusién candnica de X
en X [[ X, ie., la aplicacién de ¥ en ¥ [[ X que a un o € ¥ le asigna (0,0), y por
inx la inclusién canénica de X en X[ X, i.e., la aplicacién de X en Z[[ X que a
un z € X le asigna (z,1). Ademds, convenimos, para abreviar, en denotar por (o)
el valor de la aplicacién 711 x o ing de ¥ en MI(X ][] X), en 0 € X, y por (z) el
valor de la aplicacién 9511 x oinx de X en MI(X ] X), en x € X. Obsérvese que
si no hiciéramos tales convenios notacionales, deberfamos escribir ((¢,0)) en lugar
de (0),y ((z,1)) en lugar de (z).
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Proposition 2.1. Sea ¥ = (X, ar) una signatura algebraica, X un conjunto y ko
la aplicacion de X en N que a cada x € X le asigna como valor 0. Entonces hay
una dnica aplicacion ar[X] de E[[ X en N tal que el diagrama:

in in
5 TR X X x
ar[X]
ar ¢ Ko
N

conmuta.

Demostracion. Es suficiente tomar como aplicacién ar[X] de X[ X en N, la que
asigna a (0,0), con ¢ € %, como valor ar(o), y a (z,1), con € X, como valor
0. O

La proposicién anterior afirma simplemente que una signatura algebraica 3 =
(X,ar) y un conjunto de variables X, determinan, univocamente, otra signatura
algebraica X[X] = (X[ X,ar[X]), la extensidn de X por X, cuyo conjunto de
simbolos de operacién, se obtiene agregando, de manera disjunta, al conjunto de
simbolos de operacién dado X, el conjunto de las variables X, pero consideradas,
ahora, como simbolos de operacién 0-arios.

Proposition 2.2. Sea ¥ una signatura algebraica, X un conjunto y ar[X| la dnica
aplicacion de L[ X en N tal que el diagramas:

in in
2 TR X X x
ar[X]|
ar ¢ Ko

conmuta. Entonces hay un tinico morfismo ar[X]#: MI(Z ][ X) — (N, +,0) que
extiende a la aplicacion ar[X], i.e., ar[X]* es el unico homomorfismo del monoide

MI(Z][X) en el monoide (N,+,0) tal que el diagrama:

n
SI1X S X

MI(2]] X)
ar[X] ar[X]*
N

conmuta.
Demostracion. O

Proposition 2.3. Sea 3 una signatura algebraica, X un conjunto y k1 la aplicacion
de X ]I X en N que a cada miembro de S| X le asigna como valor 1. Entonces hay
un dnico morfismo |-|: MI(E ] X) — (N, +,0) que extiende a la aplicacion k1 de
SIIX en N, d.e., || es el inico morfismo del monoide MI(X ][] X) en el monoide
(N, 4,0) tal que el diagrama:

S X sl x

MI(E ] X)

o I

N
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conmuta.
Demostracion. O

2.2. Existencia del algebra libre sobre un conjunto. Nos proponemos de-
mostrar, en lo que sigue, que dada una signatura algebraica 3 y un conjunto X,
existe una X-algebra Tx(X), la X-algebra absolutamente libre sobre X, y una
aplicacién nx de X en Tx(X), la inclusion de los generadores, tal que para cada
S-algebra A y cada aplicacién f: X —s A, hay un tnico 3-homomorfismo f* de
Ts(X) en A tal que el diagrama:

X

conmuta.

Para obtener la 3-algebra absolutamente libre sobre un conjunto X, definimos en
primer lugar, explicitamente, una 3-algebra Wx(X), la X-algebra de las palabras
sobre X, cuyo conjunto subyacente estara formado por todas las palabras sobre el
alfabeto X [] X.

Definition 2.4. Sea X una signatura algebraica y X un conjunto. Denotamos por
W (X) la 3-algebra cuyo conjunto subyacente, Wx (X), es el conjunto MI(X [ X),
formado por todas las palabras sobre el alfabeto X ][ X, y cuyas operaciones es-
tructurales, F,, para cada o € X, son las definidas como:

P { MIUET[ X)) —= MI(Z]]X)
L (Blicar(o)) — (o) A A(F; ] ] €ar(o)

i.e., como la concatenacién de la palabra (o) y de las palabras P;, con j € ar(o).
A la ¥-algebra Wx(X) la denominamos la 3-algebra de las palabras sobre X.

Ademds, para cada o € ¥, con ar(o) = n, y con el fin de abreviar, denotaremos la

accién de F,, sobre la familia finita de palabras (P; | j € n) como ()P - - Py_1.

En lo anterior, las operaciones estructurales, F, se han podido definir, de cierta
manera candnica, esencialmente, porque MI(X ] X) ademds de ser un conjunto,
estd dotado de una estructura de monoide, gracias, en particular, a la operacién de
concatenacion de palabras. Es por ello, entre otras razones, por lo que el concepto
de monoide es tan importante.

Ahora que disponemos de la ¥-algebra W (X), asi como del concepto de subélge-
bra de una X-édlgebra, definimos la X-algebra absolutamente libre sobre un conjun-
to.

Definition 2.5. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces la
3.-algebra absolutamente libre sobre X, denotada por Tx(X), es la subdlgebra de
Wsx(X) candénicamente asociada a Sgw,,x)({ () | # € X' }), ie., al cerrado de
W (X) generado por { (z) | x € X }. A los miembros del conjunto Ts(X), subya-
cente de la 3-algebra T's;(X), los denominamos simbolos de operacién polinémica
o términos con variables en X.

En virtud de la definicién, sabemos que Ts(X) es la subalgebra de Wx(X)
candnicamente asociada al cerrado de Wx(X) generado por { (z) | z € X }, pero
desconocemos, en principio, si los términos o simbolos de operaciéon polindémica
con variables en X, admiten alguna representacién canénica. Vamos a demostrar,
siguiendo a Bourbaki, que, de hecho, los términos si tienen una representacién
canodnica. Pero antes de ello, introducimos el concepto de sucesion de formacion
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de una palabra, relativa a una signatura algebraica y a un conjunto de variables,
mediante el cual daremos otra caracterizaciéon del conjunto Ts(X), que no serd,
esencialmente, mas que otra versiéon del hecho de que

Te(X) =Ewy o { (2) [z € X }).

Definition 2.6. Sea X una signatura algebraica, X un conjuntoy P € MI(Z ] X).
Una sucesion de formacion para P, relativa a 3 y X, es una familia finita no vacia
(P; | i € n) en MI(X]]X), ie., un miembro de {J,cy_ Fnc(n, MI(X ] X)) que
tiene las siguientes propiedades:

1.P=P, ;.

2. Vien,dz € X tal que P, = (x), 0 do € Xg tal que P, = (0), 0 Ip e N -1,

Jdo € X, y (i | @ €p)€i? tal que Py = (0)P;, - P, _, .

Denotamos por Lsx(X) el conjunto de todas las palabras P € MI(Z][X) pa-
ra las que existe alguna sucesién de formacidn, i.e., Ls(X) es el subconjunto de
MI(Z]] X) que consta precisamente de las palabras P € MI(X ][] X)) para las que
In e N—1,3(P;, | i € n) € Fne(n, MI(X][ X)) tal que P = P,_1 y Vi € n,
Jr e X tal que P, = (), 030 € Egtal que P, = (0),0p e N-1,J0 €%,y
J(ia | @ € p) € P tal que P; = (0)P;y--- P, _,.

Proposition 2.7. Sea X una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Tx(X) = Le(X).

Demostracion. Puesto que Tx(X) es el minimo cerrado de Wx(X) que contie-
ne a {(z) | * € X}, para demostrar que Tx(X) C Lx(X), serd suficiente que
demostremos que L (X) es un cerrado de W (X) y que contiene a { (z) |z € X }.

Se cumple que {(z) | x € X} C Lx(X), porque, dado un z € X, la familia
(P; ] i€1)con Py = (x), es una sucesién de formacién para (z). Ademds, dado
un o € 3, con ar(c) = p, y una familia (Q; | j € p) en Lx(X), en virtud de la
definicién de Lx(X), tenemos que, para cada j € p, In; e N—1, 3(P;; | i € nj) €
Fnc(ny;, MI(EZ ] X)) tal que Q; = Pjn;—1 y Vi € nj, 3v € X tal que Pj; = (z),
0do € ¥ tal que Pj; = (0),03¢g e N—1,3r € ¥,y I(ka | & € q) € 17 tal
que Pj; = (7)Pjk, - - - Pjk,_,. Situacion que resumimos, parcialmente, mediante la
matriz:

Poo Poi .. Pong—1 = Qo
Pio Py Pip—1=01
prl,() prl,l prl,np,lfl = prl

Luego para n = (Ejep nj> +1 y tomando como (P; | ¢ € n) la familia cuyo dltimo
término es (0)Qo--- Qp—1 y siendo los otros términos los formado por los de la
matriz, recorridos de izquierda a derecha y de arriba abajo, se cumple que (P; |
i € n) es una sucesién de formacién para (0)Qo - - Qp—1, luego (0)Qo - Qp—1 €
Lx(X). Por consiguiente Ls;(X) es un cerrado de W (X). De todo ello concluimos
que Ts(X) C Ly (X).

Demostramos ahora que Ly (X) C Tx(X). Sea P € Lx(X). Entonces, por defi-
nicién, P € MI(X ][ X) para el que 3n e N—1, 3(P; | i € n) € Fne(n, MI(Z ][ X))
tal que P = P,y y Vi € n, 3z € X tal que P; = (x), o do € %y tal que P; = (o),
odpeN-1,30 e X,y Iia | @ € p) € tal que P, = (0)P;,---F;,_,. De-
mostramos que P = P,_; € Tx(X), por induccién sobre i € n. Para ¢ = 0,
Py € Tx(X), porque, en este caso, Py o bien es de la forma (z), para algin =z € X,
y entonces Py € Tx(X), porque {(z) | x € X} C Tx(X), o bien es de la forma
(0), para algin o € %, y entonces Py € Tx(X), porque Tx(X) es un cerrado
de Wx(X). Sea k € n y supongamos que Vi € k, P; € Ts(X). Entonces, por
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definicién, 3z € X tal que P, = (x), 0 Jo € X¢ tal que Py = (), 0 I3p € N — 1,
Jdo € ¥, y ia | @ € p) € iP tal que P, = (0)P;, --- P;,_,. Es evidente que en los
dos primeros casos P, € Tx(X). En el dltimo caso también P, € Tx(X), porque al
ser, por hipétesis, Fy,..., Pr—1 € Ts(X), también P;,..., P; _, € Ts(X), luego,
ya que T (X) es un cerrado de Wx(X), Py = (0)P;, --- P;,_, € Tx(X). Asf que,
para cada k € n, Py € Tx(X), luego, para k =n —1, P = P,_1 € Tx(X). Por lo
tanto LE(X) g TE(X) O

Antes de demostrar que los simbolos de operacién polinémica tienen una repre-
sentacion candnica, introducimos unas nociones auxiliares de la teoria de monoides,
y unas propiedades especiales del monoide libre sobre un conjunto, que nos seran
de utilidad para alcanzar el objetivo mencionado.

Definition 2.8. Sea A un conjunto y P,Q € MI(A).

1. Decimos de @ que un segmento de P si hay dos palabras X,Y € MI(A)
tales que P = X A Q AY. Ademés, si |X| = k, entonces decimos que la
palabra @ empieza en el k + 1-ésimo lugar.

2. Decimos de @) que un segmento inicial de P,y lo denotamos por @ <y, P,
si hay una palabra Y € MI(A) tal que P = Q ALY, y que es un segmento
inicial estricto de P,y lo denotamos por () <pre P, si es un segmento inicial
de PysiQ#P.

Proposition 2.9. Sea A un conjunto. Entonces M1(A) es regular o cancelativo,
i.e., el monoide libre sobre A tiene las siquientes propiedades:
1.VX,PQeM(A(XAP=XAQ)— P=Q).
2. VX, P,QeMI(A) (PAX=QLX)—>P=0Q).

Demostracion. O

Proposition 2.10. Sea A un conjunto, P € M1(A) y X eY dos segmentos iniciales
de P. Entonces X es un segmento inicial de Y, oY es un segmento inicial de X.

Demostracion. O

Definition 2.11. Sea X una signatura algebraica, X un conjuntoy P € MI(Z ] X).
Decimos de P que es una palabra equilibrada, relativa a X y X, si cumple las si-
guientes condiciones:

1. |P| = ar[X]*(P) + 1.

2. Para cada segmento inicial estricto @ de P, |Q| < ar[X]*(Q)

Denotamos por Bals;(X) el conjunto de todas las palabras equilibradas, relativas a
Yy X.

Proposition 2.12. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Tx(X) C Balg(X).

Demostracion. Puesto que T (X) es el minimo cerrado de Wx(X) que contiene
a {(z) | z € X}, para demostrar que Tx(X) C Balxs(X), serd suficiente que
demostremos que Bals(X) es un cerrado de Wx(X) y que contiene a { (z) | z €
X}

Se cumple que { (z) | z € X } C Bals(X), porque, para cada x € X, la palabra
(z) es equilibrada, ya que, por una parte, al ser |(z)] = 1 y ar[X]*((z)) = 0,
tenemos que |(z)| = ar[X]*((x)) + 1, y, por otra, si Q es un segmento inicial propio
de (x), entonces, necesariamente, () = A, y para la palabra vacia tenemos que
I\ < ar[X]#(\), ya que 0 < 0.

Demostramos a continuacién que, para cada o € X, con ar(o) = p, y cada familia
(P | j € p) en Bals(X), la palabra (0)Fy - - - P,_1 es equilibrada.
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Si p = 0, entonces la palabra (o) es equilibrada ya que, por una parte, al ser
|(0)| = 1y ar[X]*((0)) = 0, tenemos que |(0)| = ar[X]*((c)) + 1, y, por otra, si Q
es un segmento inicial propio de (o), entonces, necesariamente, () = A, y para la
palabra vacfa tenemos que |\| < ar[X]*()\), ya que 0 < 0.

Si p # 0, entonces:

(0)Po++ Pya = (0)] + e, P (poraue || es morfismo)
=142 e,
=1+ Zjep(ar[X]u(Pj) +1) (porque P; € Baly (X))

=1+p+ e, ar[XIH(F)
= L+ ar[X]*((0)) + X;e, ar[XJF(F;)  (porque ar[X]*((0)) = p)
=1+ar[X]*((0)Py-- Pp_1) (porque ar[X]* es morfismo).

Por lo tanto se cumple, para la palabra (¢)P - - - P,—1, la primera condicién defini-
toria del concepto de palabra equilibrada.

Sea @ un segmento inicial estricto de (¢)Fp--- P,—1. Entonces, o bien hay un
i € p— 1 para el cual la palabra P; es un segmento de @, o bien no es ése el caso.

Si no hay ningiin ¢ € p—1 para el cual P; sea un segmento de @, entonces, o bien
Q = A, o bien @ = (o), o bien @ = (0)R, siendo R un segmento inicial estricto de
Py. Si Q = ), entonces |A| < ar[X]¥(\); si Q = (o), entonces |(0)| < ar[X]*((0)),
ya que |(0)] = 1, ar[X]*((¢)) = p y, por hipétesis 1 < p; si Q = ()R, siendo R un
segmento inicial estricto de Py, entonces

Q= [(o)] +|R| (porque |-| es morfismo)
<1+ ar[X]{(R)
<p+ar[X*(R)
= arlX[*((0)) + ax[XJ(R)
= ar[X]*((0)R)
= ar[X}(Q).
De modo que si ) un segmento inicial estricto de (¢)F - -- P,—1 y no hay ningtin
i € p— 1 para el cual P; sea un segmento de @, entonces |Q| < ar[X]*(Q).

Bajo la misma hipdtesis de que () sea un segmento inicial estricto de (¢) Py - - - Pp—1,
supongamos que exista un ¢ € p — 1 para el cual P; sea un segmento de Q. Sea en-
tonces g el maximo de entre los i € p—1 para los cuales se cumple que la palabra P;
sea un segmento de Q. Entonces Q = (0)F - - - P;R, siendo R un segmento inicial

estricto de P,4+1 (ya que si R no fuera un segmento inicial estricto de P;41, ¢ no
serfa el méximo con la propiedad indicada), y tenemos que:

(porque Py € Bals(X) y R <pre Fo)

Q= ()| + (ZjeqHIPl) +|R| (porque || es morfismo)
=1+ (S @lXF(P) + 1) +|R
=14 g+ 1) + (Sen arlXF(R)) + IR
<p +(j€q+1ar J(P)) +arlXE(R)  (porque q < p— 2 R <pe Pyia)
— ar[X[((0)Po - Py R) (porque ar[X ¥ es morfismo)
= ar[XF(Q).

De modo que si @ un segmento inicial estricto de (6)Py--- Pp—1 y hayuni e p—1
para el cual P; sea un segmento de Q, entonces |Q| < ar[X]#(Q).
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Por consiguiente, para cada segmento inicial estricto @ de (o)Fp---Pp_1, se
cumple que |Q| < ar[X]*(Q). Luego Balx(X) es un cerrado de Wx(X), y por lo
tanto Tx(X) estd incluido en Bals (X). O

Antes de demostrar, por induccién sobre la longitud, que Bals (X) estd incluido
en T (X), demostramos que para cada palabra equilibrada P, o bien hay un tnico
x € X tal que P = (), o bien hay un tnico o € ¥, tal que P = (o), o bien hay un
tnico p € N — 1, un tnico o € ¥, y una unica familia (P; | j € p) en Bals(X) tal
que P = (0)F--- P,_1. Para ello demostramos los lemas que siguen.

Lemma 2.13. Si P € Bals(X), entonces ningin segmento inicial estricto de P es
una palabra equilibrada.

Demostracion. Sea P € Bals(X) y @ un segmento inicial estricto de P. Entonces
|Q| < ar[X]#(Q). Ahora bien, ar[X]*(Q) < ar[X]*(Q)+1, luego |Q| < ar[X]*(Q)+1,
por lo tanto no puede ser |Q| = ar[X]*(Q) + 1. O

Lemma 2.14. Si P € Bals(X) y k € |P|, entonces existe un unico segmento
equilibrado Q de P que empieza en el k+1-ésimo lugar, i.e., hay un triplo ordenado
(U,Q,V) en M ] X)X Balss (X)X MI(X ][ X) tal que P=U A Q AV, |U| =k y,
para cada (Q', V') € Bals(X) x MI(X][X), st P=U A Q' A V', entonces Q' = Q.

Demostracién. Unicidad. Supongamos que para un triplo (U, Q, V) en MI(X ][ X)) x
Balg(X) x MI(Z]]X) se cumpla que P = UAQAV y que |U| = k, y sea
(Q, V') € Balg(X) x MI(Z ][ X) tal que P =U A Q" A V'. Entonces de la ecuacién
ULQAV =UAQ LV’ obtenemos que Q AV = Q' A V', porque los monoides
libres son cancelativos, luego, por la prop. 2.10, o bien @ es un segmento inicial
estricto de @’, o bien Q' es un segmento inicial estricto de @, o bien Q = Q’. Pero,
en virtud del lema 2.13, no puede ocurrir ni que @) sea un segmento inicial estricto
de @’ ni que @’ lo sea de Q, asi que Q = Q'

Ezistencia. Sea P € Bals(X), k € |[P|y P =B A C, siendo B € MI(X]] X) tal
que |B| = k (asi que B es un segmento inicial estricto de P). Para cada i € |C]+1,
sea C; el segmento inicial de C' cuya longitud es precisamente i (en particular, Cy
es la palabra vacia, y C|¢| es la propia palabra C').

Para el segmento inicial C|¢| de la palabra C, que es la propia C, se cumple que:

|C'|C‘\:|P|7\B| (porque P = B A C)
= (ar[X]*(P) + 1) — | B|
> (ar[X]*(P) + 1) — ar[X]*(R) (porque B <pre P).

Pero debido a que ar[X]*(P) = ar[X]*(B) + ar[X]*(C), también (ar[X]*(P) + 1) —
ar[X]#(B) = ar[X]*(C) + 1, luego |C|¢|| > ar[X]*(C|c|) + 1. Asi que la palabra C
tiene al menos un segmento inicial 7, e.g., ella misma, para el que |T'| > ar[X]*(T)+
1.

Por otra parte, hay al menos un j € |C| para el que se cumple que, para cada
h < j, |Ch| < ar[X]*(Ch), e.g., para j = 0, se cumple que, para cada h < 0,
|Cn| < ar[X]#(Cy). Sea i el maximo del conjunto

{J €10 Vh < j(ICh] < ar[X]F(Cp)) }-
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Entonces |C;| < ar[X]*(Cy) y |Cit1| > ar[X]*(Ciy1) + 1. La palabra Cj;; es una
palabra equilibrada. En efecto, tenemos que |Cyy1| > ar[X]#(Ci11) + 1, pero tam-
bién:
[Cia] = |Cif +1
<ar[X]H(Cy) +1
<ar[X]H(Ciyq) + 1,

asf que |Ciy1| = ar[X]*(Ciz1) + 1. Ademds, si D es un segmento inicial estricto de
Ci+1, entonces D = C;, para algtin j € i + 1, luego |D| < ar[X]*(D).

De modo que C;41 es una palabra equilibrada que empieza en el k 4 1-ésimo
lugar. O

Lemma 2.15. Si P € Bals(X), entonces P = (), para un x € X, o P = (o),
para un o € Xg, 0 P=(0)Py---Py_1, para unp € N—1, un o € £, y una familia
(Pj | j € p) en Bals;(X).

Demostracion. Por ser P € Balg(X), se cumple que |P| = ar[X]*(P) + 1, luego
|P| > 1, i.e., P no es la palabra vacfa.

Si |P| = 1, entonces ar[X]#(P) = 0, luego P = (x), paraun = € X, o P = (o),
para un o € X.

Supongamos que |P| > 2 y sea o la primera letra de la palabra P. Para k =1, en
virtud del lema anterior, hay un tnico segmento equilibrado Py de P que empieza
en el k + 1-ésimo lugar, i.e., en este caso, en el segundo lugar. Por lo tanto, o bien
|(0)] + |Po| = |P|, o bien |(o)] + | Py| < |P]. Si lo primero, entonces P = (o) A Py, y
tenemos que:

1+ |Py| = |P]|
=ar[X]*(P) +1
= ar[X)*((0)) + ar[XJ*(Ry) + 1
= ar[X]*((0)) + (|Po| = 1) +1
]

= ar[X]}((0)) + [P0l

luego ar[X]*((0)) = 1, asf que o € X;. Si lo segundo, entonces, para k = 1+|P|, en
virtud del lema anterior, hay un tnico segmento equilibrado P; de P que empieza
en el k + 1-ésimo lugar, i.e., en este caso, en el (1 + |Py|) + 1-ésimo lugar. Por lo
tanto, o bien |(0)| + |Py|+|P1| = | P|, o bien |(0)| + |Po| + | P1| < |P]. Si lo primero,
entonces P = (o) A Py A Pp, y tenemos que ar[X]*((£)) = 2, asi que 0 € 3. Si lo
segundo, entonces se prosigue del mismo modo, hasta que para un p € N—1 y una
familia (P; | j € p) en Bals(X), P = (0)Fy - - - P,—1. Entonces, tenemos que:

14X, P = 1P
=ar[X]*(P) +1
= ar[X]*((0)) + (Zjep ar[XWPj)) 1
= ar[X]*((0)) + (Zjep(|Pj| B 1)> 1

= arlX[((0) + (Z,e,1P31) + (1= p),

luego ar[X]*((0)) = p, asf que o € %,,. O

Corollary 2.16. Si P € Bals(X), entonces P = (z), para un unico v € X, o
P = (0), para un tnico o € g, 0o P = (0)Py--- Py_1, para un unicop € N—1, un
inico o € X, y una unica familia (P; | j € p) en Bals(X).
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Proposition 2.17. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces se
cumple que Bals(X) C Tx(X).

Demostracion. Procedemos por induccién sobre la longitud de las palabras. Sea
P € Balg(X) tal que |P| = 1. Entonces ar[X]*(P) = 0, luego P = (z), para un
unico z € X, o P = (o), para un Unico o € Xg; en cualquiera de los dos casos
P e Txs(X).

Supongamos que todas las palabras equilibradas cuya longitud sea a lo sumo n,
con n > 1, pertenezcan a Tx(X). Sea P € Bals(X) tal que |P| = n + 1. Entonces
P=(0)Py---P,_1, para un unico p € N — 1, un tinico ¢ € ¥, y una tnica familia
(P | j € p) en Bals(X). Ahora bien, |P| = |(0)] +Zj€p\Pj| = 1+Ej€p|Pj|7 por lo
tanto, para cada j € p, |Pj| < |P| = n+1, luego, por la hipétesis de induccién, para
cada j € p, P; € Tx(X), asi que P = (0)P--- P,—1 € Ts(X). Queda demostrado
que todas las palabras equilibradas cuya longitud sea n+1, son miembros de Ts (X).
Por consiguiente Bals(X) C Ts(X). O

Corollary 2.18 (Menger-Hall-Schroter). Sea ¥ una signatura algebraica y X un
congunto. Entonces se cumple que Bals(X) = Tx(X).

Proposition 2.19. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces el
par ordenado (nx, Ts (X)) en el que nx es la dnica aplicacién de X en Tx(X) tal
que el diagrama:

X

iinx
nx SIIX

inz]_[x

Ts(X) MIE]]X)

inpg(x)

conmuta, tiene la propiedad de que, para cada X-algebra A y cada aplicacion
f: X —=A, existe un tnico homomorfismo f! de Tx(X) en A tal que el dia-
grama:

X

conmuta.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la longitud de las palabras equili-
bradas. Sea P € Tx(X) tal que |P| = 1. Entonces P = (z), para un unico z € X,
o P = (o), para un tinico o € %y. Si P = (), entonces definimos la accién de f*
sobre (x) como:

@) = f(a).

Si P = (o), entonces definimos la accién de f* sobre (o) como:
Fi((0) = o™

Supongamos f* definida para todas las palabras equilibradas cuya longitud sea
a lo sumo n, con n > 1, y sea P € Tx(X) tal que |P| = n + 1. Entonces P =
(0)Py---Py_1, para un tnico p € N — 1, un dnico ¢ € ¥, y una tnica familia
(Pj | j € p) en Tx(X). Ahora bien, para cada j € p, |Pj| < |P| = n+ 1, luego,
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por la hipétesis de induccién, para cada j € p, f? estd definida sobre P;. Entonces
definimos la accién de f* sobre P = (6)Py -+ Py_1 como:

FH(0) Py Pper) = FL(fH(Po)s - [ (Pp-1))-
Asi definido, f*, cumple todas las condiciones de la proposicién. O

Corollary 2.20. Sea 3 una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces el par
ordenado (nx, Ts (X)) es dnico salvo un dnico isomorfismo.

Demostracion. O

Corollary 2.21. Sea 3 una signatura algebraica y f: X —=Y . Entonces hay un
dnico homomorfismo Ts(f): Tx(X)—Tx(Y) tal que el diagrama:

nx

X Tx(X)
f Tx(f)
Y T> Ts (Y)
conmuta.
Demostracion. O

Proposition 2.22. Sea ¥ una signatura algebraica y X eY dos conjunhtos. Una
condicidn necesaria y suficiente para que X eY sean isomorfos es que Tx(X) y
Tx(Y) lo sean.

Demostracion. O

Como una aplicaciéon del concepto de algebra libre, mostramos a continuacién
como obtener, de forma candnica, el conjunto de las diferentes variables que ocurren
en un término.

Definition 2.23. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces de-
notamos por Var el dnico homomorfismo de T (X) en Fin(X) tal que, para cada
x € X, Var((x)) = {x}, siendo Fin(X) la ¥-élgebra cuyo conjunto subyacente es
Sub¢(X) y en la que, para cada o € 3, con ar(c) = n, Fy, la operacién estructural
de Fin(X) asociada a o, asigna a una familia (X; [ i € n) en Subg(X), U, Xi-

Recordemos que para los conjuntos definimos el concepto de conjunto proyectivo
y que, de hecho, todos los conjuntos tienen la propiedad de ser proyectivos. Tal
concepto también puede definirse para las 3-algebras, pero, a diferencia de lo que
ocurre con los conjuntos, no toda 3-algebra es proyectiva, pero se cumple que toda
3-algebra libre es proyectiva.

Definition 2.24. Una X-ilgebra P es proyectiva si dado un homomorfismo so-
breyectivo f: A—#B y un homomorfismog: P —— B, hay un homomorfismo
t: P—— A tal que el diagrama:

P
" lg

conmuta.

Proposition 2.25. Toda X-dlgebra libre es proyectiva.
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Demostracion. Sea Tx(X) la X-dlgebra libre sobre el conjunto X, f: A—+B un
homomorfismo sobreyectivo y g: Tx(X)—B un homomorfismo. Entonces, por
ser X un conjunto proyectivo, hay una aplicacién t: X —= A tal que el diagrama:

X
genx

A——B

f

conmuta. Luego, por ser Tx(X) libre sobre el conjunto X, existe un tinico homo-
morfismo ¥ de Tx(X) en A tal que el diagrama:

Xi>T2(X)
#

" t

A

conmuta. Por lo tanto, ya que f o tf onx = gonx, el diagrama:

Tx(X)

conmuta. O

Proposition 2.26. Si X es un conjunto no vacio, entonces Ts(X) es un separa-
dor, i.e., dadas dos X-dlgebras A, B y dos homomorfismos distintos f y g de A en
B, existe un homomorfismo h de Tx(X) en A tal que foh # goh.

Demostracion. O

Corollary 2.27. La categoria Alg(X) tiene separadores proyectivos.

Proposition 2.28. Cada X-dlgebra es isomorfa a un cociente de una 3-dlgebra
libre sobre un conjunto.

Demostracion. Sea A una X-algebra. Puesto que A tiene un conjunto de gene-
radores, sea X uno de ellos. Entonces, para la inclusiéon canoénica inx de X en
A, en virtud de la propiedad universal del dlgebra libre sobre X, existe un tnico
homomorfismo inAﬁX de Tx(X) en A tal que el diagrama:

X nx

Tx(X)

conmuta. Ahora bien, por ser X un conjunto de generadores de A y estar X con-

tenido en la imagen de inAﬁX, el homomorfismo inAﬁX es sobreyectivo. Por lo tanto

Tx(X)/Ker(in%) = A. O
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Proposition 2.29. Si el diagrama:

AxcB—2 . B
Pa g
A C

es un producto fibrado y f es un epimorfismo, entonces pg es un epimorfismo.

Demostracion. Sean u,v: B——=7Z dos homomorfismos tales que u # v. Enton-
ces, siendo P un separador proyectivo, arbitrario, pero fijo, hay un homomorfismo
w: P——=DB tal que uow # vow; luego hay un homomorfismo ¢: P ——= A tal que
el diagrama:

P

gow

A—

f

conmuta. Por lo tanto hay un tnico homomorfismo h: P——= A x¢ B tal que los
dos tridngulos del diagrama:

P

\ w

Q

v

PB v
XxcB—B Z
t v
PA g
A4f|>0

conmutan. Luego u o pg # v o pg, ya que si u o pg = v o pg, entonces u o pg o h =
vopgoh,ie., uow=wvow, locual es absurdo. O

Definimos ahora la relaciéon de precedencia algebraica sobre las X-dlgebras. En
general, tal relacién no tiene propiedades especialmente interesantes en las dlgebras
arbitrarias, pero, como demostraremos, en las algebras absolutamente libres tales
relaciones estan bien fundamentadas.

Definition 2.30. Sea A una X-algebra. Entonces denotamos por Pa la relacion
de precedencia algebraica sobre A definida como:
dn>130 €%, 3(x; |jen) e A" }

Pa = b) € A?
A {(a’)e tal que b = Fo(z; [ 1 € n) y Ik € n(zx = a)

Si aPab, entonces decimos que a es un predecesor algebraico de b, o que b es un
sucesor algebraico de a.

Para una X-dlgebra arbitraria A, si PYy, el cierre transitivo de P4, es irreflexivo,
decimos que Pa es el orden natural de A y lo denotamos por <4 ; mientras que
si Pa estd bien fundamentada, entonces PY es un orden (parcial irreflexivo) bien
fundamentado, y decimos que A es una X-dlgebra bien fundamentada.

Sea A una 2-dlgebra, Ag = A=, cx, Im(F,), Ac = {0® | 0 € £} y Min(A4,Pa)
el conjunto de los minimales de (A, Pa). Demuéstrese que:
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1. Ao g Mln(A,PA) g AO U Ac-
2. Min(A,Pa) = AgU A siysolosi AcNU,ex 5, Im(Fy) = 2.

Proposition 2.31. Si A es una X-dlgebra bien fundamentada, entonces también
estd bien fundamentada cualquier subdlgebra de A.

Demostracion. O

Proposition 2.32. Cualquier homomorfismo f: A——B preserva la relacion de
precedencia algebraica y por lo tanto el orden natural.

Demostracion. O

Proposition 2.33. Sea f: A——=B un homomorfismo. Si Pg[f[A] estd bien fun-
damentada, entonces también lo estd Pa

Demostracion. O

Corollary 2.34. Sea (A; |i € I) una familia no vacia de X-dlgebras. Si al menos
una de las X-dlgebras de la familia estd bien fundamentada, también lo estd el
producto cartesiano de las mismas.

Demostracion. O
2.3. Algebras de Dedekind-Peano.

Definition 2.35. Una X-dlgebra A = (A, (F,, | 0 € X)) es un algebra de Dedekind-
Peano, si cumple las siguientes condiciones:

DP1. Para cada o € X, con ar(o) = n, Fy: A" — A es inyectiva.
DP2. Para cada 0,7 € X, si 0 # 7, entonces Im(F,) NIm(F;) = @.
DP3. El conjunto Ag = A — J,cx, Im(F,,) es un conjunto de generadores de A.

Proposition 2.36. Una X-dlgebra A es un dlgebra de Dedekind-Peano precisa-
mente si es libre.

A continuacién, siguiendo la exposicién de Diener en [?], demostramos que el
conjunto de las algebras de Dedekind-Peano, formado por aquellas cuyos conjun-
tos subyacentes sean miembros del universo de Grothendieck, esta cerrado bajo
subdlgebras y productos no triviales. Las demostracines se fundamentaran en que,
para las algebras de Dedekind-Peano, el orden natural sobre las mismas estd bien
fundamentado.

Proposition 2.37. Cualquier subdlgebra de una 3-dlgebra que cumpla la condicidn
DP1 o DP2, cumple también DP1, resp., DP2.

Demostracion. O

Proposition 2.38. Sea f: A—=B un homomorfismo sobreyectivo. Si B cumple
la condicion DP2, entonces también A la cumple.

Demostracion. O

Corollary 2.39. Sea (A; | i € I) una familiva no vacia de X-dlgebras. Si al menos
una de las 3-dlgebras de la familia cumple la condicion DP2, también la cumple el
producto cartesiano de las mismas.

Demostracion. O

La condiciéon DP1 es hereditaria, pero no es preservada ni bajo homomorfismos
ni bajo imégenes homomorfas inversas.
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Theorem 2.40. Sea (A; | i € I) una familiva no vacia de X-dlgebras. Enton-
ces [L;e; Ai cumple la condicion DP1 precisamente si todas las 3-dlgebras A; la
cumplen o [[,c; Ai = 2.

Demostracion. O

i€l

Sea A una X-algebra. Demuéstrese que si A cumple la condicién DP3, entonces
Ao ={X CA|Sg(X)=A}.
Proposition 2.41.

1. Si f: A—+B, entonces By C f[Ap].
2. Si B es una subdlgebra de A, entonces, para cada b € B, b € Bqy precisa-
mente si, para cada o € ¥, con ar(c) = n, y cada x € A", si b = Fy(x),

entonces hay un i € n tal que x; € B.
3. 51

Demostracion. O

Demuéstrese que el producto cartesiano

Proposition 2.42. Si A estd bien fundamentada, entonces cumple la condicidn
DP3.

Demostracion. Demostramos por P a-induccién sobre z, que si x € A, entonces x €
Sg(Ayp). Si x € Ag, entonces es evidente que = € Sg(Ayg). Si x € A — Ay, entonces
x = F,(a), para algin n € N, algin o € ¥, y algin a € A™. Por la hipétesis de
induccién, Im(a) Clp, = C Sg(Ayg). Pero entonces z = F,(a) € Sg(Ay). O

Corollary 2.43. Cualquier subdlgebra de un dlgebra bien fundamentada cumple la
condicion DPS3.

Corollary 2.44. Sea (A; | i € I) una familiua no vacia de X-dlgebras. Si al
menos una de las X-dlgebras estd bien fundamentada, entonces [];c; A; cumple la
condicion DPS3.

Theorem 2.45. Cualquier dlgebra de Dedekind-Peano estd bien fundamentada.

Demostracion. En virtud de la proposicién ?7 es suficiente que demostremos que la
relacién de precedencia algebraica P A estd bien fundamentada sobre cualquier Pa-
seccién inicial principal Cp, (), y para ello, procedemos por induccién algebraica
sobre . Si x € Ay, el resultado es obvio, ya que Cp, (z) = {z} v |p, * = &. Sea
neN oceX,y(a;]i€n)e A" y supongamos que Pa esté bien fundamentada
sobre cualquier Cp, (a;). Entonces, para z = F,(a; | i € n), tenemos que

Cra(2) = {2} UlUic, Cralai).
Sea Y un subconjunto no vacio de Cp, (x). Si Y N{J,.,, Cp, (a:) # @, entonces hay
un j € n tal que Z =Y NCp,(a;) # @. Por la hipétesis de induccién, Z tiene un
P a-minimal zg, que es también un P a-minimal de Y, porque si (y,29) € Pa, con
y €Y, entonces y € Y N Cp, (a;), que es una contradiccion. O

Corollary 2.46. Una X-dlgebra A es de Dedekind-Peano precisamente si cumple
las condiciones DP1, DP2 y estd bien fundamentada.

Proposition 2.47. Cualquier subdlgebra de una 3-dlgebra de Dedekind-Peano, es
una X-dlgebra de Dedekind-Peano.

Demostracion. O

Corollary 2.48. Sea (A; | i € I) una familia no vacia de X-dlgebras de Dedekind-
Peano. Entonces el producto cartesiano de las mismas es una X-dlgebra de Dedekind-
Peano.



46 JUAN CLIMENT

Demostracion. O

2.4. Operaciones polinémicas y algebraicas. Ahora nos ocupamos del estu-
dio de las operaciones polinémicas y algebraicas sobre las dlgebras y de algunas de
sus propiedades. Ademds, establecemos las relaciones entre las dlgebras libres y las
algebras de operaciones polinémicas sobre las algebras, asi como otra manera de
obtener la subalgebra generada por una parte de un dlgebra, a través de las opera-
ciones polinémicas sobre el dlgebra en cuestion. Pero antes demostramos que en la
categoria Alg(X) existen las potencias de las dlgebras para cualesquiera conjuntos.

Proposition 2.49. Sea A una X-dlgebra y X un conjunto. Entonces hay una 3-
dlgebra A, la potencia de A para X, y una familia de homomorfismos (pr,)eex,
con pry: AX —= A, para cada x* € X, tal que, para cada X-dlgebra B y cada
familia de homomorfismos (fu)zex, con fz: B—=A, para cada v € X, existe
un nico homomorfismo (f, | x € X): B—=AX tal que, para cada v € X, el
diagrama:

conmuta.

Demostracion. Sea AX la 3-algebra cuyo conjunto subyacente es el producto car-
tesiano de la familia de conjuntos (A4 | x € X), i.e., el conjunto, A, de las funciones
de X en A, y en la que, para cada o € X, con ar(c) = n, la operacién estructural
F,, correspondiente a o, es la aplicacion de (A%X)™ en AX definida como:
7 (AX)n AX
7] (aa |a€n) — (Fylag(z) | a€n)|zeX),
siendo F,, la operacién estructural de A; correspondiente a o; y, para cada x € X,
sea pr, el triplo ordenado (AX, pr,,A), denotado por pr,: AX —= A, en el que
pr, es la aplicacién de AX en A definida como:
AX —s A
PTy

a +— Q.

Entonces se cumple que, para cada o € ¥, con ar(oc) = n, el diagrama:

n
pry

(AX)n > A"

F, F,

X
A PTy A
conmuta, i.e., que pr, es un homomorfismo de AX en A.
Por otra parte, dado un par ordenado (B, (f, | z € X)), en el que B es una
3.-4lgebra y, para cada z € X, f,: B——= A un homomorfismo, sea (f, | x € X) la

aplicacién de B en AX definida como:
B — AX
AR T

Es evidente que, para cada € X, pryo(f; |z € X) = fo y que (f |z € X) esun
homomorfismo de A en AX. Con ello queda demostrada la existencia de al menos
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un homomorfismo de A en AX con la propiedad indicada. Dejamos, como ejercicio,
la, demostracién de la unicidad. [l

Definition 2.50 (McKinsey-Tarski). Sea A una 3-dlgebra y n € N. Entonces
Pol, (A) es la X-dlgebra determinada por el cerrado de AA" generado por las n
proyecciones canénicas de A™ en A, i.e., por {pr,,; | i € n} y la denominamos
la X-élgebra de las operaciones polindmicas n-arias sobre A. Ademds, Pol,(A)
es la ¥-algebra determinada por el cerrado de AA" generado por las proyecciones
canénicas de AN en A, i.e., por {pry, | i € N} y la denominamos la 3-dlgebra de
las operaciones polindmicas finitarias sobre A.

Demostramos a continuacién que cada operacion polindmica n-aria sobre una -
algebra se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de operacién polinémica
con n variables.

Proposition 2.51. Sea V = {v, | n € N} un conjunto infinito numerable, n € N
y A una X-dlgebra. Entonces hay un dnico homomorfismo Pd, o de Tx(] v,) en
A" tal que, para cada i € n, Pd, a((v;)) = pr,, i, i€, tal que el diagrama:

Mvn
vy ————— TE(l Un)
Pd, a
(pry,; [ i €n)
AATL

conmuta, y Pol,(A) = Im(Pd, a), i.e., cada operacion polinémica n-aria sobre
la 3-dlgebra A se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de operacion
polinémica con n variables. Por consiguiente, la 3-dlgebra Pol, (A) es isomorfa a
Tx(] v,)/Ker(Pd, a). Ademds, hay un dnico homomorfismo Pd, a de Tx(V) en
A" tal que, para cada n € N, Pdy a((vn)) = pry p, i-e., tal que el diagrama:

v — e

Pd, A
(prN,n | n e N)

AL
conmuta, y Pol,(A) = Im(Pdy, a), i.e., cada operacién polinémica w-aria so-
bre la 3-dlgebra A se puede obtener a partir de, al menos, un simbolo de opera-
cidn polindmica finitaria. Por consiguiente, la X-dlgebra Pol,(A) es isomorfa a
Tz(V)/KQI‘(Pdw’A).

Si P € Tx(l vn), denotamos por PA la imagen bajo Pd,.a de P, y lo mismo
si P € Ts(V), y lo denominamos el polinomio determinado por (el simbolo de
operacidon polindmica) P en A.

Demostracidn. Se cumple que Pol,(A) C Im(Pd, a), porque Im(Pd,, a) es un
cerrado de A4" que contiene al conjunto {pr,; i €n}y Pol,(A) es el minimo
cerrado de A4" con dicha propiedad.

Para demostrar que Im(Pd,, o) C Pol,,(A), i.e., que si P € Tx(| v,), entonces
PA € Pol,(A), procedemos por induccién algebraica. Para cada i € n, (v;)® =

pr, i, luego (v;)* € Pol,(A). Para cada simbolo de operacién O-ario o, (o) =

aAAn, luego (0)® € Pol,(A). Por tltimo, para cada m € N — {0}, cada 0 € ¥,,, y
cada familia (P;)iem en Tx(] v,), si, para cada i € m, PA € Pol,(A), entonces,
va que ((0)Py--Pp_1)® = F, o (P; | i €m), y Pol,(A) es un cerrado de A"
((o)Py -+ Pp—1)™ € Pol,,(A). Por consiguiente, Im(Pd,, o) C Pol,,(A). O
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Convenimos en denotar por el mismo simbolo la correstriccién de Pd,, a a Pol,,(A),
y lo mismo para Pd, a.

A continuacién demostramos que la conducta de los homomorfismos respecto de
las operaciones polindémicas de las 3-algebras es la misma que tienen respecto de
las operaciones estructurales.

Proposition 2.52. Sean A y B dos X-dlgebras, f: A—=B, ne Ny P e Tx(]
vn). Entonces el diagrama:

conmuta. Ademds, si P € Tx(V), entonces el diagrama:

N

AN BN

PA PB

A B

conmuta.
Demostracion. O

Proposition 2.53. Sea A una X-dlgebra. Entonces se cumple que:

1. SineN, z,ye A", P € Ts(|l v,), Var(P) = {v;, |« € p} y, para cada
a€p, 2(ia) = y(ia), entonces PA(z) = PA(y).

2. Siz,y € AN, P € Ts(V) Var(P) = {v,, | a € p} y, para cada o € p,
r(na) = y(na), entonces PA(x) = PA(y).

Demostracion. O

Proposition 2.54. Sea A una 3-dlgebra. Entonces, para cada o € X, con ar(o) =
n, se cumple que F, € Pol,(A).

Demostracion. O

Proposition 2.55. Sea A una 3-dlgebra, m,n € N, P € Pol,,(A) y (Q; | j €
m) € Pol,(A)™. Entonces Po(Q; |j € m) € Pol,,(A).

Demostracion. Sea F el subconjunto de A4™ definido como:
F={Pec A" |V(Q;|j€m)ePol,(A)™(Po(Q;|jcm)cPol,(A))}.

Vamos a demostrar que Pol,,(A) C F. Para lo cual sera suficiente, en virtud de la
definicién de Pol,,(A), que demostremos que:

1. Para cada j € m, pr,, ; € F.
2. Para cada o € X, con ar(o) =gy cada (P, | k€ q) € FI, F,(Py |k €q) €
F.
Dado un i € m y una familia (Q; | j € m) € Pol,,(A)™, yaque pr,, ;0(Q; | j € m) =
Qj € Pol,(A)), se cumple que pr,, ; € F.
Por otra parte, dado un o € %, con ar(c) = ¢ y una familia (P | k € ¢q) €
F9, tenemos, para cada k € ¢ y cada familia (Q; | j € m) € Pol,(A)™, que
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Py o(Q, | j € m) € Pol,(A), luego, dada una familia (Q; | j € m) € Pol,,(A)™, ya
que

Fo(Py |k €q)o(Qsljem)=(Fto(P|keq)o(Q;|jem)
=Fpo((Plkeaq)o(Q;ljem)
=Flo(Po(Qjljem)|keq)
= F2(Pyo(Qjljem)|keq),

se cumple que F, (P | k € q) € F. O

Proposition 2.56. Sea A una X-dlgebra, m,n € N y £&: m——sn. Entonces hay
un inico homomorfismo Pol¢(A) de Pol,,(A) en Pol, (A) tal que el diagrama:

Tx(§)

Ts(l vm) ————=Tx(] va)

Pdm’AL lPdnyA

Pol,,(A) m Pol,(A)

conmuta.

Demostracidn. En efecto, Pols(A) definido como
Pol,,(A) — Pol,(A)
Pol(A) { P — (P(zof)|xe A™)

es un homomorfismo de O

Proposition 2.57. Sea A una X-dlgebra. Entonces:
1. Para cadan € N, Polig, (A) = idpor, (A)-
2. Para cada o: m—>n y ¢: n—>p, Polyo,(A) = Poly(A) o Pol,(A).

Demostracion. O

Proposition 2.58. Sea A una X-dlgebra, 0 < m < n € N, P: A"—=A y
Q: A"——=A. Si, para cada x € A", Q(x) = P(x[m), entonces P € Pol,,(A)
precisamente si Q € Pol,(A).

Demostracion. O

Como aplicacion de los conceptos que acabamos de introducir, damos una carac-
terizacion de la subdlgebra generada por una parte de una 3-algebra.

Proposition 2.59. Sea A una X-dlgebra. Entonces:
1. Para cadan € N y cada x € A™, se cumple que

Sga(Im(z)) = { P(x) | P € Pol,(A) }.
2. Para cada X C A, se cumple que
Sga(X)={P(z)|neN,PePol,(A) yz € X" }.

Demostracion. Se cumple que Sg (Im(x)) € {P(z) | P € Pol,(A)}, porque el
conjunto { P(z) | P € Pol,(A)} es un cerrado de A que contiene al conjunto
Im(z) y Sga (Im(z)) es el minimo cerrado de A con dicha propiedad.

Para demostrar que { P(z) | P € Pol,(A)} C Sga(Im(z)), ie., que si P €
Pol,,(A), entonces P(z) € Sga (Im(x)), procedemos por induccién algebraica. Para
cadai € n, pr,, ;(z) = x;, luego pr,, ;(z) € Sga (Im(z)). Para cada m € N, cada o €
¥ vy cada familia (P;);em en Pol,(A), si, para cada i € m, P;(x) € Sga (Im(z)),
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entonces, ya que (Fy o (P; | i € m))(z) = Fy(Po(2), ..., Pn—1(2)), y Sga(Im(z)) es
un cerrado de A, (Fy, o (P; |1 € m))(x) € Sga(Im(x)). Por consiguiente, { P(z) |
P € Pol,,(A) } C Sga(Im(x)).
La demostracion de que, para cada X C A, se cumple que
Sga(X)={P(z) | neN,PePol,(A)yze X"}
se deduce de la primera parte y del hecho de que el operador Sg, es algebraico. [

Proposition 2.60. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A, n € N y P €
Pol,(A). Entonces, para cada x € X", P(x) € X.

Demostracion. O

Proposition 2.61. Sea A una 3-dlgebra, ® una congruencia sobre A, n € N—{0}
y P € Pol,(A). Entonces, para cada v,y € A™, si, para cada i € n, x; = y;
(méd @), entonces P(x) = P(y) (méd P).

Demostracion. Procedemos por induccién algebraica. Para cada i € n, pr,, ;(z) = x;
Y Pryi(y) = yi, Tuego pr, ;(x) = pr,, ;(y) (méd ). Seam € N—{0}, 0 € X y
(P;)iem una familia de operaciones polinémicas n-arias sobre A tal que, para cada
i € m, se cumpla que P;(z) = P;(y) (mdd ®). Entonces, ya que
(Fyo(P;|i€em))(x)=F,(Po(x),...,Pm_1(x)) ¥y
(Fo o (P [ 1€ m))(y) = Fo(Po(y), -, Pm-1(y))
y ® es una congruencia sobre A,
(Foo(P;|i€m))(z) = (Fso(P;i|i€m))(y) (méd ).
Por consiguiente, para cada P € Pol,(A), P(z) = P(y) (méd D).
O

Definition 2.62 (McKinsey-Tarski). Sea A una X-dlgebra y n € N. Entonces
Alg, (A) es la Z-dlgebra determinada por el cerrado de A" generado por
{prn,i |i€ n}U{“n,a la€ A},

siendo K, , la aplicacién constante de A™ en A cuya imagen es {a}, y la denomina-
mos la ¥-algebra de las operaciones algebraicas n-arias sobre A. Ademads, Alg (A)

es la 3-algebra determinada por el cerrado de A4 generado por
{prN,i |i€eN}U{kno|ae A},

siendo Ky, la aplicacién constante de AN en A cuya imagen es {a}, y la denomi-
namos la X-algebra de las operaciones algebraicas finitarias sobre A.

Proposition 2.63. Sea A una X-dlgebra, m,n € N, P € Alg, (A) y (Q; | j €
m) € Alg, (A)™. Entonces Po (Q; | j € m) € Alg, (A).

Demostracion. Dada la situacion descrita por el diagrama:
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Proposition 2.64. Sea A una X-dlgebra, m,n € N y £: m——n. Entonces
Alge(4) { P (P@og)|aeAn)
es un homomorfismo de Alg, (A) en Alg, (A).

Demostracion. O

Proposition 2.65. Sea A una X-dlgebra. Entonces:
L. Para cadan € N, Alg,y (A) =idaig, (a)-
2. Para cada p: m—=n y¢: n—sp, Alg,,,(A) = Alg,(A) o Alg,,(A).

Demostracion. O

Proposition 2.66. Sea A una X-dlgebra, 0 < m < n € N, P: A"—=A y
Q: A" —=A. Si, para cada x € A", Q(z) = P(xIm), entonces P € Alg, (A)
precisamente si Q € Alg, (A).

Demostracion. O

Proposition 2.67. Sea A una X-dlgebra, n € N y P: A" —— A. Entonces una
condicion necesaria y suficiente para que P € Alg, (A) es que exista un m € N, un
Q € Polyym(A) y un a € A™ tal que, para cada x € A", P(z) = Q(x A a).

Demostracion. O

Como una aplicacion del concepto de operacion algebraica, caracterizamos a con-
tinuacién las congruencias sobre las dlgebras a través de las operaciones algebraicas
unarias.

Proposition 2.68. Sea A una X-dlgebra y ® C A%, Si ® tiene la propiedad de
substitucion respecto de las operaciones estructurales de A, i.e., si ® es tal que, para
cadan €N, cada o € ¥,,, y cada (z; | i €n), (y; | i € n) € A", si, para cada i € n,
z; =y; (méd @), entonces Fy(x; |1 €n)=F,(y; |1 €n) (méd ®), entonces &
tiene la propiedad de substitucion respecto de todas las operaciones polinomicas de
A. Si ademds Ap C @, entonces @ tiene la propiedad de substitucion respecto de
todas las operaciones algebraicas de A.

Demostracion. O

Corollary 2.69. Sea A una X-dlgebra. Entonces cualquier congruencia sobre A
tiene la propiedad de substitucion respecto de todas las operaciones algebraicas de A.
Reciprocamente, cualquier relacion de equivalencia sobre A que tenga la propiedad
de substitucidn respecto de todas las operaciones algebraicas de Alg;(A) es una
congruencia sobre A.

Proposition 2.70. Sea A una 3-dlgebra y @ # ® C A%, Entonces Cgp (®) coin-
cide con

Ine NI(P;|ien+1) e Alg (A)"H!
y (i, yi) |ien+1) € (@UP)™ tal que
= Po(20),y = Palyn) y ,Vi € n, Pi(y:) = Piy1(zis1)

Demostracion. O

{(x, y) € A?

Las nociones de operaciéon polindémica y de operaciéon algebraica se generalizan
a conjuntos y aplicaciones entre conjuntos.

Definition 2.71. Una X-algebra A es funcionalmente completa si es finita, no es
final y, ademas, para cada n € N, toda operacién n-aria sobre A es una operacién
algebraica n-aria sobre A.
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Proposition 2.72. Sea f: A —=B. Entonces hay un unico homomorfismo sobre-
yectivo Pol,(f) de Pol,(A) en Pol,(B) tal que el diagrama:

TE(l Un)
Pol,, (A Pol,,(B
(4) Pol,, (f) )
conmuta.
Demostracion. O

La proposicién que sigue afirma simplemente que tenemos un functor
Pd: Ensy x Alg(X)ep —> Alg(2)™.

Proposition 2.73. Sea £&: m—n y f: A—=B. Entonces, siendo Pol¢(f) la
diagonal del diagrama:

Pol,,(A) ~ ) por (B)
Pol(A) Pole(f) lmg(B)
se cumple que el diagrama:
Pdm A
Ts(l vy) ——— Pol,,(A)
Tz(ﬁ)l lPolg(f)
Ts(l vn) Pol,(B)
n,B

conmuta. Ademds, para los homomorfismos del tipo Pol¢(f) tenemos que:

1. Para cada n € N y cada 3-dlgebra A,
POlidn (ldA) = idPoln(A)~
2. Para cada p: m——n, . n—p, f: A—=B yg: B—C,

Polyo,(g o f) = Poly(g) o Pol,(f).
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Demostracion. La definicién de Pols(f) como la diagonal del primer diagrama de
la proposicién es correcta, ya que el diagrama:

Pol,,
Pol,,(A Pol,,(B)
m Pd,. B
(1 vm)
Pol¢(A) sz 9 Pol¢(B)
(] vn)
Pol,( Pol,(B)
Pol
conmuta O

Proposition 2.74. Sea f: B+— A. Entonces hay un unico homomorfismo sobre-
yectivo Pol,(f) de Pol, (A) en Pol,(B) tal que el diagrama:

l Un

Pol Pol,(
Pol,(

Demostracion. O

conmuta.

La proposicién que sigue afirma simplemente que tenemos un functor
Pd: Ensy X (Alg(X)mon)? —=Alg(X) ™.
Proposition 2.75. Sea £: m——n y f: B+— A. Entonces el diagrama:

To(] vm) — A Pol,, ()

Tz(f)J JPOls(f)

TE(J, Un) 51 POln(B)
n,B

conmuta. Ademds, para los homomorfismos del tipo Pole(f) tenemos que:
1. Para cadan € N y cada 3-dlgebra A,

POlidn (ldA) = idPoln(A)-
2. Para cada o: m—n, p: n—p, f: B+—A y g: C+—B,
Polyo,(f 0 g) = Poly(g) o Poly(f).

Demostracion. O
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2.5. Presentaciones de X-algebras. Sabemos que cualquier 3-dlgebra es una
imagen homomorfa de una 3-dlgebra libre. Por consiguiente, cualquier X-algebra
A es isomorfa a un cociente T (X)/®, siendo X un conjunto y ® una congruencia
sobre Tx(X). Ahora bien, ya que el conjunto de las congruencias sobre una -
algebra es un sistema de clausura algebraico, la congruencia ® estard generada
por al menos una relacién R en Tx(X), ie., ® = Cgpy(x)(R), o, para abreviar,
& = Cg(R), luego A = Tx(X)/Cg(R). Este hecho es el que nos lleva a introducir
el concepto de presentacion de una X-algebra.

Definition 2.76. Una presentacidn de una X-dlgebra es un par (X, R) en el que
X es un conjunto y R una relacién binaria en Tx(X). En el caso de que X y R
sean finitos decimos que la presentacion es finita.

Una vez definidos los objetos de interés, en este caso las presentaciones de X-
algebras, consideramos las transformaciones entre ellos.

Definition 2.77. Sean (X, R) y (Y, S) dos presentaciones de ¥-dlgebras. Un mor-
fismo de presentaciones de (X, R) en (Y, .S) es un triplo ordenado ((X, R), f, (Y, 5)),
abreviado como f y denotado por f: (X,R)——=(Y,95), en el que f es un homo-
morfismo de Tx(X) en Tx(Y) tal que f?[R] C Cg(S).

Proposition 2.78. Sean f: (X,R)—(V,5) y g: (Y, S)—=(Z,T) dos morfis-
mos de presentaciones. Entonces go f: (X, R)—=(Z,T) es un morfismo de pre-
sentaciones. Ademds, id(x ry = idry(x) es un endomorfismo de la presentacion

(X,R).
Demostracion. O

Proposition 2.79. Dados tres morfismos de presentaciones f: (X, R)—(Y,95),
g: (Y, 8)—=(Z,T) y h: (Z,T) — (W,U) se cumple que:
1. (Asociatividad). El diagrama:

(hog)of

/\

ho(gof)

conmuta.
2. (Neutros). Los diagramas:

id
(X, R) —P (X Ry (X R)—L (v, 8)
id
h f ; idey, )
(Y, S) (Y,S)
conmutan.

Demostracion. O
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Proposition 2.80. Cualquier presentacién (X, R) determina univocamente una
3-dalgebra, precisamente Ts(X)/Cg(R). Por otra parte, cada morfismo de presen-
taciones f: (X, R) — (Y, S) también determina univocamente un homomorfismo

f: Tx(X)/Cg(R)—=Tx(Y)/Cg(S) tal que el diagrama:

Tx(X) / Ta(Y)

PIcg(R) Prcg(s)
Tx(X)/Cg(R) T> Tx(Y)/Cg(S).

Ademds, se cumple que:
1. Para cada presentacion (X, R), id (x,r) = 1y (x)/Ce(R) -
2. 8 f: (X,R)—=(Y, ) ( S) (Z,T) son dos morfismos de pre-

sentaciones, entonces g o f =gof.
Demostracion. O

Del mismo modo que las ecuaciones de una curva o de una superficie son diferen-
tes en distintos sistemas de coordenadas, una 3-algebra tiene, en general, muchas
presentaciones distintas, debido a que tiene diferentes conjuntos de generadores vy,
para un mismo conjunto de generadores, varios conjuntos de relaciones. El problema
de establecer cuando dos presentaciones determinan o no dos X-algebras isomorfas
es el problema del isomorfismo. Tal problema no es en general soluble, pero, en
casos especiales, se pueden encontrar soluciones parciales, que son de gran impor-
tancia. Relacionado con esto, definimos a continuacién la relacién de homotopia
entre morfismos de presentaciones.

Definition 2.81. Sean f,g: (X, R)—=(Y,S) dos morfismos de presentaciones.
Decimos que f y g son homdtopos, y lo denotamos por f =~ g, si se cumple que

Preg(s) © f = Prog(s) ©9-
Proposition 2.82. Una condicion necesaria y suficiente para que dos morfismos de
presentaciones f: (X, R)—=(Y,S) y g: (Y,S)—=(Z,T) sean homdtopos es que
f: g. Por consiguiente la relacidn de homotopia es una relacién de equivalencia
sobre cada uno de los conjuntos de morfismos de presentaciones entre dos presen-
taciones. Ademds, si f,g: (X,R)—=(Y,S) yu,v: (Y,S)—=(Z,T) son tales que
f~gyu>~wv, entoncesuo f ~vog.

Demostracion. g
Proposition 2.83. Sean (X, R) y (Y,.S) dos presentaciones y h un homomorfismo
de Tx(X)/Cg(R) en Tx(Y)/Cg(S), entonces hay un morfismo de presentaciones

fr(X,R)—=(Y,95) tal que f = h. Ademds, si g: (X, R) — (Y, S) fuera tal que
g = h, entonces [ ~ g, i.e., dos morfismos tales son homdtopos.

Demostracion. O
Corollary 2.84. Sean (X, R) y (Y, S) dos presentaciones. Entonces se cumple que:
Hom(Tx(X)/Cg(R), T=(Y)/Cg(S)) = Hom((X, R), (Y, 5))/ ~ .

Definition 2.85. Sean (X,R) y (Y,S5) dos presentaciones. Decimos que (X, R)
y (Y, S) son del mismo tipo, y lo denotamos por (X, R) ~ (Y,S), si existen dos
morfismos f: (X, R)—=(Y,S) y g: (Y, 5) — (X, R) tales que go f ~idx g) y
fog~idy,s)
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Proposition 2.86. Una condicion necesaria y suficiente para que dos presentacio-
nes (X, R) y (Y, S) sean del mismo tipo es que las 3-dlgebras por ellas determinadas
sean isomorfas.

Demostracion. O

Proposition 2.87. Sea (X, R) una presentacion y (P,Q) € Cg(R). Entonces
(X, R) ~ (X, RU{(P,Q)}).

Demostracion. En efecto, siendo Ty el triplo ((X, R),idry(x), (X, RU{(P,Q)})) ¥
T[/ el tI‘iplO ((X7RU {(P, Q)}), idT):(X)a (X, R)), se Cumple que T]/ o T[ = 1d(X,R)
y que Tr o Ty = id(x,u1(p,@)})- Al morfismo T; lo denominamos el morfismo de
Tietze directo de primera especie y al morfismo T el morfismo de Tietze inverso
de primera especie. O

Proposition 2.88. Sea (X, R) una presentacidn, y un conjunto tal que y ¢ X,
e.g,y=X y PeTx(X). Entonces (X,R) ~ (X U{y}, RU{(y,P)}).

Demostracion. En efecto, siendo Ty el triplo ((X, R), Ts(inx), (XU{y}, RU{(y, P)}))
en el que Ts(inx) es el tinico homomorfismo de Tx(X) en Tx(X U {y}) tal que el
diagrama:

nx

iny sz(inx)

X Uiy} Ts(X U{y}),

_—
Nxu{y}

conmuta, y Ty el triplo (X U {y}, R U {(y,P)}),(nX,/@p>ﬁ,(X, R)) en el que
kp es la aplicacién de {y} en Tx(X) que a y le asigna Py (nx,xp)’ el tnico
homomorfismo de Tx (X U {y}) en Tx(X) tal que el diagrama:

XU {y) — 2 o xu )

LWX, f€P>ﬁ

Tx(X)

(nx,kp)

conmuta, se cumple que Ty 0T =id(x gy y que TrroTrp >~ id(xuy}, RU{(y,P)})-
Al morfismo T;; lo denominamos el morfismo de Tietze directo de sequnda especie
y al morfismo T el morfismo de Tietze inverso de sequnda especie. O

Proposition 2.89. Sean X e Y dos conjuntos disjuntos, g un homomorfismo de
Ts(XUY) en Ts(X) tal que el diagramas:

Tx(X)

. idT):(X)
Tg(lnx)‘/ \

Ts(X UY) —— T (X)

conmuta, (X, R) una presentacion, A una X-dlgebra y f: Tx(X)— A tal que
Ker(f) = Cg(R). Entonces Ker(f o g) = Cg(RU{(y,9(y)) |y €Y}

).
Demostracion. Demostramos en primer lugar que Cg(R U { (y,g(y)) |
Ker(f og). Si (P,Q) € R, entonces, ya que R C Cg(R) = Ker(f), (P,Q
Le, f(P) = f(Q), pero g(P) = Py g(Q) = Q, luego f(g(P)) = f(9(Q)), Le.
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(P, Q) € Ker(fog). Por otra parte, ya que go Ts:(inx ) o g = g, se cumple que, para

caday €Y, f(g9(y)) = f(9(9(y))), i.e., que (y,9(y)) € Ker(f o g).
Para demostrar que Ker(f og) C Cg(RU{(y,9(y)) | y € Y }) establecemos en
primer lugar que el diagrama:

Ts(X UY) Ts(X)

pr pr’

Ts(XUY)/Ce(RU{(y,9() [y €Y})

en el que pr es la proyeccién canénica y pr’ la restriccién de dicha proyeccién a
T (X), conmuta. Pero, a su vez, para demostrar que el anterior diagrama conmuta
es suficiente que comprovemos que pr’ o g o nxyuy ©iny = pronxyy ©inx y que
pr’ o g o mxyuy ©iny = pronxyy © iny, lo cual es trivial. Puesto que, para cada
P e Ts(XUY), (Pg(P)) € Ker(pr) y Ker(pr) = Cg(RU{(y.9(y)) |y € Y'}),
tenemos que, para cada P € T (X UY), (P,g(P)) € Cg(RU{(y,9(y)) |y €Y }).
Por lo tanto, si (P, Q) € Ker(f og), i.e., si (g(P),g(Q)) € Ker(f), entonces, ya que
Ker(f) = Cg(R), (9(P),9(Q)) € Ca(R), luego (g(P),9(Q)) € Ca(RU { (v, 9()) |
y € Y }), pero, yaque (P, g(P)) y (Q,9(Q)) € Cg(RU{ (y,9(y)) | y € Y }), podemos
afirmar que (P,Q) € Cg(RU{(y,9(y)) [y €Y }). 0

Proposition 2.90. Sea A una X-dlgebra y ((X, R) una presentacidn finita de A.
Entonces cualquier otra presentacion finita de A se obtiene de la dada mediante los
morfismos de Tietze directos e inversos de primera y sequnda especie.

Demostracion. O

3. LIMITES PROYECTIVOS DE LAS ALGEBRAS

Nos ocupamos, en primer lugar, de demostrar tanto la existencia de productos de
familias de X-algebras, como la de productos de familias de homomorfismos entre
familias de X-algebras, asi como, en segundo lugar, de estudiar la conducta del
operador de formacién de productos, respecto de las identidades y de la composicién
de familias de homomorfismos entre familias de X-algebras.

3.1. Productos de algebras.

Proposition 3.1. Sea (A; | i € I) una familia de 3-dlgebras. Entonces hay un par
ordenado ([T(A; | i € I), (pr; | i € I)), también denotado por (I[;c; As, (pr; | i € 1)),
en el que [[(A; | i € I), el producto de (A; | i € I), es una X-dlgebra y, para ca-
da i € I, pr;, la proyeccién candnica i-ésima del producto, un homomorfismo de
[I(A; | i€ 1) en A;, que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado (A,(f; | i € I)), en el que A es una X-dlgebra vy,
para cada i € I, fi: A——=A; un homomorfismo de X-dlgebras, hay un tinico
homomorfismo (fi|i€I): A—=T[(A; | ¢ € I) tal que, para cada i € I, el
diagrama:

A
(filiel)

[I(A:|ie)

pr;

conmuta.
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Demostracion. Sea [[(A; | ¢ € I) la X-dlgebra cuyo conjunto subyacente es el
producto cartesiano de la familia de conjuntos (A; | i € I), i.e., el conjunto definido
€omo:

[T(4i|iel)={zeFnc(l,UJ(A;i|icl))|Viel(lz; €A},

y en la que, para cada o € X, con ar(c) = n, la operacién estructural F,, corres-
pondiente a o, es la aplicacién de (Hze I Ai)n en [[,c; Ai definida como:

(Hie Ai)n - sze A;
F"{(xa&en) s (Fi(zali) |acn) |i€ ),

siendo F! la operacién estructural de A; correspondiente a o; y, para cada i € I,
sea pr; el triplo ordenado ([[(A; | i € I),pr;, A;), denotado por pr;: [[(A; | €
I)—=A,, en el que pr; es la aplicacién de [[(A; | i € I) en A; definida como:

T — x;

Entonces se cumple que, para cada o € X, con ar(o) = n, el diagrama:

n Py
(Ilies 4))" —— A7

F, Fi

o

Hz‘eI Ai

pT; Ai
conmuta, i.e., que pr; es un homomorfismo de [[(A; | ¢ € I) en A,;.

Por otra parte, dado un par ordenado (A,(f; | ¢ € I)), en el que A es una
Y.-4lgebra y, para cada i € I, f;: A——= A, un homomorfismo, sea (f; |i € I) la
aplicacién de A en [[(A; | ¢ € I) definida como:

i e”{aH(fi(a)uef)

Es evidente que, para cada ¢ € I, pr;o (fi|i€I) = fi y que (fi |i €I) es un
homomorfismode A en [[(A; | ¢ € I). Con ello queda demostrada la existencia
de al menos un homomorfismode A en [[(A; | i € I) con la propiedad indicada.
Dejamos, como ejercicio, la demostracién de la unicidad. O

En la proposicién anterior se ha demostrado, para una familia de 3-algebras, la
existencia de al menos un par ordenado, formado por una X-algebra y una familia
de homomorfismos desde la X-algebra hasta cada uno de las 3-dlgebras de la familia
dada, sujeto a cumplir una cierta propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que
tal par sea absolutamente tinico, ni que el producto de la familia sea no vacio, ni
que las proyecciones candnicas sean necesariamente sobreyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

= El par ordenado de la proposicién anterior, es tinico salvo (un tnico) iso-
morfismo.

= Una condicién necesaria y suficiente para que una proyeccién canoénica sea
sobreyectiva, es que desde el codominio de tal proyeccién hasta cualquier
otra X-algebra de la familia exista al menos un homomorfismo.

Proposition 3.2. Sea (A; |i € I) una familia de X-dlgebras. Entonces:
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1. Para cada X-dlgebra A y cualesquiera homomorfismos f,g: A — [[(A; |
iel), si, para cada i € I, el diagrama:

pr;o f
f I,
g

pr;og

conmuta, entonces [ = g, i.e., la familia de homomorfismos (pr; | i € I) es
colectivamente monomérfica.

2. Para cada par ordenado (A, (f;|i € 1)), en el que A sea una 3-dlgebra y,
para cada i € I, f;: A—=A; un homomorfismo, y para cada homomor-
fismosobreyectivo t: [[(A; |i € I)—+ A, si, para cada i € I, el digrama:

. pr;
[[(Ai |ie) A;
¢ fi
A
conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (pr; | i € I) es
extremal.
Demostracion. O

Corollary 3.3. Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras. Si un par ordenado
(P,(pi | i € 1)), en el que P es una 3-dlgebra y, para cada i € I, p;: P—A;,
tiene la propiedad de que para cada par ordenado (A, (f; |i € I)), en el que A es
una X-dlgebra y, para cada i € I, f;: A——=A; un homomorfismo, hay un unico
homomorfismoh: A ——=P tal que, para cada i € I, el diagrama:

A

L fi

P

A;

Di

conmuta, entonces hay un unico isomorfismo t de P en [[(A; | i € I) tal que, para
cada i € I, el diagrama:

P
Di

[I(Ai[ieT)

pr;
conmuta.

Demostracion. O

Proposition 3.4. Sea (A; | i € I) una familia de 3-dlgebras y j € I. Entonces una
condicion necesaria y suficiente para que pr; sea un homomorfismosobreyectivo, es
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que desde A hasta cualquier otra X-dlgebra A; de la familia exista al menos un
homomorfismo.

Demostracion. O

Demuéstrese que no existe el producto de todas las 3-algebras no vacias.

Sea A una ¥-dlgebra y ® una relacién de equivalencia sobre A. Demuéstrese
que ® es una congruencia sobre A precisamente si ® es un cerrado de la 3-algebra
A x A.

Sean A y B dos X-édlgebras y f una aplicacién de A en B. Demuéstrese que f
es un homomorfismo de A en B precisamente si f es un cerrado de la 3-dlgebra
A x A.

Proposition 3.5. Sea (A; |i € I) una familia de 3-dlgebras. Entonces:

1. Si I = @, entonces [[(A; | ¢ € I) es una 3-dlgebra final.

2. Si(A;|i€I) es tal que, para cada i,j € I, A; = A, y A es el valor
comain, entonces denotamos por Al el producto [[(A; | i € I) de la familia
de X-dlgebras (A; | i € I), y al tinico homomorfismode A en A, deter-
minado por la familia de homomorfismos (ida | ¢ € I), lo denominamos el
homomorfismo diagonal de A en Al y lo denotamos por dg; a; ademds,
dg; A es un monomorfismo. Asi pués, para cada i € I, el diagrama:

A
id
ng,A A

Al —— A,

pr;

conmuta.
3. Si I es un conjunto final y su inico miembro es i, entonces

[T(A;|iel)=Al"
Por consiguiente, en este caso, [[(A; | i € I) es isomorfo a A,.
4. Si I tiene exactamente dos miembros y éstos son i y j, entonces
[IAsJie)=AixA; y J[(Ai[iel)=A;xA;

5. St para cada i € I, A; es una X-dlgebra final, entonces [[(A; | i € I) es
una X-dlgebra final.

Demostracion. O

Proposition 3.6 (Conmutatividad). Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras y
@ un automorfismo de I, entonces

[I(Ailie D) =]](Apu i €1).

Demostracion. O

Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (A; | j € J)
la restriccién de (A; | i € I) a J, si J C I, que no es mds que la composicién de
iny y de (A; | i € I). Ademds, usaremos pr; para denotar la proyeccién canénica
j-ésima, del producto de cualquier familia de 3-algebras para la cual se cumpla que
7 sea miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposition 3.7. Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras y J, K, L C I tales
que K C J y L C K. Entonces:
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1. pr;; = id[y(a,|jet), siendo pr; ; el dnico endomorfismo <prj |je J> de
la 3-dlgebra [[(A; | j € J) tal que, para cada j € J, el diagrama:

[I(A; 7€)

pr;
prJ,J‘/ !

[1(A; 1jeJ) Aj

, J

conmuta.
2. pry;, =DPrg [ opPr) K, i-e., el diagrama:

[1(A; 7€)

PrsL
Prj K

H(AklkGK) DIy L H(Al|lEL)

)

conmuta; siendo, para J,K C I, con K C J, prj g el dnico homomorfis-
mode la 3-dlgebra [[(A; | j € J) en la X-dlgebra [[(A | k € K) tal que,
para cada k € K, el diagrama:

[I(A;]j€J)
PI"J,KJ &
A K
[T(Ax [ F € K) ——= Ay
conmuta.
Demostracion. O

Proposition 3.8. Sean (A; | i € I) y (B; | i € I) dos familias de 3-dlgebras.
Entonces:
1. Si, para cada i € 1, A; < By, entonces [[(A; | i€ 1) <I[(B;]|ie ).
2. Si, para cada i € I, A; # @ y [[(A; |ieI) <]IB;|ie€l), entonces,
para cada i € I, A; < B;.

Demostracion. O

Proposition 3.9. Sean (A; |i € 1)y (B; | i € I) dos familias de 3-dlgebras y
(fi | i € I) una familia de homomorfismos en la que, para cadai € I, f;: A; —=B,;.
Entonces hay un inico homomorfismo, denotado por [[(f; | i € I) y denominado el
producto de (f; | i € I), de la X-dlgebra [[(A; | i € I) en la X-dlgebra [[(B; | ¢ € I)
tal que, para cada i € 1, el diagrama:

TT(A, i€ ) —2 > A,
[I(filieI) ‘fi

conmuta.

Demostracion. O
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Proposition 3.10. Sean (A; |i € I), (B;|i€I) y (C;|i € I) tres familias de
S-algebras y (f; | i € I) y (g; | ¢ € I) dos familias de homomorfismos tales que,
para cada i € I, fi: A, —=B; y g;: B;—=C,. Entonces:

L TI(ida, | i € I) = id[j(a,jien)-

2. [IgilieDo]l(filiel)=TI(gio fi | i€ I).

Demostracion. O

Proposition 3.11. Sean (A; | i € I), (B; | j € J) y (Cy | k € K) tres
familias de 3-dlgebras y (f; | j € J) y (9x | k € K) dos familias de homo-
morfismos tales que, para cada j € J, fj: [[(A; | i € I)—=Bj y, para cada
ke K, gp: [IB; | j € J)—=Cy. Entonces se cumple que el unico homomor-
fismo (gro(fj|j€J)| ke K) de la Z-dlgebra [[(A; | i € I) en la X-dlgebra
[I(Ck | k € K) tal que, para cada k € K, el diagrama:

[I(A;[ie )

olfilied
(geo(filje )| keK) grko(filied)

[[(Ck | k € K)

C
pPTy §

conmuta, coincide con la composicién del dnico homomorfismo (f; | j € J) de la
3-dlgebra [[(A; | i € I) en la B-dlgebra [[(B; | j € J) y del dnico homomorfismo
(gr | k € K) de la X-dlgebra [[(B; | j € J) en la X-dlgebra [[(Cy | k € K) tales
que, resp., para cada j € J y cada k € K, los dos tridngulos del diagrama:

[I(A; |ie)
i 1de) /i

[1B; |jeJ)— 2 2B,
(g | k € K) S

H(Ck ‘ ke K) DT, Ck

conmutan. Asi pués, se cumple que:
(gr [ ke K)o (fjljeJ)=(gro(filicJ)|keK)
Demostracion. (|

Proposition 3.12. Sean (A; |i € I) y (B; | i € I) dos familias de X-dlgebras y
(fi | © € I) una familia de homomorfismos en la que, para cadai € I, f;: A;—=B,.
Entonces:

1. Si para cada i € I, f; es una retraccion, entonces [[(fi | @ € I) es una
retraccion.

2. Sipara cadai € 1, f; es una seccidn, entonces [[(fi | ¢ € I) es una seccidn.

3. Si para cada i € I, f; es un isomorfismo, entonces [[(f; | i € I) es un
isomorfismo.

4. Si para cada i € 1, f; es un monomorfismo, entonces [[(f; | i € I) es un
monomorfismo.

5. Si para cada i € I, f; es constante, entonces [[(fi | i € I) es constante.

Demostracion. O
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Corollary 3.13. Sea I un conjunto y f: A——=B un homomorfismo. Si f es una
retraccion (resp. una seccidn, isomorfismo, monomorfismo, constante), entonces
ft, i.e., el producto de la familia (f | i € I), es una retraccion (resp. una seccion,
isomorfismo, monomorfismo, constante) de Al en BI.

Demostracion. O

Proposition 3.14 (Asociatividad del producto). Sea (A; | i € I) una familia de
Y-dlgebras y (J; | 1 € L) una familia de subconjuntos de I tal que \|J(J; |1 € L) =1
y, para cada l,m € L, sil # m, entonces J; N Jy,, = &. Entonces

[TA; |ie D) =2T[(JJ(A:; |ie J)|lel).

Demostracion. O

Proposition 3.15. Sea (A; | i € I) una familia no vacia de X-dlgebras, B una
Y-dlgebra y (f; | i € I) una familia no vacia de homomorfismos en la que, para
cadai € I, fi: B—=A,. Entonces Ker((f; | i € I)) = N(Ker(f;) | i € I).

Demostracion. O

Proposition 3.16. Sean A y B dos X-dlgebras y f una aplicacion de A en B.
Entonces son equivalentes:

1. f es un homomorfismo de A en B.
2. La funcion subyacente de f es una subdlgebra de A x B.

Demostracion. O

Proposition 3.17. Sea A una X-dlgebra y ® una relacion de equivalencia sobre
A. Entonces son equivalentes:

1. ® es una congruencia sobre A.
2. ® es una subalgebra de A x A.

3.2. Congruencias factoriales.

Proposition 3.18. Sean ® y ¥ dos congruencias sobre una X-dlgebra A.. Entonces
(P, U) es un par de congruencias factoriales complementarias sobre A si se cumple
que:

DAY =A
PoV =VoVU
dVVv=V.

Una congruencia ® sobre A es factorial si eziste una congruencia U sobre A tal
que (P, V) es un par de congruencias factoriales complementarias sobre A.

Proposition 3.19. Sean A y B dos X-dlgebras. Entonces (ker(pry, ker(pry) es un
par de congruencias factoriales complementarias sobre A.

Demostracion. O

Proposition 3.20. Si (®,¥) es un par de congruencias factoriales complementa-
rias sobre A entonces A 2 A/P x A/U.

Demostracion. O
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3.3. Algebras directamente indescomponibles.

Definition 3.21. Una X-algebra A es directamente descomponible si no es subfinal
y es isomorfa a un producto de dos ¥-algebras no subfinales. Una X-algebra A es
directamente indescomponible si es subfinal o no es isomorfa a un producto de dos
3 -algebras no subfinales.

Demuéstrese que cada 3-dlgebra finita A cuyo cardinal sea un nimero primo es
directamente indescomponible.
Demuéstrese que cada 3-algebra A simple es directamente indescomponible.

Proposition 3.22. Una condicion necesaria y suficiente para que una 3-dlgebra A
sea directamente indescomponible es que las unicas congruencias factoriales sobre
ella sean Ax y V4.

Demostracion. O

Proposition 3.23. Cada X-dlgebra finita es isomorfa al producto de una familia
finita de 3-dlgebras directamente indescomponibles.

Demostracion. Sea A una X-algebra finita. La demostracién es por induccién finita
sobre el cardinal de A. Si card(A) < 1 entonces A es indescomponible. Supongamos
que para 1 < n se cumpla que cada X-dlgebra B con card(B) < n, sea isomorfa al
producto de una familia finita de 3-dlgebras directamente indescomponibles y sea
A una X-algebra cuyo cardinal sea n + 1. Si A es directamente indescomponible
la proposicion queda demostrada. En caso contrario, A = Ay x Aj, no siendo
ni Ag ni Ay subfinales. De donde card(4g) y card(A4;) < card(A), luego, por la
hipotesis de induccién, tenemos que Ag = HjeT By A1 = [],cs Ck, siendo B; y
Cj, directamente indecomponibles. Por consiguiente A =[], Bj x [[;,Cx O

3.4. Algebras subdirectamente irreducibles.

Definition 3.24. Sea A una X-dlgebra y (A; | i € I) una familia de 3-4lgebras.
Decimos que A es un producto subdirecto de la familia (A; | i € I) y lo denotamos
por A < [[(A; | i € I), si se cumple que:

1. A es una subélgebra de [[(A; | i € I).

2. Para cada i € I, pr; oina es sobreyectiva, i.e., pr; oina[A4] = A;.
Un encajamiento f: A——[[(A; | i € I) es subdirecto si f[A] es un producto
subdirecto de (A; | i € I).

Si f: A—=[[(A; | ¢ € I) es un encajamiento subdirecto e I # @ entonces,
para cada ¢ € I, pr; es sobreyectiva. Por consiguiente, si A es subterminal, entonces
se cumple que A 2 [[(A; | i € I) = A;, para cada i € I. Si el conjunto de indices I
es vacio, entonces [[(A; | ¢ € I) es la 3-algebra terminal 1, y A es un subterminal
cuyo encajamiento en 1 es vacuamente subdirecto.

Proposition 3.25. Sea A una X-dlgebra y (9, | i € I) una familia de congruen-
cias sobre A. Entonces A/(\(®; | ¢ € I) puede ser subdirectamente encajado en
[[(A/®; i€ )

Demostracion. Sea, para cada i € I, PIn,, @0, la tinica aplicaciéon de A/(;c; P
en A/®; tal que prpy @@, 0PI, @, = Pl Entonces

<prﬂiej ;,0,)icl s A Nier Pi— [lies A/Pi,

la tnica aplicacién determinada por la propiedad universal del producto, es un
encajamiento subdirecto. O



65

Corollary 3.26. Sea A una X-dlgebra y (®; | i € I) una familia de congruen-
cias sobre A tal que (\;c; i = Aa. Entonces (pr;)icr: A——[[;c; A/®; es un
encajamiento subdirecto.

i€l

Definition 3.27. Una 3-dlgebra A es subdirectamente indescomponible si para
cada encajamiento subdirecto f: A ——=[][,c; Ay, con I # @, existe un i € I tal
que pr; o f: A——= A, es inyectiva (y por tanto un isomorfismo).

Proposition 3.28. Una X-dlgebra A es subdirectamente indescomponible exacta-
mente si A es subterminal o existe un congruencia minima en Con(A) — Ay4.

Demostracion. Si A no es subterminal y Con(A) — {Aa} no contiene una con-
gruencia minima entonces [J(Con(A) —{Aa}) = Aa. Sea I = Con(A) —{Aa}. La
aplicacién canénica (prg | ® € I): A— []4.; A/P es un encajamiento subdirec-
to por el corolario anterior y puesto que las proyecciones canénicas prg,: A —= A /P
no son inyectivas para ninguna congruencia ® € I, se cumple que A no es subdirec-
tamente indescomponible. Si A es subterminal y f: A —=[],.; A; es un encaja-
miento subdirecto, con I # @ entonces se cumple, para cada ¢ € I, que pr;o f es un
isomorfismo y A es subdirectamente indescomponible. Si A no es subterminal, sea
® =[(Con(A)—{Aa}) # Aa. Sea (a,b) € P tal que a #b. Si f: A— Hvel

es un encajamiento subdirecto, entonces existe un i € I tal que f;(a) # fi(b) con
fi = pr; o f, ya que en caso contrario (a,b) € ker(f) = Aa y a = b. Por consi-
guiente, (a,b) & Ker(f;) y ® € Ker(f;), luego Ker(f;) =Aa y fi: A—=A,; es un
isomorfismo. Por lo tanto, A es subdirectamente indescomponible. O

La propiedad de que Con(A) — {AA} tenga un minimo es equivalente a la pro-
piedad de que Ap sea completamente inf-irreducible. Un elemento [ de un reticulo
L es completamente inf-irreducible si para cada conjunto I, y cada (I* |i € I) € L,
sil=1nf(l*| i € I) entonces existe un i € I tal que [ = [*.

Si en una X-algebra A el reticulo Con(A) — {Aa} tiene un minimo, el reticulo
de las congruencias sobre A tiene la forma

/\

\i/ i

Aa
A @ se le llama el monolito de A, y se le denota mediante M . El monolito de A
tiene una propiedad notable y es la de estar generado por cualquiera de sus deltas
de Kronecker, i.e., Mao = Cgp (6°(®?)) para cada s € S y cada (a,b) € Ma con
a #b.

Proposition 3.29. Cada X-dlgebra A simple es subdirectamente indescomponible
y estas a su vez son directamente indescomponibles.

{Aa})

Demostracion. Las tnicas congruencias factoriales de A son A4 y V4, por lo que
A es directamente indescomponible. O



66 JUAN CLIMENT

Theorem 3.30 (Birkhoff). Toda X-dlgebra es isomorfa a un producto subdirecto
de X-dlgebras subdirectamente indescomponibles (que son imdgenes homomorfas de

A).

Demostracion. Puesto que las 3-algebras subterminales son subdirectamente in-
descomponible, es suficiente considerar las 3-algebras no subterminales. Si A no es
subterminal, existe un s € S tal que card(As) > 2. Sea

I={(t,a,b) |t e S card(A) > 2,(a,b) € Ay — Aa,}

Puesto que Ay N §5(@Y) = (| s € S), existe una congruencia ®* sobre A tal
que 140 N §H(@b) = (| s € S) y maximal con esa propiedad. En el diagrama

A

f

H(t,(a,b))el A/q’t’a’b

t,a,b
prt,a,b A/‘I)
sea f la unica S-aplicacion que existe en virtud de la propiedad universal del pro-
ducto de las A /®H%°. Veamos que f es inyectiva, i.e., que Ker(f) = A4. Para ello
es Terminar la demostracién (|

Corollary 3.31. Cada X-dlgebra finita es isomorfa a un producto subdirecto de un
numero finito de 3-dlgebras finitas subdirectamente indescomponibles.

Demostracion. (]
3.5. Igualadores de los homomorfismos.

Proposition 3.32. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos. Entonces existe un
par ordenado (Eq(f,g),eq(f,g)), el igualador de f y g, en el que Eq(f,g) es una
3-dlgebra y eq(f,g) un homomorfismode Eq(f,g) en A, que tiene las siguientes
propiedades:

L. foeq(f,g) =goeq(f,9g).

2. (Propiedad universal del igualador) Para cualquier X-dlgebra X y cual-
quier homomorfismo h: X——= A, si f o h = go h, entonces hay un unico
homomorfismo t: X —=Eq(f,g) tal que eq(f,g) ot = h.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

t

/
E —_— =
(g)eq(ﬁg) A g

Demostracion. Sea Eq(f, g) el subconjunto de A definido como:

Eq(f,9) ={a€ A| f(a) =g(a) }.
Se cumple que Eq(f, g) es un cerrado de A y que eq(f, g), la inclusién candnica de
Eq(f,g) en A, es un homomorfismo de Eq(f,g) en A.

Es evidente que foeq(f,g9) = goeq(f,g). Ademds, si X es una 3-dlgebra y
h: X—= A un homomorfismo tal que f oh = g o h, entonces Im(h) C Eq(f,g),
luego, por la propiedad universal de la subdlgebra, hay un tnico homomorfismo
t: X —Eq(f,g) tal que eq(f,g) ot = h.

B

O
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En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par orde-
nado, formado por una X-algebra y un homomorfismodesde la X-algebra hasta el
dominio de los homomorfismos dados, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero
no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico. Demostramos a continua-
cién que el par ordenado de la proposicién anterior, es Gnico, sélo, salvo (un tnico)
isomorfismo.

Proposition 3.33. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos. Si un par ordenado
(E,e), en el que E es una X-dlgebra y e: E——= A un homomorfismo, tiene las
propiedades:
1. foe=goe.
2. Para cualquier X-dlgebra X y cada homomorfismoh: X —= A, si foh =
g o h, entonces hay un dunico homomorfismou: X —=E tal que eou = h.

Entonces hay un tdnico isomorfismo t: E—=Eq(f, g) tal que el diagrama:

E
. e
Eq(f,9) ———A
eq(f,9)
conmuta.
Demostracion. O

Corollary 3.34. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos. Una condicion nece-
saria y suficiente para que f y g coincidan es que coincidan en un conjunto de
generadores de A.

Demostracion. O

Corollary 3.35. Sean A y B dos X-dlgebras, X un conjunto de generadores de A y
f: X ——= B una aplicacion. Entonces hay a lo sumo un homomorfismog: A —=B
tal que gl X = f. En particular, cualquier homomorfismoestd univocamente deter-
minado por su restriccion a un conjunto de generadores de su dominio.

Demostracion. O

Corollary 3.36. Sea A una X-dlgebra y f un endomorfismo de A. Entonces el
conjunto de los puntos fijos de f es una subdlgebra de A.

Demostracion. O

Proposition 3.37. Si el diagrama:

f
A B
)
u v
f/
A’ . B
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conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog= g ou, entonces hay un unico
homomorfismoEq(u,v): Eq(f,9) —=Ea(f’, ¢’) tal que el diagrama:

eq(f,9)

Eq(f,9)
Eq(u,v) u
Eq(f'.g') ——— A’
eq(f',q")
conmuta.
Demostracion. O

Demuéstrese que:
1. Para el diagrama, serialmente, conmutativo:

f
A B
)
ldA ldB
.
A B
g

se cumple que
Eq(idA, ldB) = iqu(ﬁg).
2. Silos diagramas:

f f!
A B y A’ B’
g g’
U v u/ U/
Jc/ f//
A/ — B’ A B
g/ g//

son, serialmente, conmutativos, entonces se cumple que
Eq(u’,v") o Eq(u,v) = Eq(u’ o u,v' o v).

Definition 3.38. Un homomorfismof: A ——=B es un monomorfismo regular si
existen dos homomorfismos u,v: B——= C tales que el par ordenado (A, f) es un
igualador de u y v.

Proposition 3.39. Un homomorfismo f: A——=B es un monomorfismo reqular
precisamente Si es inyectivo.

Ahora que disponemos de los conceptos de producto y de igualador, demostra-
mos, apoyandonos en ellos, la existencia de un nuevo tipo de limite proyectivo, el
de producto fibrado de dos homomorfismos con el mismo codominio.

3.6. Productos fibrados de homomorfismos.

Proposition 3.40. Sean f: A——=C y g: B——=C dos homomorfismos con el
mismo codominio. Entonces existe un par ordenado (AxcB, (pa,pB)), el producto
fibrado de A y B sobre C relativo a f vy g, en el que A xXc B es una X-dlgebra,
pa un homomorfismode A xc B en A y pg un homomorfismode A xc B en B,
que tiene las siguientes propiedades:
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1. El diagrama:
AxcB—2 .

bA g

conmuta.
2. (Propiedad universal del producto fibrado) Para cada X-dlgebra X y cua-
lesquiera homomorfismos u: X —= A yv: X——=B si el diagrama:

X v

oy

U g

A—

f

Q

conmuta, entonces hay un unico homomorfismot: X —= A x¢ B tal que
los dos tridngulos del diagrama:

conmutan.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

Demostracion. Sea A X¢ B el subconjunto de A x B definido como:
AxcB={(a,b)€AxB|f(a)=g0)}

Se cumple que A x¢ B es un cerrado de A x B y que pao = prp [ AxcBy
pB = prg | A x¢ B son homomorfismos de A xc B en A y en B, respectivamente.
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Es evidente que entonces el diagrama:
bB
A Xc B—B

ba g

conmuta.
Ademss, si X es una X-dlgebray u: X —= A, v: X —= B dos homomorfismoss

tales que el diagrama:

X v

B
U g

A—C
f

conmuta, entonces, por la propiedad universal del producto, hay un tnico homo-
morfismo (u,v) : X —=A][B tal que prp o (u,v) = u y prg o (u,v) = vy, por
cumplirse que fou = gow, tenemos que Im({u,v)) C A X B, luego, por la propie-
dad universal de la subédlgebra, hay un tnico homomorfismo ¢ de X en A xc B tal
que inaxoB ©t = (u,v). Para el homomorfismo ¢ se cumple que los dos tridngulos
del diagrama:

conmutan. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que ¢ es el tiinico homomor-
fismo de X en A x¢ B con las propiedades indicadas. O

Cuando digamos de un diagrama de la forma:

X—U>B
U g
A C

que es un cuadrado cartesiano, ello significard que la 3-dlgebra X es un producto
fibrado de A y B sobre C relativo a f y g, y que u y v son los homomorfismos
estructurales.

En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo codominio, la existencia de al menos un par ordenado, formado
por una X-dlgebra y dos homomorfismos desde la 3-algebra hasta los dominios de
los homomorfismos dados, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no hemos
afirmado que tal par sea absolutamente tinico. Demostramos a continuacién que el
par ordenado de la proposicién anterior, es inico, s6lo, salvo (un tinico) isomorfismo.
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Proposition 3.41. Sean f: A——=C y g: B——=C dos homomorfismos con el
mismo codominio. Si un par ordenado (E, (p,q)), en el que E es una X-dlgebra,
p: E—= A y q: E—— B tiene las propiedades:

1. El diagrama:

E—2L . g

p F

A C
f

conmuta.
2. Para cada 3-dlgebra X y cualesquiera homomorfismosu: X —= A yv: X—B
si el diagrama:

x—Y o

s}

U g

Q

AT

conmuta, entonces hay un unico homomorfismot: X —=E tal que los dos
tridngulos del diagrama:

conmutan.

Entonces hay un unico isomorfismo t: E——= A xc B tal que los dos tridngulos del

diagrama:
E
\ q
AxcB— B g
p
pa
A

conmutan.

Demostracion. O
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Proposition 3.42. Si el diagrama:

A/ > C/

f/

conmuta, entonces hay un inico homomorfismo u X, v: A xgcB—= A’ xco B’ tal
que el diagrama:

AxcB—1EB B
pa ‘
u X‘w v q
A 7 C v
u A/ X B/ pB’ B/
D w
A/
/ %
A/ f/ C/

conmuta.

Demuéstrese que:

1. Para el diagrama conmutativo:

ida ide

B
e
C idp
B
'y

C

se cumple que

idA Xide idB = idAch~
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2. Silos diagramas:

B vy , B
Y v
i
A —>f C v A/ f C/ 1)/
U w B’ o w' B
A 4
A/ —/> C/ A// > C//
f f//

conmutan, entonces se cumple que
(U X V') 0 (U Xy ) = (U 0U) Xyprow (v 00).

Sean ® y ¥ dos congruencias sobre una X-algebra A. Demuéstrese que el dia-
grama

p
A/DNT ooy

A/T
Ponw, e Pw,cg, (@UT)

A/ A/Cgp(®U VY
¥ bacencaom 1 CEALTUY)

conmuta, pero que no es necesariamente un cuadrado cartesiano.

Proposition 3.43. Sea f: A——=B un homomorfismo. Entonces el producto fi-
brado de A y A sobre B relativo a f y f es, esencialmente, i.e., salvo isomorfismo,
(Ker(f), (pa,pB)), siendo pa, la restriccion de prp a Ker(f) y ps, la restriccion
de prg a Ker(f).

Demostracion. O

Proposition 3.44. Sean A y B dos cerrados de X. Entonces el producto fibrado
de A y B sobre X relativo a ina e ing es, esencialmente, i.e., salvo isomorfismo,
(ANB,(inanB,a,inanB,B))-

Demostracion. O

Proposition 3.45. Sea f: A——=B un homomorfismo e Y un cerrado de B. En-
tonces el producto fibrado de A eY sobre B relativo a f yiny es, esencialmente,

i.e., salvo isomorfismo, (f~*(Y), (iny-1(yy, f }(,I(Y) ).

3.7. Sistemas proyectivos de X-algebras. A continuacién consideramos los
conceptos de sistema proyectivo de X-algebras y morfismo proyectivo entre siste-
mas proyectivos de X-dlgebras, nociones debidas, en casos particulares, a Cech y
Herbrand y, con toda generalidad, a Steenrod, y que son de gran importancia para
la topologia algebraica y el dlgabra homoldégica.

Definition 3.46. Un sistema proyectivo de X-dlgebras es un par ordenado (S, .A)
en el que S es un conjunto preordenado y A = ((As | s € S),(as s | (s,5) €=))
tal que:

1. Para cada s € S, Ag es una X-dlgebra.

2. Para cada (s,s’) €=, ay s: Ay —> A, es un homomorfismo.

3. Para cada s € S, a5 s =ida,.
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4. Para cada s,¢',s" € S, si (s,8") €X'y (s',5") €=, entonces el diagrama:

G,s//vs/
Ay — Ay

A los homomorfismos ay s: Ay — A, los denominamos los homomorfismos de
transicion del sistema proyectivo de X-algebras (S, .A).

Example. Sean S un conjunto y (Ag | s € S) una familia de 3-4lgebras indexada
por S. Entonces

(Subg(5), (TI(As [ s € F) | F € Subs(9)), (prg.r | F € G)))
es un sistema proyectivo de 3-dlgebras.

Example. Sean S un conjunto no vacfo, A una X-algebra y (X5 | s € S) una
familia de subélgebras de A tal que, para cualesquiera s, s’ € S exista un s’ € S de
modo que X, C X, N X, . Entonces, considerando sobre S el preorden < definido
como:

SjS/HXs’nga

tenemos que

s25)))

(S, (Xs | s €9),(inx_, x,
es un sistema proyectivo de 3-algebras.
3.8. Limites proyectivos de los sistemas proyectivos.

Proposition 3.47. Sea (S,.A) un sistema proyectivo de X-dlgebras. Entonces hay
un par ordenado (lim(S, A), (as | s € S)), el limite proyectivo del sistema proyectivo
(S, A), en el que @(S,A) es una X-dlgebra y, para cada s € S, ag, la proyecciéon
candnica s-ésima, es un homomorfismode lim(S, . A) en A, tal que:

1. Para cada (s,s") €=, el diagrama:

lim(S, A)
A, A,
a

s’.s

conmuta.
2. (Propiedad universal.) Para cada par ordenado (L, (ls | s € S)) en el que,
para cada s € S, ls: L—= A, si, para cada (s,8") €=, el diagrama:

L
2N
Ay A,
As! s

3
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conmuta, entonces hay un tinico homomorfismou: L — @(S, A) tal que,
para cada s € S, el diagrama:

conmuta.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

L
u
ly
lim(S, .A)
—
A — A,

)

Demostracidn. Sea lim(S, A) el subconjunto de J[(As | s € 5) definido como:
m(S, A) = {z € [[(As | s € §) [ V(s,8") €X (as s(pry(2)) = pry(z)) }.

De manera que los miembros de @(S, A) son precisamente aquellas funciones de
eleccién x, para (A | s € S), tales que, para cada (s, s’) €=, la coordenada s-ésima
de z es la transformada mediante a5 de la coordenada s’-ésima de x. Entonces se
cumple que lim(S, A) es un cerrado de la X-dlgebra [J(A; | s € 5).

En efecto, dado un o € ¥, con ar(c) = n, y una familia (zo | @ € n) en
lim(8, A), la funcién de eleccién (Fj(za(s) | a € n) [ s € S) estd en Lim(S, A),
porque si (s,s") €=, entonces

as/7s(FS’(xa(s’) | €n)) =Fi(ay s(xa(s") |a€n) (porque ay s: Ay —>Ay)

g

=FJ(za(s) | @ €n) (porque z, € lim(S, A))

Ademds, para cada s € S, sea a, la restriccién de pry a la subdlgebra lim(S, A)
de [[(As | s € S). Entonces el par ordenado (im(S,.A), (a; | s € 5)) cumple las
condiciones de la proposicién. En efecto, por una parte, es evidente, en virtud de
las definiciones, que, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

lim(S, A)
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conmuta. Por otra parte, si un par ordenado (L, (I5 | s € 5)), arbitrario, pero fijo, en
el que, para cada s € S, l;: L——= Ag, es tal que, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

L
Ay i A,

conmuta, entonces, en virtud de la conmutatividad del diagrama anterior, se cum-
ple que Im({l5 | s € 5)) es una subdlgebra de lim(S,.4), luego, por la propiedad

universal de la subdlgebra, hay un tinico homomorfismou: L — lim(S, A) tal que
el diagrama:

L
. (s |s€8)
lim(S, A) [1A, [ s€5)

Nyim(s,.A)
—
conmuta. Ahora bien, puesto que, para cada s € S, en el diagrama:

L

L
(s|s€S)
u
H(S7A) H(As | s € S) —r> As

Qs

el tridngulo de la izquierda, el de la derecha y el inferior, conmutan, también, para
cada s € S, conmuta el diagrama:

L

u

lim(S, A) A,

S
Por consiguiente hay al menos un homomorfismou de L en liin(S, A) tal que, para
cada s € S, as ou = l5. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que hay a lo

sumo un homomorfismou de L en liLn(S, A) tal que, para cada s € S, as ou = .
O

En la proposicién anterior se ha demostrado, para un sistema proyectivo de 3-
algebras, la existencia de al menos un par ordenado, formado por ua X-algebra y
una familia de homomorfismos desde la X-algebra hasta cada uno de las 3-algebras
de la familia de X-dlgebras subyacente a la segunda coordenada del sistema pro-
yectivo, sujeto a cumplir, por una parte, una condiciéon de compatibilidad respecto
de los homomorfismos subyacentes a la segunda coordenada del sistema proyecti-
vo, y, por otra, una cierta propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que tal
par sea absolutamente unico, ni que el limite proyectivo de un sistema proyectivo
de X-dlgebras sea no vacio, ni que las proyecciones candnicas sean necesariamente
inyectivas o biyectivas.
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Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:
» El par ordenado de la proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.
= Una condicién suficiente para que una proyecciéon canoénica sea inyectiva,
resp., biyectiva, es que el conjunto preordenado, subyacente al sistema pro-
yectivo, esté dirigido superiormente y que los homomorfismos de transiciéon
sean inyectivos, resp., biyectivos.

Proposition 3.48. Sea (S,.A) un sistema proyectivo de conjuntos. Entonces:

L. Para cada -dlgebra X y cualesquiera homomorfismos f,g: X — lim(S, A),
si, para cada s € S, el diagrama:

aso f

TN

lim(S, A) & A,

—_—
v

as0g

X

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia de homomorfismos (as | s € S) es
colectivamente monomorfica.

2. Para cada par ordenado (L, (ls | s € 5)), en el que L sea una X-dlgebra y,
para cada s € S, ls: L—= A, si para cada (s,s') €=, el diagrama:

L
/ \
A, A,
As! s

3

conmuta, y para cada epimorfismo t: lim(S, A) —+L, si, para cada s € S,

el digrama:
(S,4) A,
L

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (as | s € S) es
extremal.

lim
am

Demostracion. O

Corollary 3.49. Sea (S, .A) un sistema proyectivo de X-dlgebras. Si un par ordena-
do (P, (ps | s €59)), en el que P es una X-dlgebra y, para cada s € S, ps: P—= A,
cumple que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

P
Ds’ Ds

conmuta.
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2. Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)), en el que L es una X-dlgebra vy,
para cada s € S, lg: L——= Ay, si, para cada (s,s") €=, el diagrama:

L
A, i A,

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo u: L——=P tal que, para
cada s € S, el diagrama:
L
‘ L
U
P

A

Ps 5

conmuta.

Entonces hay un tnico isomorfismo t de P en lim(S,.A) tal que, para cada s € S,
el diagrama:

e,

conmuta.

Demostracion. O

Demuéstrese que el limite proyectivo del sistema proyectivo del ejemplo 3.7 es
isomorfo a [[(As | s € S).

Demuéstrese que el limite proyectivo del sistema proyectivo del ejemplo 3.7 es
isomorfo a (X | s € 5).

Proposition 3.50. Sea (S,.A) un sistema proyectivo de 3-dlgebras y (L, (Is | s €
S)) tal que, para cada s € S, ls: L—= A y para cada (s,s") €=, el diagrama:

L
A A,
as’ s

conmuta. Entonces, el unico homomorfismou: L — liil(s, A) es inyectivo preci-
samente si la familia de homomorfismos (ls | s € S) separa puntos de L, i.e., si es
tal que, para cada x,y € L, si x # y, entonces hay un s € S tal que ls(x) # l5(y).

Demostracidn. La condicion es necesaria. En efecto, si u: L—— lim(S,.A) es in-
yectivo y x,y € L son tales que x # y, entonces u(x) # u(y), pero u(x),u(y) €
lim(S,A) y, por ser este conjunto subconjunto de [[(As | s € S), u(z),u(y)
son funciones de eleccién distintas, luego hay un s € S tal que u(z)s # u(y)s.
Sea s € S uno de ellos, arbitrario, pero fijo. Ahora bien, por la definiciéon de wu,

u(@) = (ls(z) [ s € §) y uly) = (Ls(y) | s € 5), luego Ls(x) # Is(y)-
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La condicidn es suficiente. En efecto, si la familia de homomorfismos (I5 | s € S)
separa puntos de L y x,y € L son tales que x # y, entonces hay un s € S tal que
ls(x) # ls(y). Ahora bien, u(z) = (Is(x) | s € ) y u(y) = (Is(y) | s € S), luego
u(z) # u(y).

U

Proposition 3.51. Sea (S,.A) un sisterma proyectivo de X-dlgebras. Si S estd di-
rigido superiormente y, para cada (s,s") €=, ay s: Ay —>= A, es inyectivo, resp.,
bitectivo, entonces, para cada s € S, as: &H(S,A)%AS, es inyectivo, Tesp.,
bitectivo.

Demostracion. O

3.9. Morfismos proyectivos entre sistemas proyectivos.

Definition 3.52. Si (S,.A4) y (T, B) son dos sistemas proyectivos de 3-algebras, un
morfismo proyectivo de (S, A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S,.A), ®, (T, B)),
abreviado como ® y denotado por
®: (S, 4)—(T,B),
enel que ® = (p, f), con op: T—=Sy f=(f; |t €T), siendo, para cada t € T,
ft: A‘P(t) HBD i.e.,
(felteT)e][(Hom(Ayq,By) [teT),

tal que, para cada (t,t') €=, el diagrama:

Te
Apw)

B.
Qoo ('), (1) be

Ayt —— By
t

conmuta. Ademss, (T,.A,) es el sistema proyectivo de X-algebras para el que la
coordenada t-ésima de la primera componente de A, es A, para cada t € T,
y la coordenada (t,t)-ésima de la segunda componente de A, es ay,/),,(t), Para
cada (¢,t') €=.
Proposition 3.53.
1. Si (S,.A) es un sistema proyectivo de 3-dlgebras, entonces
id(st) = (ids, idA),
es un endomorfismo proyectivo de (S, .A), el morfismo proyectivo identidad
de (S, A).
2. Si(S,A), (T,B) y (U,C) son tres sistemas proyectivos de X-dlgebras, ® =

(¢, f) un morfismo proyectivo del primero en el seqgundo y ¥ = (1, g) uno
del sequndo en el tercero, entonces

Vod= (‘Pow7gofﬂ))7
siendo fy la familia indexada por U, cuya coordenada u-ésima es:
Fot Apw) —Byw),

y, por lo tanto, siendo g o fy la familia de homomorfismos, indexada por
U, cuya coordenada u-ésima es:

o) Ju

Byw ———C

A (p(u))

u
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es un morfismo proyectivo de (S,.A) en (U,C), el morfismo proyectivo com-
posicién de ambos.

Demostracion. Puesto que la primera parte es obvia, nos limitamos a demostrar la

segunda.
Por ser @ = (¢, f) y ¥ = (¢, g) morfismos proyectivos, los diagramas:
ft’ Gu’
A By vy By () Cu
Qo) (1) l ber e by (ur) () L Cu’u
Apt) —— By By Cu
ft Gu
conmutan. Por consiguiente el diagrama:
Gu © fyw)
Ap(p(u)) —— Cu
aso(w(u/))vso(?b(u))L Cu’ u
Ap(p(w) C.
Gu © fip(u)
también conmuta. O

Proposition 3.54. Sea ® un morfismo proyectivo de (S, A) en (T,B), ¥ uno de
(T,B) en (U,C) y E uno de (U,C) en (V, D). Entonces:

1. (Asociatividad). El diagrama:

(Eo0T)o®

/\

EW

conmuta.
2. (Neutros). Los diagramas:

d
(S, A) —o2

5,4 ¢y (54

conmutan.

Demostracion. O
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3.10. Limites proyectivos de los morfismos proyectivos.

Proposition 3.55. Si ®: (S, A)— (T, B) es un morfismo proyectivo, entonces
hay un unico homomorfismo

lim ®: lim(S,.A) — lim(T, B),
— — —
denominada el limite proyectivo de ® tal que, para cada t € T, el diagrama:

Go(t)

lim(S, A) Apt)
lim @ 7
lim(T, B B
lim(T, B) 0 ’
conmuta. Ademds, el diagrama:
lim(S, .4)
a
P, w(t)
lim & lim(T, A,) e Apr)
I/ fi

liLn(Tv B) Bt

t
conmuta, siendo p,, el inico homomorfismode lim(S,.A) en lim(T,.A,) tal que el
diagrama:

) inl{iﬂl(s,A)
lim(S, A) (A, |s€S5)
Dy pr,

lin(T, A,) [M(Apw [ teT)

Hll(iin(T»Aw)

conmuta, y, denotdndolo por el mismo simbolo, [] f el tdnico homomorfismode
lim(T, Ay,) en lim(T, B) tal que el diagrama:

, Miim (T,.4,)
lgl(T,A@)

[[(Agwy [ t€T)
o .

lim(T, B)

[IB:|teT)

in{iln(Tﬁ)
conmuta. Asi que
lim® = [1fop,.
Demostracion. O

Proposition 3.56. Sean ®: (S, A)—(T,B) y ¥: (T,B)—(U,C) dos mor-
fismos proyectivos. Entonces:
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1. limid(s ) = idjim(s.4)-
2. lim(¥ o @) =1lim ¥ o lim .
pa— Pk P
Ademds, si ® = (¢, f) y ¥ = (¢,g), entonces el diagrama:

lim W o ®
pa—

lim(S, .A) = lim(T, B) lim(U, C)
’ LT Il
liLn(Ta Atp) — l&n(Uv Bw)
D
Poor x I fe [(g o fo)
@(Ua Agool/))
conmuta.
Demostracion. O

Proposition 3.57. Sea ®: (S, A)—— (T, B) un morfismo proyectivo. Si S y T
estdn dirigidos superiormente y hay un subconjunto T' de T que es cofinal en T,
©«(T") es cofinal en S y, para cadat’ € T', fy: A,y —=By es biyectiva, entonces
@1@ es biyectiva.

Demostracion. O

Antes de enunciar un corolario de la proposicién anterior, convenimos que si
(S,.A) es un sistema proyectivo de X-dlgebras y S’ un subconjunto de S, y siendo
S’ el par ordenado (57, < N(S" x S’)), que es, a su vez, un conjunto preordenado,
entonces (S, .A)[5’, la restriccion de (S,.A) a S’, denota el sistema proyectivo de 3-
algebras cuya primera coordenada es (S, < N(S’' x §')) y cuya segunda coordenada
tiene como primera componente la restriccién de (A | s € S) a S’ y como segunda
componente la restriccién de (as s | (s,5") €=X) a = N(S" x 57).

Corollary 3.58. Si (S, .A) es un sisterna proyectivo de X-dlgebras tal que S estd di-
rigido superiormente y S’ es un subconjunto cofinal de S, entonces para el morfismo
proyectivo candnico ® = (ing/, (ida_, | 8" € 5”)) de (S,.A) en (S, A)[S" se cumple
que 1131@ es un isomorfismo.

Demostracion. O

Corollary 3.59. Si (S, .A) es un sistema proyectivo de X-dlgebras tal que S estd di-
rigido superiormente y S’ es un subconjunto cofinal de S, entonces una condicién
necesaria y suficiente para que dos miembros de liLn(S,A) coincidan es que coinci-
dan sus restricciones a S'.

Demostracion. O

3.11. Algunos limites y colimites de familias de sistemas proyectivos.
Del mismo modo que para el universo de conjuntos y aplicaciones, demostramos
la existencia de productos y coproductos de familias de conjuntos asi como la de
coigualadores de pares de aplicaciones con el mismo dominio y codominio, ahora,
para el universo de discurso formado por los sistemas proyectivos de X-adlgebras y
los morfismos entre ellos, demostramos la existencia de productos y coproductos
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de familias de sistemas proyectivos de X-algebras, asi como la de coigualadores de
pares de morfismos con el mismo dominio y codominio.

Proposition 3.60. Sea ((S%,.A") | i € I) una familia de sistemas proyectivos
de S-dlgebras. Entonces hay un par ordenado ([((S%,A")|i€I),(pr'|i€I)),
también denotado por ([],c;(S%, A"), (pr' | i € I)), en el que [T((S%, A") | i € I), el
producto de ((S%, A") | i € I), es un sistema proyectivo de X-dlgebras vy, para cada
i € I, pr', la proyeccién canénica i-ésima del producto, es un morfismo proyectivo
de T1((S%, A") | i € I) en (S',.A"), que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado ((T,B), (V' | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
proyectivo de X-dlgebras y, para cada i € I, ¥*: (T, B) —(S', A"), hay un tinico
morfismo proyectivo (¥* | i € I) : (T, B) — T1((S%, A" | i € I) tal que, para cada
i €1, el diagrama:

(T, B)

(Wiliel)

[1((s", A" |ie) — (S, A)
pr’
conmuta.
Demostracion. Es suficiente tomar como primera coordenada de []((S?,.A") | i € I)
el coproducto de la familia de conjuntos preordenados (S¢ | i € I), que es (J[(S* |
i € I),=), siendo < el preorden sobre [[(S? | i € I) definido como:
(5,i) < (s',j) siysblosii=jys="s,
y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es
(AL (s,1) € (8" [i € D))
y cuya segunda componente es
(ai/,s | ((57 2)7 (S/a Z)) Ej)v
y, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de pr?, in;, la inclusién
canénica de S’ en [[(S’ | i € I), y, como segunda coordenada (ida: | (s,4) € [](S" |
1e1))
O

Proposition 3.61. Sea ((S*,.A") | i € I) una familia de sistemas proyectivos de -
dlgebras. Entonces hay un par ordenado ([1((S, A") | i € I),(in’ | i € I)), también
denotado por (11,c;(S%, A"), (in’ | i € I)), en el que [[((S%,/A") | i € I), el copro-
ducto de ((S*, A") | i € I), es un sistema proyectivo de X-dlgebras y, para cada
i €I,in’, la inclusién canénica i-ésima del coproducto, es un morfismo proyectivo
de (S*, A") en [[((S?,A") | i € I), que tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada par ordenado ((T,B),(¥" | i € 1)), en el que (T,B) es un sistema
proyectivo de X-dlgebras y, para cada i € I, U;: (S, A") — (T, B), hay un tnico
morfismo proyectivo [¥ | i € I] : T]((S%,A") | i € I) — (T, B) tal que, para cada
1 €1, el diagrama:
in’

(%, A)

[1((s*,.A") |ie)
[fi|i€l]

(T, B)
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conmuta.

Demostracion. Es suficiente tomar como primera coordenada de [[((S?,.A") | i € I)
el producto de la familia de conjuntos preordenados (S* | i € I), que es ([J(S" | i €
I), =), siendo < el preorden sobre [[(S" | i € I) definido como:

(s;|i€l)=(sh|iel)siysélosiViell(s; =" sh),
y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es

(LA JieD) [ (si | iel) e [I(S" [ieT))

y cuya segunda componente es
(I, i€ D ((sili€ 1), ()| i € D) €x);

y, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de in’, pr;, la proyecciéon
canénica de [[(S" | i € I) en S*, y, como segunda coordenada, (ina: | (si |i € 1) €

[1(s" [ie 1))
O

Proposition 3.62. Sean ®,¥: (S,.A)— (T, B) dos morfismos proyectivos, con
D= (o, f) y ¥ = (1h,g). Entonces existe un par ordenado (Ceq(P, V), ceq(®, ¥)),
el coigualador de ® y U, en el que Ceq(®,V) es un sistema proyectivo de -
dlgebras y ceq(®, V) un morfismo proyectivo de (T, B) en Ceq(P, V), que tiene las
siguientes propiedades:

1. ceq(®, V) o ® = ceq(P,V)o V.

2. (Propiedad universal del coigualador) Para cualquier sistema proyectivo de
Y-dlgebras (U,C) y cada morfismo proyectivo Z: (T,B) —(U,C), si se
cumple que = o ® = Z o U, entonces hay un unico morfismo proyectivo
I': Ceq(®, V) —(U,C) tal que IT' o ceq(P, V) = E.

Demostracion. Es suficiente tomar como primera coordenada de Ceq(®, ¥), el con-
junto preordenado Eq(¢p, 1), formado por el igualador de ¢, 1: T—=S y la res-
triccion del preorden de T a ésa parte, y como segunda coordenada, €, el par cuya
primera componente, E;, para cada t € Eq(p, ), es Ceq(ft, gt), y cuya segunda
componente, ey 4, para cada ¢,t € Eq(p, 1), tal que t < ¢/, es el inico homomorfis-
mode Ceq(fv, gi) en Ceq(fi, g:) tal que ceq(fi, g¢) o by + = ey ¢ o ceq(ft, g¢); y, por
otra parte, como primera coordenada de ceq(®, V), eq(p, 1), la aplicacién isétona
canénica de Eq(p, 1) en T, y, como segunda coordenada, (ceq(fi, g:) | t € eq(p,¥)).

O

3.12. Algebras filtradas. Hay objetos algebraicos, e.g., los anillos conmutativos
locales o los semilocales, que pueden ser dotados de topologias naturales inducidas,
en los ejemplos mencionados, por los ideales y que contribuyen de manera decisiva
al estudio de tales objetos. La generalizaciéon de lo anterior, en algebra, consiste
en considerar anillos y médulos filtrados, i.e., anillos, resp., médulos, dotados de
w-cadenas descendentes de ideales del anillo, resp., de submddulos del médulo. Para
generalizar la teoria clasica de los anillos y mddulos filtrados hasta las dlgebras, de
una signatura dada, hemos de considerar w-cadenas descendentes de congruencias
de las mismas, para obtener uniformidades sobre los conjuntos subyacentes de las
algebras en cuestién y, entonces, topologias sobre los mismos que contribuyan al
estudio de tales dlgebras.
Comenzamos pues definiendo el concepto de uniformidad sobre un conjunto.

Definition 3.63. Sea A un conjunto. Una uniformidad sobre A es un subconjunto
U de Sub(A?), i.e., un conjunto de relaciones binarias sobre A, a cuyos elementos
los llamamos vecindades de U, que cumple las siguientes condiciones:
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U+ o.

Para cada ®, @ e U, PNV € Y.

Para cada ® € U y cada ¥ C A%, si & C ¥, entonces ¥ € U.

Para cada ® € U, A4 C P, i.e., todas las vecindades son relaciones reflexi-
vas.

5. Para cada ® C A2, si ® € U, entonces P! € Y.

6. Para cada ® C A2, si ® € U, entonces existe un ¥ € I tal que T o ¥ C &.

Un espacio uniforme es un par (A,U) en el que A es un conjunto y U una unifor-
midad sobre A.

=W

Observemos que si A = @, entonces la unica uniformidad sobre @ es {@}.
Ademés, sobre cualquier conjunto A el conjunto {® C A? | Ay C ®,} es una
uniformidad sobre A, a la que denominamos la uniformidad méxima sobre A,
asi como también lo es {A?}, a la que llamamos la uniformidad minima sobre
A. Esté justificado que denominemos a las anteriores uniformidades sobre A, maxi-
ma y minima, porque el conjunto de todas las uniformidades sobre un conjunto A
estd ordenado por la relacién de inclusién, heredada de la candénica sobre el conjunto
Sub(Sub(A?)).

Demuéstrese que si A no es vacio, cualquier uniformidad sobre A es un filtro
sobre A2,

Lo mismo que una topologia sobre un conjunto conviene, a veces, definirla hacien-
do uso de abiertos especiales, también una uniformidad sobre un conjunto conviene
definirla, en alguna ocasion, mediante unas vecindades especiales, que constituyen
una base para la uniformidad, por ello definimos ahora el concepto de base de una
uniformidad.

Definition 3.64. Sea A un conjunto. Una base para una uniformidad sobre A es
un subconjunto B de Sub(A4?%), a cuyos elementos los llamamos vecindades bdsicas
de B, que cumple las siguientes condiciones:

B # @.

Para cada ®,¥ € B, existe un © € B tal que © C d N V.

Para cada ® € B, A4, C ®.

Para cada ® € B, existe un ¥ € B3, tal que ®~! C ®.

5. Para cada ® € B, existe un ¥ € B tal que Vo ¥ C V.

Si U es una uniformidad sobre A, una base de U es un subconjunto B de U tal que,
para cada vecindad ® de U, existe una vecindad ¥ € B tal que ¥ C .

> W

Proposition 3.65. Toda uniformidad U sobre un conjunto A es una base de U.
Ademds, si B es una base para una uniformidad sobre A, entonces existe una uni-
ca uniformidad sobre A, la uniformidad generada por B, a la que denotamos por
Ug4(B), de la cual B es base.

Demostracion. O

Definimos ahora las aplicaciones uniformemente continuas de un espacio unifor-
me en otro, que daran lugar, como no podia ser menos, a la categoria de los espacios
uniformes.

Definition 3.66. Sean (A,U) e (A’,U") dos espacios uniformes. Una aplicacidn uni-
formemente continua de (A,U) en (A’,U") es un triplo ordenado ((A,U), f, (A", U")),
abreviado como f y denotado por f: (A,U)—=(A",U’), en el que f es una apli-
cacién de A en A’; tal que, para cada vecindad ® € U, (f?)71[®'] € U.

Proposition 3.67. Sea f una aplicacidn uniformemente continua de (A,U) en
(AU, g una de (A",U") en (A”,U") y h una de (U"”,U") en (A", U""). Entonces:
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1. Siendoid( 4y = ((A,U),id4, (A, U)), se cumple queid ) : (A,U) — (A U),
la aplicacion uniformemente continua identidad de (A,U), es una aplica-
cion uniformemente continua de (A,U).

2. Siendo gof = ((A,U), gof, (A", U")), se cumple que gof: (A,U)—= (A", U"),
la aplicacion continua composicion de f y g, es una aplicacion uniforme-
mente continua de (A, U) en (A", U").

3. (Asociatividad). El diagrama:

(hog)of

(A/ll u///)

ho(go f)

conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:

id
(AU — 2wy (A — e (w)
f f f id(A/,Z/{’)
(Al7u/) (A/7ul)
conmutan.

Corollary 3.68. Los espacios uniformes (A,U) tales que A € U, junto con las
aplicaciones uniformemente continuas entre ellos constituyen una categoria, a la
que denotamos por Unif.

Observemos que dado un conjunto A, una familia de espacios uniformes (B;, D;)icr
y una familia de aplicaciones f = (f;):cr, en la que, para cada i € I, f;: A—=B;,
siempre existe una uniformidad U sobre 4, e.g., { ® C A% | Ay C @, }, para la cual
se cumple que, dado cualquier ¢ € I, la aplicacion f; es una aplicacién uniformemen-
te continua de (A,U) en (B;, D;). Pero tal uniformidad no es, en general, el optimal,
en el sentido de ser la minima uniformidad sobre A con la propiedad mencionada.
Demostramos a continuacién que siempre existe tal uniformidad optimal.

Lemma 3.69. Sea A un conjunto, (Bj, D;)icr una familia de espacios uniformes
y f = (fi)icr una familia de aplicaciones, en la que, para cada i € I, f;: A— B;;
situacion que indicaremos por:

f: A4> (Bz, Di)ie]~
Entonces hay una unica uniformidad sobre A, a la que denotamos por Lf((Bi7 Di)icr),
y denominamos el levantamiento optimal de (B;, D;);ecr a través de f, tal que:
1. Para cadai € I, fi: (A, L ((Bi, Di)ier)) — (By, D;).
2. Para cada espacio uniforme (C,€) y cada aplicacion g: C— A, si, para
cadai €I, fiog: (C,€)—(B;,D;), entonces

g: (C, (C:) I (A, Lf((BiaDi)ieI))-
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Ademds, se cumple que:

1. Para cada uniformidad U sobre A:

AUy =U.
2. 8i, para cada i € I, (C;;,&)jes, es una familia de espacios uniformes,
9i = (9ij)jes; una familia de aplicaciones, en la que, para cada j € J;,

9ig: Bi—=(Ci;, &) y Di = L ((Cij,&ij)jeu,), entonces
LYOIier(C 4, & ) aperl,e, 1) = L (Bi, L%((Ci g €. je ) Jier)-
Demostracion. Es suficiente que tomemos la uniformidad sobre A generada por:

{A2U{Naen(F2)7H@i] [n €N =1 (ia)aen € I", (®i, )aen € [laen Dia }-
O

Como caso particular del lema tenemos el siguiente corolario.

Corollary 3.70. Sea A un conjunto, (A',U") un espacio uniforme y f: A—s A’
una aplicacion; situacion que indicamos por:

i A— (A U).

Entonces hay un levantamiento optimal de U’ a través de f, i.e., hay una uniformi-
dad sobre A, denotada por LY ('), el levantamiento optimal de U’ a través de f, tal
que ((A, Lf(Z/I’)), £y (A, U") es una aplicacion uniformemente continua del espacio
uniforme (A, Lf(U’)) en el espacio uniforme (A’,U") y para cada espacio uniforme
(A", U") y cada aplicacion g: A" —= A, si (A", U"), fog,(A,U")) es una apli-
cacion uniformemente continua de (A", U") en (A',U"), entonces se cumple que
(A" U"), g, (A, LT WU'))) lo es de (A", U") en (A, LY (U")). Ademds, tenemos que:

1. Para cada uniformidad U sobre A:

LUy =u
2. Sif: A—=A', g: AA——= A" son aplicaciones yU" una uniformidad sobre

A", entonces:
el Uy = I (19U")).

Demostracién. Es suficiente tomar como LY (i) la uniformidad sobre A definida
como:
LUy ={ecA |30 e/ (/) '[e]C @)}
]

Demuéstrese que dado un conjunto A, el levantamiento optimal de (B;, D;)ico
a través de f = (fi)ico es {A%}.

Definition 3.71. Sea f: (A,U) — (B, V) una aplicacién uniformemente continua.
Decimos que f es un morfismo optimal si, para cada espacio uniforme (C, W) y cada
aplicacién g: C —= A, si fog: (C,W)—=(B,V), entonces g: (C, W) —(A,U).
Ademas, el morfismo optimal f es un encajamiento si su aplicacién subyacente es
inyectiva. En el caso de que A C By que la inclusién canénica de A en B determine
un encajamiento de (A,U) en (B,V), decimos que (A,U) es un subespacio uniforme
de (B,V).

Proposition 3.72. Sea f: (A,U)— (B, V) una aplicacién uniformemente continua.
Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo optimal es que
U=1"r(BV).

Demostracion. O
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Proposition 3.73. Si f: (A,U)—=(B,V) yg: (B,V)—=(C,W) son morfismos
optimales, entonces go f: (A, U)—=(C, W) es un morfismo optimal. Ademds, si
gof: (A,U)—=(C,W) es un morfismo optimal, entonces f: (A, U)—(B,V) es
optimal.

Demostracion. O

Establecemos a continuacién la propiedad universal de los subespacios uniformes
de un espacio uniforme.

Proposition 3.74. Sean (A,U), (B,V) y (C,W) tres espacios uniformes, f un

encajamiento de (A,U) en (B,V) y g un morfismo de (C, W) en (B,V). Entonces:

1. Una condicion necesaria y suficiente para que exista un morfismo h de
(C,W) en (A, U) tal que el diagrama

cw)
g
(AU) +—— (B.Y)

conmute, es que Im(g) C Im(f).

2. (Propidad universal del subespacio uniforme). Si (A,U) es un subespacio
uniforme de (B,V), entonces una condicidn necesaria y suficiente para que
exista un morfismo h de (C,W) en (A,U) tal que el diagrama

@w)
g

conmute, es que Im(g) C A.

Ademds, tanto en el primero como en el seqgundo caso h estd univocamente de-
terminada y recibe el nombre de correstriccién de g a (A,U).

Demostracion. O

Ahora que disponemos de la propiedad universal del subespacio, obtenemos como
corolario la factorizacion candnica a través de la imagen de un morfismo, siendo la
imagen, esencialmente, el minimo subespacio del codominio del morfismo, a través
del cual factoriza el morfismo.

Corollary 3.75 (Noether). Sea f una aplicacion uniformemente continua del es-

pacio uniforme (A,U) en el espacio uniforme (B,V). Entonces hay una inica apli-

cacidn uniformemente continua sobreyectiva f*, la sobreyectivizada de f, de (A,U)
n (Im(f), LY (B, V)) tal que el diagrama

) —

(B,V)

(1 (f),L7 (B,V))

fs
(Im(f), L' (B, V))
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conmuta. Esta es la factorizacién candnica a través de la imagen de una aplicacion
uniformemente continua. Ademds, si [ es inyectivo, entonces f5 es inyectivo, luego
biyectivo.

Por otra parte, se cumple que para cada espacio uniforme (C, W), cualquier
aplicacion uniformemente continua g: (A,U) — (C, W) y cualquier encajamiento
h: (C,W)+—(B,V), si el diagrama

au)— By
g h
(W)

conmuta, entonces existe un tnico encajamiento t: (Im(f), LY (B, V))+— (C, W)
tal que el diagrama

(A, U) (B,V)

(1 (5), L7 (B,V))

(Im(f), L' (B,V))

conmuta. De modo que (Im(f), LY (B, V)) es, esencialmente, el minimo subespacio
de (B,V) a través del cual factoriza f.

Del mismo modo que antes, dado un conjunto A, una familia de espacios uni-
formes (B;, D;)icr v una familia de aplicaciones f = (f;)ier, en la que, para cada
i €1, fi: Bj—A, siempre existe una uniformidad U sobre A, para la cual se
cumple que, para cada ¢ € I, la aplicacién f; es un morfismo de (B;, D;) en (A, U),
e.g., la minima uniformidad {42} sobre A. Pero tal uniformidad no es, en general,
la cooptimal, en el sentido de ser la méxima uniformidad sobre A con la propie-
dad mencionada. Demostramos a continuacién que siempre existe tal uniformidad
cooptimal.

Lemma 3.76. Sea A un conjunto, (B;, D;)icr una familia de espacios uniformes
y f = (fi)icr una familia de aplicaciones, en la que, para cada i € I, f;: B;—= A;
situacion que indicaremos por:
[+ (Bi,Di)ier —=A.

Entonces hay una unica uniformidad sobre A, a la que denotamos por Ly((Bi, D;)icr),
y denominamos el levantamiento cooptimal de (B;, D;)ics a través de f, tal que:

1. Para cadai € I, f;: (Bi,D;) — (A, Ly((Bi, Di)ier))-

2. Para cada espacio uniforme (C,E€) y cada aplicacion g: A—C, si, para

cadai € I, gof;: (B;, D;) —=(C,E), entonces g: (A, Ly((Bi, Di)iecr)) —=(C, E).
Ademds, se cumple que:

1. Para cada uniformidad U sobre A:

Lia (AU) = U.
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2. 8i, para cada i € I, (C;;,&)jes, es una familia de espacios uniformes,
9i = (i) jes; una familia de aplicaciones, en la que, para cada j € J;,
9.5+ (Cij,&ij) —=Bi y Di = Ly, ((Ci 5, Eij)je,), entonces

Lifogiyier((Cigy Eij) i pyell e, 7:) = Le((Bis Ly, ((Cij, i j) jes.))ier)-

Demostracion. Hay al menos una uniformidad U sobre A, e.g., la minima uniformi-
dad {A?} sobre A, para la cual se cumple que, dado cualquier i € I, la aplicacién f;
es uniformemente continua de (B;, D;) en (A,U). Entonces, en virtud del lema 3.69,
para la familia de espacios uniformes (A,U)yea, 4, siendo Ay 4 el conjunto de todas
las uniformidades U sobre A tales que, para cada i € I, la aplicacién f; es unifor-
memente continua de (B;,D;) en (A,U), y la familia de aplicaciones (ida)yen;
hay una tnica uniformidad sobre A, LUd4)uersa ((A,U)uea; ), el levantamiento
optimal de (A,U)yea, , a través de (ida)uea, , tal que, para cada U € Aj 4,
la aplicacién id4 es uniformemente continua de (A, pldaluen; ((A,U)uen; 4)) en

(A,U). Es evidente que el espacio uniforme (A, L44)uens ((A,U)uen; ,)) cumple
las condiciones del lema.
Conviene tener presente el diagrama:

i ; id
(Bi, Di) S (A, LOEr 4 (A, UNyen, ) <4 (A, U)
id 4
g ALI(C,E

gl (A4,19(C,€))

g
(C,€)
para demostrar la parte final del lema. O

Como caso particular del lema tenemos el siguiente corolario.

Corollary 3.77. Sea A un conjunto, (B, D) un espacio uniforme y f: B——A
una aplicacion; situacion que indicaremos por:
f:(B,D)—A.

Entonces hay un levantamiento cooptimal de D a través de f, i.e., hay una unifor-
midad sobre A, denotada por L¢(D), el levantamiento cooptimal de D a través de f,
tal que ((B,D), f, (A, L{(D))) es una aplicacion uniformemente continua de (B, D)
en (A, Ly(D)) y para cada espacio uniforme (C,€) y cada aplicacion g: A—C,
st ((B,D),go f,(C,E)) es una aplicacion uniformemente continua de (B,D) en
(C,€), entonces ((A, LY (D)), g,(C,E)) lo es de (A, LT (D)) en (C,E). Ademds, se
cumple que:
1. Para cada uniformidad U sobre A:

Lia, (U) = U.

2. Sif: B—=A, g: C——= B son aplicaciones y £ es una uniformidad sobre
C, entonces:

Log(€) = Ly(Ly(E)).
Demostracion. O

Demuéstrese que dado un conjunto A, el levantamiento cooptimal de (B;, D;)ice
a través de f = (fi)ico es la uniformidad méxima sobre A.
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Definition 3.78. Sea f: (B,V) — (A,U) una aplicacién uniformemente continua.
Decimos que f es un morfismo cooptimal si, para cada espacio uniforme (C, W) y ca-
da aplicacién g: A——=C|sigof: (B,V)—=(C, W), entonces g: (A,U) —(C,W).
Ademds, el morfismo cooptimal f es un morfismo cociente si su aplicaciéon subya-
cente es sobreyectiva. En el caso de que A = B/®, para una equivalencia ® sobre
B y que la proyeccién canénica de B sobre B/® determine un morfismo cociente
de (B,V) en (B/®,U), decimos que (B/®,U) es un cociente de (B, D).

Proposition 3.79. Sea f: (B,V) —(A,U) una aplicacion uniformemente continua.

Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo cooptimal es que
U=L¢B,YV).

Demostracion. O

Proposition 3.80. Si f: (A,U)—(B,V) yg: (B,V)—=(C,W) son morfismos
cooptimales, entonces go f: (A,U) —=(C, W) es un morfismo cooptimal. Ademds,
sigof: (A,U)—(C, W) es un morfismo cooptimal, entonces g: (B,V) —(C, W)
es cooptimal.

Demostracion. O

Demostramos a continuacién la existencia de la factorizacién de una aplicacién
uniformemente continua a través de un cociente del dominio del mismo. Pero antes
demostramos la propiedad universal que tienen los cocientes, y que usaremos para
descomponer las aplicaciones uniformemente continuas, a través de su coimagen,
en la composicién de una sobreyectiva y una inyectiva.

Proposition 3.81. Sean (4,U), (B,V) y (C,W) tres espacios uniformes, f un
morfismo cociente de (A,U) en (B,V) y g una aplicacion uniformemente continua
de (A,U) en (C, V). Entonces:

1. Una condicion necesaria y suficiente para que exista una aplicacion unifor-
memente continua h de (B,V) en (C,W) tal que el diagrama

(Al — BV

h

w)

conmute, es que, para cada x,y € A, si f(x) = f(y), entonces g(x) = g(y).

2. (Propidad universal del cociente). Si ® € Equ(A), entonces una condi-
cion necesaria y suficiente para que exista una aplicacion uniformemente
continua h de (A/®, Ly, (A,U)) en (C,W) tal que el diagrama

(AU — P (4D, Ly, (A U))
h

cw)
conmute, es que, para cada T,y € A, si (x,y) € ®, entonces g(x) = g(y).

Ademds, tanto en el primero como en el seqgundo caso h estd univocamente de-
terminada.

Demostracion. O
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Ahora que disponemos de la propiedad universal del cociente, obtenemos como
corolario la factorizacion candnica de una aplicacién uniformemente continua a
través de la coimagen, siendo la coimagen, esencialmente, el méximo cociente del
dominio de la aplicacién uniformemente continua, a través de la cual factoriza la
misma.

Corollary 3.82 (Noether). Sea f una aplicacion uniformemente continua de (A, U)
en (B, V). Entonces hay una tnica aplicacion uniformemente continua inyectiva f,
la inyectivizada de f, de (A/Ker(f), Ly, (A,U)), la coimagen de f, en (B,V)
tal que el diagrama

(AUY) (B,V)

ereT(f) fi
(A/Ker(f), Lprk'er(f) (A’ u))

conmuta. Esta es la factorizacién candnica a través de la coimagen de una aplicacion
uniformemente continua. Ademds, si f es sobreyectiva, entonces f' es sobreyectiva,
luego biyectiva.

Por otra parte, se cumple que para cada espacio uniforme (C, W), cualquier mor-
fismo cociente g: (A,U) —+ (C, W) y cualquier aplicacidn uniformemente continua
h: (C,W)—=(B,V), si el diagrama

() —L—Bv)
9 h
@w)
conmuta, entonces hay un tunico t: (C, W) —+ (A/Ker(f), Lpr,, ,, (A, U)), que es
un morfismo cociente, tal que el diagrama
f
(A,u) (B,V)

mg/

(A/Ker(f), L (4,u))

) PTKer(f)
A

W)

conmuta.

Corollary 3.83 (Noether). Sea f una aplicacion uniformemente continua de (A, U)
en (B, V). Entonces hay una tnica aplicacion uniformemente continua biyectiva fP,
la biyectivizada de f, de (A/Ker(f),L (A,U)) en (Im(f), LY (B, V)) tal que

? TPTKer(f)
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el diagrama:

(A U) (B,V)

DT Ker( ) N (1m(f), L5 (B,V))

(A/Ker(f), Lprm(f) (4.u) T) (Im(f), Lf(B’ V)

conmuta. Esta es la factorizacion candnica de una aplicacion uniformemente continua,
a través de la coimagen y de la imagen.

Obsérvese que la aplicacién uniformemente continua f* del corolario anterior no
es necesariamente un isomorfismo.

Definition 3.84. Sea A una 3-dlgebra. Una filtracion sobre A es una w-cadena
descendente (®,,)nen de congruencias sobre A. Una X-dlgebra filtrada es un par
(A, (P,)nen) en el que A es una 3-dlgebra y (®,,)nen una filtracién sobre A.

Example. El anillo Z de los niimeros enteros tiene, por cada ntimero primo p, re-
cordando que en cualquier anillo existe una correspondencia biunivoca entre ideales
y congruencias, una filtracion dada por la w-cadena estrictamente descendente de
ideales:

P>EHD...o@E) D).,

Proposition 3.85. Sea (A, (®,)nen) una X-dlgebra filtrada. Entonces el conjunto
Bs,)new =1 Pn | n € N} es una base para una uniformidad sobre A. Por lo tanto
el conjunto {[als, | a € A yn € N} es una base para una topologia regular sobre
A, a la que denotamos por T(s,),. Y, para cada a € A, {[ale, | n € N} es un
sistema fundamental de entornos abiertos del punto a de A.

Demostracion. O

Proposition 3.86. El espacio topoldgico reqular (A, Tis,) es de Hausdorff si

y solo si (), ey P = Aa.

nen)

Demostracion. O

Proposition 3.87. Sea (A, (P,)nen) una X-dlgebra filtrada y X una subdlgebra
de A. Entonces, para cada n € N, se cumple que [X], es una subdlgebra abierta
y topologicamente cerrada de A y que la clausura topoldgica de la subdlgebra X
coincide con la interseccion de la familia ([X]o, )nen, €.,

Y = nnGN[X]‘I’n’
por lo tanto X es la minima subdlgebra topoldgicamente cerrada que contiene a X.

Demostracion. O
En la proposicién que sigue asociamos a cada X-algebra filtrada una X-algebra
topoldgica.

Proposition 3.88. Sea (A, (P,)nen) una X-dlgebra filtrada. Entonces, para cada
n € N y cada operacion formal n-aria o, se cumple que F,: A™ —= A es una aplica-
cion continua del espacio topoldgico producto (A™, T(gn)neN) en el espacio topoldgico
(A, T(®,),c)- Porlo tanto (A, T(s,),.,) es un dlgebra topoldgica.

Demostracion. O



94 JUAN CLIMENT

Ahora definimos una clase de morfismos entre 3-lgebras filtradas que nos per-
mitirdn, por una parte, obtener una categoria, la de las 3-algebras filtradas y
morfismos entre ellas, y, por otra, completar la anterior asociacién hasta un functor
desde la categoria de las 3-dlgebras filtradas hasta la de las X-algebras topolégicas
y homomorfismos continuos entre ellas.

Definition 3.89. Sean (A, (P, )nen) v (B, (¥)nen) dos 3-dlgebras filtradas. Un
morfismo de X-dlgebras filtradas o, mas brevemente, un morfismo de (A, (P, )nen)
en (B, (¥,)nen) es un triplo ordenado ((A, (®,)nen), f, (B, (¥y)nen)), denotado
por f: (A, (Pn)nen) —= (B, (¥, )nen), en el que f es un homomorfismo de A en
B tal que, para cada n € N, f?[®,] C ¥,,.

Proposition 3.90. Sean (A, (P, )nen), (B, (¥n)nen), (C, (En)nen) ¥ (D, (Th)nen)
cuatro 3-dlgebras filtradas, f un morfismo de (A, (Pn)nen) en (B, (¥y)nen), g uno
de (B, (Vy)nen)) en (C, (En)nen)) y h uno de (C, (Ep)nen)) en (D, (Tn)nen)). En-
tonces:
Loidea, @, )nen) (A (Pn)nen) —= (A, (Pn)nen) es un endomorfismo de (A, (P )nen)-
2. gof: (A, (Pn)nen) — (C, (En)nen) es un morfismo de (A, (Pn)nen) en
(C, (En)nen)-
3. (Asociatividad). Fl diagrama:

(hog)o f

conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:

id Py )nen
(A @)ne) BTN (@) 0e) v (A @)ner) L (B (V) e

id
\ ‘/f \ ‘/ (B,(¥n)nen)

(B, (\I/n)neN) (Ba (\I/n)neN)

conmutan.

Demostracion. O

Esta dltima proposicién nos permite afirmar la existencia de la categoria FAlg(X),
formada por las 3-dlgebras filtradas y los morfismos entre ellos.

Definition 3.91. La categoria FAlg(X) tiene como objetos las ¥-dlgebras filtra-
das, i.e., los pares (A, (®,)nen), en los que A es una 3-dlgebra y (®,)nen una
filtracién sobre A, y como morfismos de (A, (®y)nen) en (B, (¥,)nen), los triplos
((A7 (‘I)n)neN)a fa (Bv (q}n)nEN))> denotados como f: (A, (cpn)neN) - (Bv (\pn)nEN)a
en los que f es un homomorfismo de A en B tal que, para cadan € N, f2[®,] € ¥,,.
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Proposition 3.92. Si f: (A, (®,)nen) —= (B, (¥,)nen) es un morfismo de X-
dlgebras filtradas, entonces f: (A, (Tg,), o) —= (B, (Tw,,),cy) €s un homomorfismo
continuo. Ademds, el proceso descrito preserva identidades y composiciones, por
lo tanto es un functor de la categoria FAlg(X) en TAlg(X), la de X-dlgebras

topoldgicas y homomorfismos continuos.

Demostracion. O

A continuacién hacemos corresponder a cada X-algebra filtrada un sistema pro-
yectivo de X-algebras.

Proposition 3.93. Sea (A, (®,)nen) una X-dlgebra filtrada. Entonces el par or-
denado (N, A) en el que N es el conjunto bien ordenado de los nimeros naturales
y A= ((A/®, [neN),(pr, 1, | (n,n+1)€)), es tal que:

1. Para cada n € N, A/®,, es una X-dlgebra.
Para cadan €N, pr,, 1,0 A/®py1—>=A/P, es un homomorfismo.
Para cadan €N, pr, , =ida/s, -
Para cada n € N el diagrama:

P~ W N

prn+2,n+1
A/(I)n+2 E——— A/(I)n+1

prnJrl,n
prn+2,n

A/D,.
Por lo tanto es un sistema proyectivo de 3-dlgebras.
Demostracion. O

Definition 3.94. Sea (A, (®,),ecn) una 3-algebra filtrada. Entonces a la 3-dlge-
bra lim(N, A), limite proyectivo del sistema proyectivo de X-dlgebras (N,.A), la
denominamos la completacion de la 3-algebra filtrada (A, (®r)nen)-

Example. La completacién del anillo filtrado (Z, (p"1),en) es el anillo Z,, de los
enteros p-adicos que Hensel introdujo en su estudio de los numeros algebraicos.

Proposition 3.95. Si f: (A, (®n)nen) — (B, (¥n)nen) es un morfismo de X-
dlgebras filtradas, entonces (frn)nen €s un morfismo del sistema proyectivo (N,.A)
en el sistema proyectivo (N, B), en el que, para cada n € N, f,, es el inico homo-
morfismo de A/®,, en B/, tal que el diagrama:

pr
A/(I),H,l n+1,n A/(I)n

fn+1 fn

B/(I’7z+1 . B/\I/n
prn+1,n

conmuta.

4. LIMITES INDUCTIVOS DE LAS ALGEBRAS

Nos ocupamos, en primer lugar, de demostrar tanto la existencia de coproductos
de familias de X-dlgebras, como la de coproductos de familias de homomorfismos
entre familias de X-algebras, asi como, en segundo lugar, de estudiar la conduc-
ta del operador de formacién de coproductos, respecto de las identidades y de la
composicion de familias de homomorfismos entre familias de 3-algebras.
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4.1. Coproductos de algebras.

Proposition 4.1. Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras. Entonces hay un par
ordenado (I[(A; | i € I), (in; | i € I)), también denotado por (I[;c; A, (in; | i € I)),
en el que [[(A; | i € I), el coproducto de (A; | i € I), es una X-dlgebra y, para
cada i € I, in;, la inclusién candnica i-ésima del coproducto, es un homomorfismo
de A; en [[(A; | i € 1), que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado (A, (f; | i € I)), en el que A es una 3-dlgebra y, para
cada i € I, fi: Aj—=A, hay un tnico homomorfismo[f; | i € I]b JI(A; | i €
I)—— A tal que, para cada i € I, el diagrama:

iIlZ‘

A;

[I(A: i€ )

. b
fi [fillel]
A

conmuta.

Demostracion. Sea [[(A; | i € I) la X-dlgebra definida como:
[(Ai | i€ 1) =Ts(1;e; 4i)/Ciasicn)

en la que Ca,jicr) es la congruencia sobre T (]_[iel Ai) generada por la relacién

binaria Ra,jicr) en Ts (]_LEI Ai) que consta de los pares ordenados

((Fy(ag,...,an-1),1),0((ag,2),...,(an—1,1))),

coni€l,neN, oe3,y(ag,...,an—1) € A" y, para cada i € I, in; el homomor-
fismode A; en [[(A; | i € I) obtenido componiendo la inclusién candnica de A; en
[1;cs A, la inclusién canénica de [],.; A; en Tx (]_L.GI Ai) v la proyeccién canéni-
ca de Tx([I,c; Ai) en Tx([1;c; 4i)/C(a,jicr)- Entonces, dado un par ordenado
(A, (fi | i€1)), enel que A es una X-dlgebra y, para cada ¢ € I, f;: A;,—=A
un homomorfismo, sea [f; | i € I]ti el inico homomorfismode Ts ([],c; 4i) en A tal
que el diagrama:

77]—[7161 A

Hie] Ai Ts (Hiel Ai)

1 f
filiel filied]
A

conmuta. Puesto que Ker([f; | i € I]*) contiene a todos los pares ordenados que ge-
neran a la congruencia Ca,|;cr), entonces existe un tinico homomorfismol[f; | i € I ]b
de [],c; Ai en A tal que el diagrama:

PYOa, jien) .
Ts (Hiel Ai) —[[(A; i€ )

Glier filiel

A
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conmuta. Luego hay un homomorfismo [f; | i € I]b : JI(A; | i € I) —= A tal que,
para cada i € I, el diagrama:

ini

A, [1(A; i€ 1)

7 filiely

A

conmuta. Dejamos, como ejercicio, la demostracion de la unicidad del citado homo-
morfismo. u

En la Proposicién 4.1 hemos demostrado, para una familia de 3-algebras, la
existencia de al menos un par ordenado, formado por una X-algebra y una familia
de homomorfismos desde cada uno de las 3-dlgebras de la familia dada hasta la X-
algebra, sujeto a cumplir una cierta propiedad universal; pero, no hemos afirmado
que tal par sea absolutamente tnico.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que el par ordenado de la
proposicién anterior, es tnico salvo (un dnico) isomorfismo.

Proposition 4.2. Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras. Entonces:

1. Para cada ¥-dlgebra A y cualesquiera homomorfismos f,g: [[(A; | i €
I)—= A, si, para cada i € I, el diagrama:

foin;
in; . f
g

goin;

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (in; | ¢ € I) es colectivamente
epimérfica.

2. Para cada par ordenado (A, (fi | ¢ € 1)), en el que A sea una 3-dlgebra y,
para cadai € I, f;: A;— A, y para cada monomorfismot: A+— [[(A; |
i€l), si, para cada i € I, el digrama:

A liel)

A

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (in; | i € I) es
extremal.

Demostracion. O

Corollary 4.3. Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras. Si un par ordenado
(C,(g; | i € 1)), en el que C es una X-dlgebra y, para cada i € I, ¢;: A;—>C,
tiene la propiedad de que para cada par ordenado (A, (f; | i € I)), en el que A es
una X-dlgebra y, para cada i € I, f;: A;—= A un homomorfismo, hay un unico
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homomorfismoh: C——= A tal que, para cada i € I, el diagrama:

qi

A, —C

;i h

A

conmuta, entonces hay un inico isomorfismo t de [[(A;|i € I) en C tal que, para
cada i € I, el diagrama:

ini

A;

[I(A:|ie)
t

C

conmuta.

Demostracion. O

Demuéstrese que cada X-dlgebra A es la imagen homomorfa de una copotencia
de T):(l)

Sea (A; | ¢ € I) una familia de X-dlgebras. Demuéstrese que si I = &, entonces
[I(A; | i € I) = Tx(9), i.e., el coproducto de la familia vacia de 3-algebras es la
3-algebra inicial.

Sea (A; | ¢ € I) una familia de X-dlgebras. Demuéstrese que si I es un conjunto
final y su tnico miembro es ¢, entonces

[I(A; |iel) = A,
Proposition 4.4 (Conmutatividad). Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras y
@ un automorfismo de I, entonces
[H(A; [iel) = [[(Ayq | iel).

Demostracion. ]

Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (A; | j € J)
la restriccién de (A; | i € I) a J, si J C I, que no es mas que la composicién de
iny y de (A; | i € I). Ademds, usaremos in; para denotar la inyeccién candnica

j-ésima, del coproducto de cualquier familia de ¥-algebras para la cual se cumpla
que j sea miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposition 4.5. Sea (A; | i € I) una familia de %-dlgebras y J, K, L C I tales
que K C J y L C K. Entonces:
L. iny; =idjj(a,|jes), siendo iny ; el dnico endomorfismo [in; | j € J]b de la
X-dlgebra [1(A; | 7 € J) tal que, para cada j € J, el diagrama:

mj

A, [1(A; 7€)

inJ,J

[1(A; [j€J)

conmuta.
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2. iny y =ing joing g, i.e., el diagrama:

iIlL7K

[T(A [l e L) [I(Ax | k € K)
\ linK’J
myr, g
[I(A; 7€)

conmuta; siendo, para J,K C I, con K C J, ing, ; el unico homomorfis-
mode la 3-dlgebra [[(Ay | k € K) en la X-dlgebra [[(A; | j € J) tal que,
para cada k € K, el diagrama:

Ap— % TT(A | k € K)
ing JinK’J
[I(A; |jeJ)
conmuta.
Demostracion. O

Proposition 4.6. Sean (A; | i€ I) y (B; | i € I) dos familias de 3-dlgebras y
(fi | i € I) una familia de homomorfismos en la que, para cadai € I, f;: A; —=B,.
Entonces hay un dnico homomorfismo, denotado por [[(fi | i € I) y denominado
el coproducto de (f; | i € I), de la 3-dlgebra [[(A; | ¢ € I) en la X-dlgebra
1I(B; | i € I) tal que, para cada i € I, el diagrama:

A 1A e D)
i [1(fi i€l
B; , [I(B;|ie )
conmuta.
Demostracion. ]

Proposition 4.7. Sean (A; |i € I), (B;|i€I)y (C;| i€ I) tres familias de
Y-dlgebras y (fi | i € 1) y (g; | ¢ € I) dos familias de homomorfismos tales que,
para cada i € I, fi: A, —=B; y g;: B;—=C,;. Entonces:

2. (g lieDo]l(filiel)=1(gio fi | i€ 1).

Demostracion. t
Proposition 4.8. Sean (A; |i€ 1), (B;|j€J)y(Ck| ke K) tres familias de

S-dlgebras y (f; | j € J) vy (g | k € K) dos familias de homomorfismos tales que,
para cada j € J, fj: Bj—[[(A; | i € I) y, para cada k € K, g.: Cr,— [[(B; |

b
j € J). Entonces el inico homomorfismo [[fj |je J]b ogr | k€ K} de la X-dlge-
bra [[(Ck | k € K) en la X-dlgebra [[(A; | @ € I) tal que, para cada k € K, el
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diagramas:

ink

Ck [I(Ck | k € K)

[[fjueJ]"ongeK]b

[I(A:]iel)
conmuta, coincide con la composicion del inico homomorfismo [gx | k € K]b de la
3-dlgebra [[(Ck | k € K) en la X-dlgebra [[(B; | j € J) y del inico homomorfismo

filje J]b de la X-dlgebra [[(B; | j € J) en la X-dlgebra [[(A; | i € I) tales que,
resp., para cada k € K y cada j € J, los dos tridngulos del diagrama:

517 €J) og

ink

Cy 1I(Ck | k € K)
o low | b € KT

B, — 2 ~1I(B;|jeJ)
£ filje J]b

[[(A;|ie)

conmutan. Asi pués, se cumple que:

b
filjeVolge ke kP =[if; 1€ ogn|keK]
Demostracion. O

Proposition 4.9. Sean (A; |i € 1) y (B; | i € I) dos familias de 3-dlgebras y
(fi | © € I) una familia de homomorfismos en la que, para cadai € I, f;: A;—=B;.
Entonces:
1. Si para cada i € I, f; es una retraccion, entonces [[(fi | @ € I) es una
retraccion.
2. Sipara cada i € I, f; es una seccion, entonces [[(fi | i € I) es una seccion.
3. Si para cada i € I, f; es un isomorfismo, entonces [[(f; | i € I) es un
isomorfismo.
4. Si para cada i € I, f; es un monomorfismo, entonces [[(f; | i € I) es un
monomorfismo.
5. Sipara cada i € I, f; es coconstante, entonces [[(fi | i € I) es coconstante.

Demostracion. O

Proposition 4.10 (Asociatividad del coproducto). Sea (A; | i € I) una familia de
XY-dalgebras y (J; | 1 € L) una familia de subconjuntos de I tal que |J(J, |l € L) =1
y, para cada l,m € L, sil # m, entonces J; N Jp,, = &. Entonces

[HA; |ie D) =2][(J(A; |ie J) |lel).
Demostracion. O

Proposition 4.11. Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras y B una X-dlgebra.
Entonces

(A lie D)) xB=][(AixBlicl) y
B ([I(Ai |ie D)) =[I(B x A |icl)
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Demostracion. O

4.2. Coigualadores.

Proposition 4.12. Sean f,g9: A——=B dos homomorfismos. Entonces existe un
par ordenado (Ceq(f,g), ceq(f,g)), el coigualador de f y g, en el que Ceq(f,g)
es una X-dlgebra y ceq(f,g) un homomorfismo de B en Ceq(f,g), que tiene las
siguientes propiedades:

L. ceq(f,g) o f = ceq(f,g) o g.
2. (Propiedad universal del coigualador) Para cada X-dlgebra Y y cada homo-
morfismo h: B——=7Y , si hof = hog, entonces hay un inico homomorfismo
t: Ceq(f,9) —=Y tal que to ceq(f,g) = h.
La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

f
A . B m Ceq(f, 9)
h t
Y

Demostracion. Sea Ceq(f,g) la X-dlgebra cociente de B entre la congruencia Cy 4,
generada por la relacién

Ryg ={(f(a),g(a)) [ac A},

en B, y ceq(f,g) la proyeccién canénica de B en Ceq(f,g). Es evidente que
ceq(f,g) o f=eq(f,g)og.

Ademas, si Y es una ¥-algebra y h: B——=Y un homomorfismo tal que ho f =
h o g, entonces Cy, C Ker(h), porque Ry, C Ker(h), Ker(h) es una congruencia
sobre B y Cy 4 es la minima congruencia sobre B que contiene a Ry 4, luego, por la
propiedad universal del cociente, hay un tinico homomorfismo ¢: Ceq(f,g) —=7Y
tal que t o ceq(f,g) = h. O

Cuando digamos que un diagrama de la forma:

f C
A . B——C
g

es un coigualador, ello significard que la 3-algebra C junto con el homomorfismo ¢
es un coigualador de fy g.

En la proposicién anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par or-
denado, formado por unaq X¥-dlgebra y un homomorfismo desde el codominio de
los homomorfismos dados hasta la 3-algebra, sujeto a cumplir un par de condicio-
nes; pero no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico. Demostramos a
continuacién que el par ordenado de la proposicion anterior, es tinico, sélo, salvo
isomorfismo.

Proposition 4.13. Sean f,g: A——=B dos homomorfismos. Si un par ordenado
(C,c), en el que C es una X-dlgebra y c: B—— C, tiene las propiedades:
1. cof=cog.
2. Para cualquier X-dlgebra Y y cada homomorfismo h: B——=7Y, si ho f =
hog, entonces hay un unico homomorfismo u: C——=7Y tal que uoc = h.



102 JUAN CLIMENT
Entonces hay un inico isomorfismo t: Ceq(f,g) —= C tal que el diagrama:

ceq(f, 9)

Ceq(f,9)
p t
conmuta.
Demostracion. O
Proposition 4.14. Si el diagrama:
o
A B
g
u v
f/
A’ B’
g/

conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog= g ou, entonces hay un inico
homomorfismo Ceq(u,v): Ceq(f,g) —=Ceq(f’,g’) tal que el diagrama:

ceq(f, 9)

Ceq(f,9)
v Ceq(u,v)
B ————>Ceq(f’,9)
ceq(f', ")
conmuta.
Demostracion. O

Proposition 4.15. Sea A una X-dlgebra. Entonces hay dos conjuntos X, R, dos
homomorfismos f,g: Tx(R) — Tx(X) y un homomorfismo h: Tx(X)— A tal
que el diagrama:
f
h
Ts(X)

Tx(R)

g

es un coigualador de f y g.

Demostracion. Sea X un conjunto de generadores de la 3-dlgebra A. Entonces A es

la imagen homomorfa, mediante inAﬁX, de la X-4dlgebra libre sobre X, luego isomorfa

al cociente TE(X)/Ker(inﬁX). Ahora bien, ya que Ker(ing() es una congruencia, es,

en particular, un cerrado de Ts(X)?, luego, siendo R un conjunto de generadores
de la 3-algebra Ker(inﬁX), ésta serd la imagen homomorfa, mediante ini}%, de la
3-4lgebra libre sobre R. Entonces es suficiente tomar como f la composicién de
ing% y de la proyeccién pgy de Ker(inﬁx) en Tx(X), como g la composicién de in% v
de la proyeccién p; de Ker(inﬁx) en Tx(X) y como h, inﬁX. O

Demuéstrese que:
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1. Para el diagrama, serialmente, conmutativo:

/
A B
g
ida idg
/
A . B
g

se cumple que
Ceq(ida, idp) = idceq(f,g)-

2. Si los diagramas:

f f!
A B vy A B’
g g’
u v ul 'U/
f/ f//
A’ - B’ A B
g/ g//

son, serialmente, conmutativos, entonces se cumple que

Ceq(u',v") o Ceq(u, v) = Ceq(u’ o u,v’ ov).

4.3. Sumas amalgamadas. Ahora que disponemos de los conceptos de copro-
ducto y de coigualador, demostramos, apoyandonos en ellos, la existencia de un
nuevo tipo de limite inductivo, el de suma amalgamada de dos homomorfismos con
el mismo dominio.

Proposition 4.16. Sean f: C—=A y g: C——=B dos homomorfismos con el
mismo dominio. Entonces existe un par ordenado (AllgB, (ia,iB)), la suma amal-
gamada de A y B bajo C relativa a fy g, en el que Allc B es una 3-dlgebra, ia
un homomorfismo de A en A llc B e ig un homomorfismo de B en A llc B, que
tiene las siguientes propiedades:

1. El diagrama:
g

C—B
f B

A

- AllcB
1A
conmuta.

2. (Propiedad universal de la suma amalgamada) Para cada 3-dlgebra Y y
cualesquiera homomorfismos u de A en' Y yv de B en Y si el diagrama:

c—9 .

s}

f v

A

=

u
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conmuta, entonces hay un unico homomorfismo t: A llc B——=7Y tal que
los dos tridngulos del diagrama:

conmutan.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

Demostracion. Sea A llc B el coigualador de ing o f,ingog: C—=A][ B, ia la
composicién de la inclusién candnica de A en AJ[B y de la proyeccién canénica
de AJ]B en ATlc B e i la composicién de la inclusién canénica de B en AJ[B
y de la proyeccién canénica de AJ[B en A Ilc B. Es evidente que entonces el
diagrama:

C g

B
f iB
A——AIlcB

1A

conmuta.
Ademas, si Y es una ¥-dlgebray u: A——7Y, v: B—=7Y dos homomorfismos
tales que el diagrama:

C

B
f v
Ay Y

conmuta, entonces, por la propiedad universal del coproducto, hay un dnico ho-
momorfismo [u, v]b :A][B——=Y tal que [u,v]b oing =uy [u,v]b oing = vy,
por cumplirse que uo f = v o g, tenemos que Ker([u, v]b) contiene a la congruencia
Cinaof,ingog €1 A [[B, luego, por la propiedad universal de la X-dlgebra cociente,
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hay un tinico homomorfismo ¢ de AIlc B en X tal que toprg, .. = [, U]b.

Para el homomorfismo ¢ se cumple que los dos tridangulos del diagrama:
B
iB

A—>AHCB

\\

conmutan. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que ¢ es el tinico homomor-
fismo de A II¢ B en X con las propiedades indicadas. O

Cuando digamos de un diagrama de la forma:
C——B

f v

que es un cuadrado cocartesiano, ello significard que la X-algebra Y es una suma
amalgamada de A y B bajo C relativa a f y g, y que v y v son las aplicaciones
estructurales.

En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo dominio, la existencia de al menos un par ordenado, formado
por una X-algebra y dos homomorfismos desde los codominios de los homomor-
fismos dadas hasta la X-algebra, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no
hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico. Demostramos a continuacién
que el par ordenado de la proposicién anterior, es tinico, sélo, salvo isomorfismo.

Proposition 4.17. Sean f: C—=A y g: C——=B dos homomorfismos con el
mismo dominio. Si un par ordenado (E,(p,q)), en el que E es ua X-dlgebra,
p: A—E y q: B——=E tiene las propiedades:

1. El diagrama:
C

B
I
E

A

conmuta.
2. Para cada X-dlgebra Y y cualesquiera homomorfismosu: A—Y yv: B——=Y
si el diagrama:

C———

s}

f v

A

=
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conmuta, entonces hay un unico homomorfismo t: E——=7Y tal que los dos
triangulos del diagrama:

conmutan,

entonces hay un unico isomorfismo t: Allc B——=E tal que los dos tridngulos del
diagrama:

conmutan.

Demostracion. O

Proposition 4.18. Si el diagrama:

C—g>B
e
w
A v
g/
u / >B/
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conmuta, entonces hay un tunico homomorfismo ull, v: Allc B——=A’llc B’ tal
que el diagrama:

g
C B
f
w iB
A - Allc B v
1A
g/
u C’ B’
f/ u Hw v
B
A/ - A’ e B’
1A/
conmuta.
Demostracion. O
Demuéstrese que:
1. Para el diagrama conmutativo:
g

C——B

se cumple que
idA Hidc idB = idAHcB~
2. Silos diagramas:

F C g B I C’ B’
A w v A/ W' o
/ g//
u f/ / B’ o f// "N = B
A/ A”/

conmutan, entonces se cumple que
(u Iy v") o (ully, v) = (v o u) Iyoy (v 0 0).
Definition 4.19. Un homomorfismo f: A——=B es un epimorfismo regular si

existen dos homomorfismos u,v: C——= A tales que el par ordenado (B, f) es un
coigualador de u y v.
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Proposition 4.20. Una condicion necesaria y suficiente para que un homomorfis-
mo f: A——=B sea un epimorfismo es que sea sobreyectivo.

4.4. Sistemas inductivos de X-dlgebras. A continuacién consideramos los
conceptos de sistema inductivo de ¥-dlgebras y morfismo inductivo entre sistemas
inductivos de X-algebras, nociones debidas, en casos particulares, a Pontrjagin y
que son de gran importancia para la topologia algebraica y el algebra homoldgica.

Definition 4.21. Un sistema inductivo de 3-dlgebras es un par ordenado (S, .A)
en el que S es un conjunto preordenado y A = ((As | s € 5), (as,s | (s,8") €X))
tal que:

1. Para cada s € S, A, es una X-algebra.

2. Para cada (s,¢') €=, as,¢: As—> Ay es un homomorfismo.

3. Para cada s € S, a5 s =1ida,.

4. Para cada s,s',s" € S, si (s,8') €xXy (¢,5”) €=, entonces el diagrama:

As s

A, ’ Ay

as’,s”
as,s”

As”v
conmuta.
A los homomorfismos a, s : A; —> Ay los denominamos los homomorfismos de

transicion del sistema inductivo de X-dlgebras (S,.A).

Example. Sea A un conjunto, B una X-algebra y V,W C A tales que W C V.
Entonces tenemos el homomorfismo

H(inw,y,idg): Hom(V, B) —Hom(W, B),

queaun g: V—= B le asigna g [ W.

Sea S un conjunto preordenado dirigido superiormente y (V; | s € S) una apli-
cacién isétona de S en (Sub(A4),C71); asi que, para cada (s,s’) €=, Vi C V.
Entonces

(S, (Hom(V;, B) | s € 5), (as,s | (5,5) €2))),
en el que, para cada (s, s") €=, a,, s es el homomorfismo H(iny, v, ,idg) de Hom(V;, B)
en Hom(Vy/,B) que a un g: V;——= B le asigna g | Vi, es un sistema inductivo de
3-algebras.

Example. Sea A una X-dlgebra y (X, R) una presentacién de A. Entonces el par
ordenado
Example. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces el par or-
denado

(Sub(X), (Ts(K) | K € Suby (X)), (Ts(ing,) | K € L)),
es un sistema inductivo de X-algebras.

Example. El par ordenado ((Pol,(A) | n € N),(Poli,, ,.,,(A) | n € N)) es un
sistema inductivo de 3-4lgebras.

Example. El par ordenado ((Alg,(A) | n € N), (Alg;, . (A)[n € N))es un
sistema inductivo de X-algebras. '

Example. Sean I un conjunto y (A; |4 € I) una familia de X-dlgebras indexada
por I. Entonces (Sub;(I), ((J[(A; | i€ J) | J € Subs(1)), (ing,; | K C J))) es un
sistema inductivo de ¥-algebras.
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Example. Sean S un conjunto, A una X-dlgebra y (X | s € S) una familia de
cerrados de A tal que, para cualesquiera s,s’ € S exista un s” € S de modo que
X, U Xy C Xy, Entonces, considerando sobre S el preorden < definido como:

sjs/HngXs’v

tenemos que (S, ((X,s | s € ), (inx, x_, | s = s'))) es un sistema inductivo de
3-algebras.

4.5. Limites inductivos de los sistemas inductivos.

Proposition 4.22. Sea (S,.A) un sistema inductivo de 3-dlgebras. Entonces hay
un par ordenado (im(S, A), (as | s € 5)), el limite inductivo del sistema inductivo
(S,.A), en el que lim(S,.A) es una X-dlgebra y, para cada s € S, a,, la inclusién
candnica s-ésima, es un homomorfismo de A, en lim(S,.A), tal que:

1. Para cada (s,s") €=, el diagrama:

hm
conmuta.

2. Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)) en el que, para cada s € S,
ls: A;—=L, si, para cada (s,s") €=, el diagrama:

Qs s

S

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo u: h_I}n(S,.A)‘)L tal
que, para cada s € S, el diagrama:

ag

A, lim(S, A)

—

L
conmuta.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:
S

s, s
Ay
Qs /

lim(S, .A)

—
ls lg

(3
L

A
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Demostracion. Sea lii>n(S, A) = Ceq(f, g), el coigualador de los homomorfismos f,
g de [[55)e< As en [l cg As, siendo f = [in, | (s, ) €<l y g = [ing casy |

(s,5") €<]® los tinicos homomorfismos de [(s,5rye< As en J[ g As tales que, para

cada (s,s") €<, el cuadrado superior, resp., el cuadrado inferior, del diagrama:

ida,
A, A A, A,
ing
ins,s’ ins s
f ce
a(f, g)
[(s,sye< As [lies As ———— Ceq(f,9)
g
insys/ insf
A Ay
as, s

conmuta, y, para cada s € S, sea as la composicién de ing y de PICg 4 = ceq(f,9),

siendo C(g 4) la congruencia sobre [[ .4 A, generada por la relacién binaria

seS
R(S,A) = U(s,s’)eg Rins,inS/OaS,S/

en el conjunto subyacente de la X-dlgebra Hses A, donde, a su vez, Riy, in_oa,
es

Rins,ins/oasvsl = {(ins(z)ﬂns/(as,s’ (I))) ‘ x € A }
Entonces el par ordenado (lim(S,.A), (as | s € 5)) cumple las condiciones de la
proposicién. En efecto, por una parte, para cada (s,s’) €=, tenemos que:

s/ © s, = PIg g ) ©1Ng O s s (porque agy = PG g 4 © ing)
= PTogs 4 ©9 0 s
=DProg , ©f 0ing (porque Pre g 4, Coigualaa fy 9)
= prC(S,A) @] ins
= as (porque as = Pre g 4 © ing),

i.e., que el diagrama:

Ag, s’
A, Ay
X ay
lin (S, A)

conmuta.
Por otra parte, si un par ordenado (L, (ls | s € S)), arbitrario, pero fijo, en el
que, para cada s € S, l;: A;——=L, es tal que, para cada (s,s’) €=, el diagrama:

s, s
A, Ay
L
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conmuta, entonces, en virtud de la propiedad universal del coproducto, hay un
unico homomorfismo [l | s € S]b : [I(As | s € S)—=L tal que el diagrama:

inA

—[[(As | s €5)

A,
s |seS)
L

conmuta. Ademés, para cada (s, s’) €<, tenemos que:

(s | sES]bOfOinwr =[ls | sES]bOins
:ls

= ZS/ OGS,S/
=[ls]|s¢€ S]b oing oas,e

—[l|seSogoin,..

Luego [I5 | s € S]b of =[ls]|s¢€ S]b o g, por lo tanto, en virtud de la propiedad
universal del coigualador, podemos afirmar que existe un unico homomorfismo
u: lim(8S,.A) —L tal que el diagrama:

PIC (s a)

[1(A, | s € §) —=25 lim(S, A)
iy |ses) Lu
L

conmuta.
Ahora bien, puesto que, para cada s € S, el diagrama:

ing

A,

[I(As|s€S)

z l s |seS)
L

conmuta, también, para cada s € S, el diagrama:

Qs
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conmuta. Por consiguiente hay al menos un homomorfismo u de lim(S, .A) en L tal
que, para cada s € S, el diagrama:

Qs

A, lim(S, A)

u

L

conmuta. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que hay a lo sumo un homo-
morfismo u de lii)n(S,.A) en L tal que, para cada s € S, uoas = .
O

En la proposicién anterior se ha demostrado, para un sistema inductivo de X-
algebras, la existencia de al menos un par ordenado, formado por una 3-dlgebra y
una familia de homomorfismos desde cada uno de las 3-algebras de la familia de
3-algebras subyacente a la segunda coordenada del sistema inductivo, hasta la 3-
algebra, sujeto a cumplir, por una parte, una condicién de compatibilidad respecto
de los homomorfismos subyacentes a la segunda coordenada del sistema inducti-
vo, y, por otra, una cierta propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que tal
par sea absolutamente tnico, ni que las inclusiones candnicas sean necesariamente
inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

= El par ordenado de la proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.

= Una condicién suficiente para que una inclusién candnica sea inyectiva,
sobreyectiva o biyectiva, es que los homomorfismos de transiciéon sean in-
yectivos, sobreyectivos o biyectivos.

Proposition 4.23. Sea (S,.A) un sistema inductivo de X-dlgebras. Entonces:

1. Para cada 3-dlgebra’Y y cualesquiera homomorfismos f,g: lim(S, A) —=Y,
si, para cada s € S, el diagrama:

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (as | s € S) es colectivamente
epimérfica.

2. Para cada par ordenado (L, (ls | s € 5)), en el que L sea una X-dlgebra y,
para cada s € S, lg: Ag—L un homomorfismo, si para cada (s,s') €=,

el diagrama:
s, s
A, Ay
L
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conmuta, y para cada monomorfismo t: L+— li_n}(S, A), si, para cada s €
S, el digrama:

ag

A, lim(S, A)
ls t
L
conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (as | s € S) es
extremal.
Demostracion. (]

Corollary 4.24. Sea (S, .A) un sistema inductivo de X-dlgebras. Si un par ordena-
do (Q,(gs | s €9)), en el que Q es una X-dlgebra y, para cada s € S, qs: As—=Q
un homomorfismo, cumple que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

Qs s

As As/
Q
conmuta.

2. Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)), en el que L es una X-dlgebra y,
para cada s € S, ls: Ay —>L un homomorfismo, si, para cada (s,s') €=,

el diagrama:
Qs s
A, Ay
L

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo u: Q —=1L tal que, para
cada s € S, el diagrama:

ds
Q
u
Is L
L

Entonces hay un tnico isomorfismo t de li_n}(S, A) en Q tal que, para cada s € S,
el diagrama:

A,

conmuta.

Qs

A, lim(S, A)
qs

conmuta.

Demostracion. O
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Si un sistema inductivo de 3-dlgebras (S, .A) es tal que el conjunto preordenado
S estd dirigido superiormente, entonces la construccién de lim(S, .A) se simplifica,
porque en lugar de considerar la X-dlgebra [[(As | s € §)/C(g 4), es suficiente
que consideremos la 3-algebra, también denotada por @(S,A), cuyo conjunto
subyacente es el cociente [[(As | s € S)/R(s,4), del coproducto de la familia de
conjuntos (A, | s € ), entre R(g 4), que es la minima relacién de equivalencia
sobre [[(4s | s € S) que contiene a todos los pares ordenados de [[(As | s € 5) de
la forma ((z, s), (as,s(z),s)), con x € A; y (s,8") €=, L.e., por definicién:

Ris.t) = Beyp, 4, (Ugewyexd (2,9, (@50(2).8)) € ([Les As)° | 2 € Ac})

y cuya estructura de 3-dlgebra viene dada asociando a cada o € ¥, con ar(o) = n,
la operacion n-aria F, de ([[(As | s € S)/Rs,4))" en [[(As | s € S)/Rys,4) que
aun ([(za,sq)] | @ € n) del primero le asigna [FL(as, +(za) | @ € n),t)], siendo
t una cota superior de (s, | @ € n) en S y F! la operacién estructural de A,
correspondiente a o.

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que ((z,s), (y,t)) €
Rys,4) s que exista un v € S tal que s,t <uy as.u() = aru(y).

Proposition 4.25. Sea (S,.A) un sistema inductivo de 3-dlgebras tal que S esté di-
rigido superiormente. Entonces el par ordenado (im(S,.A), (as [ s € S)) en el que
lim(S,.A) es la X-dlgebra ([[(As | s € S)/Rs ), (Fo | 0 € X)) y, para cada s € S,
as la composicion de ing y de PR 4 (de manera que, para cada s € S, as asigna
aun x € As la clase de equivalencia [(x,s)]), es un limite inductivo del sistema
inductivo (S, .A)

Demostracion. Las operaciones F,, estan bien definidas. En efecto, si u € S fuera
tal que, para cada i € n, s, < u, entonces

[Fo(as,.t(2a) | € n),1)] = [Fy(as, u(za) | a € n),u)],

porque, por estar el conjunto preordenado S dirigido superiormente, existiria un
v € S tal que t,u < v, luego, por ser a;, y @y, homomorfismos se cumpliria que

at,v(Fé(asa,t(ma) | €n)) = au,o(Fy (as,,u(za) | @ € 1))
Ademsds, para cada s € S, a5 = PIR 4 © ing es un homomorfismo de A, en
lim(S, A). En efecto, dado un s € S, un o € Sigma, con ar = n y una familia
(o | @ € 1) en Ag, se cumple que
as(Fy(za | @ € n)) = [(Fj(za | @ € n), 5)]
= F,([(za, 9)] | @ € n).

Por 1ltimo, el par ordenado (lim(S,.A), (as | s € 5)) cumple las condiciones de
la proposicién. En efecto, por una parte, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

N

th A)

conmuta, i.e., para cada = € A, se cumple que [(z, s)] = [(as,s (), 8")], por defini-
cion de R(S,A)

Por otra parte, si un par ordenado (L, (ls | s € S)), arbitrario, pero fijo, en el
que, para cada s € S, l;: A;——=L es un homomorfismo, es tal que, para cada
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(s,8') €=, el diagrama:

Qs s
AS As’
L

conmuta, entonces, en virtud de la propiedad universal del coproducto de familias
de conjuntos, hay una tnica aplicacién [l | s € S]: [[(A4s | s € S)—=L tal que el
diagrama:

inA

As “>[[(As | s€S5)

[Is | s € 5]

L

conmuta. Ademds, R 4y € Ker([ls | s € S]), porque R 4) es la minima con-
gruencia sobre J[(As | s € S) que contiene a [ »e<{ (@, ), (ass(2),5)) €
(Ises AS)2 | z € Ay} y porque Ker([ls | s € S]) es una relacién de equivalencia

sobre [[(A | s € S) que contiene a J, ye<{ ((2,5), (a5, (x),5")) € (Ises As)2 |
x € As}. Entonces, en virtud de la propiedad universal del conjunto cociente,
podemos afirmar que existe una tnica aplicacién w: h_n}l(S,.A)HL tal que el
diagrama:

Pry
(A | s € §) —=> lim(S, A)

u
[ls | s €S
L

conmuta. Ademds, u es un homomorfismo de lim(S, .A) en L.
Ahora bien, puesto que, para cada s € S, el diagrama:

ing

As

[I1(As | s € 5)

l s s €]
L

conmuta, también, para cada s € S, el diagrama:

Qs

ing Plog 4

[I(As | s € §) ————1im(S, A)

IF

[l | s €]

~
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conmuta. Por consiguiente hay al menos un homomorfismo u de lim(S, .A) en L tal
que, para cada s € S, el diagrama:

a .
A, —2 - lim(S, A)
u
L
L

conmuta. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que hay a lo sumo un homo-
morfismo u de lii)n(S,.A) en L tal que, para cada s € S, uoas = .
O

En el ejemplo 4.4, para el sistema inductivo
(S, (Hom(Vy, B) | s € 5), (as,s | (s,5') €2))),

su limite inductivo estd formado, por una parte, por las clases de equivalencia, o
gérmenes de aplicaciones, [(f, s)], con (f,s) € [[(Hom(Vs, B) | s € S), y siendo dos
pares ordenados (f,s) v (g,s’) equivalentes precisamente cuando exista un s” € S
tal que Vg C VN, Vg y f | Ve = g | Vsr, y, por otra, por la familia de aplicaciones
(as | (s,8") €=), en la que, para cada s € S y para cada f € Hom(V;, B), as(f) =
[(f,5)]

Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del ejemplo 4.4 es
isomorfo a Tx(X).

Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del ejemplo 4.4 es
isomorfo a Pol,(A).

Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del ejemplo 4.4 es
isomorfo a Alg,(A).

Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del ejemplo 4.4 es
isomorfo a [[(As | s € 5).

Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del ejemplo 4.4 es
isomorfo a |J(X; | s € 5).

Proposition 4.26. Sea (S, .A) un sistema inductivo de X-dlgebras, con S dirigido
superiormente y (L, (ls | s € S)) tal que, para cada s € S, ls: A;——=L sea un
homomorfismo y, para cada (s,s') €=, el diagrama:

Qs s

A, Ay
L

conmute. Entonces para el inico homomorfismo u: lii)n(S,A)%L tal que, para
cada s € S, el diagrama:

Qs

A, ———— an(S, A)

L

conmuta, se cumple que:

1. Una condicion mecesaria y suficiente para que u sea sobreyectivo es que
L=, csIm(ly).
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2. Una condicion necesaria y suficiente para que u sea inyectivo es que, para
cada s € S y para cada x,y € A, sils(x) = ls(y), entonces exista un s’ € S
tal que s 2 sy as o (x) = as s (y).

Demostracion. 1. Puesto que un homomorfismo es sobreyectivo si y sélo si su ima-
gen coincide con su codominio, u serd sobreyectivo precisamente si u. (lim(S, A)) =
L. Ahora bien, lim(S, A) = {J,c 5 Im(as), luego u serd sobreyectivo precisamente si
Us(Ugeg Im(as)) = L, i.e., siy sélo si |J,cg Im(uoas) = L, pero, para cada s € S,
uoas = lg, luego u sera sobreyectivo cuando y sélo cuando | J, g Im(ls) = L.

2. La condicion es mecesaria. Supongamos que u: li_r)n(S, A) —L sea inyectivo
ysean s € Sy x,y € A tales que I5(z) = lI5(y). Entonces, ya que, para cada s € S,
uwoas = ls, ulas(z)) = ulas(y)), luego, por ser u inyectivo, as(z) = as(y). Por
consiguiente, en virtud del lema ??, hay un s’ € Stal que s < s’ y a5 o (2) = a5+ (y).

La condicion es suficiente. Supongamos que para cada s € S y para cada x,y €
As, si ls(z) = I5(y), entonces exista un s’ € S tal que s < §' y a, () = as,+ ().
Sean X, Y € lim(S, .A) tales que u(X) = u(Y). Entonces, en virtud del lema ?7, hay
un s € Sy x,y€ A tales que as(x) = X y as(y) =Y. luego u(as(x)) = u(as(y)),
pero uoag = g, asi que I5(z) = l5(y). Por lo tanto, en virtud de la hip6tesis, existe
un s’ € Stal que s < s’y a5, () = as,s (y); pero esto ltimo significa precisamente
que X =Y, yaque X = [(z,s)], Y =[(y,9)] y X =Y siy sblo si existe un s’ € S
tal que s < 8y g 0 (z) = g ()

s

O

Proposition 4.27. Sea (S,.A) un sistema inductivo de X-dlgebras, con S dirigido
superiormente. Entonces una condicion suficiente para que as: As— lim(S, A)

sea inyectivo, sea cual sea s € S, es que, para cada (8,8") €=X, as5: As—> Ay
sea inyectivo.

Demostracion. O

Proposition 4.28. Sea (S,.A) un sistema inductivo de conjuntos, con S dirigido
superiormente. Entonces una condicion suficiente para que as: Az — li_n>1(S, A)

sea sobreyectivo, sea cual sea s € S, es que, para cada (s,s') €=, ag o Ag—>= Ay
sea sobreyectivo.

Demostracion. O

Corollary 4.29. Sea (S, .A) un sistema inductivo de X-dlgebras, con S dirigido su-
periormente. Entonces una condicion suficiente para que ags: Ag — li_rr)l(S, A) sea

un isomorfismo, sea cual sea s € S, es que, para cada (s,5') €=, as 51 Ag—=Ay
lo sea.

Demostracion. O

4.6. Morfismos inductivos entre sistemas inductivos.

Definition 4.30. Si (S,.A) y (T, B) son dos sistemas inductivos de X-dlgebras, un
morfismo inductivo de (S,.A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S,.A), ®, (T, B)),
abreviado como ® y denotado por

P: (SvA)‘)(T’B)a

enel que & = (¢, f),con p: S—=T y f = (fs | s €.9), siendo, para cada s € S,
fsi _A34>B4p(8)7 i.e.,

(fs | S S) € H(Hom(AsaBga(s)) | s € S)v
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tal que, para cada (s,s’) €=, el diagrama:

s
A By(s)

@s,s' bo(s),p(s7)

B

Ay o)

S/
conmuta. Ademsds, (S,B,) es el sistema inductivo de 3-algebras para el que la
coordenada s-ésima de la primera componente de B, es B (), para cada s € S,
y la coordenada (s, s’)-ésima de la segunda componente de By, es by (s, ,(s/), Para
cada (s,s") €=.
Proposition 4.31.

1. Si (S,.A) es un sistema inductivo de X-dlgebras, entonces
ids,.a) = (ids,id 4),

siendo ida = (ida, | s € 5), es un endomorfismo inductivo de (S, .A), el
morfismo inductivo identidad de (S, A).

2. Si(S,A), (T,B) y (U,C) son tres sistemas inductivos de X-dlgebras, ® =
(¢, f) un morfismo inductivo del primero en el seqgundo y ¥ = (v, g) uno
del segundo en el tercero, entonces

Vod=(op,g,of),

siendo g, la familia indexada por S, cuya coordenada s-ésima es:

Gp(s)* B@(S) ch(%@(s))’

y, por lo tanto, siendo g, o f la familia de homomorfismos, indezada por
S, cuya coordenada s-€sima es:

fs B Ge(s)

A, o(s) Cuyle(s))

es un morfismo inductivo de (S, A) en (U,C), el morfismo inductivo com-
posicién de ambos.

Demostracion. Puesto que la primera parte es sencilla de demostrar, nos limitamos
a demostrar la segunda.
Por ser ® = (¢, f) y ¥ = (¥, g) morfismos inductivos, los diagramas:

fs B gt

A, ————— By y B, ——— Cyqy

As,s’ bap(s),ga(s’) bt,t’ Co(t), 9 (t")

Ay ——>Be) By —— > Cyq)

fs’ gt

conmutan. Por consiguiente el diagrama:

9p(s) © s
A, »(s)

Cuols)
As. s Cd’(‘ﬁ(s))aw(‘P(SI))

A

Cuyle(s)
Go(s’) © fs’ v
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también conmuta. O

Proposition 4.32. Sea ® un morfismo inductivo de (S,.A) en (T,B), ¥ uno de
(T,B) en (U,C) y E uno de (U,C) en (V, D). Entonces:

1. (Asociatividad). El diagrama:

(EoW)o®

/\

EW

conmuta.
2. (Neutros). Los diagramas:

ids, A)

(S, A) 5,4 ¢y (54

conmutan.

Demostracion. O

4.7. Limites inductivos de los morfismos inductivos.

Proposition 4.33. Si ®: (S,.A)—(T,B) es un morfismo inductivo, entonces
hay un tunico homomorfismo

lim ®: lim(S,.A) — lim(T, B),
- — —

denominada el limite inductivo de ® tal que, para cada s € S, el diagrama:

A, s lim(S, A)
. Iy @
B(p(s) b—> 11_H>1(T'7 B)

©(s)

conmuta. Ademdas, el diagrama:
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A, —2 - lim(S, A)

[ I
Bos) lim(S, By) lim ®
w(s)
lp
b (s)
lim(T, B)
—

conmuta, siendo i, el Unico homomorfismo de h_n)l(S,Bg,) en li_rr>1(T,B) tal que el
diagramas:

Pres s, ..
H(Bcp(s) | s € S) I h_r>n(saB<P)

1, 127

[[(B: |t €T) —— > lim(T, B)

conmuta, y, denotdndola por el mismo simbolo, [[ f el dnico homomorfismo de
lim(S,.A) en im(S, By,) tal que el diagrama:

pr
(A, [se8) ——E2 lim(S,.A)

s s

By | s € S) —— lim(S, B,)

10es,m,)
conmuta. Asi que
i = 4,0 .
lim & =i, o [T f
Demostracion. O

Proposition 4.34. Sean ®: (S, A)—(T,B) y ¥: (T,B)—(U,C) dos mor-
fismos inductivos. Entonces:

1. limid(s,a) = idiim(s.4)-
2. lim(¥ o @) =1lim ¥ o lim .
— — —
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Ademds, si ® = (o, f) y ¥ = (v,9), entonces el diagrama:

limPod
—

conmuta.

Demostracion. O

Proposition 4.35. Sea ®: (S, A)—— (T, B) un morfismo inductivo, con S y T
dirigidos superiormente. Si hay un subconjunto S’ de S que es cofinal en S, ¢[S'] es
cofinal en T y, para cada s" € S', fo: Ay —=By sy es un isomorfismo, entonces
lii)n@ es un isomorfismo.

Demostracion. O

Antes de enunciar un corolario de la proposicién anterior, convenimos que si
(S,.A) es un sistema inductivo de X-dlgebras, con S dirigido superiormente, y S’
un subconjunto de S tal que, siendo S’ el par ordenado (S, =< N(S’" x S')), S’ es,
a su vez, un conjunto preordenado dirigido superiormente, entonces (S,.4)[S’, la
restriccion de (S, A) a S’, denota el sistema inductivo de X-dlgebras cuya primera
coordenada es (S’, = N(S’ x 5")) y cuya segunda coordenada tiene como primera
componente la restriccién de (Ag | s € S) a S’ y como segunda componente la
restriccién de (as s | (s,8) €x) a<xN(S" x 5).

Corollary 4.36. Si (S,.A) es un sistema inductivo de X-dlgebras y S’ es un sub-
conjunto cofinal de S, con S dirigido superiormente, entonces para el morfismo
inductivo candénico ® = (ing/, (ida_ | s € §)) de (S, A)[S" en (S,.A) se cumple
que lim @ es un isomorfismo.

Demostracion. O

Corollary 4.37. Sea ¥ una signatura algebraica y V = {v, | n € N} un conjunto
infinito numerable sobre €l consideramos el buen orden que se obtiene del buen orden
natural sobre N por transporte de estructura, entonces el conjunto { | v, | n € N},
siendo, para cadan € N, | v, = {v; | i € n}, es un subconjunto cofinal de Subs (V')
y, por lo tanto, la 3-dlgebra subyacente del limite inductivo del sistema inductivo

({Lon [neNE Q) (Ts(lv) [n€N), (Ts(inw, jv,,) | 7 €N))),

es isomorfa a Tx (V).

Como una aplicacién del concepto de limite inductivo de un sistema inductivo
de X-algebras, consideramos a continuacion los conceptos de producto reducido y
ultraproducto de una familia de X-algebras relativo a un filtro, resp., un ultrafiltro,
sobre el conjunto de indices de la familia en cuestion.
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Definition 4.38. Sea I un conjunto. Un filtro sobre I es un subconjunto F de
Sub(I) que tiene las siguientes propiedades:

1. F#o.

2. o & F.

3. Paracada J C I, si J € F, entonces {} J C F.
4. Paracada JJ K € F, JNK € F.

Denotamos por Fil(I) el conjunto de los filtros sobre I.

Sea F un filtro sobre I. Demuéstrese que:

1. La interseccién de cualquier familia finita no vacia en F también pertenece
aF.

2. ITeF.

3. Sobre el conjunto vacio no hay ningun filtro.

Proposition 4.39. Sea I un conjunto y J C I no vacio. Demuéstrese que f} J
es un filtro sobre I. En particular, ff I = {I} es un filtro sobre I. A los filtros de
este tipo los denominamos filtros principales sobre I; a los demds filtros sobre I los
llamamos no principales.

Proposition 4.40. Un filtro F sobre I es principal precisamente si (\pcr F € F.
Demostracion. (]

Demuéstrese que cualquier filtro sobre un conjunto finito es principal.
Sobre cualquier conjunto infinito hay filtros no principales. Los més simples son
los filtros de Fréchet.

Proposition 4.41. Sea I un conjunto infinito y m un cardinal infinito tal que
m < card(I). Entonces el conjunto Frer  definido como:

Frejm ={J CI|card(I—J)<m},
es un filtro no principal sobre I.

Demostracion. O

Demuéstrese que sobre el conjunto de los niimeros naturales, el unico filtro de
Fréchet es el formado por los subconjuntos de N cuyo complementario es finito.

Demuéstrese que si aceptamos la hipétesis del continuo, entonces sobre el con-
junto de los numeros reales, los unicos filtros de Fréchet son, por una parte, el
formado por los subconjuntos de R cuyo complementario es finito, y, por otra, el
formado por todos los subconjuntos de R cuyo complementario es finito o infinito
numerable.

Muéstrese un ejemplo de filtro no principal que no sea filtro de Fréchet sobre el
conjunto de los niimeros naturales.

Proposition 4.42. Sea I un conjunto no vacio. Entonces la interseccion de cual-
quier familia no vacia de filtros sobre I es un filtro sobre I. Ademds, la union de
cualquier cadena no vacia de filtros sobre I es un filtro sobre I.

Demostracion. O

En algunas ocasiones, dado un conjunto no vacio I, conviene disponer de algin
criterio sobre un subconjunto C de Sub(I), que nos asegure que tal conjunto C
estd incluido en algun filtro sobre sobre I.

Definition 4.43. Sea I un conjunto no vacio y C un subconjunto de Sub([). Deci-
mos que C tiene la propiedad de la interseccion finita o que es un sistema centrado,
si cumple las siguientes condiciones:
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1. C £ 2.
2. Para cada D C C, si D es finito y no vacio, entonces ();cp D # @

Proposition 4.44. Sea I un conjunto no vacio. Una condicion necesaria y sufi-
ciente para que un subconjunto C de Sub(I) esté incluido en un filtro sobre I es que
C tenga la propiedad de la interseccion finita.

Demostracion. O

Definition 4.45. Sea I un conjunto no vacio. Un ultrafiltro sobre I es un filtro
maximal en el conjunto ordenado (Fil(I), C).

Demuéstrese que los ultrafiltros principales sobre un conjunto no vacio I son los
de la forma 1} {i}, para algin i € I.

La existencia de ultrafiltros no principales sobre conjuntos infinitos es consecuen-
cia de la siguiente proposicién.

Proposition 4.46. Sea I un conjunto no vacio. Una condicién necesaria y sufi-
ciente para que un subconjunto C de Sub(I) esté incluido en un ultrafiltro sobre I
es que C tenga la propiedad de la interseccion finita. En particular, cada filtro sobre
I estd incluido en al menos un ultrafiltro sobre I.

Demostracion. O

Demuéstrese que todo filtro sobre un conjunto no vacio I es la interseccién de
todos los ultrafiltros sobre I que lo contienen.

Proposition 4.47. Sea I un conjunto y F es un filtro sobre I. Una condicion
necesaria y suficiente para que F sea un ultrafiltro sobre I es que para cada J C I,
JeF siysolosil—JgF.

Demostracion. O

Theorem 4.48. FEl axioma de eleccion es equivalente a la extensibilidad de todo
filtro hasta un ultrafiltro.

Demostracion. O

Proposition 4.49. Sea I un conjunto y F un filtro sobre 1. Entonces (F,<),
siendo < la relacion binaria en F definida como:

<={(J,K)e FxF|KCJ},
es un conjunto preordenado dirigido superiormente.

Proposition 4.50. Sea I un conjunto, F un filtro sobre I y (A; | i € I) una
familia de 3-dlgebras. Entonces el par ordenado

((HjeJAj)7 (psx | (J,K) ES))»

es un sistema inductivo de 3-dlgebras. Al limite inductivo de tal sistema inductivo
de X-dlgebras lo denominamos elproducto reducido de (A; | i € I) relativo al filtro
F sobre I, a la X-dlgebra subyacente la denotamos por [[-(A; | i € I) y, para
cada J € F, a los homomorfismos estructurales de [[;c; Aj en [[x(A; | i € ),
por pr.j. En particular, si F es un ultrafiltro sobre I, al limite inductivo anterior
lo denominamos el ultraproducto de (A; | i € I) relativo al ultrafiltro F sobre I.
Ademds, la X-dlgebra [ -(A; | i € I) es isomorfa a la X-dlgebra [[(A; | i € I) =g,
siendo =x la congruencia sobre [[(A; | i € I) definida como:

=r={(2,9) € ([Lies Ai)Z | Eq(z,y) € F}.
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4.8. Algunos limites y colimites de familias de sistemas inductivos. Del
mismo modo que para el universo de conjuntos y aplicaciones, demostramos la
existencia de productos y coproductos de familias de conjuntos asi como la de
igualadores de pares de aplicaciones con el mismo dominio y codominio, ahora,
para el universo de discurso formado por los sistemas inductivos de X-algebras y
los morfismos entre ellos, demostramos la existencia de productos y coproductos de
familias de sistemas inductivos de 3-dlgebras, asi como la de igualadores de pares
de mofismos con el mismo dominio y codominio.

Proposition 4.51. Sea ((S%, A’) | i € I) una familia de sistemas inductivos de -
dlgebras. Entonces hay un par ordenado (H((Sz,Al) |iel),(pr’|i€l)), también
denotado por (I, (S%, A", (pr* | i € I)), en el que [T((S%,.A") | i € I), el producto
de ((S*,\A%) | i € I), es un sistema inductivo de T-dlgebras y, para cadai € I, pr’, la
proyeccién canénica i-ésima del producto, es un morfismo inductivo de []((S?,.A") |
1€1) en (Si,.Ai), que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado ((T,B), (V" | i € 1)), en el que (T,B) es un sistema
inductivo de T-dlgebras y, para cada i € I, V': (T,B)—(S*, . A"), hay un inico
morfismo inductivo (V' | i € I): (T,B)— [[((S*,A") | i € I) tal que, para cada
i €1, el diagrama:

(T, B)
(Wi |ier) v
(S A) [ € 1) (5.4

conmuta.

Demostracién. Es suficiente tomar como primera coordenada de []((S?,.A") | i € I)
el producto de la familia de conjuntos preordenados d.s. (S* | ¢ € I) y, como segunda
coordenada, el par ordenado cuya primera componente es

(TITAL [iel)| (s |iel)e[I(S"|iel))

y cuya segunda componente es
(M, i€ D ((sili€ D). () i€ D) €x);

y, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de pr?, pr;, la proyec-
cién canénica de [[(S* | i € I) en S, y, como segunda coordenada, (prp: | (s; |
iel)e[l(S"|iel))

O

Proposition 4.52. Sea ((S%, A%) | i € I) una familia de sistemas inductivos de -
dlgebras. Entonces hay un par ordenado ([1((S', . A") | i € I), (in* | i € I)), también
denotado por (Hiel(si,Ai), (in' [i € 1)), en el que [T((S?,A") | i € I), el copro-
ducto de ((S%,\A") | i € I), es un sistema inductivo de X-dlgebras vy, para cada
i €I, in’, la inclusién canénica i-ésima del coproducto, es un morfismo inductivo
de (S*, A") en [J((S%,A") | i € I), que tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada par ordenado ((T,B),(¥" | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
inductivo de X-dlgebras vy, para cada i € I, U;: (Si,Ai) — (T, B), hay un dnico
morfismo inductivo [ | i€ 1] : 11((S*, A") | i € I) —= (T, B) tal que, para cada
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i €1, el diagrama:

(8%, A1) — 2 T[((S, A [ i € 1)
v [filiel]
(T, B)

conmuta.

Demostracién. Es suficiente tomar como primera coordenada de [[((S?,.A") | i € I)
el coproducto de la familia de conjuntos preordenados d.s. (S* | ¢ € I) y, como
segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es

(AL (s,1) € 1I(S" i € D))
y cuya segunda componente es

(abo | ((5,2), (s, 1)) €=);
¥, por otra parte, para _cada i € I, como primera coordenada de in’, in;, la inclusién
canénica de S* en [[(S* | i € I), y, como segunda coordenada, (ida: | (s,i) € [](S* |

iel)).
]

Proposition 4.53. Sean ®,¥: (S, A)—— (T, B) dos morfismos inductivos, con
= (p,f) y ¥ = (v,g9). Entonces existe un par ordenado (Eq(®, V), eq(P, ¥)),
el igualador de @ y U, en el que Eq(®, V) es un sistema inductivo de X-dlgebras
y eq(®, V) un morfismo inductivo de Eq(®, V) en (S,.A), que tiene las siguientes
propiedades:
1. Poeqg(P,T) =Toeq(P,7).
2. (Propiedad universal del igualador) Para cada sistema inductivo de 3-dlge-
bras (U,C) y cada morfismo proyectivo Z: (U,C) —=(S,.A), si Do = =
U o =, entonces hay un unico morfismo proyectivo I': (U,C) — Eq(®, V)
tal que eq(®, V) ol =E.

Demostracion. Es suficiente tomar como primera coordenada de Eq(®, ¥), el con-
junto preordenado Eq(p, ), formado por el igualador de ,9: S——=T, y la res-
triccion del preorden de S a ésa parte, y como segunda coordenada, &£, el par orde-
nado cuya primera componente, E, para cada s € Eq(p, 1), es Eq(fs, gs), y cuya
segunda componente, e, o, para cada s, s’ € Eq(¢, 9), tal que s < &', es el tnico ho-
momorfismo de Eq(fs, g5) en Eq(fs, gs/) tal que Qs,s’ oeq(fs, gs) = eq(fs, gs/)oes,s’;
y, por otra parte, como primera coordenada de eq(®, ), eq(p, 1), y, como segunda

coordenada (eq(fs,gs) | s € eq(p,v)).
O

5. VARIEDADES HOMOGENEAS

Si hi ha moltes equacions d’aquesta mena, caldra reduir-les totes a una
de sola, a saber: aquella els termes de la qual ocupin els graus inferiors en
la série de magnituds continuament proporcionals segons la qual hagin
de ser ordenats.

R. Descartes.
Many important classes of algebras occurring in practice, such as groups,
rings, lattices, etc., may be completely described by identical relations.
Such equational classes or varieties have many useful properties; in par-
ticular, they always possess free algebras, and the members of the variety
may be characterized as homomorphic images of the free algebras.
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P. Cohn.

En esta seccién, para un dominio de operaciones formales y un conjunto de
variables, definimos la nocion de ecuacidn, relativa a tal dominio y conjunto de va-
riables. Pasamos entonces a definir la relacién binaria de validez entre 3-algebras y
férmulas, obteniendo la conexién de Galois contravariante para la ldgica ecuacional.
Ademds, definimos las clases ecuacionales o primitivas, haciendo uso de los concep-
tos l6gicos de ecuacién y de validez, y establecemos el teorema de caracterizacion de
Birkhoff de tales clases ecuacionales, en términos puramente algebraicos, mediante
los operadores de formacién de imagenes homomorfas, subalgebras y productos.
De este modo se pone en evidencia que el estudio de la légica ecuacional equivale
al de cierto tipo de categorias. También definimos las relaciones de consecuencia
semdntica y sintdctica entre conjuntos de ecuaciones y ecuaciones y demostramos
el teorema de completud de Birkhoff, segtn el cual ambas relaciones coinciden. Por
dltimo, estudiamos las dlgebras de polinomios con coeficientes en un dlgebra e inde-
terminadas en un conjunto, que nos permitirdn obtener las operaciones algebraicas
sobre un algebra, del mismo modo que las algebras libres nos permitieron obte-
ner las operaciones polinémicas sobre las algebras; y las clases implicacionales, que
generalizan a las ecuacionales, y de las que son ejemplos los monoides regulares.

5.1. Ecuaciones y validez.

Definition 5.1. Sea X una signatura algebraica homogénea y X un conjunto.
Una (X, X)-ley o (X, X)-identidad o (X, X)-ecuacion es un par ordenado (P, Q) €
Ts(X)2 Denotamos al conjunto de todas las (X, X)-leyes, que es Tx(X)?, por
Ec(%, X).

Definition 5.2. Sea A una X-dlgebra y (P, Q) € Ec(X, X). Decimos que (P, Q)
es vdlida en A o que A satisface (P,Q) o que A es un modelo de (P,Q), y lo
denotamos por A E=x x (P,Q) o por A = (P,Q), si, para cada homomorfismo

[ Ts(X)—=A, f(P)= f(Q).
Sea A una X-dlgebra y (P, Q) € Ec(X, X). Demuéstrese que A = (P,Q) siy
sélo si (P, Q) € nfeHom(Tz(X),A) Ker(f).

Proposition 5.3. Sea A una 3-dlgebra y (P, Q) € Ec(3,X). Una condicion nece-
saria y suficiente para que A |= (P, Q) es que, para cada homomorfismo f: Tx(X)—=A,
exista un homomorfismo g: Tx(X)/Cg(P,Q) —= A tal que el diagrama:

pr
5(X) 2 T (X)/C5(P.Q)

/

Demostracion. La condicidn es necesaria. Sea f: Tx(X)— A un homomorfismo.
Entonces existe un homomorfismo ¢g: Tx(X)/Cg(P, Q) — A tal que el diagrama:

conmuta.

Te(x) P o (x)/Ca(P.Q)
f g
A

conmuta, porque al ser A E (P,Q), Cg(P, Q) C Ker(f).
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La condicidn es suficiente. Si f: Tx(X)—= A es un homomorfismo, entonces
hay un homomorfismo g: Tx(X)/Cg(P, Q) —= A tal que f = goprcy(p ). Por lo
tanto, ya que [P] = [Q], f(P) = g([P]) = ¢([Q]) = f(Q). 0

Proposition 5.4. Sea A una X-dlgebra y (P, Q) € Ec(X, X). Una condicion ne-
cesaria y suficiente para que A |= (P, Q) es que, para cada f: X —=A, fH(P) =
Q).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del hecho de que hay una biyeccién (na-
tural) entre el conjunto Hom(X,G(A)) de las aplicaciones del conjunto de las
variables X en el conjunto subyacente G(A) de la X-dlgebra A, y el conjunto
Hom(Tx(X),A), de los homomorfismos de la 3-algebra libre T's(X) sobre X, en
la X-algebra A.

O

La relacién binaria de satisfacibilidad }=x x de Birkhoff, es un subconjunto de
Ob(Alg(X)) x Ec(X, X). Pero debemos observar que tal relacién binaria se obtiene
a partir de la relacién ternaria - = x -[-], subconjunto de (UAeOb(Alg(E)){A} X

Hom(X,G(A))) x Ec(2, X), definida como:

AEsx (PQ)f] siysdlosi f4P)=fQ),

para cualesquiera A € Ob(Alg(X)), f € Hom(X,G(A)) y (P, Q) € Ec(%, X); en
cuyo caso decimos que la valoracién f: X —= A es una solucidn de la (X, X)-
ecuacién (P, Q) en la X-dlgebra A.

Entonces obtenemos la relacién binaria j=x x a partir de la ternaria - =5 x -[]
definiéndola como:

AEsx (P,Q) siysblosi VfeHom(X,G(A)) (A E=sx (P.Q)[f]),

ie, la (X, X)-ecuacién (P, Q) es valida en la 3-dlgebra A si y sélo si todas las
valoraciones son soluciones de la (3, X)-ecuacién (P, Q) en A.

Proposition 5.5. Sea A una X-dlgebra y (P, Q) € Ec(X, X). Una condicién nece-
saria y suficiente para que A = (P, Q) es que PA = QA i.e., que P y Q determinen
la misma operacion polinomica en A.

Demostracion. Puesto que P2, Q* € Polx(A), PA = QA si y sélo si, para cada
f: X —=A, PA(f) = QA(f). Por consiguiente, es suficiente que demostremos que,
para cada f: X —= Ay cada P € Tx(X) se cumple la ley de intercambio, i.e., que:

A
F1(P) = PA(f),
i.e., que la accién de la extensién canénica f* de la valoracién f: X —s A, sobre el
simbolo de operacion polinémica P coincide con la accién de la operacién polinémica
PA determinada por el simbolo de operacién polinémica P, sobre la valoracién f.
Sea P el subconjunto de Ts;(X) definido como:

P={PecTx(X)|Vf: X—=A(f!(P) = PA(f)) }.

Vamos a demostrar, por induccién algebraica, que P = T (X).
Se cumple que {(z) |z € X } CP. En efecto, siz € X y f: X —= A, entonces

(2)2(f) = pry . (f) (por la definicién de Pdx a)
= f(x)
= f*((z)) (por la definicién de f*).

En segundo lugar, se cumple que P es una subdlgebra de Tx(X). En efecto, si
o €Yy f: X—=A, entonces (0)2(f) = o® y fi((0)) = o®, porque f* es un
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homomorfismo de Ts(X) en A, luego (0)2(f) = f*((0)). Sea ahora n € N — 1,
o €X,, (P;|j€n) una n-familiaen Py f: X —= A entonces

((0)Po -+ Pa)M(f) = (Fy o (P | j €1))(f)
= F,(PP(f)|jen)
= F,(f* (P) | jen) (por la hipétesis)
= f*((o)Py- - Pp_1) (porque f* es un homomorfismo).

Queda por lo tanto demostrado que P es una subdlgebra de T's;(X). Podemos
pues afirmar que una condicién necesaria y suficiente para que A = (P, Q) es que
PA = QA

O

5.2. Clases ecuacionales.

Definition 5.6. Sea X una signatura algebraica, X un conjuntoy (P, Q) € Ec(X, X)
una (X, X)-ecuacién. Entonces Vs x ({ (P, Q) }) o, para abreviar, Vs x(P,Q), la
clase ecuacional o la clase primitiva generada por { (P,Q) } es el conjunto definido
€Omo:

Vs.x(P,Q) = { A € Ob(Alg() | A ks x (P.Q) ],
de modo que Vs, x (P, Q) consta de todas las 3-algebras A que satisfacen la (3, X)-
ecuacion (P, Q).

Proposition 5.7. Sea X una signatura algebraica y X un conjunto. Entonces la
aplicacion Vs x de Sub(Ec(X, X)) en Sub(Ob(Alg(X))) definida como:

Sub(Ec(X, X)) — Sub(Ob(Alg(X)))
{Ob<Alg<2>>, 5i @ = @;

Vs x
, [} — VE,X(‘I)) — .
Nrgyes Vex(P.Q), si®#2,

tiene las siguientes propiedades:
1. Para cada ® C Ec(X, X), Vx x(®) # @.
2. Para cada @,V C Ec(X, X), si ® C U, entonces Vs x(¥) C Vs x (D), i.e.,
a mds leyes menos dlgebras que las cumplan.
Al conjunto Vs, x(®), de todas las 3-dlgebras A que satisfacen todas las (%, X)-
ecuaciones (P,Q) € ®, lo denominamos la clase ecuacional o la clase primitiva,
generada por P.

Demostracion. Sea ® C Ec(X, X). Si ® = &, entonces, por definicién, Vs x (®) =
Ob(Alg(X)) y este ultimo conjunto no es vacio, porque 1 es una X-dlgebra. Si
® #£ @, tampoco es vacia la clase ecuacional generada por ®, porque, para cada
(P,Q) € ®, se cumple que 1 =5 x (P, Q).

Sean @, ¥ C Ec(3,X) tales que @ V. Si & = @, entonces Vs x(P) =
Ob(Alg(X)), luego, obviamente, Vs, x (V) C Vs, x (®). Por otra parte, si & # &, en-
tonces ¥ # &, luego podemos considerar ﬂ(P,Q)€<1> Ve.x(P,Q)y ﬂ(P’Q)G\I, Vs x(P,Q),
por lo tanto, ya que {Vs x(P,Q) | (P,Q) € &} C {Vsx(P,Q) | (P,Q) €
U} también en este caso se cumple que Vs x(¥) C Vs x () O

c
c

Demuéstrese que una X-dlgebra A € Vs, x (®) precisamente si

® C Nyetom(Ts(x),a) Ker(f),

o, lo que es equivalente, si y sélo si, para cada (P,Q) € ®, PA = QA

Antes de estudiar otras propiedades de los conjuntos de X-algebras de la forma
Vs x (®), para algin conjunto de (X, X)-ecuaciones @, vamos a demostrar que pa-
ra definir el concepto de clase ecuacionalmente definible, es suficiente que tomemos
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las operaciones polinémicas formales que ocurren en las ecuaciones definitorias de
la clase ecuacional, del algebra libre sobre un conjunto de variables infinito nume-
rable, arbitrario pero fijo. Para ello, comenzamos definiendo el concepto de leyes
equivalentes, relativas a dos conjuntos de variables.

Definition 5.8. Sea ¥ una signatura algebraica, X e Y dos conjuntos, (P, Q) €
Ec(Z, X) y (P, Q) € Ec(2,Y). Decimos que (P, Q) y (P, Q') son leyes equivalen-
tes si Vs x(P,Q) = Vs y(P',Q'), i.e., si, para cada X-dlgebra A, A Ex x (P,Q)
siysélosi A sy (P,Q).

La proposicién que sigue se fundamenta, en ultima instancia, en que, por tener
las operaciones formales ariedades finitas, en las operaciones polinémicas formales
ocurren a lo sumo un numero finito de variables y, por lo tanto, en cada ley, que
es un par de operaciones polindmicas formales, hay a lo sumo un niimero finito de
variables

Proposition 5.9. Sea 3 una signatura algebraica, X un conjunto y ® C Ec(X, X)
un conjunto de (X, X)-ecuaciones. Entonces hay un conjunto infinito numerable V
y un conjunto ¥ C Ec(3,V) de (X, V)-ecuaciones tales que Vs x (®) = Vs v ().

Demostracion. Sabemos que, para cada subconjunto Y de X, SgTE(X)(nX [Y]), la
subdlgebra de T'x(X) generada por nx[Y], es isomorfa a Tx(Y). Ademds, da-
da una operacién polinémica formal P € Tx(X), P € Sgrpy x)(nx[Var(P)]),
siendo Var(P) el conjunto de las variables de P, que es un subconjunto finito
de X y el menor de ellos con tal propiedad. Luego si (P,Q) € Ec(X,X), en-
tonces, denotando por Var(P,Q) la unién de Var(P) y Var(Q), se cumple que
P,Q € Sgry(x)(nx[Var(P,Q)]), siendo Var(P, Q) el menor subconjunto finito de
X con tal propiedad. Por lo tanto, hay una (X, Var(P, Q))-ecuacién (P’,Q’), con
P’ resp. @', la operacién polinémica formal transformada de P, resp. de @, me-
diante el isomorfismo de Sgr(x)(nx[Var(P, Q)]) en Tx(Var(P,Q)), tal que (P, Q)
y (P, Q") son leyes equivalentes.

Por otra parte, es evidente que si K y L son dos conjuntos isomorfos, enton-
ces, para una ecuacién (P,Q) € Ec(X, K) y la transformada (P’,Q’) € Ec(X%, L)
de (P,Q), mediante el isomorfismo de Tx(K) en Tx(L), se cumple que (P,Q) y
(P, Q") son leyes equivalentes.

De todo esto podemos concluir que, para un conjunto ® C Ec(X, X), es suficiente
que consideremos un conjunto infinito numerable, arbitrario pero fijo, V' (que muy
bien pudiera ser N) y como conjunto de ecuaciones ¥ C Ec(3,V) el formado
por las (X, V)-ecuaciones obtenidas de las ecuaciones (P, Q) € ® mediante las
transformaciones:

Sgry(x) (nx[Var(P, Q)]) = Tx(Var(P, Q)
= TE(l Un)
= Sgr.. vyl vn]) +—=Tx(V),
siendo n = card(Var(P, Q)). O

Esta tltima proposicion permite que, sin pérdida de generalidad, nos limitemos
a considerar, en todo lo relativo a las clases ecuacionalmente definibles, ecuaciones
cuyos términos sean miembros del conjunto subyacente de un &dlgebra libre sobre
un conjunto infinito numerable.

De ahora en adelante, salvo indicacion expresa de lo contrario, todas las ecua-
ciones serdn (X, V)-ecuaciones, para un conjunto de variables V = {wv, | n € N}
infinito numerable, arbitrario pero fijo. Observemos que, por ser V isomorfo a N,
por transporte de estructura, podremos, cuando convenga, considerar al conjunto
V' como bien ordenado.
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Ahora vamos a demostrar una serie de proposiciones que nos permitirdn afir-
mar, entre otras cosas, que, para cada conjunto ® de (3, V)-ecuaciones, la clase
ecuacional Vs v (®), generada por @, estd cerrada bajo ciertos operadores clausura.

Proposition 5.10. Sea (P,Q) € Ec(%,V) y f: B+——A. Si A Exyv (P,Q),
entonces B Ex v (P,Q). En particular, si B es una subdlgebra de A y A Exs v
(P,Q), entonces B Es v (P, Q).

Demostracion. Sea g: Ts(V)——B. Entonces fog: Tx(V)—= A, luego f(g(P)) =
f(g(@Q)), por lo tanto, ya que f es inyectiva, g(P) = ¢(Q), asi que B E=x v
(P, Q). O
Corollary 5.11. Sea (P,Q) € Ec(X,V) y A, B dos X-dlgebras isomorfas. Enton-
ces A =5y (P,Q) siy sdlo st BlEsy (P,Q).

Proposition 5.12. Sea (P,Q) € Ec(%,V) y f: A—=B. Si A Exyv (P,Q),
entonces B = v (P, Q). En particular, si ® es una congruencia sobre A y A =5 v
(P,Q), entonces B/® s v (P,Q).

Demostracion. Sea g: Tx(V)——>B. Entonces, por ser las X-dlgebras libres pro-
yectivas, hay un homomorfismo ¢: Tx (V) tal que el diagrama:

Ts(V)
¢ g
A 4f|—> B
conmuta. Por lo tanto
9(P) = f(t(P))
= f(t(Q)) (porque A Ex v (P,Q))

=9(Q).

Asique B =z v (P, Q).
(]

Proposition 5.13. Sea (A; | ¢ € I) una familia de X-dlgebras y P = @ €
Ec(X,V). 8i, para cadai € I, A; Fs v (P,Q), entonces [[,.; Ai Fsv (P, Q).

Demostracion. Sea g: Ts(V)—— [[;c; Ai. Entonces, para cadai € I, pr;(g(P)) =
pr;(g(Q)), porque, para cada i € I, A; Es v (P,Q), luego g(P) = ¢g(Q). Asf que
Hie[ Ai }ZE,V (P7Q) U
Definition 5.14. Sea (A;);c; una familia de ¥-dlgebras y A una X-dlgebra. De-
cimos que A que es un producto subdirecto de (A;);cr si A es una subdlgebra de

[l;c; Ai y si, para cada i € I, pr,[A] = A;. Si tal es el caso lo denotamos por
A <ud Hie[ Ai

A continuacién definimos una serie de operadores sobre Sub(Ob(Alg(3X))) que
nos permitirdn caracterizar algebraicamente a las clases ecuacionales, que recorde-
mos fueron definidas haciendo uso de nociones légicas, concretamente, del concepto
de ecuacién y del de satisfaccion de una ecuacién en un algebra.

Definition 5.15.

1. Denotamos por I la endoaplicacién de Sub(Ob(Alg(X))) que a un subcon-
junto A de Ob(Alg(X)) le asigna el subconjunto del mismo definido como:

I(A) = { B € Ob(Alg(E)) | 3A € A(Iso(B, A) £ @) }.
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De modo que I(A) consta de todas las X-dlgebras que son isomorfas a
alguna X-dlgebra de A.

2. Denotamos por S la endoaplicaciéon de Sub(Ob(Alg(X))) que a un sub-
conjunto A de Ob(Alg(X)) le asigna el subconjunto del mismo definido
como:

S(A) = {B € Ob(Alg(X)) | A € A(Mono(B, A) # ) }.

Asf que S(A) consta de todas las 3-dlgebras que son isomorfas a alguna
subédlgebra de alguna X-algebra de A.

3. Denotamos por H la endoaplicacién de Sub(Ob(Alg(X))) que a un sub-
conjunto A de Ob(Alg(X)) le asigna el subconjunto del mismo definido
como:

H(A) = { B € Ob(Alg(Z)) | 3A € A (Epi(A,B) # o) }.

Luego H(A) consta de todas las X-dlgebras que son isomorfas a algin co-
ciente de alguna X-dlgebra de A.

4. Denotamos por P la endoaplicacién de Sub(Ob(Alg(X))) que a un sub-
conjunto A de Ob(Alg(X)) le asigna el subconjunto del mismo definido
como:

. I
P(A) = {B € Ob(Alg(S)) ’ A eU,3(A;|ie .I) e A }
tal que Iso(B,[[(A; | i €])) # @
Por lo tanto P(A) consta de todas las 3-dlgebras que son isomorfas a algin
producto de alguna familia de 3-dlgebras de A.

5. Denotamos por Pgq la endoaplicacién de Sub(Ob(Alg(X))) que a un sub-
conjunto A de Ob(Alg(X)) le asigna el subconjunto del mismo definido
como:

Poa(A) = {B € Ob(Alg(E) JA € Ob(Alg(®)),3T € U, 3(A; | i € T) GAI}.

tales que A < [[(A;|i€I)elso(B,A)#o

De manera que Pyq(A) consta de todas las 3-dlgebras que son isomorfas a
algin producto subdirecto de alguna familia de 3-algebras de A.

Demuéstrese que Pyq(A) consta de todas aquellas 3-algebras B para las que
existe un I € U, una familia de X-algebras (A; | i € I) € A! y un monomorfismo
f:B+—=TJ(A; | i € I) tal que, para cada i € I, pr; o f es un homomorfismo
sobreyectivo de B en A;.

Proposition 5.16. Los operadores I, H, S, P y P4 son operadores clausura sobre
Ob(Alg(X)). Ademds, si J es uno de ellos, entonces IToJ=J yJol=J.

Demostracion. O

Demuéstrese que todas las X-dlgebras finales pertenecen a Pgq(A), sea cual sea

A C Ob(Alg(S)).

Proposition 5.17. Los operadores Ho S, So P, Ho P y Ho Pyy son operadores
clausura sobre Ob(Alg(X)). Ademds, PsqoP = Pyy, PoPyy =Pyy, PigqoS=SoP
ySoPsg=SoP.

Demostracion. O

Definition 5.18. Sea A C Ob(Alg(X)). Decimos que A es una variedad de X-
dlgebras si A estd cerrado bajo los operadores H, Sy P, i.e., si H(A) C A, S(A) C A
y P(A) C A. Denotamos por Var(Alg(X)) el conjunto de todas las variedades de
3-algebras.
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Proposition 5.19. El conjunto Var(Alg(X)) es un sistema de clausura sobre el
conjunto Ob(Alg(X)).

Demostracion. O

Sabemos que para cada conjunto, hay una biyeccién entre el conjunto de los
sistemas de clausura sobre el mismo y el conjunto de los operadores clausura sobre
tal conjunto, por lo tanto Var(Alg(X)) tendrd asociado un operador clausura sobre
el conjunto Ob(Alg(X)).

Theorem 5.20 (Tarski). El operador clausura sobre el conjunto Ob(Alg(X)) aso-
ciado al sistema de clausura Var(Alg(X)) es HSP.

Demostracion. Para cada A C Ob(Alg(X)), se cumple que A C HSP(A), por-
que los tres operadores son extensivos e isétonos. Por otra parte, para cada A C
Ob(Alg(X)), se cumple que H(HSP(A)) € HSP(A), S(HSP(A)) C HSP(A) y
P(HSP(A)) C HSP(A), en virtud de la Prop 5.17.

Sea A C Ob(Alg(X)) v V una variedad de 3-algebras tal que A C V. Entonces
P(A) CP(V) CV, luego S(P(A)) C S(V) C V, por lo tranto H(S(P(A))) C H(V) C
V, ie., HSP(A) C V. O

La minima variedad de X-dlgebras es [ Var(Alg(X)), que coincide con HSP ().
Por consiguiente tal variedad consta de todas las 3-algebras finales, si hay simbolos
de operacién 0-arios en la signatura algebraica y consta de la 3-algebra sobre el
vacio junto con todos las finales, en caso contrario, i.e., si 3y = &.

Proposition 5.21. Sea X una signatura algebraica y ® C Ec(X,V). Entonces
Vs v(®) € Var(Alg(X)).

Demostracion. O

Ahora vamos a demostrar la inversa de la proposicién anterior, i.e., el teorema
de caracterizacion de Birkhoff, segin el cual toda variedad A se puede representar
como una clase ecuacional, i.e., como Vs v (®), para algin conjunto de ecuaciones
® C Ec¢(X, V). Para ello empezamos definiendo el concepto de clase ecuacional no
trivial y demostrando que toda clase ecuacional no trivial tiene dlgebras libres

Definition 5.22. Sea V una clase ecuacional de X-algebras. Decimos que V no es
trivial si hay al menos un A € V tal que card(A4) > 2.

En la seccién que dedicamos a las 3-dlgebras libres demostramos que el functor
de olvido G5 : Alg(3) —— Set tiene un adjunto a la izquierda Ts: Set —= Alg(X).
Ahora demostramos que dado un conjunto de ecuaciones ® C Ec(X, V), si la cate-
gorfa canénicamente asociada a la clase ecuacional Vs, v (®), a la que denotamos por
Alg(X, ®), no es trivial, entonces el functor de olvido Gx ¢: Alg(3, ) — Set,
tiene un adjunto a la izquierda Ts ¢: Set — Alg(X, ®).

Proposition 5.23. Sea ® C Ec(X, V) un conjunto de ecuaciones y supongamos que
la categoria Alg(3, @) no sea trivial, i.e., que exista una X-dlgebra A tal que, para
cada (P,Q) € ®, A =x v (P,Q) y card(A) > 2. Entonces, para cada conjunto X
se cumple que existe una X-algebra Ty, ¢(X) en Alg(X, @), la (%, ®)-algebra libre
sobre X, y una aplicacion vx de X en Tx ¢(X), la inclusién de los generadores,
tal que para cada X-algebra A en Alg(X, ®) y cada aplicacion f: X —= A, hay
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un inico X-homomorfismo f° de Ts o(X) en A tal que el diagrama:

14
X — > Ty o(X)

fb

A

conmuta.

Demostracion. A partir de las X-dlgebras absolutamente libres Ts (V) y Ts(X), de
todos los homomorfismos h: Tx(V)— Tx(X) entre ambas 4lgebras libres y del
conjunto de ecuaciones ® C Ec(X, V), obtenemos la relacién binaria Re = |J,, h?[®)]
en Tx(X). Sea Cg la congruencia sobre Ts(X) generada por Re. Entonces la X-
algebra cociente Tx ¢(X) = Tx(X)/Cs junto con la composiciéon vx = prg, o nx
de nx: X —=Tx(X) y prg, : Ts(X)—Tx,¢(X) cumple las condiciones del
teorema.

En efecto, por una parte, dada una ecuacién (P,Q) € ® y un homomorfismo
f: Ts(V)—Tx ¢(X), puesto que toda 3-algebra libre es proyectiva, hay un
homomorfismo g: Tx(V)—Tx(X) tal que el diagrama:

Ts(V)

7
Ts(X) T Ts e(X)

conmuta. Por lo tanto, Ker(f) = Ker(prg, o g). Pero Ker(pre, © g) = (¢%)[Cal,
asi que Ker(f) = (g?)"![Cs]. Ahora bien, por definicién, Cp es la minima con-
gruencia sobre T (X) que contiene a |J, h*[®] y puesto que queremos demostrar
que f(P) = £(Q), ie. aue [g(P)l, = [9(Q)lce: 0, lo que es equivalente, que
(9(P),9(Q)) € Cs, es suficiente que se demuestre que (g(P),g(Q)) € T, siendo
I' cualquier congruencia sobre Tx(X) que contenga a |J, h*[®]. Pero si T' tie-
ne esas propiedades, entonces ¢g2[®] C T, luego (g(P),g(Q)) € T'. Por lo tanto,
7(P) = £(Q).

Por otra parte, vx : X —=Tx ¢(X) es inyectiva, ya que si z,y € X son tales que
x # y, entonces, por no ser Alg(3, ®) trivial, hay una 3-algebra A en Alg(X, ¥)
tal que card(A) > 2y, por lo tanto, una aplicacién f: X — A tal que f(z) # f(y).
Luego hay un tinico homomorfismo f*: Tx(X)— A tal que el diagrama:

XL)TE(X)
#

f !

A

conmuta. Por lo tanto f*((z)) # f*((y)), ya que f¥((z)) = ff(nx(z)) = f(z) y
FH(y) = ff(nx(y)) = f(y). Demostramos a continuacién que Cp C Ker(f*). Para

ello es suficiente que demostremos que, para cada h: Tx (V) —Tx(X), h?[®] C
Ker(f*). Sea h: Tx(V) —=Tx(X), entonces f¥oh es un homomorfismo de T (V)
en A, luego, ya que A pertenece a Alg(X,®), para cada (P,Q) € ®, se cumple
que fH(h(P)) = f4(h(Q)), i.e., que h2[®] C Ker(f*). Asi que Cy C Ker(f*). Por lo
tanto, en virtud de la propiedad universal del cociente, hay un tinico homomorfismo
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g: Ts (X)) — A tal que el diagrama:

Prc,

Tx(X) Ts o(X)

1 !
A

conmuta. Por lo tanto, g([(z)]c, ) = f*(()) y 9([(9)]cs) = fH((y)), ast que g([(z)]c, ) #
9([(»)]cs ), por consiguiente ((x), (y)) ¢ Ker(pre, ). Queda con ello demostrado que
vx es inyectiva.

Por ultimo, demostramos que para cada 3-dlgebra A en Alg(X, ®) y cada apli-
cacién f: X —= A, hay un tinico Z-homomorfismo f” de T ¢(X) en A tal que el
diagrama:

14
X — > Ty o(X)

b
/ lf

A
conmuta.
Sea A una X-dlgebra en Alg(3,®) y f: X — A una aplicacién. Entonces hay
un tnico homomorfismo f*: Tx(X)—= A tal que el diagrama:

n

X X L Ty(X)

fﬁ

A

f

conmuta. Ademéds, se cumple que Cp C Ker(f*). En efecto, dado un homomorfis-
mo h: Tx(V)—=Tx(X) y una ecuacién (P,Q) € ®, tenemos que f*(h(P)) =
H(h(Q)), porque, por ser A una 3-dlgebra en Alg(X,®), se cumple que

O C(\(Ker(t) | t: Tx(V)—=A),

luego, para t = f¥ o h, tenemos que ® C Ker(f* o h), de modo que (h(P), h(Q)) €
Ker(f*). Por lo tanto hay un tinico homomorfismo f” de Tx ¢(X) en A tal que el
diagrama:

T (X) —Ce Ts.o(X)
|
A

conmuta. Por lo tanto también conmuta el diagrama:

14
X —X > Ty o(X)

b
/ Lf

A
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Demuéstrese que f° es el inico homomorfismo de Ts o(X)en A tal que f bovy =

f.

Corollary 5.24. Sila categoria Alg(X%, @) no es trivial, entonces cualquier (X, ®)-
dlgebra es isomorfa a un cociente de una (3, ®)-dlgebra libre.

Lo mismo que en el caso de las algebras absolutamente libres, si los conjuntos
X e Y son isomorfos, entonces las (X, ®)-dlgebras libres T ¢(X) v Tx,0(Y) son
isomorfas. Pero, a diferencia de lo que ocurre con las dlgebras absolutamente li-
bres, dos (X, ®)-dlgebras libres pueden ser isomorfas, pero no serlo sus conjuntos
de generadores libres. Los teoremas de Fujiwara que establecemos a continuacién,
aclaran la situacién descrita.

Proposition 5.25 (Fujiwara). Si la categoria Alg(X, ®) no es trivial y las (32, P)-
dglgebras libres Tx o(X) y Ty o(Y) son isomorfas, siendo X o Y un conjunto
infinito, entonces X e Y son isomorfos.

Demostracion. O

Proposition 5.26 (Fujiwara). Si ® se puede extender hasta un conjunto de ecua-
ciones U tal que la categoria Alg(X, V) no sea trivial y, para cada conjunto finito
X, Tx w(X) es finita, entonces en la categoria Alg(%, ®), las dlgebras libres iso-
morfas tienen conjuntos de generadores libres isomorfos

Demostracion. O

Una vez demostrada la existencia de algebras libres en las clases ecuacionales no
triviales, y con el objetivo de establecer el teorema de representacién de Birkhoff,
necesitamos considerar las ecuaciones, con variables en un conjunto arbitrario, que
son validas en una X-algebra. Para ello, dado un conjunto de variables X, definimos
la aplicacién Thy x de Sub(Ob(Alg(X))) en Sub(Ec(X, X)), inducida, lo mismo
que la aplicacién Vs, x de Sub(Ec(X, X)) en Sub(Ob(Alg(X))), por la relacién de
satisfacibilidad entre algebras y ecuaciones.

Definition 5.27. Sea ¥ una signatura algebraica, X un conjuntoy A € Ob(Alg(X)
una X-dlgebra. Entonces Ths x ({A}) o, para abreviar, Thys x(A), la teoria ecua-
cional generada por {A} es el conjunto definido como:

ThE,X(A) = {(PaQ) S EC(E7X) | A ):E,X (Pa Q) }a
de modo que Ths, x(A) consta de todas las (X, X)-ecuaciones (P, Q) validas en A.

La proposicién que sigue afirma que el par de operadores Ths x y Vs x de-
termina una conexién de Galois contravariante entre el conjunto ordenado de los
conjuntos de ecuaciones y el conjunto ordenado de los conjuntos de algebras.

Proposition 5.28. Sea ¥ una signatura algebraica y X un conjunto. Si 3 tiene
al menos una operacion formal cero-aria o X no es vacio, entonces la aplicacion
Ths x de Sub(Ob(Alg(X))) en Sub(Ec(X, X)) definida como:
Sub(Ob(Alg(X))) — Sub(Ec(X, X))
Ec(XZ, X A= O;
Thex A s Thy x(A) = § EAE X, siA=2;
ﬂAeAThzyx(A), si O 75 g,
tiene las siguientes propiedades:

1. Para cada A C Sub(Ob(Alg(X))), Thy x(A) # @.
2. Para cada A,B C Sub(Ob(Alg(X))), si A C B, entonces Thx x(B) C
Ths x(A), i.e., a mds X-dlgebras menos leyes vdlidas en ellas.
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Al conjunto de ecuaciones Thy, x (A) lo llamamos la teoria ecuacional generada por
A.

Ademds, se cumple que:

1. Para cada ® C Ec(X,X), ® C Thy x (Vs x(P)).
2. Para cada A C Ob(Alg(X)), A C Vs x(Ths x(A)).

Demostracion. Sea A C Sub(Ob(Alg(X))). Si A = &, entonces, por definicién,
Thys x (A) = Ec(X, X) y este tltimo conjunto no es vacio, porque hemos supuesto
que X tiene al menos una operacién formal cero-aria o X no es vacio. Si A # @,
tampoco es vacia la teoria ecuacional generada por A, porque, para cada A € Ay
cada operacién polinémica formal P € Tx(X), se cumple que A |=x x (P, P).

Sean A, B C Sub(Ob(Alg(X))), tales que A C B. Si. A = @, entonces Thy; x(A) =
Ec(X, X), luego, obviamente, Thy, x(B) C Thx x(A). Por otra parte, si A # @,
entonces B # &, luego podemos considerar (5.4 The x(A) v (Nges The, x(B),
por lo tanto, ya que { Thy x(A) | A € A} C {Ths x(B) | B € B},también en
este caso se cumple que Thy x(B) C Ths x(A).

Por 1ltimo, en virtud de las definiciones de los operadores Ths x v Vs x, se
cumple que ® C Thy, x (Vs x(®)) vy A C Vs x(Thx x(A)). O

Sea A C Sub(Ob(Alg(X))). Demuéstrese que:

Thy x(A) = {mAeA ﬂfeHom(T,:(X),A) Ker(f), S% A# 2;

’ Ec(%, X), siA=a.
Proposition 5.29. Sea A C Sub(Ob(Alg(X))). Entonces Ths x (A) es una con-
gruencia totalmente invariante sobre la 3X-dlgebra Ts(X), i.e., es una congruencia
sobre Ts(X) vy, para cada endomorfismo f de Ts(X) y cada (P,Q) € Ec(X, X),
si (P,Q) € Thy x(A), entonces (f(P), f(Q)) € Ths x(A).

Demostracion. O

Proposition 5.30. Los puntos fijos del operador clausura Vs v o Ths v son las
clases ecuacionales y los del operador clausura Thy v o Vs v las congruencias
totalmente invariantes. Ademds, los conjuntos ordenados Fix(Vs v o Thyy) y
Fix(Ths v o Vs v) son reticulos algebraicos antiisomorfos, i.e., se cumple, por una
parte, que hay una clase ecuacional mdzrima, el conjunto de todas las 3-dlgebras,
que la interseccion de un conjunto mo vacio de clases ecuacionales es una clase
ecuacional y que la union de un conjunto no vacio dirigido superiormente de clases
ecuacionales es una clase ecuacional; por otra, que hay una congruencia totalmente
invariante mdzima, que la interseccion de un conjunto no vacio de congruencias to-
talmente invariantes es una congruencia totalmente invariante y que la union de un
conjunto no vacio dirigido superiormente de congruencias totalmente invariantes es
una congruencia totalmente invariante; y, por ultimo, que hay una correspondencia
biunivoca entre las clases ecuacionales y las congruencias totalmente invariantes,
que es, ademds, antitona.

Demostracion. Si ® = Thy v (Vs v(®P)), entonces, en virtud de la proposicién ante-
rior, ® es una congruencia totalmente invariante. Reciprocamente, supongamos que
® sea una congruencia totalmente invariante sobre T (V). Entonces, ya que siem-
pre se cumple que ¥ C Thy, v (Vs v (T)), para cualquier conjunto ¥ de ecuaciones,
sélo falta demostrar que, siendo la congruecia ® totalmente invariante, tenemos que
Ths v (Vs,v(¥)) C ®. Ahora bien, se cumple que Tx(V)/® € Vs v(®P), porque,
dada una ecuacién (P,Q) € ® y un f: Txs(V)—=Tx(V)/®, por ser las dlgebras
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libres proyectivas, existe un g: Tx(V)—=Tx(V) tal que el diagrama:

Ts(V)

/
T T P
=(V) g~ =(V)/
conmuta, luego (g(P), g(Q)) € @, por lo tanto f(P) = f(Q). Si (P, Q) ¢ @, entonces
(P, Q) no es valida en Tx(V)/®, porque hay al menos un homomorfismo de T (V)
en Tx(V)/®, e.g., la proyeccién candnica, para el que la ecuacién (P, Q) no estd en

el nicleo de la misma. Por consiguiente (P, Q) ¢ Ths v (Vs v (®)). O

f

Proposition 5.31. Sea X un conjunto y A una variedad de 3-dlgebras. Entonces
se cumple que Tx(X)/Thy x(A) € A.

Demostracion. Por ser A una variedad, Psq(A) C A. Por consiguiente, todo se
reduce a comprobar que Tx(X)/Ths x(A) € P(A), i.e., que existe un I € U,
una familia de ¥-dlgebras (A, | i € I) € A’ y un monomorfismo

[+ Ts(X)/Ths x (A) +— [L;c; A

tal que, para cada i € I, pr;of es un homomorfismo sobreyectivo de Tx(X)/Thy x (A)
en A;.

Por ser A una variedad, para cada A € Ay cada f: Tx(X)—=A, se cum-
ple que Tx(X)/Ker(f) € A. Por lo tanto, ya que Hom(Ts(X),A) € U, también
[[; Ts(X)/Ker(f) € A. Ahora bien, para cada f: Tx(X)—=A, [, Ker(f) C
Ker(f), luego hay un tinico homomorfismo pa r de Tx(X)/ (1, Ker(f) en T (X)/Ker(f)
tal que, para cada f: Tx(X)——=A, el diagrama:

Tx(X)

/ bry

Tx(X)/ Ny Ker(f)

PAL Ts(X)/Ker(f)

conmuta. Luego, para una X-algebra A € A, arbitraria pero fija, hay un tnico
homomorfismo [pa,f]f de Tx(X)/ (N, Ker(f) en [[; Tx(X)/Ker(f) tal que, para

cada f: Tx(X)——=A, el diagrama:

Ts(X)/ Ny Ker(f)

PA.f
Pa.flf

I1; T (X)/Ker(f)

Tx(X)/Ker(f)

conmuta. El homomorfismo [pa f]s es inyectivo. En efecto, si P,Q € Tx(X) son
tales que [pa,f]r([P]) = [pa.r]s([Q]), entonces, en virtud de la definicién de [pa. ] ¢
y de pa,r, se cumple que, para cada f: Tx(X) —=A, [Plker(s) = [Q]ker(s), luego
que (P,Q) € ;Ker(f), ie., [P] = [Q]. Por consiguiente podemos afirmar que
Tx(X)/ Ny Ker(f) € A. De este modo hemos obtenido el conjunto

{Ts(X)/[\Ker(f) | A€ A}
!
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que, aparentemente, s6lo es un subconjunto de . No obstante, vamos a demostrar
que existe un conjunto I € U y una sobreyeccién de I en { Tx(X)/(; Ker(f) |
A € A}, lo cual, en virtud de las propiedades del universo de Grothendieck U,
nos permitird afirmar que { Tx(X)/(; Ker(f) [ A € A} es un elemento de U y
podremos continuar con la demostracion.

Sea I = {® € Cgr(Tx(X)) | 3A € A(P = Ncpom(rs(x),a) Ker(f)) }. Puesto
que Cgr(Ts(X)) e U e I C Cgr(Tx(X)), I € U. Es evidente que hay una sobre-
yeccién de I en el conjunto { Ts(X)/ (N, Ker(f) | A € A}, por lo tanto este ltimo
conjunto pertenece a U. Entonces, por ser A una variedad, [[4.; Tx(X)/® € A.
Por lo tanto, ya que Ths x(A) = Naca ﬂf Ker(f), para cada ® € I, se cumple
que Thx x(A) C @, luego hay un tinico homomorfismo sobreyectivo pryy, (4@
de Tx(X)/Ths x(A) en Tx(X)/® tal que, para cada ® € I, el diagrama:

/\

Tx(X)/Ths x (A

pThz x (A),®

conmuta. Luego hay un tinico homomorfismo

[PThs x(a),0]oer: Te(X)/Thy x (A) — e T=(X)/®
tal que, para cada ® € I, el diagrama:

Tx(X)/Ths x(A)
ThE,x(A)ﬁb
[pThz,x(A),é]cbeIJ
[ac; T(X)/® — = Tx(X)/@

conmuta. El homomorfismo [pryy, « (4),a]e es inyectivo. En efecto, si P,Q € Ts(X)
son tales que [Pruy «(4),0]2([P]) = [Prhy (4),0]2([Q]), entonces, en virtud de la
definicién de [priny y(4),@]e ¥ de Py (4),®, S¢ cumple que, para cada ® € I,
[Ple = [Qls, luego que, para cada ® € I, (P,Q) € @, asi que (P,Q) € (g, P
Pero Npe; ® = Thx x(A), luego (P,Q) € Ths x(A), por lo tanto [P] = [Q].
Podemos, por fin, afirmar que Tx(X)/Ths x(A) € A O

Establecemos a continuaciéon la tltima proposicién necesaria para demostrar el
teorema de representacion de Birkhoff.

Proposition 5.32. Sea X un conjunto infinito y A una variedad de %-dlgebras.
Entonces se cumple que Tx(X)/Ths x(A) es una (3, Ths v (A))-dlgebra libre so-
bre el conjunto X, i.e., que Tx(X)/Ths x(A) € Vs,v(Ths, v (A)) y que, siendo vx
la composicion denx : X —=Tx(X) yprong , (4! Ts(X) —=Tx(X)/Ths x(A),
el par (vx, Tx(X)/Ths x(A)), es tal que, para cada B en Vs, v (Ths v (A)) y cada
f: X —= B, existe un unico f°: Tx(X)/Ths x(A) —=B tal que el diagrama:

X — 2%~ T5(X)/Ths x(A)
fb

B
conmuta.
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Demostracidn. Puesto que Thy,y (A) = [, [, Ker(g),con A € Ay g: Ts(V)—A,
Ths x(A) =Na ﬂf Ker(g),con A € Ay f: Ts(X) —=Ay T rhy , (4)(X) esel
cociente de T (X) entre la congruencia ¥ sobre Tx;(X) generada por |, h%[Ths v (A)],
con h: Tx(V)—Tx(X), todo se reduce a demostrar que ¥ coincide con Thy x (A).
Para demostrar que ¥ C Thsy, x(A) es suficiente que verifiquemos que, para cada

h: Tx (V) —=Tx(X), h2[Ths 1 (A)] € Ths x (A). Dados h y (P,Q) € Thx v (A),

se cumple que (h(P),h(Q)) € Ths x(A), porquesi A € Ay f: Tx(X)—A, en-
tonces foh: Ts(V)—=A vy, ya que (P,Q) € Thx v(A), también f(h(P)) =
F(h(Q)).

Reciprocamente, si la ecuacién (P,Q) € Thyx x(A), entonces, debido a que
Var(P, Q) Cn X, hay una parte Y de X tal que card(Y) = Roy P, Q € Sgry(x)(nx[Y]).
Sean pues j: V—=X y q: X —=V tales que go j = idy e Im(j) = Y. Enton-
ces hay un tnico par de homomorfismos Tx(j) de Tx(V) en Tx(X) y Tx(q) de
Tx(X) en Tx(V) tales que los diagramas:

nv

V———Tx(V) y X ——Tx(X)
J Tx(j) q Tx(q)
X — X re(x) v—" o Tev)

conmutan. Ademads, Tx(q) o Tx(j) = idry(v) vy Im(Tx(j)) = SgTE(X)(nX[Y])

Por lo tanto hay dos operaciones polinémicas formales P P,Q € Tx(V) tales que
Ts(7)(P) =Py Tx()(Q) = Q. Veamos que (P, Q) € Ths, x(A).Seag: Tx(V)—A,
entonces, ya que el diagrama:

Te(v) 29 rox)
g Ts(q)
A Ts(X)

conmutay (P,Q) € Thx x(A), g(P) = g(Q), por lo tanto (P, Q) € Thx x (A). Lue-
go,vaque Ts(j): Ts(V)—Tx(X), tenemos que (P, Q) = (Tx(j )(P),Tg(j)(P)) €
Uh /7,2[Th27x(./4)], con h: Tg(V) —Tx (X), de donde (P, Q) . t

Theorem 5.33 (Birkhoff). Una condicion necesaria y suficiente para que un con-
gunto A de X-dlgebras sea una variedad es que exista un conjunto de ecuaciones
& C Ec(X,V) tal que A= Vs v (®).

Demostracion. Si A = Vs v (®), para un conjunto de ecuaciones ® C Ec(3,V),
entonces A es una variedad, segin vimos con anterioridad. Reciprocamente, si A
es una variedad, entonces, en virtud de las definiciones de los operadores Vs v y
Ths v, se cumple que A C Vs v (Ths v (A)).

Por otra parte, si A € Vs, v(Ths v (A)), entonces A es una imagen homomorfa
de una (¥, Thx v (A))-algebra libre T thy  (4)(X) sobre un conjunto infinito X.
Pero TE,Th):,V(.A) (X) = Tg(X)/Thg)X(.A) y Tz(X)/Thg7x(.A) € A, luego, por
ser A una imagen homomorfa de Tx(X)/Ths x(A), A € A. O

5.3. Las relaciones de consecuencia semantica y sintactica. Sabemos que
Es,v, la relacién de satisfacibilidad de Birkhoff, es una relacién que se establece
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entre objetos matematicos de una cierta especie, las ¥-algebras, y una determina-
da clase de entidades formales, las (X, V')-ecuaciones, i.e., en definitiva, una rela-
cién entre la semantica y la sintaxis; demostrandose, en tltima instancia, que son
esencialmente indistinguibles, debido al antiisomorfismo existente entre las clases
ecuacionales y las congruencias totalmente invariantes. A partir de esa relacion defi-
nimos, a continuacion, otra relacién binaria, la relacion de consecuencia semdntica,
denotada por IFx v, pero esta vez entre conjuntos de (X, V')-ecuaciones y (3, V)-
ecuaciones, y que pretende dar cuenta, algebraicamente, de cuando se puede afirmar
que una cierta ecuacién es valida, suponiendo que las ecuaciones de un cierto con-
junto de ecuaciones sean ya validas.

Definition 5.34. Sea ® un conjunto de (X, V)-ecuaciones y (P, Q) una (X,V)-
ecuacién. Entonces decimos que (P, Q) es una consecuencia semdntica de @,y lo

denotamos por @ IFs v (P,Q), si Vs v (®) C Vs v (P, Q).

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que (P, Q) sea una
concecuencia semantica de ® es que (P,Q) € Ths v (Vs v (®)), la congruencia
totalmente invariante generada por ®.

La relacién IFx v de consecuencia semantica, determina una endoaplicacion Cny-y.
del conjunto Sub(Ec(X,V)), precisamente la definida como:

Cn { Sub(Ec(2,V)) — Sub(Ec(X%,V))
ey o — {(P,Q)eT=(V)* | @ lrsy (P.Q)) }-

Demuéstrese que Cnj-5. ,, = Ths v o Vs v y que es un operador clausura sobre
el conjunto Ec(X, V).

La relacién de consecuencia semdntica I-s v entre un conjunto de ecuaciones ®
y una ecuacién (P, Q), la hemos definido haciendo uso, en principio, de todas las
valoraciones f del conjunto infinito numerable V' en todas las dlgebras A que sean
modelo del conjunto de ecuaciones ®. Por consiguiente, si alguna de las algebras A
tuviera al menos dos elementos, el numero de las valoraciones a considerar seria al
menos Ny, que, desde un punto de vista constructivo, no tiene ningin sentido.

Ahora definimos una nueva relacién binaria x5y, la relacién de consecuencia
sintdctica, entre conjuntos de (X, V)-ecuaciones y (X, V)-ecuaciones, que tiene un
caracter finitista, algoritmico, y demostramos que el operador Cnr , asociado
a la relacién Fx v, coincide con el operador Cnyy ., que no deja de ser, hasta
cierto punto, sorprendente, dado el caracter platonizante del operador Cnyy ., .
De hecho, el operador Cnyy, ,, serd el operador de formacién de las subdlgebras
no deterministas de una determinada &lgebra no determinista sobre Ec(X, V). Es
por ello que definimos a continuacién el concepto de algebra no determinista y el
operador de formacion de las subdlgebras no deterministas de una tal dlgebra.

Definition 5.35. Sea 3 una signatura algebraica y A un conjunto. Una X-estructura
algebraica no determinista sobre el conjunto A es una aplicacién

R: ¥ —> U, cx Hom(A4(9) Sub(A))

tal que, para cada o € &, R, € Hom(A*(?) Sub(A)).

En algunos casos, para evitar equivocaciones, denotaremos la X-estructura alge-
braica no determinista que estemos considerando sobre un conjunto A por R4, y
a las operaciones no deterministas que la componen por RUA, con o € Y. Ademas,
cuando ar(c) = 0, denotaremos por o el valor de R2: 1——=Sub(A) en el tinico
miembro de 1, que es un subconjunto de A.

Una X-dlgebra no determinista es un par ordenado A = (A, R), en el que A es

un conjunto y R una X-estructura algebraica no determinista sobre A.

Definition 5.36. Sea A = (A, R) una X-dlgebra no determinista y X un subcon-
junto de A.
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1. Sio € X, con ar(o) = n, decimos que X estd cerrado bajo la operacidn no
determinista R,: A™ —=Sub(A) si, para cada a € X", R,(a) C X, i.e., si
Unexn Rola) € X.

2. Decimos que X es un cerrado de A si, para cada o € ¥ con ar(o) = n,
y cada a € X", Ry(a) C X, i.e, si X estd cerrado bajo cada una de las
operaciones no deterministas estructurales de A. Al conjunto de los cerrados
de A lo denotamos por S(A).

Proposition 5.37. Sea A una X-dlgebra no determinista. Entonces el conjunto de
los cerrados de A, S(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene
las siguientes propiedades:
1. Ae S(A).
2. SiC C S(A) yC # 3, entonces [gee C € S(A).
3. SiCC S(A),C# 9 ysidados X, Y €C, hay un Z € C tal que XUY C Z,
entonces Joee C € S(A).

Demostracion. O

Corollary 5.38. Sea A una X-dlgebra no determinista. Entonces la endoaplicacion
Sga del conjunto Sub(A), definida como:
g Sub(A) — Sub(A)
A1 X +— N{Ces@A)|XxcC}
tiene las siguientes propiedades:
1. Im(Sga) C S(A).
2. {X €Sub(A) | X =Sga(X)} = S(A).
3. Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A), se cumple
que X C Sga (X).
4. Sga es isdtona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces se
cumple que Sga (X) C Sga(Y).
5. Sga es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), Sga (X) = Sga (Sga (X)).

6. Sga es algebraica, i.e., para cada X C Sub(A), si X # & y para cada
X, Y € X, existe un Z € X tal que X UY C Z, entonces Sga(lJX) =

UXGX Sga (X).

Por consiguiente, para cada X C A, Sga(X) es el minimo cerrado de A que con-
tiene a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X.

Demostracion. O

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién mas constructiva de la subdlgebra no determinista generada por un
conjunto, y que son formalmente idénticas a las consideradas en el caso de las
algebras ordinarias.

Definition 5.39. Sea A = (A, R) una X-dlgebra no determinista. Entonces:
1. Denotamos por E el operador sobre Sub(A), definido como:
Sub(A) — Sub(A4)
A
X — XU ( UUGZ Uanar<a> Ra(a))

2. Si X C A, entonces denotamos por (Ex (X) | n € N) la familia en Sub(A)
definida por recursién como:

EQ(X) = X,
EXT(X) = Ea(EX (X)), sin > 0.
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Ademsds, convenimos que:

EX(X) = JEA(X) [neN).

Proposition 5.40. Si A es una X-dlgebra no determinista y X C A, entonces
Sga(X) = EX(X).

Demostracion. O

Definition 5.41. Denotamos por Ec(X,V) el dlgebra no determinista cuyo con-
junto subyacente es Ec(X,V) y cuyas operaciones no deterministas estructurales
son:

1. Ry, siendo R,¢ la operacién no determinista ceroaria definida como:
{ 1 — Sub(Ec(X,V))
er
O [— ATE(V)'
También denotada, para cada P € Tx(V), por:

(Ref) @.P)

2. Rgm, siendo Ry la operacién no determinista unaria definida como:
R {EC(E,V) —> Sub(Ec(X, V)
1 (PR — {(@P)}
También denotada por:

(P, Q)
(Rsm) (Q, P)

3. Ry:, siendo Ry, la operacién no determinista binaria definida como:
Ec(2,V)?2  ——= Sub(Ec(%,V))

(P,Q),(R,5)) — Ru((P,Q),(R,9)) :{

{(P,5)} siQ=R;
, si Q # R.

Rtr

También denotada por:

(P.Q),(Q,R)
Y
4. Para cada n € N—1 y cada ¢ € X,, R,, siendo R, la operaciéon no
determinista n-aria definida como:
R { Ec(XZ, V)™ — Sub(Ec(X,V))
(P, Qj) [jen) — {((0)Po-+ Pae1,(0)Q0 - Qn-1) }.

También denotada por:

((P,Q5) |j€en) .
(Ro) ((0)Py++ Pno1,(0)Q0 - Qn_1)

5. Para cada valoracién f: V—Tx(V), Ry, siendo Ry la operacién no de-
terminista unaria definida como:
R {EC(E,V) — Sub(Ec(X,V))
U (PQ) — {(FAP), fF (@)}

También denotada por:

(P.Q)
®o) T7e0p), @)

Por tltimo, si ® es un conjunto de (X, V)-ecuaciones y (P, Q) € Ec(X, V), entonces
decimos que (P, Q) es una consecuencia sintdctica de @, y lo denotamos por ® Fx v

(P,Q), st (P,Q) € SgEc(z,v) (@).
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Proposition 5.42. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto de
(3, V)-ecuaciones ® sea una subdlgebra no determinista de Ec(X,V) es que sea
una congruencia totalmente invariante sobre Ts (V)

Demostracion. O

Proposition 5.43. El conjunto Cl(Ec(X,V)) de las subdlgebras no deterministas
de Ec(X,V) es un sistema de clausura algebraico sobre Ec(X, V) o, lo que es equi-
valente, el conjunto de las congruencias totalmente invariantes sobre Ts (V') es un
sistema de clausura algebraico sobre Ec(X,V)

Demostracion. O

Puesto que para demostrar el teorema de completud de Birkhoff serd conveniente,
damos otra descripcion de la subdlgebra no determinista de Ec(X, V') generada por
un conjunto de (X, V)-ecuaciones ®.

Proposition 5.44. Sea ® un conjunto de (X,V)-ecuaciones y (P,Q) € Ec(X,V).
Una condicion necesaria y suficiente para que (P, Q) € Sgge(s,v)(P) es que ezista
una familia finita no vacia ((P;,Q;) | ¢ € m) en Ec(X,V)™ tal que:

1. (PvQ) = (Pm—lme—l)'

2. Vi € m, (Pzan) S er, 0 (Pzan) € ®, 0o Jk € i tal que (Psz) S
Rsm(Pr, Qk), o Ik, 1 € i tales que (P;,Q;) € R ((Pr, Qr), (P, Q1)), o
dkeiydf: V—sTx(V) tales que (P;,Q;) € Rp(Pr,Qr), 0 In e N—1,
3(ja | @ €n) €™ yJo € X, tales que (P;,Q;) € Ro((Pj,Q;) | j € n).

Demostracion. O

Theorem 5.45 (de correccién de Birkhoff). Para cada ® C Ec¢(X,V) y cada
(P,Q) € Ec(2,V), si @ Fs v (P,Q), entonces @ I v (P, Q).

Demostracion. Supongamos que @ Fx v (P, Q). Entonces, en virtud de la proposi-
cién anterior existe una familia finita no vacia ((P;,Q;) | ¢ € m) en Ec(X, V)™ tal
que:
1. (P7Q) = (melmefl)-
2. Vi € m, (Pi,Qi) € Ry, 0 (Pi,Qi) € @, o Jdk € i tal que (Pl,Ql) S
Rsm (P, Qk), o Fk,1 € i tales que (P, Qi) € Rux((Pr,Qk), (P, Q1)), 0
dkeiy3f: V—Tx(V) tales que (P;,Q;) € Ry(Pr,Qx), 0 In e N -1,
3(ja | @ €n) €™y Jo € X, tales que (P;, Qi) € Ro((P;,Q;) | j € n).
Sea A una X-dlgebra y supongamos que, para cada (M, N) € &, A Ex v (M,N).
Puesto que (P, Q) es el dltimo término de una sucesion finita no vacfa, procedemos
por induccién sobre la seccién inicial m = [0, m — 1].

Se cumple que A sy (Po, Qo). En efecto, porque (Py, Qo) o bien pertene-
ce a Ay (yy o bien pertenece a ®. Si lo primero, entonces Py = Qo, luego si
h: Tx(V)—A, entonces h(Py) = h(Qo), por lo tanto A =5 v (Po, Qo). Si lo se-
gundo, entonces, por la hipétesis, también A =x v (P, Qo). Luego, en cualquiera
de los dos casos, A Ex.v (P, Qo).

Sea i € m — 1 y supongamos que, para cada j € i, A Esy (P;,Qj). Si
(P;, Q;) pertenece a Aty (v) o pertenece a ®, entonces, por el mismo motivo que
antes, A Ex v (P;,Q;). Si 3k € i tal que (P, Qi) € Rem(Px, Qx), entonces, por
la hipétesis de induccién, A s v (Py, Qk), luego, para cada h: Tx(V)—=A,
h(Pg) = h(Qr), pero (P;, Q;) = (Qk, Pr), luego h(P;) = h(Q;). Si 3k, 1 € i tales que
(Pi, Qi) € Rue((Pr, Qr), (P1Q1)), entonces A sy (P, Qr) v A FEsyv (P,Q1).
Ahora bien, Qx = P, luego A s v (P, Qi), porque (P, Q;) = (P, Qi) y si
h: Ts(V)—=A, entonces de h(Py) = h(Qk) y de h(Qr) = h(P) = h(Q;), obte-
nemos que h(Py) = h(Q;). SiIn e N—1, 3(jo | @ € n) € i" y Jo € X, tales que
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(P;,Q;) € R,((Pj,Q;) | 7 € n), entonces, para cada o € n, A Ex v (P, Qj.)-
Ahora bien, (P;,Q;) = (0)Pj, -+ Pj,_,(0)Qjy -+ Qj._,), y si h: Tx(V)—A,
entonces h((o)Pj, -+ Pj, ) = h((0)Qj, - - Qj,,_, ), Porque h es un homomorfismo.
Sidkeiydf: V—=Tx(V) tales que (P;,Q;) € Rf(Pr = Qy), entonces A =5 v
(Py, Q). Ahora bien, si h: Ts(V)—=A, entonces h o ff: Tx(V)—=A, luego
ho f4(Py) = ho f4(Qx), asi que h(P;) = h(Q;), por lo tanto A s v (Pi, Q;). Pode-
mos pues afirmar que, para cadai € m, A Ex v (P;,Q;), luego que A =x v (P, Q).
Por consiguiente ® IFx v (P, Q). O

Theorem 5.46 (de adecuacién de Birkhoff). Para cada ® C Ec(X,V) y cada
(P,Q) € Ec(2,V), si @ ks v (P,Q), entonces @ Fx v (P, Q).

Demostracion. Por una parte, sabemos que una condicidon necesaria y suficiente
para que ® IFs v (P,Q) es que (P,Q) € Thy v(Vs v(®) y, por otra, que ® Fx v
(P, Q) precisamente si (P,Q) € Sgge(x,v)(®). Ahora bien, tanto Thy v (Vs v (®)
como Sgpe(x,v)(P) son congruencias totalmente invariantes sobre T (V'), por lo
tanto si demostramos que Ths v (Vs v(®) es la minima congruencia totalmente
invariante sobre T (V') que contiene a ® y que Sgges v)(P) contiene a @, en-
tonces Thy v (Vs v (®) C Sgges,v)(®). Es evidente que tanto Sgg(x v (P) como
Thys v (Vs,v(®) contienen a ®. Sea ahora ¥ una congruencia totalmente invarian-
te sobre T (V) que contenga a @, entonces Thy v (Vs v (®)) C Ths v (Vs v (T)),
luego es suficiente que demostremos que ¥ = Thy v (Vs v(¥)) para que podamos
afirmar que Thy v (Vs v(®)) C U. Siempre se cumple que ¥ C Thy v (Vs v (T)).
Para establecer la inclusién inversa demostramos, en primer lugar, que Ts (V) /¥ €
Vs, v(¥), ie., que, para cada (P,Q) € ¥, cada f: Tx(V)—Tx(V)/¥, f(P) =
f(@).Sea (P,Q) e Uy f: Ts(V)—=Tx(V)/¥. Entonces hay un homomorfismo
h: Ts(V)—=Tx(V) tal que el diagrama:

Ts(V)
/

Ts(V) Tty Ts(V)/¥

f

conmuta. Por lo tanto f(P) = [h(P)]w ¥y f(Q) = [A(Q)]w. Ahora bien, [h(P)]s =
[M(@Q)]w, o, lo que es equivalente, (h(P),h(Q)) € ¥, porque ¥ es una congruencia
totalmente invariante sobre Ts(V'), luego f(P) = f(Q). Por ltimo, demostramos
que, para cada (P,Q) € Ecs v, si (P,Q) € ¥, entonces Vs (¥) no estd incluida
en Vs v({(P,Q)}). Sea (P,Q) € Ecs v tal que (P,Q) ¢ V. Entonces, por lo
anterior, Tx(V)/¥ € Vs v (¥), pero Ts(V)/¥ & Vs v({ (P,Q)}), porque para
la proyeccién canénica prg: Tx(V)—Tx(V)/¥ se cumple que (P, Q) ¢ V. Por
lo tanto, si U es una congruencia totalmente invariante sobre Tx(V'), entonces
U = Thy v (Vs (1))

O

Definition 5.47. Sea A una variedad y A € A. Una presentacién de A es un
par (X, R) en el que X es un conjunto y R C Tx(X)? tal que A es isomorfa a
Tx(X)/Cg4(R), siendo Cg 4(R) la congruencia sobre T (X) definida como:

Cgs(R)={2eCer(Ts(X)) | RCP & Tx(X)/2c A},

i.e., la minima congruencia sobre Tx(X) que contiene a R y para la que tal cociente
pertenece a A.
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5.4. Algebras de polinomios. En lo que sigue A = V5 () es una variedad
de X-élgebras, siendo ® C Ec(X, V) un conjunto de ecuaciones arbitrario pero fijo.

Proposition 5.48. Sea R € A y S un conjunto. Entonces hay un par (nr, R[Xs]ses)
en el que R[X;]ses es una X-dlgebra perteneciente a la variedad A, a la que deno-
minamos la A-élgebra de los polinomios con coeficientes en R e indeterminadas en
S, nr un homomorfismo de R en A[X]ses v una aplicacion ng: S — R[Xs)ses
tal que, para cada X3-dlgebra B € A, cada homomorfismo g de A en B y cada
aplicacion b: S — B, hay un tinico homomorfismo b* de R[X,]scs en B tal que
los diagramas:

R[XS]SES Y R[XS]SES

conmutan.

Demostracion. Sea R[X;lses = R1lx ¢ Tx.0(S) el coproducto, en la categoria
Alg(X,®), de Ry Tx ¢(S), que, recordemos, es el cociente de R Ilx; T ¢(5), el
coproducto en Alg(X) de Ry T (S), entre la congruencia generada por Uf ?19],
con f: Tx(V)—RIs Tx s(S) (o0, lo que es equivalente, el cociente de la X-
dlgebra R Iy, T ¢(5), entre ({ ¥ € Cgr(R1Ily Tx ¢(S)) | RlIx Txo(S)/¥ €
Alg(X,d) }).

En general, si A es una 3-algebra, entonces la congruencia sobre A genera-
da por Uf f?[®], con f: Ts(V)—=A, y la congruencia ﬂ@ecg%(A) U sobre A,
siendo Cgrs(A) = {¥ € Cgr(A) | A/¥ € Alg(X,®)}, coinciden. En efecto,
al haber un encajamiento subdirecto de A/(Nyecgr, a) ¥ 0 [lvecgr,a)A/Y,
se cumple que A/(Nyecg, (a) ¥ € Alg(E,®), luego (Nyecgr, (a) ¥ es la mini-
ma congruencia sobre A tal que A/ ﬂq,ecgré(A) ¥ € Alg(X,®), por lo tanto
Nwecgr, (a) ¥ estd contenida en la congruencia sobre A generada por (J; ?19],
con f: Ts(V)——= A. Para demostrar la otra inclusién es suficiente que verifique-
mos que, para cada f: Ts(V)—=A, cada (P,Q) € ® y cada ¥ € Cgrg(A), se
cumple que (f(P), f(Q)) € ¥, pero eso es consecuencia de que toda 3-lgebra libre

es proyectiva.
O

Proposition 5.49. Sea R € A y S un conjunto. Entonces RE° € A. Por consi-
guiente Polg(R) y Algg(R) € A

Demostracion. O

Proposition 5.50. Sea R € A y S un conjunto. Entonces Algg(R) es una imagen
homomorfa de R[X|ses, la A-dlgebra de los polinomios con coeficientes en R e
indeterminadas en S.

Demostracion. O
5.5. Clases implicacionales.

Definition 5.51. Sea ¥ una signatura algebraica homogénea y X un conjunto.
Una (X, X)-implicacidn es un triplo ordenado (A, (Py,Qx)xea, (P, Q)), denotado
por Ayea(Pr, @) = (P,Q), en el que A es un conjunto, (Py, @x)rea una familia
de (X, X)-ecuaciones y (P, Q) una (X, X)-ecuacién. A la familia (Py,@x)xea la
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denominamos la familia de las premisas de la implicacién, y a (P, @) la conclusion de
la misma. Si ® = (A, (P, @x)xea, (P, Q)) es una (3, X )-implicacion, a (Py, Qx)rea
la denotaremos por P(®) y a (P, Q) por C(®).

Definition 5.52. Sea ® = A .\ (P, Q) = (P, Q) una (X, X)-implicacién y
A una X-algebra. Decimos que ® es vdlida en A o que A satisface ® o que A
es un modelo de ®, y lo denotamos por A s x ® o por A = &, si, para cada
homomorfismo f: Tx(X)—A, si, para cada A € A, f(Py) = f(Q)), entonces

f(P) = f(Q).

Sea ® una (3, X)-implicacién y A una X-algebra. Demuéstrese que una condi-
cién necesaria y suficiente para que A sea modelo de @ es que si { (P\,Q@x) | A €
A} € Nyetom(Ts (x),a) Ker(f), entonces (P, Q) € (N epom(rs (x),a) Ker(f)

A continuacién demostramos el teorema de caracterizaciéon de Banaschewski-
Herrlich [?].

Proposition 5.53 (Banaschewski-Herrlich). Sea ® una (X, X)-implicacion y A
una X-dlgebra. Una condicidn necesaria y suficiente para que A |= ® es que, para
cada homomorfismo f: Ts(X)/Cg((Px, Qx)rea) —= A, exista un homomorfismo
g: Ts(X)/Cg((Pr, @x)xen, (P, Q)) —= A tal que el diagrama:

Ts(X)/Cg((Px, Qx)ren)

| g

A

Tx(X)/Cg((Px, @x)xen, (P, Q))

conmuta.

Demostracion. Sea f un homomorfismo del cociente T (X)/Cg((Px,Qx)rea) en
A. Entonces existe un homomorfismo g: Tx(X)/Cg((Px, Qx)ren, (P, Q)) —=A
tal que el diagrama:

Tx(X)/Cg((Py, Qa)ren) ——> Tx(X)/Cg((Py, Qa)ren, (P, Q))

| g

A

conmuta, porque al ser A = ®, (P,Q) € Ker(f).
Si f: Tx(X)——= A es tal que, para cada X € A, f(Py) = f(Q)), entonces hay
un homomorfismo h de Tx(X)/Cg((Px, @x)rca) en A tal que el diagrama:

Tx(X) — > T (X)/Ce((Py, Qx)ren)

f

A
conmuta. Luego hay un g: Tx(X)/Cg((Px, @x)rea, (P,Q)) — A tal que h = gop

y, por lo tanto, el diagrama:

T5(X) — > Tx(X)/Ce((Py, Q)ren)

Tx(X)/Cg((Pr, Qx)rea, (P,Q))

h

A
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conmuta. De donde, f(P) = f(Q). O

Proposition 5.54. Sea ¢ una (3, X)-implicacién y A una X-dlgebra. Una condi-
cion necesaria y suficiente para que A |= ® es que, para cada f: X —= A, si, para

cada X € A, f{(P\) = f4(Qx), entonces fH(P) = f4(Q).

Demostracion. Es consecuencia inmediata de lo que precede y del hecho de que
hay una biyeccién (natural) entre el conjunto Hom(X,G(A)) de las aplicaciones
del conjunto de las variables X en el conjunto subyacente G(A) de la X-dlgebra A,
y el conjunto Hom(Tx(X), A), de los homomorfismos de la X-dlgebra libre T (X)
sobre X, en la 3-dlgebra A.

O
Proposition 5.55. Sea ¢ una (3, X)-implicacién y A una X-dlgebra. Una condi-
cion necesaria y suficiente para que A = ® es que, si, para cada A € A, P = f,
entonces PA = Q4
Demostracion. O

Proposition 5.56. Sea f: B+——=A y ® una (X, X)-implicacion. Si A = @, en-
tonces B |= ®. En particular, si B es una subdlgebra de A y A | @, entonces
B[ 2.

Demostracion. O

Corollary 5.57. Sea ® una (X, X)-implicacion y A, B dos X-dlgebras isomorfas.
Entonces A = ® si y sélo si B = ®.

Proposition 5.58. Sea (A; | ¢ € I) una familia de X-dlgebras y ® una (3, X)-
implicacion. Si, para cada i € I, se cumple que A; = @, entonces [[,.; A; E .

Demostracion. O

i€l

Proposition 5.59. Sea (A; | i € I) una familia de X-dlgebras y ® una (3, X)-
implicacion. Si, para cada i € I, se cumple que A; = @, entonces © es vdlida en
cualquier producto subdirecto de (A;)icr.

Definition 5.60. Sea 3 una signatura algebraica homogénea y X un conjunto. Una
(X, X)-implicacion finitaria es una (3, X)-implicacién ® para la que se cumple que
el conjunto Var((Py, Qa)xea, (P, Q)) es finito

Proposition 5.61. Sea f: B+—= A y ® una (X, X)-implicacion finitaria. Si A |=
D, entonces B = ®. En particular, si B es una subdlgebra de A y A |= ®, entonces
BE .

Corollary 5.62. Sea ® una (X, X)-implicacidn finitaria y A, B dos 3-dlgebras
isomorfas. Entonces A |= ® si y sélo si B |= ®.

Proposition 5.63. Sea ® una (3, X)-implicacion finitaria y (A;)icr una familia
de X-dlgebras. Si, para cada i € I, A; = @, entonces [[,c; Ai = .

Proposition 5.64. Sea ® una (X, X)-implicacidn finitaria y (A;)icr una familia
de X-dlgebras. Si, para cada i € I, se cumple que A; = @, entonces @ es vdlida en
cualquier producto subdirecto de (A;)cr.

iel

Proposition 5.65. Sea ® una (3, X)-implicacion finitaria y (A;)ier una familia
de X-dlgebras dirigida superiormente. Si, para cada i € I, se cumple que A; = P,
entonces ® es vdlida en | J;c; Ai.

Definition 5.66. Sea X una signatura algebraica homogénea y X un conjunto.
Una (3, X)-clatdsula de Horn universal positiva es una (3, X)-implicacién @ tal
que A es finito.
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Obsérvese que toda clatisula de Horn universal positiva es una implicacién fi-
nitaria, porque al ser el conjunto de los indices de las premisas finito, y tener las
ecuaciones un numero finito de variables, la implicacién necesariamente tiene un
nimero finito de variables.

Proposition 5.67. Sea f: B+——=A y ® una (X, X)-clatsula de Horn universal
positiva. Si A = @, entonces B |= ®. En particular, si B es una subdlgebra de A
y A =, entonces B E ®.

Corollary 5.68. Sea ® una (X, X)-claisula de Horn universal positiva y A, B
dos X-dlgebras isomorfas. Entonces A = ® si y sélo si B |E= ®.

Proposition 5.69. Sea ® una (X, X)-clatdsula de Horn universal positiva y (Ay)icr
una familia de 3-dlgebras. Si, para cada i € I, se cumple que A; = @, entonces
[Lic;Ai = ©.

Proposition 5.70. Sea ® una (X, X)-clatdsula de Horn universal positiva y (Ay)icr
una familia de X-dlgebras. Si, para cada i € I, se cumple que A; |= @, entonces P
es vdlida en cualquier producto subdirecto de (A;)er.

Proposition 5.71. Sea ® una (X, X)-clatdsula de Horn universal positiva y (Ay)icr
una familia de X-dlgebras dirigida superiormente. Si, para cada i € I, se cumple
que A; = @, entonces @ es vdlida en |J;c; A;.

Proposition 5.72. Sea ® una (2, X)-claisula de Horn universal positiva y (S, A)
un sistema inductivo de X-dlgebras tal que S esté dirigido superiormente. Si, para
cada i € I, se cumple que A; = ®, entonces @ es vdlida en h_H)l(S,A).

6. TEORIAS ALGEBRAICAS DE LAWVERE

Modern universal algebra has two advantages over this classical ap-
proach: elegance, avoiding the confusion about exactly what the ope-
rations of an algebra are, and abstractness, considering algebras in any
category with products, not just a category of sets.

J. Smith.

A partir de una signatura algebraica 3 y de un conjunto de variables infinito
numerable V' = {v, | n € N}, arbitrario pero fijo, obtenemos una categoria es-
pecial, la teoria algebraica de Lawvere, relativa a 3 y V, a la que denotamos por
Law(X, V)y definida como:

= Ob(Law(X,V)) =N.

= Para cada p,q € N, Hmrn,_a\,\,(;‘/)(p7 q) = Tx(lvg)P.

» Para cada n,p,¢g € N, (P, |i €n):n—py (Q; | j € p): p—>¢, la
composicién de (P; |i € n):n—py (Q; | jEp):p—>=qes (Q; | j €
p)fo (P | i€ n)f o, loque es equivalente, ((Q; | 7 € p)fo (P | i € n))t.
Observemos que esta composicién la hemos obtenido haciendo uso de la
propiedad universal de las algebras libres, aplicada al diagrama:

N vn
Lvop ———=Tx(lvn)

| f
(P, i en) (P;liemn)
Lop — 1 Ty(luy)

o4 #
@l |
Loy — = Ty (L)
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= Para cada n € N, el morfismo identidad de n es la n-familia ((v;) | 7 € n)
en Ts(]v,)

La categorfa Law(X, V)es especial, no sélo porque tiene como objetos a los nime-
ros naturales y como morfismos de un niimero natural n en otro p, a las n-familias
en T (] vp), sino porque se cumple que:

= El 0 es un objeto inicial en Law(X, V).

= Para cada n > 1, n junto con los n morfismos (vg),. .., (vp—1): 1—>mn, es
un coproducto de n-copias del objeto 1. Ademds, cuandon =1, (vg): 1 —=1
es precisamente id;.

Definition 6.1. Una teoria algebraica de Lawvere, o una teoria, para abreviar, es
una categoria T tal que:
1. Ob(T) =N.
2. Para cada n € N hay una familia (in,; | ¢ € n) en la que, para cada i € n,
in,;: 1—>ny(n,(in,,; | i € n)) esun coproductode (1 |i € n) en T, i.e.,
para cada p € N y cada familia (f; | ¢ € n) en Homr(1, p), existe un unico

morfismo [fo, ..., fn_1]: n—=p tal que, para cada i € n, el diagrama:
inn,i
1l————=n
[fi liel]
fi l '
p

conmuta.
3. El morfismo in; g: 1——1 es el morfismo identidad id;.

Demuéstrese que en una teoria T, el 0 es el objeto inicial. Ademds, para cada
n € N, se cumple que [in, g, ..., 0, ,—1] es el morfismo identidad del objeto n

En la teorfa Law(X, V), para n > 1, los morfismos distinguidos in, ;: 1—n
son los términos (v;). Ademés, dados los términos Py,..., P,_1: 1 ——=p, el tnico
morfismo [Py, ..., P,_1] de n en p tal que, para cada i € n, el diagrama:

(vi)

1——n
Pliel

PN |IPliED
p

conmuta, es precisamente la n-tupla (P; | i € n).

Definition 6.2. Sean T y T’ dos teorias. Un morfismo de teorias de T en T’ es un
functor covariante de T en T’ que preserva los objetos y los morfismos distinguidos,
i.e., esencialmente, una familia de aplicaciones (¢, p | (n,p) € N?) en la que, para
cada n,p € N, ¢, ,: Homr(n, p) —Homt (n,p) y tal que:

1. Para cada n,p,q € N, cada f: n——=p y cada g: p—— ¢ se cumple que:
Pn,a(g0 f) = pq(g) 0 Pnp(f)
2. Para cadan > 1y cada ¢ € n se cumple que:
©1,n (i ;) = ing, ;.
Ademés, un morfismo de teorfas ¢: T —=T" es sobreyectivo o inyectivo si cada una

de las aplicaciones ¢, ,,: Homr(n,p) —Homr (n, p) es sobreyectiva o inyectiva,
respectivamente.
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En los ejercicios que siguen caracterizamos los isomorfismos, monomorfismos y
epimorfismos regulares entre teorias algebraicas.

Un morfismo de teorfas ¢: T——=T' es un isomorfismo precisamente si, para
cada n,p € N, ¢, ,: Homr(n, p) —Homr (n,p) es una biyeccién.

Un morfismo de teorfas ¢: T —T' es un monomorfismo precisamente si, para
cada n,p € N, ¢, ,: Homr(n, p) — Homr (n,p) es una aplicacién inyectiva.

Un morfismo de teorfas ¢: T —T' es un epimorfismo regular precisamente si,
para cada n,p € N, ¢, ,: Homt(n, p) —Homr (n, p) es una aplicacién sobreyec-
tiva.

A continuacién, haciendo uso de los morfismos entre teorias, definimos los con-
ceptos de subteoria y de teoria cociente de una teoria.

Definition 6.3. Sean T y T’ dos teorfas. Decimos que T es una subteoria de T’
si, para cada n,p € N, Homr(n,p) C Homt (n,p) y la inclusién canénica de T en
T’ es un morfismo de teorias. Por otra parte, decimos que T' es un cociente de T
si hay un morfismo de teorias sobreyectivo de T en T'.

Proposition 6.4. La categoria TH formada por las teorias y morfismos entre
ellas es completa y cocompleta, los morfismos sobreyectivos junto con los inyectivos
constituyen un sistema de factorizacion y, ademds, estd bien-potenciada y bien-
copotenciada.

Recordemos que cuando estudiamos las 3-algebras definimos una serie de ope-
radores sobre el conjunto Sub(Ob(Alg(3X))) que nos permitieron caracterizar alge-
braicamente a las clases ecuacionales. A continuacién definimos, por analogia con
lo mencionado, una serie de operadores sobre el conjunto Sub(Ob(TH)).

Definition 6.5.

1. Denotamos por I la endoaplicacién de Sub(Ob(TH)) que a un subconjunto
7 de Ob(TH) le asigna el subconjunto del mismo definido como:

I(T) = {T € Ob(TH) | 3A € T (Iso(T,A) # @) }.

De modo que I(7) consta de todas las teorias T que son isomorfas a alguna
teoria de 7.

2. Denotamos por S la endoaplicacién de Sub(Ob(TH)) que a un subconjunto
7 de Ob(TH) le asigna el subconjunto del mismo definido como:

S(T) ={T € Ob(TH) | JA € T (Mono(T,A) # @) }.

De modo que S(7) consta de todas las teorfas T que son isomorfas a alguna
subteoria de alguna teoria de 7.

3. Denotamos por H la endoaplicacién de Sub(Ob(TH)) que a un subconjunto
7 de Ob(TH) le asigna el subconjunto del mismo definido como:

H(T) = {T € Ob(TH) | 3A € T (Epi(A,T) # @) }.

De modo que H(7) consta de todas las teorfas T que son isomorfas a algin
cociente de alguna teoria de 7.
4. Denotamos por P la endoaplicacién de Sub(Ob(TH)) que a un subconjunto

7 de Ob(TH) le asigna el subconjunto del mismo definido como:

I cUIA;|icl)eT!

P(T)= {T € Ob(TH) ’ }
tal que ISO(T,H(AZ' liel)) #@

De modo que P(7) consta de todas las teorfas T que son isomorfas a algiin
producto de alguna familia de teorias de 7.
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Definition 6.6. Sea T una teoria. Una congruencia sobre T es una familia & =
(@, | (n,p) € N?) en la que, para cada n,p € N, ®,, ,, es una relacién de equiva-
lencia sobre el conjunto Homr(n, p), tal que:
1. Para cada n,p,q € N, cada f,g: n—=p y cada f’,¢': p——=¢ se cumple
que:
f=g9g (méd ®,,) & ff=9 (méd @,,)
flof=g'og (méd @,4)
2. Para cada n,p € Ny cadapar (f; |[i€n)y (9;]|¢€n), con fi,g;: 1 —>p,
para cada i € n, se cumple que:

fi=gi (méd &4 p)
[f07"'afn—1] = [gOa"'7gn—1] (méd (I)’mp)

Denotamos por Cgr(T) el conjunto de las congruencias sobre la teoria algebraica
T.

Demuéstrese que hay una correspondencia biunivoca entre los cocientes regulares
de una teoria y las congruencias sobre la misma.

Proposition 6.7. Sea T una teoria algebraica. Entonces el conjunto de las con-
gruencias sobre T, es un sistema de clausura algebraico sobre (Homm(n,p)? |
(n,p) € N?), i.e., tiene las siguientes propiedades:
1. (Homr(n,p)? | (n,p) € N?) € Cgr(T).
2. Si (|4 € 1) es una familia no vacia en Cgr(T), entonces
congruencia sobre T.
3. Si (®° | i€ I) es una familia no vacia en Cgr(T) y si dados i,j € I, hay
un k € I tal que ®° U ®J C ®F entonces |J,.; ®* es una congruencia sobre
T.

el " es una

el

Demostracion. O

Corollary 6.8. Sea T una teoria algebraica. Entonces la endoaplicacion Cgr del
conjunto Sub(Homr(n,p)? | (n,p) € N?), definida como:

Car { Sub(Hornr]:(n,]:IZ2 | (n,p) € N?) —= Sub(Homr(n,p)? | (n,p) € N?)

tiene las siguientes propiedades:
1. Im(Cgr) C Cgr(T).
2. {® € Sub(Homr(n,p)? | (n,p) € N?) | ® = Cgp(®) } = Cer(T).
3. Cgr es extensiva, i.e., para cada ® € Sub(Homr(n,p)? | (n,p) € N?),
® C Cgp (D).

4. Cgp es isdtona, i.e., para cada ®, ¥ € Sub(Homr(n,p)? | (n,p) € N?), si
® C U, entonces

Cgr(¥) C Cgr(¥).
5. Cgr es idempotente, i.e., para cada ® € Sub(Homr(n,p)? | (n,p) € N?),
Cer(®) = Cgr(Cga(®)).
6. Cgr es algebraica, i.e., para cada familia no vacia dirigida superiormente
(@' | i€ I) en Cgr(T) se cumple que
CgT(UieI P') = Uiel Cegr ().
Por consiguiente, para cada ® C (Homr(n,p)? | (n,p) € N?), Cgp(®) es la minima

congruencia sobre T que contiene a ®, y la denominamos la congruencia sobre T
generada por ©.

Demostracion. O
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Las congruencias sobre las teorias y los morfismos entre teorias estan relacionados
entre si del mismo modo que lo estan las congruencias sobre las 3-algebras y los
homomorfismos entre 3-dlgebras.

Proposition 6.9. Sea p: T—=T' un morfismo de teorias. Entonces Ker(yp) es
una congruencia sobre T. Reciprocamente, si ® es una congruencia sobre T, enton-
ces hay una teoria T/® y un morfismo sobreyectivo Prg de T en T/® cuyo nicleo
es @.

Demostracion. O

Las teorfas algebraicas de Lawvere Law(X, V)se pueden caracterizar mediante
una propiedad universal.

Proposition 6.10. Sea X una signatura algebraica y V = {v, | n € N} un con-
junto de variables infinito numerable, arbitrario pero fijo. Entonces el par ordenado
(Law(X, V), ms.v) en el que ns v es la aplicacion de ¥ en Mor(Law(X, V) definida
como:
¥ — Mor(Law(X, V))
= { o — o(v; | i€ ar(o))
siendo o(v; | i € ar(o)) una abreviatura de (o) A A((v;) | i € ar(o)), tiene la
siguiente propiedad universal:
Para cada par ordenado (T, ), en el que T es una teoria y p: ¥ —Mor(T)
una aplicacion tal que, para cadan € N y cada 0 € ¥,,, (o) € Homr(1,n), hay
un tinico morfismo p*: Law(X, V) ——=T tal que el diagrama:

s "=V Mor(Law(x, V)
#
© 2
Mor(T)
conmuta.
Demostracion. O

Demuséstrese que la proposicién anterior significa que el functor G: TH —— Sig
de la categoria de teorias en la de signaturas algebraicas, que a una teoria T le asocia
la signatura algebraica (Homr(1,n) | n € N), tiene un adjunto por la izquierda.

Corollary 6.11. Cualquier teoria algebraica T es la imagen homomorfa de una
teoria algebraica de Lawvere Law(X, V), para alguna signatura algebraica 3.

Corollary 6.12. Hay una teoria algebraica inicial, que es precisamente la teoria
algebraica de Lawvere sobre la signatura algebraica vacia

Definition 6.13. Decimos que una teoria algebraica T no es trivial si el tnico
morfismo de la teoria inicial en T es inyectivo

Ahora vamos a asociar a cada conjunto una teoria algebraica. Pero antes de
llevar a cabo tal asociacién observemos que dado un conjunto A se cumple, para
cada n € N, que hay una familia (pr,; | i € n) en la que, para cada i € n,
pr, ;: A" —=A' y (A" (pr,,; | i € n)) es un producto de (A' | i € n) en Set.
Ademas, el morfismo pry : Al —= A es el morfismo identidad id 41.

Definition 6.14. Sea A un conjunto. Entonces denotamos por Th(A) la teoria
algebraica que tiene como morfismos de n en p las aplicaciones de AP en A"
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Demuéstrese que Th(A) es una teorfa algebraica (Obsérvese que es, esencial-
mente, la dual de la subcategoria plena de Set determinada por todas las potencias
finitas A™ del conjunto A)

Proposition 6.15. Sea 3 una signatura algebraica y A una 3-dlgebra. Entonces
hay un tinico morfismo de teorias PA™: Law (X, V) —Th(A) tal que, para cada
n € N y cada 0 € X, se cumple que:

Pd*(o(v; | i € n)) = F,,

siendo o(v; | i € n), como antes, una abreviatura de (o) A A((v;) | i € n) y Fy la
operacion estructural sobre A correspondiente a o.

Demostracion. O

Demostramos a continuacién que cada variedad de X-algebras determina una
teoria algebraica da Lawvere, y que cualquier teoria algebraica da Lawvere se ob-
tiene de ésa forma. Podria decirse, informalmente, que las variedades son a las
teorias algebraicas, como las presentaciones de los grupos son a los grupos.

Proposition 6.16. Sea ® un conjunto de (3,V)-ecuaciones y Vs v (®) la variedad
determinada por ®. Entonces Law(X,V)/ =¢ es una teoria algebraica, siendo =¢
la congruencia sobre Law(X, V) definida como:

=o=Nacvs., (@) Ker(Pd#).

Demostracion. O

Proposition 6.17. Sea T una teoria algebraica. Entonces hay una signatura alge-
braica 3 y un conjunto ® de (X,V)-ecuaciones tal que T es isomorfa a Law(X,V)/ =¢.

Demostracion. En virtud del corolario 6.11 hay una signatura algebraica ¥ y un
morfismo sobreyectivo ¢ de Law(X, V)en T. Entonces tomando como conjunto de
ecuaciones @ el formado por todas las ecuaciones (P, Q) € U, ey Homyaw(s,v)(1,7)?
para las que se cumple que p(P) = ¢(Q), tenemos que T es isomorfa a Law (X, V)/ =s.
O

Es posible que la razén mas importante para tomar en consideracién las teorias
algebraicas en relacién con las variedades sea que exista algo arbitrario en el tra-
tamiento del dlgebra universal, al hacerlo depender precisamente de las signaturas
algebraicas, que no son otra cosa, junto con los conjuntos de ecuaciones, que pre-
sentaciones de las teorias algebraicas, que si son lo que permanece invariante.

Definition 6.18. Una presentacidn de una teoria algebraica es un par (3, @) en el
que ¥ es una signatura algebraica y ® un conjunto de (X, V')-ecuaciones. Decimos
que dos presentaciones (3, ®) y (X/, ®’) son equivalentes precisamente si las teorfas
algebraicas Law(X,V)/ =4 y Law(X’,V)/ =4+ son isomorfas.

Cada teorfa algebraica T determina una categoria Alg(T) de T-dlgebras, que es
una abstraccién del concepto de variedad de ¥-dlgebras.

Demostraremos que la categoria cuyos objetos son las categorias Alg(T) y cuyos
morfismos son los functores entre tales categorias que conmutan con los functores
de olvido en la categoria Set, es antiisomorfa a la categoria TH.

Definition 6.19. Sea T una teoria algebraica. Una T-dlgebra es un par A = (A, «)
en el que A es un conjunto y a: T——=Th(A) un morfismo de teorfas algebraicas.
Si f: n——=p € Mor(T), entonces convenimos en denotar por f,: AP —= A" la
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imagen de f mediante «. Por otra parte, si A = (4,«) y B = (B, 3) son dos T-
algebras, un homomorfismoh: A —= B es una aplicacién de A en B tal que, para
cada f: n——=p € Mor(T), el diagrama:

hP

AP ———= BP

fa fs

A’IL

e

conmuta.

Proposition 6.20. Sea T una teoria algebraica y A un conjunto. Entonces son
equivalentes:
1. a: T——=Th(A) un morfismo de teorias algebraicas.
2. a es un functor de T°P en Set tal que el valor de o eniny, ;: 1 —=n es la
i-ésima proyeccion pr,, ;: A" —= A, siendo A = «a(1).
Ademds, siendo A = (A, ) y B = (B, 3) dos T-dlgebras, son equivalentes:
1. h: A——=B es un homomorfismo.
2. h es una transformacion natural del functor contravariante o en el functor
contravariante [3.
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