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1. INTRODUCTION

El concepto de universo de Grothendieck-Tarski-Sonner, que vamos a introducir
a continuacién, estd intimamente relacionado con el de cardinal fuertemente inacce-
sible. De hecho, la existencia de universos de Grothendieck equivale a la existencia
de cardinales fuertemente inaccesibles, como tendremos oportunidad de comprobar.

Definicién 1.1. Sea U un conjunto. Decimos de U que es un universo de Grot-
hendieck si cumple las siguientes condiciones:

1.
2.
3.
4.

U es e-transitivo.

Para cada conjunto x, si z € U, entonces Sub(z) € U.

Para cada conjunto z, si x CU y x no es isomorfo a U, entonces z € U.
NelUu.

Proposicién 1.2. Sea U un universo de Grothendieck. Entonces:

1.

Ol W

N

Para cada conjunto x, si x € U, entonces card(z) < card(U).

Ng < card(U).

Para cada x, y, six Cy ey €U, entonces x € U.

Para cada x, y, si z,y € U, entonces {z,y}, (z,y) yx xy eU.

Para cada funcion F, si Dom(F) € U e Im(F) C U, entonces se cumple que
Im(F)eU yFel.

Para cada conjunto x, si x € U, entonces | Jxr € U.

Para cada funcion F, st Dom(F) € U e Im(F) C U, entonces se cumple que
UIm(F) € U y [[Im(F) € U.
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2 JUAN CLIMENT

Demostracion. 1. Si x € U, entonces Sub(z) € U, luego Sub(x) C U. Por lo tanto
card(z) < card(Sub(z)) < card(Uf). De donde card(z) < card(U).

2. Puesto que N € U, entonces, en virtud de 1, Ry < card(U).

3.Six CyeyelU, entonces x € Sub(y) € U, luego z € U.

4. Si x,y € U, entonces {z,y} C U. Ahora bien, puesto que Ry < card(U), el
conjunto {z,y} no es isomorfo a U, luego {z,y} € U. Por otra parte, puesto que
(z,y) = {{z},{z,y}}, se cumple que (z,y) € U, ya que {z} e U y {x,y} € U.
Por dltimo, si xz,y € U, entonces, para cada a € x y cada b € y, a,b € U, luego
(a,b) € U. por lo tanto z x y C U. Ahora bien, puesto que Xy < card(U), card(z) <
card(U) y card(y) < card(U), card(z x y) < card(U). Por lo tanto x x y € U.

5. Si F es una funcién tal que Dom(F) € U e Im(F) C U, entonces Im(F') C U
y card(Im(F)) < card(z) < card(Uf), luego Im(F) € U. Por tultimo, ya que F C
Dom(F) x Im(F) € U, también tenemos que F € U.

6.SizelUeye |z, entonces y € z € z, para un z € x, luego y € z € U, por
lo tanto y € U. De modo que |Jx C U. Ademas, card(|Jz) < > ., 2z < card(U),
porque card(U) es un cardinal regular. Luego | Jx € U. O

Proposiciéon 1.3. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto U
sea un universo de Grothendieck es que U = V¢, para un cardinal fuertemente
inaccesible (.

Demostracion. O

Ejercicio. Sea U un conjunto. Demuéstrese que U es un universo de Grothendieck
si y sélo si cumple las siguientes condiciones:

1. U es e-transitivo.

2. Para cada conjunto z, si € U, entonces Sub(z) € U.

3. Para cada conjunto x, six € Uy F: t —=U, entonces | JIm(F) € U.

4. NeU.

Proposicién 1.4. Sea U un universo de Grothendieck. Six €¢ U ey C x, entonces
yeU.

Demostracion. O

Proposiciéon 1.5. Sea U un universo de Grothendieck. Si x € U, entonces todo
conjunto cociente de x pertenece a U.

Demostracion. O

Proposicién 1.6. Sea U un universo de Grothendieck. SiI €U y (X;|i€ 1) es
una familia de conjuntos tal que, para cada i € I, X; € U, entonces [, X; € U.

Demostracion. O

Proposicion 1.7. Sea U un universo de Grothendieck. Si X, Y € U, entonces toda

relacion, funcion, aplicacion no determinista y aplicacion de X en Y, pertenece a
Uu.

Demostracion. O

Proposicion 1.8. Sea U un universo de Grothendieck. Si X, Y € U, entonces todo
conjunto de relaciones, funciones, aplicaciones no deterministas y aplicaciones de
X enY, pertenece a U.

Demostracion. O

Proposicion 1.9. Si X CU es tal que su cardinal es a lo sumo el de un elemento
de U, entonces X € U.



Demostracion. Sea I € U tal que card(X) < card(I). Entonces hay una sobreyec-
cién (z; | j € J) desde un subconjunto J de I hasta X. Por lo tanto X = (U, ;{z;},
asi que X € U. O

Ejercicio. Sea U un universo de Grothendieck. Demuéstrese que toda parte finita
de U es elemento de U.

Proposicién 1.10. Si (Ux | X € A) es una familia no vacia de universos de
Grothendieck, entonces [\ycp Ux es un universo de Grothendieck.

Demostracion. O

Axioma del universo. FEziste un universo de Grothendieck.

Axioma de Grothendieck-Tarski-Sonner. Para cada conjunto x existe un uni-
verso de Grothendieck U tal que z € U.

Proposicién 1.11. Sea (X; | i € I) una familia de conjuntos. Entonces hay un
universo de Grothendieck U tal que, para cada i € I, X; € U.

Demostracion. Es suficiente considerar | J,.; X;, porque entonces | J,.; X; € U y
ya que X; C J;c; Xi, X €U, para cada i € I. O

Definicién 1.12. Sean X e Y dos conjuntos y n > 0. Decimos de Y que es una
componente de orden n de X si hay una sucesién finita (X; | j € n+ 1) tal que
Xo=X,X, =Y,y paracada j € n, X;11 € X;. Convenimos que X es la tinica
componente de orden 0 de X. Ademds, un conjunto Y es una componente de X si
hay un n > 0 tal que Y que es una componente de orden n de X.

Ejercicio. Demuéstrese que todo conjunto es una componente de si mismo y que
si Y es una componente de X y Z lo es de Y, entonces Z lo es de X.

Ejercicio. Demuéstrese que las componentes de cualquier conjunto constituyen un
conjunto.

Definicién 1.13. Sea m un cardinal. Decimos de un conjunto X que es de tipo
m (resp., de tipo estricto m, de tipo finito) si todas las componentes de X tienen
cardinales menores o iguales que m (resp., estrictamente menores que m, finitos)

Proposicién 1.14. Si X es un conjunto de tipo m (resp., de tipo estricto m, de
tipo finito), entonces toda componente de X y toda parte de X son de tipo m (resp.,
de tipo estricto m, de tipo finito); del mismo modo Sub(X) es de tipo 2™ (resp., de
tipo estricto 2™, de tipo finito). Ademds, si X es de tipo m ym < n, entonces X es
de tipo n.

Demostracion. O

2. CATEGORIiAS

Definicién 2.1. Una categoria C consta de los siguientes datos:

1. Un conjunto Ob(C) de objetos, A, B, ....

2. Un conjunto Mor(C) de morfismos f, g, ....

3. Una aplicacién do: Mor(C) —=Ob(C) que a cada morfismo f € Mor(C) le
asigna el objeto do(f), al que denominamos el dominio de f.

4. Una aplicacién d; : Mor(C) — Ob(C) que a cada morfismo f € Mor(C) le
asigna el objeto di(f), al que denominamos el codominio de f.

5. Una aplicacién id: Ob(C) — Mor(C) que a cada objeto A € Ob(C) le
asigna el morfismo id 4, al que denominamos el morfismo identidad de x.
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6. Siendo Mor(C) [[o,(c) Mor(C) el conjunto definido como:

Mor(C)[]op(cyMor(C) = { (f,g) € Mor(C)? [ do(f) = di(9) },

una aplicacién o: Mor(C) [[ ) Mor(C) —Mor(C), que a cada par (f, g) €
Mor(C) []op(c) Mor(C) le asigna el morfismo f o g, al que denominamos la
composicion de [y g.
Si A, B € Ob(C), entonces Homg (A, B) es el conjunto de los morfismos de C cuyo
dominio es A y cuyo codominio es B, i.e., el conjunto definido como:

Homg(A, B) = {f € Mor(C | do(f) = A & di(f) = B}
Convenimos que f: A—> B es sinénimo de f € Homg(A4, B).
Estando estos datos sujetos a cumplir las siguientes condiciones:

1. Para cada A € Ob(C), do(ida) = Ay di1(ida) = A.

2. Para cada par (f,g) € Mor(C) [[o,(c) Mor(C), do(f o g) = do(g) y di(fo
g) = di(f).

3.5 f: A—=B, g: B—=Cy h: C——= D son tres morfismos, entonces h o
(gof)=(hog)of,ie., el diagrama:

(hog)of

h
g °9
gof
C . D
AN
ho(go f)

conmuta.
4. Si f: A——= B, entonces foidg = f yidgo f = f, i.e., los diagramas:

ALA y A———-B
f id
/ J ! 7

B B

conmutan.

En algunas ocasiones, para abreviar, denotaremos el conjunto de los objetos
de una categoria C, simplemente por C, y si A,B € C, i.e., si A,B € Ob(C),
entonces denotaremos por Hom(A, B) o por C(A4, B) el conjunto Homg (A, B) de
los morfismos de A en B.

En lo que sigue, salvo indicacién expresa de lo contrario, suponemos elegido un
universo de Grothendieck U.

Corolario 2.2. Las dlgebras Booleanas A tales que A € U, junto con los homo-
morfismos entre ellas constituyen una categoria, a la que denotamos por Bool.

Definicién 2.3. Sea C una categoria y f: A——= B un morfismo de C. Decimos
que



1. El morfismo f: A——= B es un monomorfismo si, para cada objeto X de C
y cualesquiera morfismos g, h: X —= A, si el diagrama

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando fog = f oh, entonces g = h; es
por ello que a este tipo de morfismos también se los denomina simplificables
a la izquierda. Denotamos al conjunto de los monomorfismos de A en B por
Mono(A4, B). Convenimos entonces que f: A+— B significa que el morfismo
f: A+— B es un monomorfismo.

2. El morfismo f: A——= B es un epimorfismo si, para cada objeto Y de C y
cualesquiera morfismos g, h: B——=Y, si el diagrama

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando go f = ho f, entonces g = h; es por
ello que a este tipo de morfismos también se los denomina simplificables a
la derecha. Convenimos entonces que f: A—= B significa que el morfismo
f: A—— B es un epimorfismo, y denotamos al conjunto de los epimorfismos
de A en B por Epi(A4, B).

3. El morfismo f: A——= B es un isomorfismo si existe un g: B—— A tal que
gof=iday fog=1idg. A los isomorfismos de un objeto en si mismo los
denominamos automorfismos.

Sean A y B dos éalgebras Booleanas. Demuéstrese que si un homomorfismo
f: A——=B es inyectivo, resp., sobreyectivo, entonces es un monomorfismo, resp.,
epimorfismo.

Sean A y B dos dlgebras Booleanas. Demuéstrese que un homomorfismo f: A —B
es un isomorfismo precisamente si es un homomorfismo biyectivo.

Proposiciéon 2.4. Sea A un dlgebra Booleana. Entonces — es un isomorfismo de
A en A°P y mo—-=1idj.

3. FUNCTORES

Definicién 3.1. Dadas dos categorias C, D, un functor de C en D es un triplo
F = (C,(Fy, F1),D), denotado por F': C——=D, en el que Fy es una aplicacién
de Ob(C) en Ob(D), F; una aplicacién de Mor(C) to Mor(D), y que cumple las

siguientes condiciones:
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1. Los diagramas:

Mor(C) L Mor(D) y Mor(C) L Mor(D)

T

Ob(C) Ob(D) Ob(C) Ob(D)

conmutan.
2. El diagrama:

conmuta.
3. El diagrama:

Fy
Mor(C) [Top(cy Mor(C) Mor (D) [[opp) Mor(D)

conmuta.

De ahora en adelante, para un functor F': C——=D, convenimos en denotar
mediante el mismo simbolo F' a las dos aplicaciones Fy y Fi.

Proposicién 3.2. Sean F': A—=B, G: B——=C y H: C——=D tres functores.
Entonces:

1. Siendo Ida = (A, (idon(a), idnior(a)), A), se cumple que Idp: A—=A, el
functor identidad de A, es un endofunctor de A.

2. Siendo Go F = (A, (Gg o Fy,G1 0 Fy),C), se cumple que Go F: A——=C,
el functor composicién de F y G, es un functor de A en C.

3. (Asociatividad). El diagrama:

(HoG)oF

5

A F
\XX

Ho(GoF)

B

a HoG

C

H

conmuta.



4. (Neutros). Los diagramas:

1d
A A F

>
S

>
o)

F Idg

os!

conmutan.

Definicién 3.3. Decimos que un functor F': C——=D es un isomorfismo de C en
D si existe un functor G: D—=C tal que Go F =1Idg y F o G = Idp.

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que un functor F': C—D
sea un isomorfismo es que tanto Fjy como F; sean isomorfismos.

Definicién 3.4. Decimos que un functor F': C——=D es fiel si, para cada par de
morfismos f,g: A—=B de C, si F(f) = F(g), entonces f = g; que es pleno si,
para cada morfismo u: F(A)——= F(B) de D, existe un morfismo f: A——= B tal
que F(f) = u; y que es esencialmente sobreyectivo si, para cada D € Ob(D), existe
un C € Ob(C) tal que D y F(C) son isomorfos. Por tltimo, decimos que el functor
F es una equivalencia si es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo.

Demuéstrese que todo isomorfismo de categorias es una equivalencia entre las
mismas.

Para cada conjunto A la categoria asociada a (A, V 4) es equivalente a la categoria
asociada al conjunto ordenado (1, <).

Definicién 3.5. Sea K una categoria. Una categoria concreta sobre K es un par
(C,G) en el que C es una categoria y G: C——=K un functor fiel. Un functor
concreto F': (C,G)— (D, H) sobre K de la categorfa concreta (C,G) sobre K
en la categorfa concreta (D, H) sobre K es un functor F: C——=D tal que el

diagrama:
c £ D
N4
K
conmuta.
Decimos que el functor concreto F': (C,G) — (D, H) sobre K es un isomorfis-
mo de categorias concretas de (C,G) en (D, H) si F es un isomorfismo.

Proposicién 3.6 (Stone). Las categorias concretas (Bool, Ggoot) ¥ (BRNg, GBRng)
sobre Set son concretamente isomorfas, i.e., hay un isomorfismo F: Bool—=BRng
tal que el diagrama:

Bool F BRng

GBool GBRng
Set

conmuta.

Demostracion. O
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Definimos a continuacion el concepto de functor contravariante de una categoria
en otra, que, en definitiva, es reducible al concepto de functor, haciendo uso de la
dual de una categoria.

Definicién 3.7. Dadas dos categorias C, D, un functor contravariante de C en D
es un triplo F' = (C, (Fp, F1),D), denotado por F': C——=D, en el que Fj es una
aplicacién de Ob(C) en Ob(D), F; una aplicacién de Mor(C) to Mor(D), y que
cumple las siguientes condiciones:

1. Los diagramas:

Mor(C) L Mor(D) y Mor(C) L Mor(D)
dy do do dy
Ob(C) - Ob(D) Ob(C) - Ob(D)

conmutan.

2. El diagrama:
F
Ob(C) ——2~ Ob(D)

id id

Mor(C)

Mor(D)
1
conmuta.

3. Siendo tw el automorfismo de Mor(C) [ Mor(C) que intercambia las coorde-

nadas y FZotw la aplicacién de Mor(C) [Tob(cy Mor(C) en Mor(D) [[o,(p) Mor(D),

que a un par (f,g) del primero le asigna el par (Fi(g), F1(f)) del segundo,
entonces el diagrama:

FZotw
Mor(C) [Top(c) Mor(C) Mor(D) [Top(n) Mor(D)
o ¢}
Mor(C) 7 Mor(D)
1

conmuta.

Lo mismo que para los functores, de ahora en adelante, para un functor contra-
variante F': C——=D, denotaremos mediante el mismo simbolo F a las dos aplica-
ciones Fy y F1.

Demuéstrese que dar un functor contravariante de C en D equivale a dar un
functor de C°P en D o un functor de C en D°P.

Ejemplo. De la categoria Set en la categoria CABA, de las dlgebras Booleanas
completas atémicas y homomorfismos completos, tenemos el functor contravariante
P~: Set —= CABA que a un conjunto A le asigna el dlgebra Booleana completa
atémica Sub(A) y a una aplicacién f: A—— B le asigna el homomorfismo completo
f~1: Sub(B) —=Sub(A4).

Definicién 3.8. Una dualidad o antiequivalencia de una categoria C en otra cate-
goria D es un functor contravariante F' de C en D que es fiel pleno y esencialmente
sobreyectivo.



4. TRANSFORMACIONES NATURALES

Dados dos functores F,G: C—=D vamos a definir a continuacién el concepto
de transformacién natural del functor F' en el functor GG. Esta nocién nos permi-
tird obtener una caracterizacién de las dualidades.

Definicién 4.1. Sean F,G: C——=D dos functores de la categoria C en la cate-
goria D. Una transformacion natural o un morfismo functorial de F' en G es un
triplo (F,n,G), denotado por n: FF—=G, en el que 7 es una aplicacién de Ob(C)
en Mor(D) tal que:

1. Para cada A € Ob(C), na: F(A) —=G(A).
2. Para cada f: A—— B € Mor(C) el diagrama:

FA) —™M g
F(f) G(f)
F(B)——G(B)

conmuta. Sin: F'— G es tal que, para cada A € Ob(C), n4: F(A) —=G(A)
es un isomorfismo, entonces decimos que 7 es un isomorfismo functorial de
FenQG.

Proposicion 4.2. Sea G un functor contravariante de C en D. Una condicidn
necesaria y suficiente para que G sea una dualidad de C en D es que exista un
functor contravariante F' de D en C y dos isomorfismos functoriales n: Idp —= Go
Fye: FoG—Idc.

5. CONSTRUCCIONES SOBRE LAS CATEGORIAS

Una congruencia débil sobre una categoria C es un par ordenado

d= o, (‘P(;,g,))(a b)enxn

a’ b

en el que P es una relacién de equivalencia sobre Ob(C) y, para cada matriz (f, é’, ) €
® x @, en donde convenimos que (a,a’) € ® y que (bb') € P, <I>(a b) es un

a’ b
subconjunto de Homg(a,b) x Homg(a',d’) tal que

1. Ai{fmc(ayb) - é(g 2).
2. <I>(g/ zf') :q)(%, ’3,')
sl ) ") My
) ()T @)
Las condiciones tercera y cuarta pueden ser visualizadas mediante el siguiente
diagrama:
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f g gof
a b c a——c¢
\\\\\\\\\\ i
a 7.]0/%_ v J a J
/ ! /
g gof
9 f//

~

al/ b/l

f/l

En el caso de que ® sea Agy,c) obtenemos el concepto usual de congruencia
sobre una categoria.

Estudiar el sistema de todas las congruencias débiles sobre una categoria y esta-
blecer los teoremas de isomorfia de Dedekind-Noether. Para la categoria cociente,
C/®, considerar como conjunto de objetos Ob(C)/®, y, para dos objetos [a]s, [b]e,
como conjunto de morfismos

Homc([a]e, [b]e) = Uze(a)e Home(2,4)/ Uz 2/ clas ‘I’( 55y

yelble yy'€lble  NT Y
Considerar un conjunto preordenado A = (A4, <), la categoria asociada y la
congruencia débil inducida sobre tal categoria por la relacién de equivalencia ==<
N > sobre A.

Otro ejemplo con los nicleos de los functores.

6. ESPECIES DE ESTRUCTURA CON MORFISMOS SOBRE UNA CATEGORIA

A continuacién definimos, para una categoria K, la nocion de especie de estruc-
tura con morfismos sobre K.

Let K be an arbitrary, but fixed, category. A species of structure with morphisms
relative to K is a pair § = (Strs,Homg), where Strs is a function such that
Dom(Strs) = Ob(K), the set of all objects of K, and Homg is a function such that
Dom(Homs) = (Ilyconk) Strs(Y))? = (Uy cona)({Y'} % Strs(Y))?, subject to
satisfy the following conditions:

1. For every ((Y,€),(Y',¢’)) € Dom(Homg), it happens that
Homs((Y,€), (Y",¢)) S {(Y;€)} x Hom(Y,Y") x {(Y",¢)}.

2. For every YV, Y, Y" € Ob(K), every & € Strg(Y), every & € Strg(Y”’), and
every £ € Strs(Y"), if f = ((V,€), f.(Y",€)) € Homs((Y,€), (¥",€)) and
= ((Y,&), [, (Y, &) € Homs((Y',£),(Y",£")), then it also happens
that /o f — (Y €), /o f,(Y",€")) € Homs((Y,€), (V",€")).

3. For every Y, Y’ € Ob(K), every isomorphism f: Y —=Y’, and every ¢ €
Strs(Y”) there exists a unique € € Strg(Y') such that f = ((Y;€), f, (Y, &) €
Hom«S((Yv 6)’ (Y/’ 5/)) and f~! = ((Ylvgl)v f_1> <Y> 6)) € Homs((y/,£/)7 (Y7 5))

Let S = (Strs,Homgs) be a species of structure with morphisms relative to K.
Then, for every object Y in Ob(K), we call the elements of Strg(Y) S-structures
on Y, moreover, we call the elements of HYEQb(K) Strs(Y), i.e., the pairs (Y, &),
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where Y € Ob(K) and ¢ is an S-structure on Y, S-structured objects, and, fi-
nally, for a pair (Y;&), (Y',€&’) of S-structured objects, we call the elements of
Homs((Y,€), (Y, &), i.e., the triples ((Y,&), v, (Y',£’)), which, to abbreviate, we
agree to write as ¢: (YV,&) —= (Y, &), S-admissible morphisms from (Y,¢€) to
(Y, €).

We denote by K(S) the corresponding category and by Gs the forgetful functor
from K(S) to K.

Let (K, Gk) be a transportable concrete category over a (base) category L, thus
Gk is a transportable, faithful, and amnestic functor from K to L. The functor
Gk is called amnestic if every isomorphism ¢ in a fibre of Gk, i.e., such that
Gk (p) = idy, for some object L of L, is an identity morphism in K. The functor
Gx is called transportable if every isomorphism @ from Gk (Y') to L', for an object
Y of K and an object L’ of L, lifts to a unique isomorphism ¢ from Y to Y’ of K,
with Gk (Y') = L’ (and Gk(p) = ).

Lema 6.1. Sea A un S-conjunto, (A*,C;)icr una familia de S-espacios de clau-
sura y f = (fY)ier una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada i € I,
fi: A——= A%, Entonces hay un tunico sistema de clausura heterogéneo C sobre A,
al que denotamos por Lf'(Ai,Ci)iel, y denominamos el levantamiento optimal de
(A1, C)ier a través de f°, tal que:

1. Para cadai € I, f': (A, L7 (A?,Cy)icr) —= (A%, ).

2. Dado un S-espacio de clausura (B,B) y g: B——= A, si, para cada i € I,

fiog: (B,B)—=(A",C;), entonces g: (B,B) —= (A, L (A",Cy)ic1).
Ademds, se cumple que:

1. Para cada sistema de clausura heterogéneo C sobre A:

4(A,C) =c.
2. Si, para cada i € I, (A*™,C; m)mem,; €s una familia de S-espacios de clau-
sura, g = (g™ )mem, una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada

m € M;, gh™: A'——= AWM 4 C; = ng(Ai’m,Ci,m)meMi, entonces
L(gq of )iEI(Ai’mvci,m)(ﬂm)euie[ M; — Lf (Aiﬂci)iel'

Demostracion. Es suficiente que tomemos como Lf .(Ai,Ci)ie 1 el sistema de clau-
sura heterogéneo sobre A generado por ;e { (f))*[C]| C €C;}. O

Obsérvese que, para cada S-conjunto A, el levantamiento optimal de (A%, C;)ico
através de f- = (f%)icx es {A}.

Definicién 6.2. Sea f: (A,C)—(B,D) un morfismo de S-espacios de clau-
sura. Decimos que f es un morfismo optimal si, para cada S-espacio de clau-
sura (C,€) y cada aplicaciéon g: C—=A, si f o g: (C,€)—= (B, D), entonces
g: (C,&)—=(A,C).

Proposicién 6.3. Sea f: (A,C) —=(B,D) un morfismo de S-espacios de clau-
sura. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo optimal es
que C = L (B, D).

Proposicién 6.4. Si f: (A,C)—(B,D) y g: (B,D)—=(C, &) son morfismos
optimales, entonces go f: (A,C) —=(C, &) es un morfismo optimal. Ademds, si go
f:(A,C)—=(C, &) es un morfismo optimal, entonces se cumple que f: (A,C)— (B, D)
es optimal.

Lema 6.5. Sea A un S-conjunto, (A%, C;)ic; una familia de S-espacios de clausura

heterogéneos y f = (f%)ier una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada
i €1, fr: A*—= A. Entonces hay un unico sistema de clausura heterogéneo C
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sobre A, al que denotamos por Lf-(Ai,Ci)ig, y denominamos el levantamiento co-
optimal de (A%, C;)icr a través de f, tal que:
1. Para cadai € 1, f': (A,C;) —= (A, Ly (A%, Cy)icr)-
2. Dado un S-espacio de clausura (B,D) y g: A——= B, si, para cada i € I,
go f': (Ai,Ci)—= (B, D), entonces g: (A, Ly (A',C;)ier)—> (B, D).
Ademas, se cumple que:

1. Para cada sistema de clausura heterogéneo C en A:

Lia, (A, C)=C.
2. Si, para cada i € I, (A*™,C; m)mem,; €s una familia de S-espacios de clau-
sura, g = (g™ )mem, una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada

m e M;, gh™: A —= At 4 C; = Lgi(Ai’m,Ci’m>m€Mi, entonces
Ligogivyicr (A", Ciim) iymyell,e, My = Ly (A%, Ci)ier-
Demostracion. Es suficiente que tomemos como Ly (A%, C;);er el subconjunto de
Sub(A) definido como:
L-(ACilier ={C CA|Vie I((f)7'[C] €Ci) }-
O
Para cada S-conjunto A, el levantamiento co-optimal de (A%, C;);cp a través de

[ =(f")iew es Sub(A).

Corolario 6.6. El functor de olvido de la categoria CISp(S) en la categoria Set”
has left and right adjoints.

Corolario 6.7. El functor de olvido de la categoria CISp(S) en la categoria Set®
constucts limits and colimits.

Estudiar lo mismo para las categorias de los S-espacios de clausura algebraicos
y los substitucionales (con estos dltimos hay problemas).

Definicién 6.8. Sea f: (A,C) — (B, D) un morfismo de S-espacios de clausu-
ra. Decimos que f es un morfismo co-optimal si, para cada S-espacio de clau-
sura (C,€) y cada aplicacién g: B——=C, si go f: (A,C)—=(C,&), entonces
g: (Ba’D)H(Cvg)

Proposicién 6.9. Sea f: (A,C) — (B, D) un morfismo de S-espacios de clausu-
ra. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo co-optimal es
que D= L;(A,C).

Proposicién 6.10. Si f: (A,C)—(B,D) y g: (B,D)—(C,&) son morfismos
co-optimales, entonces go f: (A,C) —=(C,&) es un morfismo co-optimal. Ademds,
sigof: (A,C)—=(C,E&) es un morfismo co-optimal, entonces g: (B, D) —=(C, &)
es co-optimal.

7. MORFISMOS UNIVERSALES
8. LIMITES Y COLIMITES
9. FUNCTORES ADJUNTOS

10. MONADAS
11. EXTENSIONES DE KAN
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