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1.- FUNCIONES.

La idea de funcion es uno de los conceptos mas basicos en matematicas. Una funcién
expresa la idea de una cantidad que depende de otra o viene determinada por otra. Por
ejemplo:

a. El area de un cuadrado depende de la longitud de su lado; si conocemos la
longitud c del lado de un cuadrado, su area es: A = c2.
. 4
b. El'volumen de una esfera depende de suradior: V=3 r3.

c. El crecimiento medio de ciertas especies de plantas depende de la edad de la
planta.

d. La respuesta de un nervio depende de la magnitud de los estimulos
aplicados.

Vamos a dar una definicién formal de una funcion.

Definicién: Una funcion real de variable real es una aplicacion definida en un
subconjunto de valores reales, DcR, que asigna a cada elemento de D un Gnico valor en
R. La denotaremos:

f.D >R
x  f(x)
Notemos que xe DcR (variable o argumento) y f(x)eR.

Denotemos por f una funcion dada. El conjunto D (normalmente es el maximo

subconjunto de R para el que f(x) estd bien definida, i. e., f(X)eR) se denomina el
dominio de la funcién fy se denota por Ds.

Generalmente nos encontraremos con funciones que se expresan estableciendo el
valor de la funciéon por medio de una férmula algebraica en términos de la variable
independiente. Por ejemplo:

f(x) =x2+3x+7,

g(t) = 2‘[3+t32 , etc.

En la mayoria de lo casos la funcion se puede representar por su grafica. La gréafica
de una funcion se obtiene dibujando todos los puntos (X,y) donde x pertenece al
dominio de f e y = f(x), tratando x e y como coordenadas cartesianas.

Cualquier curva dada (o conjunto de puntos) en el plano xy es la grafica de alguna
funcién, suponiendo que cualquier linea vertical corta la grafica en, como maximo, un



punto. Por ejemplo, las gréficas en la Figura 1.1 representan todas a funciones. (Notar

que en la Figura 1.1c el dominio de la funcion es el conjunto de enteros {1,2,3,4,5} por
ello la grafica consiste nada mas en 5 puntos).
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Figura 1.1

Por otra parte, las gréficas en la Figura 1.2 no representan funciones. La razon es que
hay lineas verticales que cortan las graficas en mas de un punto. Asi, correspondiendo al

valor X = Xg en la primera gréafica hay dos valores y; e y, para y. En este caso, el valor
de x no determina un unico valor de y.
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Figura 1.2
En general, cuando buscamos el dominio de una funcién hemos de tener las

siguientes condiciones en cuenta: cualquier expresion bajo de el signo de la raiz

cuadrada , o dentro del logaritmo, no puede ser negativa, y el denominador de cualquier
fraccion no puede ser cero.

En los ejemplos anteriores las funciones que aparecen estaban definidas mediante
una Unica expresion algebraica para todos los valores de la variable independiente a lo

largo del dominio de la funcion. A veces necesitamos usar funciones que estan definidas
por mas de una expresion.

Ejemplo:



Sea x la distancia en Km. a lo largo de cierta ruta de migracion de pajaros. A lo largo
de la ruta hay fuentes de alimentos al principio (x = 0), en x = 400 y al final, en x =
1000. La funcion f(x) es la distancia del punto x a la fuente de alimento méas préxima.
Dibujar f(x). ¢Cual es la mayor distancia de cualquier punto de la ruta a una fuente de
alimento?

- Solucién:

A lo largo de la ruta, x varia de 0 a 1000. La distancia del punto x a la fuente de
alimento en x = 0 es x, y su distancia a la fuente de alimento en x = 1000 es igual a
(1000 - x). La distancia a la fuente de alimento en x = 400 es igual a | x - 400 |. La
funcion f(x) es igual a la mas pequefia de estas tres distancias. Las graficas de estas tres
funciones se muestran en la Figura 1.3. La gréfica de f(x) aparece como una linea méas
gruesa en la figura. Podemos ver que f(x) viene dada por

X 0<x<200
f(x) = | x—400| si 200<x<700
1000 — x 700 < x <1000
y‘ y = 1000 - x y =X

y=]x-400 |

y=|x-400 |

400 1000

Figura 1.3
El valor maximo de f(x) ocurre en x = 700, para el que f(x) = 300. Por tanto, la
distancia méxima a una fuente de alimentacion es 300 Km.

Operaciones con funciones:
Dadas dos funciones f y g con dominios Df y Dy respectivamente, definimos las

siguientes funciones:

Suma: (F+ g)(x) =f(x) + g(x) Df+g = Df n Dg.
Resta: (F-9)(x) =f(x) - g(x) Dt.g = Df n Dg.
Producto: (F- 9)(x) = f(x) - g(x) Dt.g = D m Dy.
Cociente: é(x) :g(% Diig=[DfnDg]-{x: g(x)=0}
Composicion: (Fog)(X)=f[g(X) ] Dfg={Xx : xeDgy 9(x)eDs }



Definicion. Sea y = f(x) una funcién definida en un intervalo ]a,b[ y sea Xoe ]a,bl[, se
dice que f(x) es continua en el punto xo si  lim f(x)=f(xo).

2.- INCREMENTOS Y RAZONES DE CAMBIO

Sea una variable x de la cual consideramos dos valores X1, X2. A la cantidad Ax = X»
- X1 la denominaremos incremento de X.
Dada y = f(x), tenemos que si y1 = f(X1) e y2 = f(x2), el incremento de y es
Ay =y2 - y1 = f(x2) - f(x1).
A la cantidad Ay también se le llama cambio o variacion en el valor de la funcion.

Como xp = X1 + AX, tenemos que
Ay =f(x2) - f(x1) = f( xp + Ax) - f(x1) luego Ay =f(x+ Ax) - f(X)

y y
2 — 1
Ay
Ay
Y1
Yo [
x; Ax X, xq1 Ax x,
@ Ay>0 (b) Ay <O.
Figura 2.1.
Ejemplo:
El tamafio de una poblacion de insectos en el instante t (medido en dias) es

f(t) = 5000 - % Determinar el cambio de la poblacion parat=2y At =3, i. e,
+

la diferencia de poblacién entre los dias 2y 5.

- Solucion:
Ay =f(2+3)-f(2) =1(5) - f(2) = (5000_3000j ] (5000_ 3000j _
1+5 1+2
__ 3000 , 3000 _. .
6 3

La poblacion ha aumentado en 500 insectos en 3 dias.



La razon de cambio o razén de crecimiento de una funcion f(x) en un intervalo
[ X, X + Ax ] viene definida por:

é}{: f(X+AX) -
AX AX

F(x) (media de cambio de y respecto de X )

Notemos que es necesario que [ X, X + Ax ] < D

f(Xx+AX) [

'

f(x)

X X + AX

Figura 4.2

Ay

Notemos que Ax

= pendiente de la recta que une P y Q. (Figura 4.2).

Ejemplo:
Se introduce una poblacién de bacterias en un medio nutriente. Supongamos que el
peso de la poblacién cambia segun la férmula:

P(t) = 50 + 00t
21+1t2

mg.

donde t esta medido en horas. Determinar la razon de crecimiento en un periodo de
cinco horas, comenzando en t = 2 horas.

- Solucion:
t =2y At =5. Por tanto,

AP =P(t+At) - P(t) = P(2+5) - P(2) = P(7) - P(2) =60 - 58 = 2 mg.

. AP _2
Asi, AL-5 mg/h.

3.- DERIVADAS

Si una persona viajando en un automovil choca con una pared, no es su velocidad
media desde la salida hasta el punto donde choca con la pared la que determina si
sobrevivira al accidente, sino la velocidad en el instante de la colision



¢Qué queremos decir con velocidad de un objeto en un instante de tiempo (0
velocidad instantanea como se conoce usualmente)?. La velocidad se define como la
distancia recorrida en un cierto intervalo de tiempo dividida por la longitud del tiempo.
Pero si nos referimos a la velocidad en un instante particular de tiempo, deberiamos de
considerar un intervalo de tiempo de duracion cero. No obstante, durante ese intervalo,
la distancia recorrida seria cero, y para la velocidad, distancia dividida por tiempo,
obtendriamos % , una cantidad que no quiere decir nada.

Para definir la velocidad instantanea de un objeto en movimiento en un cierto tiempo
t, hacemos: durante cualquier intervalo de tiempo desde t hasta t + At, se recorre un

incremento de distancia As. La velocidad media es i—i . Si el incremento At se toma

mas y mas pequefio, el correspondiente intervalo de tiempo es muy corto. En

. . . AS .
consecuencia es razonable suponer que la velocidad media At en ese intervalo tan

corto estard muy proxima a la velocidad instantanea en el tiempo t. Ademas, cuanto méas
corto sea el intervalo, mejor se aproximard la velocidad media a la velocidad
instantanea.

Ejemplo:

El tamafio (peso) de una poblacién de bacterias en un tiempo t (en minutos) viene
dado por:

w(t) = 2t3 mg

Encontrar la razén de crecimiento instantaneo de w ent =2 min.

- Solucioén:

Crecimientodewentret=2yt=2 +At:

Aw = w( 2 + At) - w(2) = 2(2+At)3 - 2.23 = 2 [ 8 + 12At + 6(At)2 + (At)3 ] - 16
= 2(At)3 + 12 (A1)2 + 24At

La razdn de crecimiento en el tiempo At a partir de t = 2 es:
AW

aW _ 2
¢ = 2(A02 + 12t + 24

Por tanto, el crecimiento instantdneo ent = 2:

lim A% = 24
At—0 At

Asi, la poblacion a los 2 minutos, crece con una velocidad de 24 mg/min.

Definicion: Dada y = f(x), la derivada de la funcion f en el punto x es la razén de
crecimiento instantaneo en x. Es decir:

e _dy Ay f (x+Ax) - f(X)
y=1()= dx AI)!TO AX AI;TO AX

Si este limite no existe, se dice que la funcion f no es derivable en el punto x.



Interpretacién geométrica:
La derivada de una funcion en un punto se puede interpretar como la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcién en dicho punto.

. . A d
pendiente de la tangente = Mag = I|m0 Kﬁ = a¥ :
AX—>

Ejemplo:
Encontrar la pendiente de la tangente a f(x) = x2 en el punto (2,4).

im &Y=y fOEA0-T00 s (AT
A0 AX x50 AX AX—0 AX
= lim X2+ 2XAX + (AX)* = X% _ o
Ax—0 AX

Portanto, f' (x) =2x y f'(2) =4 =my.
La recta tangente es:
y-y1=m(x-X1) luego y-4=4(x-2),luego y=4x-4.

Propiedades:
a) Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables en x. Entonces:

d(cf) _ df
dx = Cdx

1.- Si ¢ es una constante,

,. d(f+g) _df dg

dx —odx Todx”
d(f-g) _ . 49 df
3- dx =Teax T 9 ux:
df 1Edg

oo 92 T e
dx\ g g’
b) Siy =f(u) esuna funcién de uy u = g(x) es una funcion de x, entonces:

dy _dy du
dx ~ du "dx

Derivadas de funciones elementales:

1.- Funcién constante f(x) =c: f'(x)=0

2.- Funcion potencia f(x) = xP, peR: ' (X) =p+xP-1

1
x-Ina

3.- Funcion logaritmica f(x) = loga(x),a>0: f'(x)=



Si g(x) = In f(x), con f(x) > 0: g' ()= ‘;((:(())

4.- Funcion exponencial f(x) =aX a>0: f'(x)=aX+Ina
Sig(x) =eX: g'(x) =eX

5.- Funciones trigonomeétricas:

Si f(x) = sen x f'(x) =cosx.
Si f(x) = cos x f'(x)=-senx.
Sif(x) =tg x f'(x)= 12
cos” X
. 1
Si f(x)=arcsen x f'(x)= (Ix|<1)
J1-x2
. 1
Sif(x) =arccosx f'(X)=- (Ix]<1)
V1-x
Si f(x) = arctg x f'(x)= ! >
1+x

6.- Derivada logaritmica:
Seay = [ f(x) ]g(x) donde f(x) y g(x) son continuas y f(x) > 0. Entonces:

Iny =g(x) - In f(x) luego % =g"'(X)«Inf(x) +g(x) %::)) , luego

y'= [f() 109 {g'(x) -In £ (x)+g(x)- :;((;())}

Ejemplos:
1- y=xX (x>0)
Iny=x«Inx = Y zix+1 = y'=x¥.(Inx +1)
y

2- y=(senx )X con0<x<m.

' COS X
Iny =cos x-In (senx) = Y- (-sen x) - In (sen x) + cos X « ——
y senx

2
X
y'= (senx)t%X. [—senx-ln(senx) + €08 }
senx



4.- DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Si'y = f(t) es una funcion del tiempo t, entonces como hemos visto, la denvadaa%

" (t) representa la razén en la cual cambia. Por ejemplo, si s = f(t) es la distancia

ds
recorrida por un objeto en movimiento, entonces ¢ qt - = f'(t) da la razon del cambio de la

distancia o, en otras palabras, la velocidad instantanea del objeto. Denotemos esta
velocidad por v. Entonces v es también una funcion de t, y puede ser derivada para

dv . , . . .
obtener ot Esta cantidad representa la razon en la cual la velocidad cambia, es decir,

la aceleracion del objeto en movimiento.
Para calcular la aceleracion, hemos de derivar s y despues derivar el resultado una
vez méas. Tenemos:

., _dv_d(ds
Aceleracmn—d = —| — .
t il dt

Aceleracion se llama a la segunda derivada de s respecto a t y usualmente se denota
d2s

dt2
Vamos a examinar las derivadas de orden superior en general. Sea y = f(x) una

por f*(x) o, también por —>

funcién dada de x con derivada a¥ =f' (x). Técnicamente, ésta se denomina la primera

derivada de y respecto a x. Si f' (x) es una funcion derivable de X, su derivada se
denomina segunda derivada de y respecto a x. Si la segunda derivada es una funcién
derivable de X, su derivada es la tercera derivada de y respecto de x, etc.

Las derivadas de orden superior de y respecto de x se denotan por:

dy dy ddy
G g g o O Y LYY Y, 0 £ (), F(X), £7(9), ., T,

De la definicién de derivadas de orden superior, tenemos que

dy _ d(dy By _ d(d’y ot
dx2 ~ dx\ dx d3 T dxldy?) T

Ejemplos:
Encontrar las derivadas primera, segunda y tercera de:
1-y=aX

y'=aX.Ina, y"=aX.(Ina)?, y’’=aX.(Ina)3

2.- y=senx.
y'=cosx,y"'=-senXx,y

=-C0S X

10



5- PRIMITIVAS.

Hemos visto que si s(t) es la distancia recorrida en el tiempo t por un objeto en
movimiento, entonces la velocidad instantanea es v(t) = s'(t), la derivada de s(t). Para
calcular v, simplemente derivamos s(t). No obstante, puede ocurrir que ya conociéramos
la funcidn velocidad v(t) y quisiéramos calcular la distancia s recorrida. En tal situacion,
conocemos la derivada s'(t) y necesitamos encontrar la funcién s(t), la operacion inversa
a la derivacion.

Definicion: El proceso de encontrar la funcion cuando se da su derivada se denomina
integracion, y la funcién se denomina la integral o primitiva de la derivada dada. Si

f(x) es la derivada de F(x), esto esg—i = f(x), entonces F(x) es una primitiva de f(x).

Escribimos esto en la forma:
j f (x)dx = F(x),

La funcion f(x) que ha de integrarse se denomina integrando.
Para calcular j f (x)dx, hemos de pensar en una funcion F(x) cuya derivada es f(x).

Por ejemplo, para calcular I 2xdx , buscaremos una funcién cuya derivada sea 2x. Dado
d :
que ™ x2 = 2x, concluimos que _[Zxdx: X2,
X
No obstante, hemos de observar que esta respuesta no es la Unica ya que la funcion
(C + x2), para cualquier constante C, es una primitiva de 2x. Escribimos

J'Zxdx: x2 + C.

La constante C, que puede tomar cualquier valor arbitrario, se denomina constante
de integracion.
En general podemos decir que si F'(x) = f(x), entonces el conjunto de todas las
primitivas de f(x) viene dado por
j f(x)dx=F(x) + C, donde C es una constante arbitraria.

Ya que la constante es arbitraria, la integral asi obtenida es conocida como integral
indefinida.
De la definicion de integral, tenemos que

%U f (x)dx]: f(x),

es decir, el proceso de integracion y diferenciacion se neutralizan mutuamente.
Tabla de integrales inmediatas:

11



p+1l

L [ = "L tC (pe) 2. %dx= In|x| +C.

3. j eXdx = eX+C. 4. J. senxdx = -cosx +C.

5. I cosxdx = senx+C. 6. '[ sec2xdx = tgx +C.

7. I cosec2 x dx = - cotg X + C. 8. j secX-tgxdx = secx+C.

9. j cosec X « cotg x dx = - cosec x + C. 10._|' ! - dx =arcsenx+C.
—X

—

1 _
11. j e dx = arctgx + C.

La formula 2 requiere algiin comentario:

Para x >0, como | X | = X, tenemos que d In|x| = a Inx = 1
dx dx X
_ d _d _ 1
Parax <0,como | x|=-X,tenemosque — In|x| = — In(-Xx) = .
dx dx (=x)
1
(1) =3
Propiedades:
1. j a-f(x) dx = a-j f(x) dx, donde a es una constante.
2. [ 1) +g0)1dx = [ ) dx + [ g0 dx.
3. Si F(x) y G(x) son primitivas de la misma funcion f(x) en un intervalo [a,b],

entonces, para alguna constante ¢, F = G + ¢ en ese intervalo.

Ejemplos:
1.- La razdn de crecimiento instantaneo (o velocidad de crecimiento) de una colonia de

moscas de la fruta en el instante t (t > 1) es igual a 10(t+2) . Cuando t = 1, hay 20

moscas en la colonia. Calcular el nimero de moscas para un valor cualquiera de t (t >
1).

12



- Solucion:

Sea p(t) el tamafio de la colonia en el instante t. Sabemos que p'(t) = 10(t+2)

Como p(t) es la primitiva de p'(t), tenemos que
p(t) = I 1O(tt+2) dt = 10 j(1+f)dt =10-[t+2.In|t|+C],

donde C es la constante de integracion. Sabemos también que cuando t = 1, p(1) = 20.
Por tanto, haciendo t = 1, obtenemos:
p(l) =20 = 10-[1+2-In|1|+C] =10-(1+C).
Por tanto, 1 + C = 2, 6 C = 1. Consecuentemente podemos sustituir este valor de C
dentro de la expresién de p(t), obteniendo que:
p(t) = 10-[t+2-In|t|+1].

2.- Durante las horas de luz del dia la velocidad de migracién de la oca viene dada por

V= 20—; (millas por hora), donde t es el tiempo medido en horas empezando cont =0

al alba. ¢Cuéantas millas ha recorrido la oca hasta el instante t?. ;Hasta donde llegara la
oca volando en 12 horas?
- Solucion:

Sea s(t) la distancia recorrida entre el alba (t = 0) y el instante t. Entonces, s(0) = 0.
También, la derivada s'(t) es igual a la velocidad, asi que

t
sty = 20—— .
(t) 3
Integrando, encontramos s(t):
_ t _ 1 (1,
st) = | [20—§J dt = 20t- 3 '(Etj +C.
Para determinar el valor de C, hacemos t = 0, ya que sabemos que s(0) = 0.
Encontramos que:
s(0) =0=20-0 - %(0)2+C,
de lo que deducimos que C = 0. Por tanto,

t2
s(t) = 20t ——,
® ;

gue nos da la distancia recorrida hasta el instante t.
Para encontrar la distancia volada en 12 horas, hacemos t = 12. Obtenemos

s(12) = 20-12 - %(12)2 = 240-24 = 216.

13



5.1. - METODO DE SUSTITUCION.

No todas las integrales pueden resolverse directamente usando las integrales
inmediatas anteriores. A menudo la integral dada puede reducirse a una integral
inmediata ya conocida mediante un cambio de variable de integracion. Tal método se
denomina método de sustitucion y corresponde a la regla de la cadena en derivabilidad.

Teorema:
Si F'(x) = f(x), entonces
[ flg001- g'() dx = Flg(x)] +C

para cualquier funcion diferenciable g(x) que no sea una funcion constante.

Ejemplos:
1- [ (@+3x-7)5.(2x+3)dx.

- Solucién:
Observemos que la derivada de (x2 + 3x - 7) es igual a (2x + 3) dx, que aparece en la

integral. Por tanto, tenemos que:

2 _
[ o@+3x-75.(2x+3)dx = | " R [ wau =
du = (2x+3)dx
6 1
= % +C =5+ (x2+3x-T)8+C.
1
2.- dx.
J- x:In x
- Solucidn:
u=Inx
1 1 1 1
dx.= — Zdx = = = du =
I x-In x I Inx x du=1dx -[U
X

=Injul +C =In|Inx|+C.

3.- J'(x+1)- X2 +2x + 7 dx.

- Solucioén:
Observemos que la derivada de (x2 + 2x + 7) es igual a (2x + 2) dx, pero en la
integral nada mas aparece (x + 1) dx. Por tanto, multiplicando y dividiendo el

integrando por 2, tenemos que:
1
'[ (X+1) X2 +2x+7 dx = > I X2+ 2X+7 «(2x+2)dx =

14



14

1 1
= [u=x2+2x+7du=(2x+2)dx|=5 . [ ul2du =5 . +C =
2] 2" (7
L ap 1 2 32
= 3u +C=§-(x +2x+ 7)%4 + C.
4.- J. e(3+2'tQY).sec2y dy.
- Solucion:
u =3+ 2tgy, 1
j e(3+2°tgy).3ec2y dy = gzy = j eU.Edu =
du = 2sec” ydy

=%J. el du :%eU+C =%- eB+2-19y) +

5.2.- INTEGRACION POR PARTES.

El método de integracion por partes puede usarse a menudo para evaluar una integral
cuyo integrando consista en un producto de dos funciones. Es analogo a la formula de la
derivada del producto y es, de hecho, obtenida de ella.

Sabemos que:

%[U(X%V(X)] = U'(X) + v(X) + u(x) - vi(x), 0

u(x) - vi(x) = % [ux) - v(x)] - U'(x) « v(x).

Integrando los dos lados respecto a X, obtenemos:
J. u(x) « v'(x) dx = u(x) - v(x) - I u'(x) « v(x) dx.
Si hacemos u(x) = f(x) y V'(X) = g(x). Entonces podemaos escribir v(x) = G(x), donde
G(x) denota la integral de g(x), y tenemos que:

j f(x)-g(x) dx = f(x)-G(X) - j f' (x)-G(x) dx

Esta formula expresa la integral del producto f(x) - g(x) en términos de la integral del
producto f'(x) « G(x). Es atil porque en muchos casos la integral de f' (x) -G(x) es méas
facil de evaluar que la integral del producto original f(x) « g(x).

Ejemplo:
Calcular J. X » Sen X dx.

15



- Solucion:
Elegimos f(x) = x y g(X) = sen X, asi que la integral dada es igual a '[ f(x) - g(x) dx.

Entonces f '(x) = 1 y G(x) = - cos x + Cq1, donde C1 es la constante de integracion.

Sustituyendo estos valores en la formula de integracion por partes obtenemos que:
[ 109-90) dx = f(x)- G(x) - [ F'(x) - G(x) dx,

'[ Xesenxdx = x«(-cosx+Cq) - I (1)« (-cosx+Cqp)dx =

-X+COSX+XCqp+ j (cosx-Cqp)dx =

-X+COSX+X+C1+ senx-C1+ex+C = -x+cosXx+ senx+C,

donde C es de nuevo, una constante de integracion.

Nota: Hemos de observar que la primera constante de integracion Cj en el ejemplo
anterior, que aparece al integrar g(x) para obtener G(x), se cancela de la respuesta final.
Este es siempre el caso cuando integramos por partes. Por tanto, en la practica, nunca
nos molestaremos en incluir una constante de integracién en G(x), sino que
simplemente tomaremos como G(x) cualquier primitiva de g(x).

Los siguientes comentarios pueden servir de orientacion para decidir la eleccion de f
Yy g

a. Si el integrando es el producto de una potencia entera positiva de x (X, X2, x3,
etc.) y una funcion exponencial o trigonométrica, a veces es Util tomar f(x) como
esa potencia de x.

b. Si el integrando contiene un factor que sea, o bien una funcién logaritmica, o
bien la inversa de una trigonométrica, es a menudo util escoger esta funcién
como f(x). Si el integrando consiste nada méas de una funcién logaritmica o la
inversa de una trigonométrica podemos tomar g(x) = 1.

Ejemplos:
1. Caleular | x-In|x+1] dx.
- Solucioén:
Escogemos f(x) = In | x + 1| y g(x) = x. Entonces
1 1
f'x) = — , G(X)= 5 X2
()= 7 6(=7

Sustituyendo en la formula de integracién por partes, obtenemos

1 1
I In|x+1|-xdx:In|x+1|-§x2-j 11-§x2dx:
X+
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1 1
§x2ln|x+l|-§ I (x 1+—de.

1 1
x2In|x+1] 'E'[

=3 Xz—x+ln|x+1l}+c =

N |-

1 1
=5 (x2-1)In|x+1| - 7x2 + 5 x+C.

2. Calcular j arc sen x dx.

- Solucién:

En este caso podemos expresar el integrando como un producto escribiendo f(x) =
arcsen X y g(x) = 1. Entonces:

fix) = ——

N

Integrando por partes, obtenemos

, G(X) = x.

j arcsen X dx = X. arcsen x - j
1— 2

Para evaluar la integral de la derecha, hacemos el cambio u=1-x2, asi que du = - 2
x dx. Entonces:

1
J‘ X dX:J- i(_ldu):_z.‘[ u-l/Zdu:_u 1/2+C:
2 u
= -4/1-x2 +C.
Portanto,J' arcsenx dx = x. arcsenx + \/1-x2 + C.

3. Calcular I X2 «sen X dx.

- Solucién:
Utilizando integracion por partes con f(x) = x2 y g(X) = sen X, obtenemos:

J. X2e5enX dX = -x2. COSX + J' 2X + COS X dX .

Integramos por partes de nuevo, esta vez con f(x) = x y g(x) = cos X:

J. X+COSX OX = X+sENX - J. sen X dX =Xs+senx + COS X.

Portanto,J‘ x2e.senx dx = -x2. cosX + 2+(X-senX + cosx)+C.
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6. - INTEGRAL DEFINIDA.

El calculo de las areas de rectangulos y triangulos es muy simple: el area de un
rectangulo se obtiene multiplicando su base por su altura y el area de un triangulo es la
mitad de la base por la altura. El area de cualquier figura plana que esta encerrada por
segmentos rectilineos puede también calcularse facilmente subdividiendo la figura en
triangulos y rectdngulos. El &rea se obtiene como suma de las areas de los triangulos y
rectangulos en que hemos dividido la figura.

Cuando la figura no estd encerrada por lineas rectas, entonces el area puede
calcularse mediante sucesivas aproximaciones. Los matematicos griegos fueron los
primeros en usar este método para calcular el area del circulo. Primero aproximemos el
area del circulo inscribiendo un rectangulo, luego mejoramos la aproximacion
inscribiendo un octagono, un poligono de 16 lados, etc. Obviamente, cada poligono
nuevo con mas lados proporciona una mejor aproximacion al area del circulo que el
anterior. Las areas de los poligonos inscritos son siempre menores que el area del
circulo, pero cuando el niumero de lados aumenta, el &rea se aproxima a la del circulo.

v4 y =)

Figura 1.1

Hemos de usar una técnica similar para definir y calcular el area A, la cual esta
encerrada por un lado por la grafica de una cierta funcién y = f(x) y por otro por las
rectas verticales x = a, X = b, y el eje x (Figura 1.1). Para simplificar, hemos de asumir
que f(x) 2 0 paraa < x <bh. Sea n > 1 un entero positivo, y dividimos el intervalo a < x <

b-a

b en n subintervalos iguales, cada uno de longitud h = n - Los puntos de division son

X1, X2, ..., Xn-1 con b = Xp. Entonces, X1 =a + h, Xxop =a + 2h, x3 =a + 3h, ..., etc. En
general, el k-ésimo punto de division es xx = a + kh, y el tltimo es

Xp=a+nh=a+(b-a)=h.
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En el k-ésimo subintervalo, xkx-1 < X < Xk, construimos un rectangulo de altura igual
al valor de f(x) en el extremo de la derecha, es decir, f(xk). El area de este rectangulo es
igual a f(xk) « h. Un rectangulo similar se construye en cada uno de los n intervalos, y

tomamos la suma de las areas de los n rectangulos como una aproximacion al area

verdadera A bajo la curva. Por tanto, denotando la suma de las areas de los rectangulos
mediante A, tenemos

n n
An=D_ f(x)-h=_ fa+kh)-h,
k=1 k=1

En general, cuando n crece, la suma Ap de las areas del rectangulo se aproxima al

area A verdadera cada vez mas. De hecho, tomando n suficientemente grande, podemos
hacer A, tan proximo a A como gueramos; por tanto, podemos escribir el area A como
el limite de A, cuando

n — o« (0oh — 0), es decir,

A=limY f(x)eh, 6 |A=Iim Y f(a+kh)h

nN—»0 k=1 n—o k=1
b-a
donde h= —
n
Ejemplo:

a) Aproximar el area bajo la curva 'y = x2 entre x = 0 y x = 4 dividiendo el 4rea en 4,
5y 6 rectangulos.

b) Calcular el area verdadera.

Solucion:

a) Tenemosa =0, b =4, f(x) =x2y n =4 (Figura 1.2). Por tanto,

y A y =x2

16

1 2 3 4

Figura 1.2
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h:¥ :47_0 =1,xk=a+kh=k para k=1,2,3y4.Ademésf(xk)=xi = k2.
Asi,
4
Ag=) f(x)-h=1.(1+4+9+16)=30
k=1

Notemos que el area verdadera es menor que este valor.

. 4 4 16
Sin=5h=¢ X gkf(xk):25k2y
° 4 16 704
As=D f(x)-h=¢ -5 (1+4+9+16+25) = 5 = 28.16
k=1
_ 4 4 16
Sln:6,h:€,xk:gk,f(xk):%ka
° 4 728
AG:Zf(Xk)-h 5 36(1+4+9+16+25+36)—— = 26.963
k=1
4
b) h=1 ,xk=1 kflx)= 5 k2 y
s 16 4 BAN
SRS 3 ST
k=1 k=1 k=1

_ 64 n(n+l1)(2n+1) 32(2n2+3n+1)
- 6 3n2

64
Asi, A= limAy = 5 = 21.333,

n—o0

Definicion: sea f(x) una funcion continua definida en el intervalo cerrado a < x < b.
Entonces la integral definida de f(x) entre x =a y X = b, denotada por j: f(x)dx, se

define como
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a , o
donde h = - Los numeros reales a y b se conocen como los limites de

integracion.

De la anterior definicion, si f(x) 2 0 en a £ x £ b, la integral definida J'abf(x)dx

representa el area encerrada por la curva y = f(x), el eje x, y las rectas x = a, x = b.

El siguiente teorema establece una relacion muy simple entre la integral definida de
una funcién f(x) y la primitiva de ésta:

Teorema: (Teorema Fundamental del Célculo Integral).
Si f(x) es una funcion continua de x en a < x < b, y F(x) es cualquier primitiva de
f(x), entonces

[t (9ax=[F ) =F(0)-F(a)

En la evaluacidn de integrales definidas eliminamos la constante de integracion de la
primitiva de f(X) ya que ésta se cancela en la respuesta final. Sea F(x) + C cualquier
primitiva de f(x), donde C es una constante de integracion. Entonces, por el teorema
anterior,

jjf(x)dx:[F(x)m]g =F(b)+C-F(a)-C=F(b)-F(a),

y C ha desaparecido de la respuesta.

Ejemplo: Evaluar el area encerrada por la curvay = x2, el eje x, y las lineas x =0 y x
=4,

Claramente la funcion f(x) = x2 es no negativa para todo X, y en particular, si 0 = x =
4. Por tanto, el area requerida viene dada por:

3 4
j4x2dx: x :% unidades cuadradas.
0 3 . 3

Ejemplo: Calcular fb x4 dx.

a
x5
Como f x4 dx = T tenemos
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b

b4_X5_b_5 a_5_l55

LXdX‘[J‘ 5 5 = 5(b>-@)
a

Propiedad: Cuando calculemos integrales definidas donde encontramos la primitiva

por el método de sustitucion, es importante notar que los limites de integracion también
cambian cuando cambia la variable de integracion. Es decir:

[t ax= [ oDy o)ay  x=ow), a=gl@). B=gLo)
. 2 2
Ejemplo: Calcularf X« X dx.
1

2 N
Seal = f x « eX* dx. Para encontrar la primitiva de x - e<* hemos de hacer uso del
1

método de sustitucion. Escribimos la integral anterior como

1 2
=5 ex? . 2x dx.
1

Ya que 2x dx, la diferencial de x2, aparece en la integral, hacemos x2 = u, y asi 2x dx
=du. Cuando x =1, u=12=1, y cuando x = 2, u = 22 = 4, En consecuencia:

1 4
I—Zfleudu.

Notemos que en términos de la nueva variable u los limites de integraciéon son 1y 4.
Entonces:

:E[eu]i’ :%(e4_e1):% e(e3_1).
Propiedades:
a
(i) f(x) dx = 0.
I,

(i) | : f(x) dx = fz f(x) dx.

(iii) fb f(x) dx = IC f(x) dx + fb f(x) dx, donde c es cualquier otro nimero.
a a

c
(iv) Si f(t) es continua en a < t < x, entonces
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d% ( Kf(t) dtj - d% (FO)-F@) = ().
Ejemplos:

d
1.- dx (fl(t-costdtj .

. d
Por el teorema anterior tenemos que . (ﬁ t.cost dtj = X+COSX.
1

No ha hecho falta evaluar primero la integral y entonces derivar.
2 a4 F t Ttdt
- X . - sen

En este caso es importante notar que la integral deﬁnidafi t.sen’ t dt tiene un
1

valor constante y no es una funcion de x. Por tanto,
d
— .sen’ =
ax (ﬁt sen tdt) 0.
1 d
- [T =(x3.

3. fo dx(x arc sen x) dx.

De la definicién de primitiva, si F'(x) = f(x), integrando ambos términos:
[ fodx= [ P dx=F)+C.

Por tanto,

d

d—x(x3 carcsenx) dx = (x3.arcsenx) + C,
y asi

1 d 1 T
IO&(X&arcsen x) dx= [x3.arcsenx]y =5
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