8

Puntuaciones verdaderas

1. La relacién entre puntuaciones empiricas y
verdaderas

El modelo general establece que las puntuaciones
empiricas X que obtenemos en una medicidn pueden
descomponerse en una puntuacion verdadera V y un error
de medida aleatorio E.

Xi:Vi+ Ei

Mas precisamente puede decirse que, segun el modelo, las
puntuaciones empiricas X son funcién lineal de las
puntuaciones verdaderas V, dado que el término E tan sélo
es un componente de error aleatorio, es decir, no
sistematico, por definicion del modelo.

En estas condiciones el coeficiente de correlacion de
Pearson entre X y V, calculada para una muestra de N

sujetos, es un estadistico adecuado para describir el grado
de asociacién entre ambas puntuaciones. Precisamente el

coeficiente de correlacion Fvx lo hemos denominado indice
de fiabilidad. Su cuadrado es el coeficiente de fiabilidad,

representado como "Xx. El coeficiente de fiabilidad
expresa que proporcion de la varianza de las puntuaciones
empiricas se debe a varianza de las puntuaciones
verdaderas.

De acuerdo con el modelo teodrico las puntuaciones
verdaderas determinan las empiricas:

V. - X,

Un sujeto tiene una puntuacién empirica determinada como
resultado de una variacion aleatoria introducida por la
medicion sobre su puntuacion verdadera.

Sorprendentemente el modelo no informa acerca de
la razén de esa variacién aleatoria. De acuerdo con el
modelo si no hubiese esa variacion aleatoria, las
puntuaciones empiricas serian verdaderas. Enfocado el
problema de este modo la cuestién esencial parece residir
en eliminar esa variaciéon aleatoria. Ahora bien ja qué se
debe esa variacion aleatoria? y jcémo podria reducirse o
eliminarse? Si todo lo que hace que la puntuacion empirica
no sea verdadera es esa variacion aleatoria, las cuestiones
anteriores son principales. Pero la teoria clasica no parece
enfrentarlas.

209



Teoria de la Fiabilidad y la Validez

WWW.uv.es/psicometria

José L. Melia

Si X es una funcioén lineal de V entonces podremos utilizar
las ecuaciones de regresion lineal para pronosticar X a
partir de V.

2. Regresion lineal de Y sobre X

En general, si la variable X (independiente) es un
predictor lineal de la variable Y (dependiente),
podemos escribir:

Y'i =a+ in
donde:
Y'i refleja la puntuacion pronosticada para el
sujeto i a partir de su puntuacién Xi
a es una constante en la ecuacion que indica
Y X
el valorde i cuando i vale 0

b es una constante en la ecuacion que indica

Y. X
cuanto crece i cuando i crece 1

La diferencia entre el valor real de Y para el

. . Y.
sujeto i, representado por i, y el valor de Y
pronosticado por la ecuacion para ese mismo sujeto,

Y : .
representado por i, es un error de estimacion que
representaremos aqui por R (para evitar confundirlo
con el error de medida que hemos llamado E).

Ri :Yi —Y'i

Cuanto mas error de estimaciéon cometa una
ecuacion tanto peor es capaz de predecir Y a partir
de X,

Un estadistico que indica cuanto error de
estimaciéon comete globalmente la ecuacién de
regresion es el error tipico de estimacion:

/ (Y -y
Syx~= N

Si se calculan los parametros @ y b de la
ecuacion de regresion lineal de tal modo que la suma
de los errores de estimacion al cuadrado sea lo menor
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posible se dice que efectuamos regresion lineal
minimocuadratica.

Calcular los parametros @ y b de la
ecuacion de regresion lineal de tal modo que la
suma de los errores de estimacién al cuadrado
sea lo menor posible equivale a calcular los
parametros @ y b de la ecuacién de regresion

lineal de tal modo que el error tipico de
estimacion sea lo menor posible.

Con ese criterio minimo-cuadratico, expresada la
ecuacién en puntuaciones directas, los parametros
valen:

s
b:rxys_Y
X
a=Y-bX

De este modo la ecuacién de regresion lineal
minimocuadratica puede escribirse, sustituyendo a y
b:

S S
.S Yo Y
Yi_Y_ rXYSXX+rXYSXXi

Precisamente, sustituyendo en la férmula del

error tipico de estimacién Y por su valor en la
ecuacion anterior y simplificando se alcanza una
formula operativa del error tipico de estimacion:

_ .2
Syx= SY\/1 M)y

Si la ecuacidon de regresion se expresa en
diferenciales o en tipicas los valores de @ y b varian
consecuentemente. En el cuadro siguiente se
resumen el valor de los parametros @ y b en la
ecuacion de regresion segun trabajemos con
puntuaciones directas, diferenciales o tipicas.

Ecuacion de regresion lineal minimocuadratica de Y sobre

Y'=a+ bX
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Férmulas para el calculo de “a” y “b”

ng "
en la ecuacion en la ecuacion
es igual a: es igual a:
En puntuaciones — —
Directas: Y -bX
Sy
Xy S X
En Puntuaciones
Diferenciales:
0
En puntuaciones My
Tipicas: g

3. Regresidén de las puntuaciones empiricas
sobre las verdaderas

Como hemos analizado el modelo tedrico implica que las
puntuaciones verdaderas determinan las empiricas:

VieXi

Un sujeto tiene una puntuacion empirica determinada como
resultado de una variacién aleatoria introducida por la
medicion sobre su puntuacion verdadera. Como X es una
funcién lineal de V entonces resulta adecuado utilizar la
ecuacion de regresion lineal para pronosticar X a partir de
V:

X=a+ bV

Aplicando las formulas de la regresion lineal a este caso, en
puntuaciones directas tenemos:

S S S
X Vv
b=r s =5""

XVSy X Sy

X

=1

(2]

a=X-bV=X-V=X-X=0

Es decir, la ecuacién en puntuaciones directas es:

X=a+bV =V
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Es decir, la ecuacidn de regresion para un sujeto con
puntuacion verdadera V pronostica como puntuacion
empirica precisamente V.

Esto es consistente con el modelo.

La diferencia entre un valor X y el pronosticado por la
ecuacion X es lo que hemos denominado error de
estimacion R. Pues bien, obsérvese que en este caso:

R=X-X=X-V=E

La ultima parte de la expresion es precisamente la
definicion de error de medida: una variacion aleatoria en
torno a la puntuacién verdadera con media cero.

El error tipico de estimacion de X a partir de V es
precisamente el error de medida. En efecto, si aplicamos la
férmula del error tipico de estimacion a este caso tenemos
inmediatamente la férmula del error tipico de medida:

Estimacion de las puntuaciones empiricas a partir de las
puntuaciones verdaderas.

/

I Conjunto de casos cuya V vale V

/ Linea de Regresion: X'=a + bV
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En el grafico puede apreciarse la situacion descrita. Un
conjunto de sujetos con la misma puntuacion verdadera no
obtienen exactamente la misma puntuacion empirica. Cada
puntuacion empirica difiere de su verdadera por una
variacion aleatoria que es, precisamente, el error de
medida.

4. Intervalo confidencial en torno a la
puntuacion verdadera

Supuesto que el error de medida sea el mismo para cada
puntuacion verdadera y que su distribucion sea normal,
entonces podemos aprovechar el conocimiento de la
distribucion normal para establecer intervalos
confidenciales.

Si conocemos la puntuacién verdadera V de un sujeto
podemos afirmar que:

-El 99% de las mediciones empiricas X que
efectuemos del mismo daran valores entre V-2’58SE
y V+2'58 °E

-El 95% de las mediciones empiricas X que
efectuemos del mismo daran valores entre V-1’96$E
y V+1'96 E

Recuérdese que en una distribucion normal
el 99% de los casos estan entre -2’58
desviaciones tipicas y +2’58 desviaciones tipicas
de la media. En la distribucidon que nos ocupa el
error tipico de medida es la desviacién tipica de
todas las puntuaciones X fruto de una misma
puntuacion verdadera V, siendo precisamente V
la media de todas ellas.

Este razonamiento aclara como el error tipico de medida

SE permite establecer un intervalo confidencial en torno a
la puntuacion verdadera, pero no tiene aplicacion practica
real dado que en la practica las mediciones producen
puntuaciones empiricas X y no puntuaciones verdaderas V.

5. Intervalo confidencial en torno a la
puntuacién empirica

Examinemos con mas detalle la distribucién de
puntuaciones empiricas X que aparecen por variacion
aleatoria en torno a una misma puntuacién verdadera V.

En el grafico siguiente puede verse la distribucion de N
casos con distintas puntuaciones empiricas pero todas
“fruto” de variaciones aleatorias en torno a una misma
puntuacion verdadera V. Es decir, la distribucion de N casos

214



José L. Melia

www.uv.es/psicometria Puntuaciones verdaderas

con la misma puntuacion verdadera y que, por tanto, tan
solo difieren entre si debido al error de medida.

Si el error de medida presenta una distribucion normal

entonces, como acabamos de ver, el
mediciones empiricas X estaran entre

V-196°E y  V+196°E

Distribucion de N puntuaciones empiricas X
todas fruto de la misma puntuacion verdadera V

95%

de

las

Como el error tipico de medida es una unidad constante
para estos datos también puede razonarse al revés:

Dada una puntuacion empirica X
perteneciente a la distribucion anterior en el 95%
de los casos su puntuacion verdadera V estara
dentro del intervalo

X-196°E yX+196°E

O bien:

Dada una puntuacion empirica X en el 99%
de los casos su puntuacion verdadera V estara
dentro del intervalo

X-258°E yX+258°E
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6. Regresion de las puntuaciones verdaderas
sobre las empiricas

Si X es una funcién lineal de V entonces,
tedricamente, podriamos utilizar las ecuaciones de
regresion lineal para pronosticar X a partir de V. Sin
embargo, este planteamiento resulta irreal dado que
en la practica al medir sujetos lo que obtenemos son
puntuaciones empiricas X a partir de las cuales
podriamos estimar las puntuaciones verdaderas V.

Por eso resulta conveniente estudiar como se
pueden estimar las puntuaciones verdaderas V a partir
de las empiricas X.

Si aplicamos las formulas de regresién lineal al problema de
estimar V a partir de X, es decir, si aplicamos las formulas a

[{pegi)

la estimacién de “a” y “b” en la ecuacion:
V'i =a+ in
se obtienen, mediante algunos pasos de simplificacion, las

formulas de estimacion (en puntuaciones directas,
diferenciales y tipicas) que se muestran en el cuadro

siguiente. Las formulas de estimacion del cuadro se
desprenden casi inmediatamente de la aplicacién de las
ecuaciones de regresion.

Por ejemplo, en puntuaciones diferenciales:

v'=r h X
A
pero, a su vez,
Co Sy
XV s,
de donde,
goov Svo
x Sx
y, por tanto:
2
v'= i X
=2
X
que equivale a:
VIST o X

El cuadro sintetiza como pasar de empiricas a verdaderas
tanto en directas como en diferenciales o tipicas.
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Para pasar de verdaderas diferenciales a
verdaderas tipicas hay que dividir por la desviacion
tipica de las puntuaciones verdaderas. Puede
encontrarse una expresion facilmente manejable de la
desviacion tipica de las puntuaciones verdaderas.

Como el coeficiente de fiabilidad es:

(7]

2
Y,
XX S2
X

se sigue que:

y de ahi que:

La estimacion de las Puntuaciones Verdaderas

o bien que:

Expresadas en
Puntuaciones:

Directas

Diferenciales

X =X-X

Tipicas

Puntuaciones Formula de estimacion. Puntuaciones
Empiricas > verdadera
X — X X V'

V'=X+r XX(X X

>

-X

V = rXX. X
X V'

>

+S xl L TSy
2y =Txv %x

Foérmulas utilizadas en la tabla
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_ 22X
Media de X: X = T‘

Desviacion tipica de X: s <=

Desviacion tipicade V: s,, =$ r

7. Error tipico de estimacion de las
puntuaciones verdaderas a partir de las
empiricas

El error tipico de estimacion en general es:

Aplicado al caso que nos ocupa:

S 1—r?

Svx= Sy XV

Sustituyendo la desviacion tipica de las verdaderas por su
valor tenemos:

_ 2
Sv.x_s’xrxv 1 rxv
O lo que es lo mismo:
Syx= SxMxv/ 17T xx

Si se trabaja en puntuaciones tipicas la desviacion tipica de
X es 1, lo que elimina este término de la formula.

La expresidon anterior para el error tipico de estimacion de
las puntuaciones verdaderas a partir de las empiricas
puede reescribirse de otros modos equivalentes. Como el
error tipico de medida es:

E- "X XX
podemos simplificar la expresion anterior
considerablemente:

S, =r_, S

VX~ 'xv TE
0, lo que es equivalente:
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8. Intervalo confidencial en torno a la Estimac?én de las Pl.mtuaciones verdaderas a partir de las
puntuacion verdadera estimada puntuaciones empiricas.

La ecuacidon de regresion de las puntuaciones verdaderas
sobre las puntuaciones empiricas permite pronosticar para v
un valor de X determinado (por ejemplo X;), una puntuacién /

verdadera V’. Si se cumplen perfectamente las condiciones
de la regresion lineal, esa puntuacién V' es la puntuacion
promedio en V para todos los sujetos que presentan esa V'
puntuacion empirica X;. J

I Conjunto de casos cuya X vale X

/ Linea de Regresion: V'=a + bX
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Si cada puntuacion empirica X sélo difiere de la verdadera
V en una variacion aleatoria E, entonces, si obtenemos una
muestra suficiente de sujetos con una determinada
puntuacion empirica X, cada uno de ellos provendra de una
V distinta y presentara una E distinta. Sin embargo, dado
que E es aleatorio, tendremos que en promedio el error de
esa muestra suficiente sera 0 y, por tanto, la media de esa
muestra de puntuaciones empiricas iguales sera una buena
estimacion de la puntuacion verdadera que corresponde a
los casos con esa X, aunque no necesariamente a la
puntuacion verdadera de un caso determinado con esa X.

La diferencia entre la verdadera puntuacion verdadera V
que corresponde a un determinado caso con puntuacion
empirica X; y la puntuacion verdadera estimada V' que le

pronostica la ecuacion de regresion es un error de
estimacion R.

R=V-V'

En estas condiciones parece razonable suponer que los
errores de estimacion R se distribuyen normalmente en
torno a V’. Si se hace este supuesto, puede aprovecharse el
conocimiento previo de la distribucion normal para
establecer un intervalo confidencial en el que, para una
puntuacion X determinada, podamos afirmar que se
encuentra su puntuacién verdadera con una probabilidad
determinada.

En efecto, si R distribuye normalmente podemos afirmar
que:

-En el 99% de los casos la puntuacion verdadera
V para un caso con puntuacién empirica X se
encuentra entre V'-2’58 errores tipicos de estimacion y
V’+2’58 errores tipicos de estimacion.

En una distribucidon normal el 99% de los
casos estan entre -2’58 desviaciones tipicas y
+2’58 desviaciones tipicas de la media. A esta
puntuacion z’ que comprende en el intervalo de -
Z a +Z un determinado porcentaje se la
denomina a veces Z, o z critica. En la

distribucion de R que nos ocupa el error tipico de
estimacion es la desviacion tipica de esos errores
de estimacién, y V’ la posicién media.

-En el 95% de los casos la puntuacion verdadera
V para un caso con puntuacién empirica X se
encuentra entre V'-1°96 errores tipicos de estimacion y
V’+1°96 errores tipicos de estimacion.

(Estas afirmaciones suponen que la
relacion entre X y V esta efectivamente bien
descrita por la ecuacion de regresion lineal
minimocuadratica, lo que implica que los errores
de estimacion distribuyen normalmente en torno
a cada V' y que el modelo es homocedastico, es
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decir, que hay el mismo error tipico de estimacion
para cada distribucién de V condicionada a cada
valor de X)

En términos de procedimiento practico, para establecer un
intervalo confidencial en torno a una puntuacion verdadera
estimada procedemos asi:

0. Previamente, estimamos V' a partir de X
mediante la ecuacidn de regresién, y el error tipico de

. ., S
estimacién ~V.X,

1. Escogemos un nivel de confianza.
(Convencionalmente se establecen intervalos bien con
un nivel de confianza del 99% o bien del 95% )

2. Con un nivel de confianza del 99% la
puntuacion verdadera para un sujeto con puntuacion
empirica X se encuentra en el intervalo entre V’-

2’58 S v.x yV’+2’585v.x

Con un nivel de confianza del 95% la puntuacion
verdadera para un sujeto con puntuacion empirica X
se encuentra en el intervalo entre \'-1'96°V.x y
V'+1'96 Sv.x

Al producto |Zc|' Sv.x se lo denomina

error maximo.

Por supuesto todos los procedimientos para establecer
intervalos pueden operar con puntuaciones directas,
diferenciales o tipicas. En este caso hay que recordar que
las desviaciones tipicas de las puntuaciones tipicas son
igual a 1.

Existen otros procedimientos para
establecer intervalos confidenciales, en torno a la
puntuacion empirica y en torno a la puntuacién
verdadera. Sin embargo, este procedimiento
parece especialmente consistente con los
supuestos y propésitos del modelo lineal, aunque
también esta expuesto a critica.

9. Ejemplos

1. La estimacion de las puntuaciones verdaderas

Una persona ha obtenido una puntuacién de 25 en un test
cuya media es 20, cuya desviacién tipica es 5 y cuyo
coeficiente de fiabilidad es 0'7.

Obtened su puntuacion verdadera estimada en directas, en
diferenciales y en tipicas.
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Datos:

X =25 X =20 Sx=35 Iy =07
Solucién:

Puntuaciones empiricas:

Empirica directa, esta en los datos:
X =25

Empirica diferencial

x=X-X — x=25-20=5
Empirica tipica:

2

5= 1

X
Zx=3, T Zx=

Puntuaciones verdaderas estimadas:

Verdadera estimada directa:

V=X+14X-X) — V'=20+0'725 -20)=23'5

Verdadera estimada diferencial:
V=t X — v'=0'7-5=3'5

Verdadera estimada tipica:

I =4/ Tox = Tyxy =V0'7 =0'8366

(Indice de fiabilidad).

Z,=Tyy -2y — z,=08306-1=0"83606

\%

El problema puede ser resuelto por varios caminos
equivalentes entre si.

Tal vez sea particularmente facil convertir empiricas
diferenciales a verdaderas estimadas diferenciales
(simplemente multiplicando por el coeficiente de fiabilidad,
como acabamos de hacer) y desde ahi obtener las
verdaderas estimadas directas y tipicas. Una vez tenemos
la verdadera estimada diferencial procederiamos asi:

Verdadera estimada directa:
V=v'+X — V'=3'5+20=23'5

Desviacion tipica de las verdaderas:

Sy =Sxv/Txx — Sy =5V0'7 =4"1833

Verdadera estimada tipica:
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2. Intervalo confidencial en torno a la puntuacién
verdadera estimada

Una vez obtenida la puntuacién verdadera estimada puede
establecerse en torno a ella un intervalo confidencial para
un nivel de confianza determinado.

Por ejemplo, para establecer un intervalo con un nivel de
confianza del 95% en torno a la puntuacion verdadera
estimada directa, con los datos del problema anterior
procederemos del siguiente modo.

Paso 0.

Establecer la puntuacion verdadera estimada directa. Como
hemos visto es igual a 23'5.

V=X+14(X-X) — V'=20+0'7(25 -20)=23'5

Calcular el error tipico de estimacion de las puntuaciones
verdaderas a partir de las empiricas:

Sy x=8¢ Ixy — SV.XZS"\/1—0'7 "\/0'7 =2'2912

Paso 1.

Determinar la puntuacién tipica critica correspondiente al
nivel de confianza escogido.

0=0'05 =]z =196

(Contraste bidireccional)

Paso 2.

Calcular el error maximo:
Emax =|Z¢| Svx =2 Emax = 1.96 - 2'2912 = 4'49
Establecer el Intervalo de Confianza:

19'01

I[C=V'+E . — 1.C=235+449= {27,99
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Es decir, en estas condiciones (para un test de esas
caracteristicas métricas) puede afirmarse con un nivel de
confianza del 95% que una persona que ha obtenido una
puntuacion empirica directa de 25 presentara una
puntuacion verdadera estimada directa entre 19'01 y 27'99.

Existe todavia un margen de error del 5%, es decir, 5 de
cada 100 veces que efectuemos este prondstico la
puntuacion verdadera estara fuera de este intervalo.

Comentario:

Este tipo de estimacion por intervalo es cierta si, ademas de
los supuestos generales de la teoria clasica y de los que
implica la estimacion de la puntuacién verdadera mediante
las ecuaciones de regresion implicitas en el paso 0, es
cieto que las puntuaciones empiricas distribuyen
normalmente en torno a la verdadera al menos en el punto
de la escala del test en que esta ubicada la puntuacion
empirica directa de la que se parte.

Obsérvese que cuanto mayor es el nivel de confianza
menor es el margen de error (nivel alfa en términos de
probabilidades), pero este incremento de la confianza en el
pronostico se efectua siempre a costa de abrir el intervalo,
de modo que si el error de estimacion es grande (lo que
depende esencialmente de la fiabilidad del test) entonces el
intervalo obtenido para un nivel de confianza alto (p.e. 99%)
puede ser tan amplio que carezca de sentido operativo.

Es obvio, por ejemplo, que si la escala de un test va entre 0
y 30 puntos podemos afirmar con un nivel de confianza del
100% que la puntuacién verdadera de cualquier sujeto, sea
cual sea su puntuacion empirica, ha de estar entre esos dos
valores, porque la escala no puede reconocer otros niveles
mas alla de los que discrimina empiricamente (plantear otra
cosa lleva a diversos absurdos). Pero, también obviamente,
un intervalo como éste no ayudaria para nada.

Por cierto que es posible por este método que el intervalo
de confianza en torno a las puntuaciones verdaderas
estimadas rompa los limites de la escala empirica del test
planteando un intervalo que exceda en su maximo o en su
minimo el maximo o el minimo de la escala. Basta para ello
plantear el problema con un valor empirico inicial lo
bastante proximo a los limites empiricos de la escala. En mi
opinién no tiene sentido extender el intervalo confidencial
mas alla del rango empirico de la escala del test y la
interpretacion deberia restringirse a la zona en la que se
produce una discriminacién conocida (es decir, al rango de
la variable). Una situacion asi insinua que es posible que la
persona este mas alla del suelo (minimo) o del techo
(maximo) que la escala es capaz de evidenciar y que quizas
proceda utilizar un test que opere en esa zona inferior o
superior, segun el caso, para medir esa dimensién de esa
persona. Sin embargo, no creo que ello autorice a
establecer un brazo del intervalo sobre una zona donde la
escala simplemente no alcanza.
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Los modelos frecuentemente operan considerando las
escalas en un intervalo sin limites superiores ni inferiores.
Como de hecho las escalas de medicion tienen un origen y
un fin se producen situaciones paraddjicas en los extremos
de la escala. El problema es semejante a la cuestién de la
homocedasticidad en los extremos de la distribucion
(¢,como va a distribuir normalmente el error de medida en el
extremo de la escala si esto implica necesariamente "salirse
de la escala"?) y de la regresion a la media (¢como va
distribuir normalmente la segunda mediciéon en torno a un
valor en los extremos de la escala si esto implica "salirse de
la escala?). Por supuesto esta una discusion divertida mas
alla de los sencillos fines de nuestro ejemplo.
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