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TEMA 5: Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden: Sistemas Lineales

1 de abril de 2004

1. Sistema lineal de EDO con coeficientes constantes

dx(t)
Sdt
Supondremos que A es diagonalizable, con valores propios {/\k.},lc\[:1 y vectores pro-
pios {yr}i_, : Ayr = A\yk, k= 1...N.
Tres métodos de resolucién. Cada uno tiene un interés especial segin las carac-
teristicas del problema que debamos resolver.

= Ax(t)+f(t), A RVN £(t),x(t) € RN (1)

dx
dt

Interesa cuando: No se dan conds. iniciales, i.e., x(t) en funcién de N ctes.
arbitrarias {cy }5_;.

1.1. = Ax : Valores propios no degenerados

N
x(t)=>_ ciexp(\it)y; (2)
i=1
dx .. R
1.2. pri Ax : x(t) en funcién de conds. iniciales x(ty) = xg

., Coémo evoluciona el vector de conds. iniciales xq?
t
x(t) = x, +/ Ax(s)ds
to
Sol. x iteraciones (Picard): x(,)(t)
X(O) (t) = X0

X(l)(t) = X+ ﬁt AX(())dS = [I + A(tt - to)] X0
X(2) (t) X + j;o AX(l)dS = Xq + fto A [I + A(S — to)] X0

1
|:I + A(t - to) + §A2(t — t0)2 X0

Solucion:
x(t) = exp [A(t — t0)] X0
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dx
1.3. —=A f(t
3 o x + f(t)

x(t) en funcién de conds. iniciales. Sin pérdida de generalidad: t, = 0. Sol.:
” complementaria+particular”

x(t) = x,(t) +x,(t)

dx.

=A
dt e
(3)
dx

x(t) = exp [At] {xo + fot exp [—As] f(s)ds}

2. Ejemplo: { Z: a2

=y 42
Siendo y(0)

(1)

x(t) = exp (

1,2(0) = 1, determinar la solucién en ¢ = In2. Notacién: x(t) =

G Lo ()G} @

Utilizamos la serie de Taylor para la func. exponencial exp At = I+ At+A%t2 /24 ..
Encontramos ademés A% = I. Ergo: exp At = I cosht + Asinht en este caso.

tdse (01 S| — tds coshs —sinhs | sinh ¢ 1 —cosht
0 P 10 —Jo —sinhs coshs /  \ 1—cosht  sinht

Por tanto, (11)
o= (om0 ) ()
_ [3exp(t)—2]( ' ) = ( 58 )

Solucién: y(In2) = z(In2) = 4.

3. Exponencial de una matriz

La resolucién de (1) puede requerir el cdlculo de exp(At). Notacién: exp(At) =
exp B. Autovalores: By, = Oryk, £ = 1...N. Ec. caracteristica: |B — 8I| = ap +
a1+ ... +anxBY = P(B) = 0 = N raices

Th. Cayley-Hamilton: P(B) =0

N-1

Consecuencia: P(B) =0 = BN = by B*

k=0

o 1 —
Ergo: expB =) EB’“ i do+dB+..+dy_ BN~ g}{dn}g:ol?
k=0 K -
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N-1 N1
En general: f(B) = Y fiB*~ i {fu}, o7
k=0

Tenemos el resultado abstracto siguiente: {B"}fj;ol constituye una base de

matrices en la cual expresar f(B) y corresponde hallar los coefs. {dn}nzol. Sin
embargo, desde un punto de vista practico es mas eficaz proceder al revés: fijar de

entrada los coefs. y determinar una base de matrices alternativa.

3.1. Caso: A sin degeneracién

Teorema-1:

f(B) = f(81)Q1 + f(B2)Q2+ ...+ f(BN)QN

siendo {Qk},]jzl independientes de f.
Ejps.:
expB = exp(f1)Q1 + ...+ exp(Bn)Qn

1 1
B_lz 7Q1++7NQN

1
B = P01 +... +6%°Qn

3.2. Caso: A con degeneracion

Sea (31 degenerado n veces: {f1,..., 01, Bn+1,---, 0N} -
Teorema-2: Teorema-1 se generaliza a:

f(B)= f(B1)Q1+ fD(B1)Q2+ ...+ fOV(B1)Qn+
J(Bns1)@nyr + ...+ f(Bn)@N

3.3. Determinacién de {Qx}r_, (A sin degeracién)
{Qk}i\le son indeps. de f — elijo las + simples:
flx)=1,z,22, . . . 2N!
Construyo el sistema

I= Qi1+...+Q@Qn
B= pQ1+...+8nQN
B?2= pBiQi+...+B%Qn

BNt = gV + ..+ By QN

Si se resuelve por Cramer aparece determinante de Vandermonde:

A= T[] B-5)

1<i<j<N
3.4. Determinacién de {Q;}._, (A con degeracién)

Se generaliza facilmente.
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a b
4. Ejemplo: ex
S—T
Ec. caracteristica: 32 —2a8 +a? —b> =0~ S =a £ b.

exp ( ch 2 ) =exp(a+b)Q+ +expla—b)Q— (9)

Segiin (5)
(é (1)>= Qr +Q-, (‘Z Z)z (a+b)Qs + (a—b)Q-

Podemos determinar @4, Q_. Encontramos:

exp< a b ) _ 1 ( exp(a+b) +exp(a—b) exp(a+1b) —exp(a—b) )

b a 2\ exp(a+b) —exp(a—0b) exp(a+b)+exp(a—b)

— expla) coshdb sinhbd
= oxpla sinhb coshb
(10)

Otro ejercicio: Utilizando Q,Q_, encontrar A~! y comparar con el calculo
directo de la matriz inversa.

. ) = z+exp(—t
5. Ejemplo: Y p(=t)
=Y
Slendo y(0) = = 1, determinar la solucién en t¢. Notacién: x(t) =

( >x[, ( ) Solucién:
o3 4){(1) L[ (2 )] ()} oo

Utilizando (10) con a = 0, b = —s encontramos
td (01 et td cosh s s 1142t —e?
0 5xp 10)° o ) ) \ —sinhs /¢ T A\ 1-2t—e2
Por tanto, (11)
x(t) = cosht —sinht 1 + 1 [ 1+2t—exp(—2t)
—sinht  cosht 1 4\ 1—2t—exp(—2t)
S5expt —exp (—t) + 2texp (—t) \_

B zll( Sexpt — exp (—t) — 2t exp (—t) )Z ( 2(t) )



