J.A. Oteo. Departamento de Fisica Tedrica
(UVEG).[MMF3-B]

TEMA 5: Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden: Sistemas Lineales

13 de mayo de 2005

1. Sistema lineal de EDO con coeficientes constantes

dx(t)
Cdt
Supondremos que A es diagonalizable, con valores propios {)\k}{cvzl y vectores pro-
pios {yr}i_y : Ayk = A\yk, k= L...N.

Tres métodos de resolucién. Cada uno tiene un interés especial segin las carac-
teristicas del problema que debamos resolver.

= Ax(t)+f(t), A RV*N £(t),x(t) € RN (1)

d
1.1. d_j = Ax : Valores propios no degenerados

Interesa cuando: No se dan conds. iniciales, i.e., x(t) en funcién de N ctes.
arbitrarias {c ;.

N
x(t)=Y  ciexp(Ait)y: (2)
i=1
dx ., R
1.2. b Ax : x(t) en funcién de conds. iniciales x(t) = xg

., Cémo evoluciona el vector de conds. iniciales x¢7

¢
x(t) =x,+ [ Ax(s)ds
to

Sol. x iteraciones (Picard): x(,)(t)
X(O) (t) = X0

X(l)(t) = X+ ftt AX(O)dS = [I + A(t — to)] X0
X(2)(t) X0 + j;o Ax(yds = %o + f:o AT+ A(s —to)] %o

|:I + A(t - to) + %Az(t — t0)2:| X0

Solucién:
x(t) = exp[A(t — t0)] o



J.A. Oteo. Departamento de Fisica Tedrica (UVEG).[MMF3-B] 2

dx
1.3, A+
o = A

x(t) en funcién de conds. iniciales. Sin pérdida de generalidad: o = 0. Sol.:
” complementaria+particular”

x(t) = x,(t) +x,(?)

dx
¢ = Ax,
dt e
(3)
dx
B — A+ (1)

x(t) = exp [At] {xo + fot exp [—As] f(s)ds}

2. Ejemplo: { Z: etz

L=y 2

Slendo y(0

()
o= (0 O(1) [ 3)](2)) @

Utilizamos la serie de Taylor para la func. exponencial exp At = I+ At+ A%t /2!+. ..
Encontramos ademés A% = I. Ergo: exp At = I cosht + Asinht en este caso.

! ds exp | — 0 1 T q coshs —sinhs | sinh¢ 1 —cosht
0 5exp 1 0)°% 7~ 0 ®\ —sinhs coshs ~ \ 1—cosht  sinht
Por tanto, (6)
(t) = cosht —sinht 1 " sinh ¢ 1 —cosht 2
= —sinh¢  cosht 1 1—cosht  sinht 2
1
— Bowi-2( | )=

Solucién: y(In2) = z(In2) = 4.

1,2(0) = 1, determinar la solucién en ¢ = In2. Notacién: x(t) =

i ) . Solucioén:

I
7N

3. Exponencial de una matriz

La resolucién de (1) puede requerir el cdlculo de exp(At). Notacién: exp(At) =
exp B. Autovalores: By, = Oryk, £ = 1...N. Ec. caracteristica: |B — 8I| = ap +
a18+ ... +anBY = P(8) =0 = N raices

Th. Cayley-Hamilton: P(B) =0

Consecuencia: P(B) =0 = BN = E by B*

x 1 —
Ergo:expB= > =B* = dy+dB+..+dy_ 1BV~ {d, )}
k=0 k! C—-H n=0
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N—1
En general: f(B) = Y. fiB* ~ L{fn}g;ol?
k=0
N-1

Tenemos el resultado abstracto siguiente: {B"} '~ constituye una base de
matrices en la cual expresar f(B) y corresponde hallar los coefs. {dn}fgol.

4. Ejemplo: exp ( Z 2 >

Encontramos:

a b\ _ 1( exp(a+b)+exp(a—>b) exp(a+b)—exp(a—>b)
Py 0 )T 2 exp(a +b) —exp(a —b) exp(a+b) +exp(a —b)
_ (a) coshb sinhbd
= OPU sinhb  coshb

()
|
. ) = —1
5. Ejemplo: { y 2+ exp(—t)
=1
Siendo y(0) 1,2(0) = 1, determinar la solucién en t. Notacién: x(t) =

( %; ) xo = <: ' ).Solucién:

c-em(? (1) Ll (2 1)(50) o

Utilizando (5) con a = 0, b = —s encontramos

td (01 et \ td cosh s sl 142t —e?
, TP 1 o) o )7 9 U—sinhs )¢ T\ 1-26—e

Por tanto, (6)
() = cosht —sinht 1 n 1/ 142t —exp(—2t)
x\)= —sinht cosht 1 4\ 1—2t—exp(—2t)

_ 1/ Sexpt—exp(—t)+2texp(—t) \_ [ y(t)
4 ( S5expt —exp (—t) — 2texp (—t) >_ ( 2(t) )
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6. Caso general 2 x 2: exp ( CCL Z >

Podemos escribir

a b\ a+d ad p \ _a+d
(C d)_ 5 I+< 2 d_a): 5 I+A (7)

y por tanto

e (&) =ewlataes ( =0 ) =ewla+a/dera @

c ¢ -

Los autovalores de la matriz A en (7) son + [[(a — d)/2]? + bc] 1z

resulta
b sinh —d 2b
exp( ZL d ) = expl(a + d)/2] [Icoshu—i— QHIU( a2c d—a )] 9)

Que podemos escribir de forma compacta:

= 4u. Entonces

exp ( “ ! ) — expl(a + d)/2) [1 cosh jt + Sin;MA} (10)



