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Motivacion

Sea f € LYT) y sea
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f(k)= [ f(0)e ™" do
0

los coeficientes de Fourier de f.

La pregunta que dio origen al Anélisis Armonico o de Fourier (en 1800) fue
estudiar cuando era cierto que

Suf(0) — f(0)

en casi todo punto.

Enseguida se supo que la respuesta era falsa en L(T) (Kolmogorof) y no
fue hasta 1966 en que L. Carleson probd la convergencia si la funcion era



de L*(T). Posteriormente Hunt probé que bastaba con que f € LP(T) con
p > 1.

Es bien conocido que para estudiar la convergencia en casi todo punto de una
sucesion de operadores lo que hay que estudiar son acotaciones del operador
maximal asociado

Acotacion del operador maximal = Convergencia en casi todo punto

En nuestro caso seria el operador maximal de Carleson,

Sf(0) = S%p|snf<(9>|'

Carleson and Hunt probaron que, para todo p > 1,
S LP(T) — LP(T)

es acotado.



De hecho, probaron que para todo conjunto medible ¥ C T

(Sxp)(t) Sp;(E')l/p

t

Usando la nocion de espacio de Lorentz, probaron que
S L — [P
con constante 1/(p — 1).

Es decir, probaron una desigualdad de tipo débil-restringido y usando inter-
polacion probaron la acotacion en LP. Es més, probaron que

S I(T) — LP(T)

1

es acotado con constante -7



Teoria de Extrapolacion

En 1951, Yano prob¢ el siguiente resultado:

Teorema Sca 1" un operador sublineal tal que

T: LP(p) — LP(p),

(p— 1™

con 1 una medida finita. Entonces

T : L(log L)™ () — L'(p).




Observacion: De hecho, si

T: L\ (p) — LP(v), (p—1)m’

con p y v medidas o-finitas, entonces

T : L(log L)™ (1) — Li,.(v).

En consecuencia:

Snf(0) — f(0)

en casi todo punto, para toda funcién f € L(log L)*(T). Observar que si
p>1

L>®(T) C L’(T) C .... C L(log L)™(T) ¢ L*(T).



Pregunta abierta

Que clase de acotacion podemos obtener si

T : L () — IP(v),

p—1




Sobre la Hipotesis K* de Hardy, Littlewood y
Hooley

Sea (1) el nimero de veces que el entero [ se puede representar como suma
de k sumandos de la forma

[ =n}+nb+ - +nf,
con n; € N.

La Hipotesis K* de Hardy, Littlewood y Hooley conjetura que, para todo
e > 0,

N
d ()P =0(N"), N — oo
=1

Resultados conocidos:

1) El resultado es cierto para k = 2 y esta abierto para k > 2.



2) C. Hooley, 1986, Acta Math.
al 20
D r(l)’ =O(N®*), N — oo.
I=1

3) C. Hooley, 1997, Lecture Notes 237, demuestra que la conjetura es cierta

en k = 3 si la Hipotesis de Riemann es cierta para ciertas L-funciones de
Hasse-Weil.

Teorema 1 (Stein- Wainger 2000)
Sea

Entonces, la Hipotesis K* es cierta sty solo st myy, € L?* para todo
A>1/2.



Demostracion: Supongamos que la Hipotesis K™ es cierta.

Sea S, (0) = > e~ (W=2i0) con ¢ € (0, 1]. Entonces,
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y, por tanto,
dy

YL

m>\7k<9) = 0/01 Sy((9> + 0(1)

Entonces,
dy
Hmmm<1+/ ISyl



Ahora bien,
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Luego,
1

1t
2k

1Syl e S
y?
y como A > 1/2, podemos concluir

1
1
Irosillis S 1+ | —sdy < oo
0 Y2k Tk

Reciprocamente, supongamos que my j € L% para todo A\ > 1/2, entonces

2mi(nf+n§+-+nk)o

€ T
m)"k<9>k — Z nin? - Z & 62 59
172

ny,M, N

1
Cr = Z AN
koo k k 1792 k

Como né‘“’ < I, nfn%ng < [, tenemos que C; > T’;—y) y, puesto que,

(C)); € £#, tenemos que, para todo A > 1/2,

L5 g2 < ool
W;WU —; B

COIl




es decir, la hipdtesis K™ seria cierta.

Operadores Discretos

La funcién my j aparece en otros contextos.

En el ano 1987, J. Bourgain empezo a estudiar problemas de convergencia
ergodica en subconjuntos aritmeéticos.

Nosotros estamos interesado en el caso de operadores fraccionarios pues es
la conexién con la Hypodtesis K*.

©.¢)

an—mk
Lra(n) = Z O

m=1




Observacion fundamental:

o0 0 omimk
Ak 2mind € 2mind
P D h\ € = h\ an€
m m

n m=1 m=1 n

= my(0) ( > ane%m@) ;

n

es decir, la funcion my j, es el multiplicador del operador 1.

Se trata de estudiar acotacion del tipo

I - P — e
El caso k = 2 esta totalmente resuelto en una sucesion de trabajos de Stein-

Wainger y D. Oberlin:

Teorema 2 Siqg>1/\, p<1/(1—)) y%: , entonces

I : 0P — 1,

1 1—A
P 2



Estudio del operador fraccional discreto

- la técnica

INT-EXT
Sea o
Ia(n) = Z Bk
' - m=1 m)\
y definamos la familia analitica de operadores
— a’n—mk —ozzmk
(haealn) = 3 Gt oot
m=1

cona>0y0< Re(z) < 1.

Si 2z =it

00
a

(Dr)ua(n) = e Z 777;,;-?; 1) — e " (Ix)b(n)

m=1




con b(n) = a(n)e®™.

Como el nicleo ﬁ € (! para todo A > 1 — k, tenemos que
(Dnin)ie - 07 — L7,
para todo 1 < p < ooytodo A >1-—k.

Analogamente,
(Dygre)1gie - 07 — 0P,

para todo 1 < p < ooy todo A > 1 — k. Entonces, usando el teorema de
interpolacion analitica para la derivada

(Dw)yy : 00— 0, (1)
para todo 1 < p < ooy todo A > 1 — k. Ahora bien,

= a, K = a, & aln-mk)
- —am —an _ ain—m
(Inik)) pa(n) = —a TleT2 = —qe 2 e 2
1/2 A A
m m

— —ae 2 Lb(n),

con b(n) = a(n)e?, y por tanto, deducimos de (??), que



Iy P(e™™) — 2=

con constante 1/«, cualquiera que sea A > 1 — k.

De esta forma hemos puesto el problema de la convergencia de la Serie de
Fourier y el problema de la Hipotesis K* en el mismo contexto. Observar
que
Pe") = (0, 0(™),
y por tanto la estimacion anterior se escribe
Iy (P, 0°(™))y — (&, 0°(e™))q

con constante 1/a.

De la misma manera
Lp,l _ (Ll, Loo)l/p/’17 [P>® — (Ll,oo7 Loo)
y asi la estimacion de Carleson-Hunt

S Lt — [P

1/p 00



con constante C'/(p — 1) se reescribe
S (LY, L)1 — (L5, L®)g

con constante C'/6.

En definitiva, ambos problemas se incluyen dentro de la llamada teoria de
Extrapolacion abstracta: Qué podemos decir de un operador 7' tal que

T : (Ay, A1)y — (Bo, B1)g

con constante 1/6™7

El caso en que los espacios son de Banach esta bastante estudiado pero hay
muchas cuestiones abiertas en el caso quasi-Banach.



Resultados conseguidos

Teorema

Si
T: [P — [P

con constante 1/(p — 1), entonces

T : Llog Llogloglog L — L'+ L™

Teorema

La funcion

1 t
Myalt) = - / max(s)|ds € L2
0



