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El grupo
Introduccién Las lineas

La charla

El “Leitmotiv”

La declaracidon de intenciones

Que hacemos:

Estudiamos cuestiones que relacionan técnicas de Andlisis Funcional, Topologia
y Teoria de la Medida, agrupadas en:

» Integracion vectorial y de multifunciones.

» Topologia infinito dimensional.

» Geometria infinito dimensional.

» Aplicaciones del AF a las Matematicas Financieras.

» Geometria convexa.
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El grupo
Introduccién Las lineas

La charla

El “Leitmotiv”

La declaracidon de intenciones

Que hacemos:

Estudiamos cuestiones que relacionan técnicas de Andlisis Funcional, Topologia
y Teoria de la Medida, agrupadas en:

» Integracion vectorial y de multifunciones.

» Topologia infinito dimensional.

» Geometria infinito dimensional.

» Aplicaciones del AF a las Matematicas Financieras.

» Geometria convexa.

i Por qué buscar estas interrelaciones?

It's a common theme of mathematics that when one mixes various diverse
mathematical endeavors, like topology (geometry), algebra and analysis the end
product is oftentimes much greater than a simple sum of the individual parts. . .

Respectfully yours Joe Diestel
Kent State University.
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El grupo
Introduccién Las lineas

La charla

El “Leitmotiv”

Integracién vectorial y de multifunciones

Objetivos
Recordar los conceptos de integracién de Bochner y de Pettis.

Introducir otras técnicas de integracion vectorial.

Llevar las nociones anteriores al caso de multifunciones.

Dar aplicaciones de las técnicas introducidas.

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones



El grupo
Introduccién Las lineas

La charla

El “Leitmotiv”

Leitmotiv

Proposicion...otra mirada a medibilidad

Para f: 2 — R son equivalentes:
Q f es medible;

@ Paracadae>0ycada Ac X1 existe B € Zj tal que
|-|-diam f(B) < €. Leitmotiv 1:5
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El grupo
Introduccién Las lineas

La charla

El “Leitmotiv”

Leitmotiv

Proposicion...otra mirada a medibilidad

Para f: 2 — R son equivalentes:
Q f es medible;
@ Paracadae>0ycada Ac X existe B € Zj tal que
|-|-diam f(B) < €. Leitmotiv 1:5
© Paracada € >0y cada A€ T existen By,...,B, € X tales
que

mini<j<p| - |-diam (f(B;)) < €.
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Contenido

© Dos nociones clasicas de integracién vectorial
@ La integral de Bochner
o La integral de Pettis
@ En resumen...mi resultado favorito

© Algo nuevo. . . algo viejo: la integral de Birkhoff
@ A primera vista
@ La integral de Lebesgue segtin Fréchet
@ La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
@ Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

@ Integracién de multifunciones.
@ Integral de Debreu y Aumann
@ Integral de Pettis para multifunciones

© Aplicaciones
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Nociones clasicas q
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Medibilidad: f: (Q,X,u) — X: prob. completo y Banach

Funcién simple- s=Y"; tixa,, donde otj € X, A; € L.
Funcién u-medible- lim, || s, —f =0, up.ct. we.

Funcién débilmente medible.- x*f es medible, para cada x* € X*.
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Nociones clasicas

La integral de Bochner
La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Medibilidad: f: (Q,X,u) — X: prob. completo y Banach

Funcién simple.- s=Y"; &jxa,, donde o; € X, A; € X
Funcién u-medible- lim, || s, —f =0, up.ct. we.
Funcién débilmente medible.- x*f es medible, para cada x* € X*.

Teorema de medibilidad de Pettis
Para una funcién f : Q — X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

O f es u-medible.

@ (a) Existe E€X con u(E)=0y tal que f(Q2\ E) es separable.
(b) Para cada x* € X*, la funcién x*f es medible.

Medible#débilmente medible

f:[0,1] — 62([0,1]) t — e
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Nociones clasicas q
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integral de Bochner

Integracion de funciones simples.- Si s =Y ; &jxa, con A;e Ly o € X, es
una funcién simple, definimos la integral

n
[sdu=Y. an(ENA).
E i=1
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Nociones clasicas q
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integral de Bochner

Integracion de funciones simples.- Si s =Y ; &jxa, con A;e Ly o € X, es
una funcién simple, definimos la integral

n
[sdu=Y. an(ENA).
E i=1

Integral de Bochner.- f : Q — X p-medible es integrable Bochner, si existe
una sucesién de funciones simples (s,), tal que

Hm/”&ffHduza
n Jq

Al vector / fdu= Iim/ spdu se le llama integral de Bochner.
JE nJE
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Nociones clasicas q
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Propiedades de Integral de Bochner

Teorema

Sea f : 2 — X una funcién u-medible. Son equivalentes:
@ f es integrable Bochner.
Q || f || es integrable Lebesgue.
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La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Propiedades de Integral de Bochner

Teorema

Sea f : 2 — X una funcién u-medible. Son equivalentes:
@ f es integrable Bochner.
Q || f || es integrable Lebesgue.
Si f:Q — X es integrable Bochner, entonces, para todo E € ¥,

se tiene que
H/fduHs/ 1 £l du.
E E
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Nociones clasicas q
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Propiedades de Integral de Bochner

Teorema

Sea f : 2 — X una funcién u-medible. Son equivalentes:
@ f es integrable Bochner.
Q || f || es integrable Lebesgue.
Si f:Q — X es integrable Bochner, entonces, para todo E € ¥,

se tiene que
H/fduHs/ 1 £l du.
E E

Consecuencia

Si f: 2 — X es acotada entonces:
f integrable Bochner < f es u-medible.
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Nociones clasicas

La integral de Bochner
La integral de Pettis

En resumen...mi resultado favorito

La integral indefinida

Teorema

Sea f : 2 — X una funcién integrable Bochner, y sea F(E) :/ fdu, E€X.
E
Entonces:

@ F es una medida vectorial numerablemente aditiva de variacién acotada v,
para cada E € ¥, se tiene que

FIEY= [ 111 di
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Nociones clasicas

La integral de Bochner
La integral de Pettis

En resumen...mi resultado favorito

La integral de Pettis

Teorema de Dunford, 1937

Sea f : Q — X una funcién débilmente medible, con x*f € L1(u)
para cada x* € X*. Entonces, la aplicacién

X*—R
X*—>/X*fd[.t
E

es un elemento del bidual X**, para cada E € ¥..
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

La integral de Pettis

Integral de Dunford f:Q — X es integrable Dunford, si es débilmente
medible y, para cada x* € X*, se tiene que x*f € L1(u). En
este caso, para cada E € ¥, el elemento de X** definido por

xg : X*—K

X*H/X*fd[i
E

se llama integral de Dunford de f sobre E, y se escribe

Xt = (D) —/Efdu.
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

La integral de Pettis

Integral de Dunford f:Q — X es integrable Dunford, si es débilmente
medible y, para cada x* € X*, se tiene que x*f € L1(u). En
este caso, para cada E € ¥, el elemento de X** definido por

xg : X*—K

X*H/X*fd[i
E

se llama integral de Dunford de f sobre E, y se escribe
Xt = (D) —/Efdu.

Integral de Pettis En las condiciones de la definicién anterior, si
(D) —/ fdu € X, para cada E € ¥, se dice que la funcién
E

anterior es integrable Pettis, y el valor de la integral de
Dunford sobre cada subconjunto E € ¥ se denomina, en este
caso, integral de Pettis.
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

La integral de Pettis

Observacién

Integrable Bochner = Integrable Pettis = Integrable Dunford.

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones



Nociones clasicas "
La integral de Bochner
La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

La integral de Pettis

Observacién

Integrable Bochner = Integrable Pettis = Integrable Dunford.

Teorema de Pettis

Sea f: 2 — X una funcidn integrable Pettis. Entonces, su integral indefinida
F:¥ — X dada por

F(E):(P)—/Efdu, Eey,

es una medida n. a. en X que satisface lim;g)_o F(E) =0.
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integrabilidad via Zr := {x*of: x* € Bx«}

Dada una funcién f : Q — X, escribimos

Z;:={x*of: x* € Bx-} C R
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integrabilidad via Zr := {x*of: x* € Bx«}

Dada una funcién f : Q — X, escribimos

Z;:={x*of: x* € Bx-} C R

Se dice que una familia 22 C R tiene la propiedad de Bourgain si, para cada

€>0ycada A€ I, existen By,...,B, C ¥} tales que
minj<j<p|-|-diam (h(B;)) <& para toda he 7.
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integrabilidad via Zr := {x*of: x* € Bx«}

Dada una funcién f : Q — X, escribimos

Z;:={x*of: x* € Bx-} C R

Se dice que una familia 22 C R tiene la propiedad de Bourgain si, para cada

€>0ycada A€ I, existen By,...,B, C ¥} tales que
mini<j<p|-|-diam (h(B;)) <& para toda he 7.

Para ¢ = {f}, Bourgain = “Leitmotiv” 2:5 )
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integrabilidad via Zr := {x*of: x* € Bx«}

Dada una funcién f : Q — X, escribimos

Z;:={x*of: x* € Bx-} C R

Definicién
Se dice que una familia 22 C R tiene la propiedad de Bourgain si, para cada

€>0ycada A€ I, existen By,...,B, C ¥} tales que
mini<j<p|-|-diam (h(B;)) <& para toda he 7.

Para ¢ = {f}, Bourgain = “Leitmotiv” 2:5 )

Teorema, Riddle-Saab, 1985

Sea f: 2 — X una funcién acotada. Si Zr tiene la propiedad de Bourgain,
entonces f es integrable Pettis .
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Nociones clasicas

La integral de Bochner
La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integral de Bochner e Integral de Pettis

(Q.,Z, u) Probabilidad
f:Q — X funcién con
valores en el Banach X

Medibilidad Borel y
rango esencialm.
separable

+ Rango esencialm. separable
Medibilidad Teorema de Pettis Medibilidad
escalar

fuerte

Integrabilidad

Bochner
{ \ Teorema de

Orlicz-Pettis

e / fdu
E . g
es n.a. de variacién
acotada U-continua

|

Propiedad
Radon-Nikodym en X

en X*

(an,w*) fragmentado
por la norma
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Nociones clasicas

La integral de Bochner
La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Integral de Bochner e Integral de Pettis

(Q.,Z, u) Probabilidad
f:Q — X funcién con
valores en el Banach X

Medibilidad Borel y
rango esencialm.
separable

+ Rango esencialm. separable
Medibilidad Teorema de Pettis Medibilidad

fuerte escalar

Integrabilidad Integrabilidad

Bochner Pettis
\ Teorema de
{ Orlicz-Pettis \ j

e /E fdu e /E fdu
es n.a. de variacién es n.a. de variacién
acotada U-continua acotada p-continua
Propiedad Propiedad débil
Radon-Nikodym en X Radon-Nikodym en X
en X* en X*

(BX’«,fU*) fragmentado
por la norma
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Nociones clasicas "
La integral de Bochner

La integral de Pettis
En resumen...mi resultado favorito

Mi resultado favorito

Teorema Namioka-Phelps-Stegall

Para un espacio de Banach X son equivalentes:

@ X es Asplund, i.e., cada funcién convexa definida en un abierto convexo
de X is Fréchet derivable en los puntos de un ¢5 denso de su dominio;

@ cada subespacio separable de X tiene dual separable;
© (Bx:,w") estd fragmentada por la norma;
Q X* tiene la PRN.
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A primera vista

La integral de Lebesgue segiin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff

Estudiamos la integrabilidad Birkhoff, una nocién intermedia entre
integrabilidad Bochner y Pettis, que no involucra una definicién
baricéntrica.
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A primera vista

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Resumen

Estudiamos la integrabilidad Birkhoff, una nocién intermedia entre
integrabilidad Bochner y Pettis, que no involucra una definicién
baricéntrica.

A
@ La integral de Birkhoff involucra sumas y limites de Riemann, [Bir35].

A\
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A primera vista

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Resumen

Estudiamos la integrabilidad Birkhoff, una nocién intermedia entre
integrabilidad Bochner y Pettis, que no involucra una definicién
baricéntrica.

A
@ La integral de Birkhoff involucra sumas y limites de Riemann, [Bir35].

@ En R, las integrales de Birkhoff y Lebesgue coinciden, [Frel5].
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Resumen

Estudiamos la integrabilidad Birkhoff, una nocién intermedia entre
integrabilidad Bochner y Pettis, que no involucra una definicién
baricéntrica.

A
@ La integral de Birkhoff involucra sumas y limites de Riemann, [Bir35].
@ En R, las integrales de Birkhoff y Lebesgue coinciden, [Frel5].
@ Para espacios de Banach infinito-dimensionales, se tiene que

Bochner — Birkhoff — Pettis
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Resumen

Estudiamos la integrabilidad Birkhoff, una nocién intermedia entre
integrabilidad Bochner y Pettis, que no involucra una definicién
baricéntrica.

A
@ La integral de Birkhoff involucra sumas y limites de Riemann, [Bir35].
@ En R, las integrales de Birkhoff y Lebesgue coinciden, [Frel5].
@ Para espacios de Banach infinito-dimensionales, se tiene que
Bochner —> Birkhoff — Pettis

@ Ninguno de los reciprocos es valido en general, [Bir35, Pet38], [Phi40].
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A primera vista

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Resumen

Estudiamos la integrabilidad Birkhoff, una nocién intermedia entre
integrabilidad Bochner y Pettis, que no involucra una definicién
baricéntrica.

A
@ La integral de Birkhoff involucra sumas y limites de Riemann, [Bir35].
@ En R, las integrales de Birkhoff y Lebesgue coinciden, [Frel5].
@ Para espacios de Banach infinito-dimensionales, se tiene que
Bochner —> Birkhoff — Pettis

Ninguno de los reciprocos es vélido en general, [Bir35, Pet38], [Phi40].

Para espacios de Banach separables: Birkhoff = Pettis. Asi, la integral
de Pettis puede calcularse como un limite, [Pet38].
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A primera vista

La integral de Lebesgue segiin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff

A primera vista

El resultado fundamental

Caracterizamos la integrabilidad Birkhoff utilizando una nocién de
medibilidad propiedad de Bourgain.
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A primera vista

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

A primera vista

El resultado fundamental

Caracterizamos la integrabilidad Birkhoff utilizando una nocién de
medibilidad propiedad de Bourgain.

4

Consecuencias

@ Caracterizacién de la WRNP en espacios de Banach duales via densidades
de Radon-Nikodym integrables Birkhoff, en lugar de integrables Pettis.

\
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A primera vista

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

A primera vista

El resultado fundamental

Caracterizamos la integrabilidad Birkhoff utilizando una nocién de
medibilidad propiedad de Bourgain.

4

Consecuencias

@ Caracterizacién de la WRNP en espacios de Banach duales via densidades
de Radon-Nikodym integrables Birkhoff, en lugar de integrables Pettis.

@ Integrabilidad incondicional Riemann-Lebesgue (Kadets et al., 2000-2002,
[KSST02, KT00]) es equivalente a integrabilidad Birkhoff.
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Dada f: Q — R, para cada particién I de Q en una cantidad
contable de elementos (A,) de ¥, definimos:

JFT) =Y supf u(An) y L(f.T) Zlnffu n),

n

(suponiendo que ambas series estan bien definidas y son
absolutamente convergentes).
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Dada f: Q — R, para cada particién I de Q en una cantidad
contable de elementos (A,) de ¥, definimos:

JFT) =Y supf u(An) y L(f.T) Zlnffu n),

n

(suponiendo que ambas series estan bien definidas y son
absolutamente convergentes).Entonces,

J(F, 1) < J*(F,T)
siempre que J.(f,[') y J*(f,T") estén definidas.

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones



A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Dada f: Q — R, para cada particién I de Q en una cantidad
contable de elementos (A,) de ¥, definimos:

n

(suponiendo que ambas series estan bien definidas y son
absolutamente convergentes).Entonces,

J(F, 1) < J*(F,T)

siempre que J.(f,[') y J*(f,T") estén definidas.
Por lo tanto, la interseccién de los rangos integrales relativos

J(F,T) <x < J*(f,I),

para [ variable es no vacia.

Existe un dnico punto x < f es integrable Lebesgue y x :/ f du. J
Q

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones



A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Dada f: Q — R, para cada particién I de Q en una cantidad
contable de elementos (A,) de ¥, definimos:

n

(suponiendo que ambas series estan bien definidas y son
absolutamente convergentes).Entonces,

J(F, 1) < J*(F,T)

siempre que J.(f,[') y J*(f,T") estén definidas.
Por lo tanto, la interseccién de los rangos integrales relativos

J(F, 1) <x < J*(f,T),
para [ variable es no vacia.

Existe un dnico punto x < f es integrable Lebesgue y x :/ f du.
Q
< "Leitmotiv” 3:5
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A primera vista

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Esta forma de presentar la teoria de integracion del Sr. Lebesgue
tiene la ventaja, sobre la forma en la que el Sr. Lebesgue presentd
su teoria, de que esta mucho mdas cercana al punto de vista de
Riemann-Darboux con el que muchos estudiantes estan
familiarizados.

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones



A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Sea f : Q2 — X una funcién. Si I es una particién de Q en una
cantidad contable de elementos (A,) de X, la funcién f se dice
sumable respecto a [ si la restriccién f|4, es acotada cuando
t(A,) >0, y el conjunto de sumas

HET) = { LA E)u(A) : ta € Ar}

estd formado por series
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La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Sea f : Q2 — X una funcién. Si I es una particién de Q en una
cantidad contable de elementos (A,) de X, la funcién f se dice
sumable respecto a [ si la restriccién f|4, es acotada cuando
t(A,) >0, y el conjunto de sumas

HET) = { LA E)u(A) : ta € Ar}

estd formado por seriesincondicionalmente convergentes.
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Sea f : Q2 — X una funcién. Si I es una particién de Q en una
cantidad contable de elementos (A,) de X, la funcién f se dice
sumable respecto a [ si la restriccién f|4, es acotada cuando
t(A,) >0, y el conjunto de sumas

HET) = { LA E)u(A) : ta € Ar}

estd formado por seriesincondicionalmente convergentes. La
funcién f se dice integrable Birkhoff si, para cada € > 0, existe
una particién contable ' = (A,) de Q en ¥ para la que f es
sumable y ||-[-diam (J(f,T)) <e.
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La defi n de Birkhoff. . . nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Sea f : Q2 — X una funcién. Si I es una particién de Q en una
cantidad contable de elementos (A,) de X, la funcién f se dice
sumable respecto a [ si la restriccién f|4, es acotada cuando
t(A,) >0, y el conjunto de sumas

HET) = { LA E)u(A) : ta € Ar}

estd formado por seriesincondicionalmente convergentes. La
funcién f se dice integrable Birkhoff si, para cada € > 0, existe
una particién contable ' = (A,) de Q en ¥ para la que f es
sumable y [|-||-diam (J(f.T)) < e.

En este caso, la integral de Birkhoff (Birkhoff)/ fdu de f es el
Q

Ginico punto en la interseccién

ﬂ{co(J(ﬂI’)) : f es sumable respecto de I'}.
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. . . nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Teorema

Sea f : Q — X una funcién acotada. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff.
(i) Zr={(x*,f): x* € Bx-} tiene la propiedad de Bourgain.
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. . . nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Teorema

Sea f : Q — X una funcién acotada. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff.
(i) Zr={(x*,f): x* € Bx-} tiene la propiedad de Bourgain.

Observacion

| \

o 7 :Q — X acotada: su integrabilidad Bochner es equivalente
a la medibilidad fuerte. La propiedad de Bourgain es a la
integrabilidad Birkhoff, lo que la medibilidad fuerte es a la
integrabilidad Bochner.

v
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. . . nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Teorema

Sea f : Q — X una funcién acotada. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff.
(i) Zr={(x*,f): x* € Bx-} tiene la propiedad de Bourgain.

Observacion

| \

o f: — X acotada: su integrabilidad Bochner es equivalente
a la medibilidad fuerte. La propiedad de Bourgain es a la
integrabilidad Birkhoff, lo que la medibilidad fuerte es a la
integrabilidad Bochner.

@ La condicién que durante mas de 30 afios aparecié como
suficiente para integrabilidad Pettis is necesaria y suficiente
para integrabilidad Birkhoff.

A

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones



A primera vista

Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet
La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Teore

Sea f : QQ — X una funcién. Son equivalentes:
@ £ es integrable Birkhoff.
@ Existe x € X verificando: para todo € > 0, existe una particion contable I
de Q2 en X tal que f es sumable y

|S(f.T. T)—x|| < & para toda eleccién T enT.

© °? Existe y € X verificando: para todo € > 0, existe una particién contable
I de Q en ¥ tal que f es sumable respecto a cada particion contable I’
mds fina que T y
|S(F.T. T)—y||<e para toda eleccion T' en I”.
En este caso, x =y :/ fdu.
Q

3Esta es la definicién de RL de [KSST02, KT00]
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A primera vista
Algo nuevo. .. algo viejo: la integral de Birkhoff La integral de Lebesgue segtin Fréchet

La definicién de Birkhoff. .. nuestro resultado basico
Redes vs. Birkhoff y WRNP vs. Birkhoff

Teorema

Sea X un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

Q@ X* tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym.
@ X no contiene copias de (1.

© Para todo espacio de probabilidad completo (Q2,%, 1) y toda
medida vectorial [L-continua y numerablemente aditiva
v :Y — X*, de variacién o-finita, existe una funcion
integrable Birkhoff f : Q — X* tal que

V(E) = [ du,

para todo E € ¥
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

@ tomar una inmersién razonable j de cwk(X)
en un espacio de Banach Y (=/w.(Bx+)) y
estudiar la integrabilidad de jo F;
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)
/ en un espacio de Banach Y(={w(Bx+)) y
estudiar la integrabilidad de jo F;

@ tomar todos los posibles selectores integrables
f de F y considerar

/qu: {/fd/yt: f integra. seI.F}.
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)
/ en un espacio de Banach Y(={w(Bx+)) y
estudiar la integrabilidad de jo F;

@ tomar todos los posibles selectores integrables
f de F y considerar

/qu: {/fdu: f integra. seI.F}.

© Debreu usé la técnica de la inmersién con la integral de
Bochner en cK(X) —convexos compactos de X;;
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)
/ en un espacio de Banach Y(={w(Bx+)) y
estudiar la integrabilidad de jo F;

@ tomar todos los posibles selectores integrables
f de F y considerar

/qu: {/fdu: f integra. seI.F}.

@ Debreu usé la técnica de la inmersién con la integral de
Bochner en cK(X) —convexos compactos de X;

@ Aumann uso la técnica de los selectores;

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones



Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)
/ en un espacio de Banach Y(={w(Bx+)) y
estudiar la integrabilidad de jo F;

@ tomar todos los posibles selectores integrables
f de F y considerar

/qu: {/fdu: f integra. seI.F}.

@ Debreu usé la técnica de la inmersién con la integral de
Bochner en cK(X) —convexos compactos de X;

@ Aumann uso la técnica de los selectores;

© Debreu premio nobel en Economia 1983; Aumann en 2005.
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)

f en un espacio de Banach Y(=/w(Bx:)) y
Ak . estudiar la integrabilidad de joF;

Como progresa la teoria

@ Ya para X =R aparecen espacios de Banach no separables {o([—1,1]).
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La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)

f en un espacio de Banach Y(=/w(Bx:)) y
AL estudiar la integrabilidad de joF;

Como progresa la teoria

@ Ya para X =R aparecen espacios de Banach no separables {o([—1,1]).

@ Para X separable hay teorfas de integracidn satisfactorias aunque quedan
problemas: hemos resuelto algunos en varios articulos.
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La integral para una multifuncién

F:Q — cwk(X) —convexos w-compactos Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)

/ en un espacio de Banach Y(=/w(Bx:)) y
Ak . estudiar la integrabilidad de joF;

Como progresa la teoria

@ Ya para X =R aparecen espacios de Banach no separables {o([—1,1]).

@ Para X separable hay teorfas de integracidn satisfactorias aunque quedan
problemas: hemos resuelto algunos en varios articulos.

© El caso X separable funciona porque existe un teorema de seleccién para
funciones medibles, Kuratowski and Ryll-Nardzewski 1965.
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La integral para una multifuncién

F:Q — cwk(X) —convexos w-compactos Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)

/ en un espacio de Banach Y(=/w(Bx:)) y
Ak . estudiar la integrabilidad de joF;

Como progresa la teoria

@ Ya para X =R aparecen espacios de Banach no separables {o([—1,1]).

@ Para X separable hay teorfas de integracidn satisfactorias aunque quedan
problemas: hemos resuelto algunos en varios articulos.

© El caso X separable funciona porque existe un teorema de seleccién para
funciones medibles, Kuratowski and Ryll-Nardzewski 1965.

@ No hay versiones Kuratowski and Ryll-Nardzewski en el caso no separable.
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)

/ en un espacio de Banach Y(=/w(Bx:)) y
AL estudiar la integrabilidad de joF;

Ya para X =R aparecen espacios de Banach no separables {.([—1,1]).

Para X separable hay teorias de integracion satisfactorias aunque quedan
problemas: hemos resuelto algunos en varios articulos.

funciones medibles, Kuratowski and Ryll-Nardzewski 1965.

o
(2]
© El caso X separable funciona porque existe un teorema de seleccién para
@ No hay versiones Kuratowski and Ryll-Nardzewski en el caso no separable.
o

Desatascamos el caso no separable.
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

La integral para una multifuncién

Hay varios caminos para estudiar la integral de una
multifuncién F:

F : Q — cwk(X) —convexos w-compactos

© tomar una inmersién razonable j de cwk(X)

/ en un espacio de Banach Y(=/w(Bx:)) y
AL estudiar la integrabilidad de joF;

Ya para X =R aparecen espacios de Banach no separables {.([—1,1]).

Para X separable hay teorias de integracion satisfactorias aunque quedan
problemas: hemos resuelto algunos en varios articulos.

El caso X separable funciona porque existe un teorema de seleccién para
funciones medibles, Kuratowski and Ryll-Nardzewski 1965.

Desatascamos el caso no separable.

Caracterizamos la existencia de selectores medibles obteniendo Kuratowski
and Ryll-Nardzewski en particular y versiones no separables del mismo.

o
(2]
o
@ No hay versiones Kuratowski and Ryll-Nardzewski en el caso no separable.
o
o
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Integracion Pettis para multifunciones

Theorem, [CKR]

Sea X un espacio de Banach y F : Q — cwk(X) una multifuncién integrable
Pettis. Entonces:

@ cada selector escalarmente medible es Pettis integrable;
@ F admite selectores escalarmente medibles.

Ademds, F admite una coleccién {fa}a<dens(x*,w*) de selectores Pettis
integrable tales que

F(o) = {fa(®): a<dens(X*,w*)} for every e Q.

Se tiene, [, F du = ISg(A) para cada A€ X.
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Integral de Debreu y Aumann
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Integracion Pettis para multifunciones

Theorem, [CKR]

Sea X un espacio de Banach y F : Q — cwk(X) una multifuncién integrable
Pettis. Entonces:

@ cada selector escalarmente medible es Pettis integrable;
@ F admite selectores escalarmente medibles.

Ademds, F admite una coleccién {fa}a<dens(x*,w*) de selectores Pettis
integrable tales que

F(o) = {fa(®): a<dens(X*,w*)} for every e Q.

Se tiene, [, F du = ISg(A) para cada A€ X.

Observacién

La prueba requiere resultados de analisis convexo mds la existencia de puntos
fuertemente expuestos en convexos débil compactos.

B. Cascales Integracion vectorial y de multifunciones




Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

Selectores fuera del caso separable

Theorem,[CKR08]

Sea X un espacio de Banach reflexivo y F : Q — cwk(X). Son
equivalentes:
(i) F admite un selector p-medible.
(ii) Para cada € >0y para cada A€ =T existe BE X} y un
conjunto D C X de didmetro < € tal que F(t)ND # 0 para
cada t € B. )
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

Selectores fuera del caso separable

Theorem,[CKR08]

Sea X un espacio de Banach reflexivo y F : Q — cwk(X). Son
equivalentes:
(i) F admite un selector p-medible.
(ii) Para cada € >0y para cada A€ =T existe BE X} y un
conjunto D C X de didmetro < € tal que F(t)N D # 0 para
cada t € B.

Observaciones

@ (ii) es la versién multi-valuada de “leitmotiv" 4:5.
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Integral de Debreu y Aumann
Integraciéon de multifunciones Integral de Pettis para multifunciones

Selectores fuera del caso separable

Theorem,[CKR08]

Sea X un espacio de Banach reflexivo y F : Q — cwk(X). Son
equivalentes:
(i) F admite un selector p-medible.
(ii) Para cada € >0y para cada A€ =T existe BE X} y un
conjunto D C X de didmetro < € tal que F(t)N D # 0 para
cada t € B.

Observaciones

o (ii) es la versién multi-valuada de “leitmotiv" 4:5.

@ La técnica anterior sirve para obtener los resultados de
seleccién cldsicos del caso separable.
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Aplicaciones

Pre-requisitos de Analisis Funcional

Sean X un espacio de Banach, y B un subconjunto de Bx:.

Conjunto normante‘ B es un subconjunto I-normante (brevemente,

normante) de By si, para cada x € X, se tiene que

x| = sup{|x*(x)| : x* € B}.
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Aplicaciones

Pre-requisitos de Analisis Funcional

Sean X un espacio de Banach, y B un subconjunto de Bx:.

’ Conjunto normante‘ B es un subconjunto I-normante (brevemente,

normante) de By si, para cada x € X, se tiene que

x| = sup{|x*(x)| : x* € B}.

Frontera de James‘ B es una frontera de James para Bx- si, para cada x € X,
se tiene que

x| = max{|x*(x)| : x* € B},

i.e., si para cada x € X, existe un elemento b* € B tal que
|b*(x)[ = llx]]-
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Aplicaciones

Pre-requisitos de Analisis Funcional

e Conjunto normante: Bjgu x+) C B(Lp(“ .Y )
A )l dlp
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Aplicaciones

Pre-requisitos de Analisis Funcional

e Conjunto normante: Bjq, x+) C B(Lp(u | )
)l llp

@ Frontera de James: Ext Bx+
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Pre-requisitos de Analisis Funcional

e Conjunto normante: Bjq, x+) C B(Lp(u | )
)l llp

@ Frontera de James: Ext Bx+
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Aplicaciones

Pre-requisitos de Analisis Funcional

e Conjunto normante: Bjq, x+) C B(LF’(/.L | )
A DI llp

@ Frontera de James: Ext Bx+

Hay fronteras disjuntas del conjunto de puntos extremales. )
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Aplicaciones

Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?
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Aplicaciones

Aplicaciones: El problema de la frontera

The boundary problem (Godefroy)...extremal test for compactness

Sean X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto
acotado de X y o(X, B)-compacto.

es H es débilmente compacto?

Resultados positivos:

1952, Grothendieck: X = C(K) y B =Ext(B¢(k)-);

1963, Rainwater: B = Ext(Bx-), H 6(X, B)-suc.compact;

1972, James: Bx C By frontera, caracterizaciéon de la reflexividad;

1972, Simons: H o(X, B)-suc.compact y B cualquier frontera;

1974, de Wilde: H convexo y B cualquier frontera;

1982, Bourgain-Talagrand: B = Ext(Bx-).

1997, Manjabacas-Vera-Cascales: si X no contiene una copia isomorfa de

¢4(T), con |T| =, [CMV97, CSO03].

@ 1998, Godefroy-Cascales: cuando X = C(K), dotado con su norma
canénica || ||, donde K es un espacio compacto arbitrario, [CG98].
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Aplicaciones

Fronteras fuertes

La versidn topoldgica del “Leitmotiv’ 5:5

@ Paracadae>0ycada Ac T existe B € ZX tal que
|- |-diam f(B) < €.
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Aplicaciones

Fronteras fuertes

La versidn topoldgica del “Leitmotiv’ 5:5

o Paracadae>0ycada A€ T existe B€ X tal que
|-|-diam f(B) < €.
o f: T —Xyée>0: f esta e-fragmentada si para cada

subconjunto no vacio C C T existe un abierto O C T tal que
ONC#0y | -|-diam f(ONC) < e.
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Aplicaciones

Fronteras fuertes

La versidn topoldgica del “Leitmotiv’ 5:5

o Paracadae>0ycada A€ T existe B€ X tal que
|-|-diam f(B) < €.

o f: T—Xyée>0: f esta e-fragmentada si para cada
subconjunto no vacio C C T existe un abierto O C T tal que
ONC#0y |- |-diam f(ONC) < e.

o f: T — X estd o-fragmentada, si para cada € podemos
descomponer T =U, T,y f|r, estd e-fragmentada.
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Aplicaciones

JAMES BOUNDARIES AND 0-FRAGMENTED SELECTORS

B. CASCALES, M. MUNOZ AND J. ORITHUELA
STUDIA MATH. 2008

ABSTRACT. We study the boundary structure for w*-compact subsets of dual Banach spaces.
Being more precise, for a Banach space X, 0 < ¢ < 1 and 7 a subset of the dual space X"
such that (J{B(t : t € T} contains a James boundary for Bx~ we study different kind of
conditions on 7", besides 7" being countable, which ensure that

(SP) X" = span Tl

We analyze two different non separable cases where the equality (SP) holds: (a) if J : X —
2Bx* s the duality mapping and there exists a o-fragmented map f : X — X* such that
B(f(z),e) N J(z) # 0 for every z € X, then (SP) holds for T = f(X) and in this case X is
Asplund; (b) if 7" is weakly countably K-determined then (SP) holds, X * is weakly countably
K-determined and moreover for every James boundary B of Bx+ we have Bx» = co(B)”'H.
Both approaches use Simons’ inequality and ideas exploited by Godefroy in the separable case
(i.e., when T' is countable). While proving (a) we prove that X is Asplund if, and only if,
the duality mapping has an e-selector, 0 < ¢ < 1, that sends separable sets into separable
ones. A consequence of the above is that the dual unit ball Bx« is norm fragmented if, and
only if, it is norm e-fragmented for some fixed 0 < ¢ < 1. Our analysis is completed by
offering a characterization of those Banach spaces (non necessarily separable) without copies of
£* via the structure of the boundaries of w*-compact sets of their duals. Several applications
and complementary results are proved. Our results extend to the non separable case results by
Godefroy, Contreras-Payd and Rodé.
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