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TEOREMA. Sean E, F espacios de Banach y sea T ∈ L(E, F ) un operador debilmente
compacto. Entonces existe un espacio de Banach reflexivo W y operadores lineales y acotados
R ∈ L(E, W ) y S ∈ L(W, F ) tales que T se factoriza a través de W mediante los operadores
R y S

E F

W
�

�
�

�
��

-

@
@

@
@

@R

R

T

S



B W.J. Davis, T. Figiel, W.B. Johnson and A. Pelczyński, J. Funct. Anal. 17 (1974) 311-327.
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Demostración .- Consideremos el Ker(T ) y el espacio de Banach cociente X = E/Ker(T ).
Los operadores

Q : E → X = E/Ker(T ) , j : X → F

son lineales y acotados. Aqúı j([x]) = Tx. Además j es una inyección.



Pongamos

A0 = j(Q(E)) = {Tx : x ∈ E}
con

‖Tx‖A0 = ‖[x]‖X = inf{‖y‖E : Tx = Ty}
y sea A1 = F .
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Con A0 ↪→ A1 siendo debilmente compacta.

Solo necesitamos encontrar W reflexivo tal que

A0 ↪→ W ↪→ A1
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Un método de interpolación F asocia a cada par compatible (B0, B1) un espacio
intermedio

B0 ∩B1 ↪→ F(B0, B1) ↪→ B0 + B1

En el caso DFJP, como A0 ↪→ A1, es A0 + A1 = A1 y A0 ∩A1 = A0 luego

A0 ↪→ F(A0, A1) ↪→ A1
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• las funciones t → f(j + it) (j = 0, 1) son continuas de R en Bj y tienden a 0 cuando
|t| → ∞.
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Para cada 0 < θ < 1 se define Bθ = [B0, B1]θ como el espacio de los f(θ) donde

f : D = {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1} → B0 + B1

tales que
• f es acotada y continua en D y anaĺıtica en el interior de D,
• las funciones t → f(j + it) (j = 0, 1) son continuas de R en Bj y tienden a 0 cuando
|t| → ∞.

La norma en Bθ es
‖x‖θ = inf{‖f‖ : f(θ) = x}

donde
‖f‖ = max

j=0,1
{sup

t∈R
‖f(j + it)‖Bj}.
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• [Bθ0 , Bθ1 ]η = Bθ para θ = (1− η)θ0 + ηθ1.

• Si (Ω, µ) es un espacio de medida σ-finito
[L1, L∞]θ = Lp para 1/p = 1− θ.

Teorema de Riesz-Thorin. Sean 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ y sea T un operador lineal tal
que T : Lpj (Ω) −→ Lqj (Γ) con norma Mj para j = 0, 1. Entonces, para 0 < θ < 1, si
ponemos 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1, 1/q = (1− θ)/q0 + θ/q1 se tiene que
T : Lp(Ω) −→ Lq(Γ) es acotado con norma M ≤ M 1−θ
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• Ω = [0, 1] y para 1 < r < ∞ pongamos L0
r,∞ para denotar el cierre L∞ en Lr,∞.

(L0
r,∞)∗∗ = Lr,∞

Tomemos 1 < p < r < q < ∞ y sea 0 < θ < 1 tal que 1/r = (1− θ)/q + θ/p. Se tiene

L0
q,∞ ↪→ Lr ↪→ L0

p,∞

Pero
(L0

q,∞, L0
p,∞)[θ] = L0

r,∞

que no es un espacio reflexivo.
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• (Bθ0,q0 , Bθ1,q1)η,q = Bθ,q para θ = (1− η)θ0 + ηθ1.
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|ξ∗1 | ≥ |ξ∗2 | ≥ · · · , `p,p = `p.
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Teorema de Marcinkiewicz. Sean 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ con q0 6= q1 y sea T un
operador lineal tal que T : Lpj (Ω) −→ Lqj ,∞(Γ) con norma Mj para j = 0, 1. Sea
0 < θ < 1 y pongamos 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1, 1/q = (1− θ)/q0 + θ/q1. Si p ≤ q se
tiene que T : Lp(Ω) −→ Lq(Γ) es acotado con norma M ≤ cM 1−θ

0 Mθ
1 .
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