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TEOREMA. Sean E, F espacios de Banach y sea T' € L(E, F') un operador debilmente
compacto. Entonces existe un espacio de Banach reflexivo W y operadores lineales y acotados
Re L(E,W)y S € L(W,F) tales que T se factoriza a través de W mediante los operadores

Ry S

Demostracién .- Consideremos el Ker(T) y el espacio de Banach cociente X = E/Ker(T).

Los operadores
Q:EFE—-X=E/Ker(T) , j:X—>F

son lineales y acotados. Aqui j([z]) = T'x. Ademds j es una inyeccién.
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Pongamos

Ao =j(Q(E)) = {Tz:z € E}

con
1Tzl = |l[z]llx = inf{llylle : Tz =Ty}
ysea A1 = F.
Se tiene
T
E F
JjQ IAl
Ao Az
14,

Con Ag — A; siendo debilmente compacta.

Solo necesitamos encontrar W reflexivo tal que

Ay — W — Ay
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Par compatible de espacios de Banach .- (Bo, B1), B; espacios de Banach, B; — A,
j=0,1.
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Par compatible de espacios de Banach .- (Bo, B1), B; espacios de Banach, B; — A,
j=0,1.

Bo—‘y—Bl:{{EG.Aiwz.CUo—i-xhl‘jGB]‘}7 BoﬂBlz{IGA:JZGBo,IGBl}

@l 3o+, = inf{l|zol| B, + |21, : @ = @0 + 21,25 € B}

2]l o5y = max{||z]| sy, [lz]| 5, }

Un método de interpolacién § asocia a cada par compatible (Bg, B1) un espacio
intermedio
BoN By — S(Bo,Bl) — By + B

En el caso DFJP, como Ag — Aj, es Ag + A1 = A1y Ao N A1 = A luego

Ag — F(Ao, A1) — Ax
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METODO COMPLEJO

> A.P. Calderdn, Studia Math. 24 (1964) 113-190.

Para cada 0 < § < 1 se define By = [By, B1]g como el espacio de los f(6) donde
f:D={2€C:0< Re(z) <1} - Bo+ B:

tales que

e f es acotada y continua en D y analitica en el interior de D,

e las funciones t — f(j +it) (j =0, 1) son continuas de R en B; y tienden a 0 cuando
|t| — oo.

La norma en By es
[zl = inf{[f]| : f(0) =}
donde
If1l = maxsup [ £( +#)lls; }
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Teorema. Sean (Bo, B1), (Go, G1) pares compatibles de espacios de Banach y sea

T : By + B1 — Go + G1 un operador lineal tal que T': B; — G es acotado con
norma M; para j = 0,1. Entonces, para cada 0 < § < 1, T define un operador lineal
acotado de By = [Bo, Bi]e en Go = [Go, G1]e con norma M < M~ M.

e [By,, Bo,], = Bo para 8 = (1 —n)6o + nb:.

e Si (£, 1) es un espacio de medida o-finito
[L1,Lc]o = Lp paral/p=1—6.

Teorema de Riesz-Thorin. Sean 1 < po,p1,qo,q1 < oo y sea T un operador lineal tal
que T : Ly, () — Lg;(T') con norma M; para j = 0,1. Entonces, para 0 < 6 < 1, si
ponemos 1/p = (1 —6)/po+6/p1,1/qg = (1 —0)/qo + 0/q1 se tiene que

T : Ly(Q) — Ly(T) es acotado con norma M < My~ M7,
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Entonces los coeficientes de Fourier (f(mn))mez de f pertenecen a £, con

(3 emPye < G [ 15 a ™

meZ
Demostracién .- Sea T(f) = (f(1n))mez donde

fm) = 3= [ 5@,

o T': Ly([0,27]) — oo con norma Mo < 5-.

o T : Ly([0,27]) — #2 con norma M; = \/ﬁ

Sea0<f<1ltalquel/p’=(1—0)+6/2. Asil/p=0/2y el teorema de
Riesz-Thorin da que

T: Ly ([0,27]) — £, con norma M < (£)'~7(A=)" = ()7



e Puede ocurrir que [Ag, A1]s no sea reflexivo aunque Ay — A; sea debilmente
compacta.



e Puede ocurrir que [Ag, A1]s no sea reflexivo aunque Ay — A; sea debilmente
compacta.

Trabajando sobre (€, 11), se definen los espacios de funciones de Lorentz L, , para
l<p<ooyl<qg<oocomo

Lpg= {f NS llpg = (Am(tl/pf**(t))q%)l/q < oo}



e Puede ocurrir que [Ag, A1]s no sea reflexivo aunque Ay — A; sea debilmente
compacta.

Trabajando sobre (€, 11), se definen los espacios de funciones de Lorentz L, , para
l<p<ooyl<qg<oocomo

Lpg= {f NS llpg = (Am(tl/pf**(t))q%)l/q < oo}

£ = / F*(s)d

y f* es la reordenada decreciente de la f

Aqui

() =inf{t >0: p{x: |f(z)] >t} < s}



e Puede ocurrir que [Ag, A1]s no sea reflexivo aunque Ay — A; sea debilmente
compacta.

Trabajando sobre (€, 11), se definen los espacios de funciones de Lorentz L, , para
l<p<ooyl<qg<oocomo

Lpg= {f NS llpg = (Am(tl/pf**(t))q%)l/q < oo}

£ = / F*(s)d

y f* es la reordenada decreciente de la f

Aqui

() =inf{t >0: p{x: |f(z)] >t} < s}

Se tiene L1 — Lpp = Lp — Lp oo



e Puede ocurrir que [Ao,

Aile no sea reflexivo aunque Ay — A; sea debilmente
compacta.

Trabajando sobre (€, 11), se definen los espacios de funciones de Lorentz L, , para
l<p<ooyl<qg<oocomo

Lpg= {f NS llpg = (Am(tl/pf**(t))q%)l/q < oo}

£ = / F*(s)d

y f* es la reordenada decreciente de la f

Aqui

F(s) =inf{t > 0 pfe: | f(2)] >t} < s},
Se tiene L1 — Lpp = Lp — Lp oo

> L. Maligranda, Acta Appl. Math. 27 (1992) 79-89.
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¢ Q=10,1] y para 1 < r < co pongamos LE,OO para denotar el cierre Lo en Ly .

(L?',oo)** = Lr,oo

Tomemos 1 <p<r<g<ooyseal<6@<1talquel/r=(1-6)/q+0/p. Se tiene

0 0
Lyoo = Lr = Ly oo

Pero
(Lg,cx:v L?),oo)[@] - L?‘,cx:

que no es un espacio reflexivo.
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> J.L. Lions and J. Peetre, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 19 (1964) 5-68.
Sea (Bo, B1) un par compatible de espacios de Banach. Paraz € Bo+ B1y t > 0 el
K-funcional se define por

K(t,z) = inf{||zo|| By + t||z1]|B, : © = @0 + 21, x; € B;}, t>0.
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0

Teorema. Sean (Bo, B1),(Go, G1) pares compatibles de espacios de Banach y sea
T : Bo + B1 — Go + G1 un operador lineal tal que T': B; — G es acotado con
norma M; para j = 0,1. Entonces, paracada 0 <0 <1y 1< g < oo, T define un
operador lineal acotado de By, = (Bo, B1)s,q en Go,q = (Go, G1)o,q con norma

M < MMy,

b (B90vq07 B91qq1)77,q = Bo,q para 0= (1 - 77)00 + nb1.
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e Trabajando sobre (£, 11) se tiene

1
(L17L00)97q:LP,q’ 521_07 1Sq§00

De hecho el K- funcional para el par (L1, L) es

Ken- [ CJ(s)ds

La férmula de reiteracion da para 1 < po #p1 < 00,1 < qo,q1,9 < 00,0<0 <1y
1/p=(1-10)/po+6/p1 que

(Lpo,qm Lm,ql)&q =Lpq

(Zpo,qoa€p1,q1)9,q = ep,q

b = {(En) € co s I€llna = (S “IZlf] )" < o0}

n=1

|€f| Z|€5| >y App =Ly
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Sip<rsetiene £pg G lrs ysiq<ssetiene £pg G lps.
Si 2 < p < ootenemos £, 0 G Ly p = bp.

Teorema de Paley. Sea 2 <p < oc0,1/p+1/p' =1y sea f € L,([0,27]). Entonces
los coeficientes de Fourier (f(m))mez de f pertenecen a £, ,» con
H(f(m))”p,p/ < ¢pl|fl|p» donde la constante ¢, sélo depende de p.

Demostracién .- Sabemos que T(f) = (f(1m))mez satisface
o T : Li([0,27]) — oo
o T : Ly([0,271]) — £

Sea 0 < 6 < 1tal que 1/p" = (1 —60)+ 6/2. Interpolando por el método real tenemos

T: (Ll,Lz)gyp/ = Lp/ — (foo,ég)g,p/ = fp’p/

Teorema de Marcinkiewicz. Sean 1 < po,p1,qo,q1 < 0o con qo % ¢1 ysea T un
operador lineal tal que T': Ly, () — Lg;,00(I") con norma M; para j = 0,1. Sea
0<6<1ypongamos 1/p=(1—0)/po+0/p1,1/q=(1—-0)/q0+60/q:. Sip<qse
tiene que T : L,,(2) — Ly(T) es acotado con norma M < cMy % MY.
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> B. Beauzamy, Lect. Notes in Math. 666, 1978.

Sil< g < ooy lainclusién By N By < By + B es debilmente compacta, entonces
(Bo, B1)s,q es reflexivo.

W = (Ao, A1)o2

> S. Heinrich, J. Funct. Anal. 35 (1980) 397-411.
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