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En esta charla presentamos las diferentes lineas de trabajo que estamos
desarrollando, en colaboracion con R. del Campo, A. Fernandez, F. Mayoral,
F. Naranjo y C. Saez, de la universidad de Sevilla, centrada en los espacios
de funciones p-integrables con respecto de una medida vectorial. Nuestro
grupo esta trabajando en los siguientes temas:

Desarrollo y aplicaciones de los teoremas de estructura asociados a
los espacios LP(m) de funciones p-integrables respecto de una medida
vectorial.

Extensiones de operadores definidos en espacios de funciones de
Banach.

Interpolacion de espacios LP(m) para medidas positivas m.
Aproximacién de funciones en los espacios LZ(m).
Aplicaciones en la teoria del scattering cuéntico.
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’ Notacion y preliminares

>

>
>
>

\4

Sea (Q, %, u) un espacio de medida finita,
E un espacio de Banach y E’ su dual topoldgico,
Be la bola unidad de E,

Z(A) es el conjunto de particiones & de A en un conjunto finito de
conjuntos medibles,

m : Z — E es una medida vectorial (numerablemente aditiva),
La semivariacion de de m sobre A € X se define como

Im|[(A)= sup [(m,x")|(A)= sup sup |(m,x")(B)].
X'€Bgs X'€Bgr e Z(Q)Ben

Utilizamos la notacion habitual:

(m,x")(B) = (m(B),x’) paracadaB € %,

» Ac X sedice que es m-nulo si ||m||(A) =0.
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Notaciény En particular, u puede ser una medida de Rybakov; es decir, una medida
defini- escalar v definida como la variacién de una medida del tipo (m,x’), donde
ciones .
fundamen- x" € E’, tal que m es absolutamente continua con respecto a v.
tales
Desarrollo . -
e ’ Subespacios de funciones de Banach. ‘
ciones de
T Sea LO(u) el espacio de todas las (clases de) funciones medibles sobre Q.
de . . .
estructura 1 Decimos que X (1) € L%(u) es un espacio de Banach de funciones con
S la norma || -{|x () Si es un espacio de Banach y se cumple
ae oper-
e (1) sifelOu)ygeX(u) con|f| <|g| u-c.p.p. entonces f € X (u) y
o [fllx (x) < 191Ix )+ (2) Para cada A € Z, la funcion caracteristica y esta
ae
funciones en X (‘U,)
R 2 Un subespacio de Banach de funciones X (i) es un espacio de Banach
SR o de funciones contenido continuamente en X (i), con el mismo order (y,
neddes en general, diferentes normas).
positivas
Aproximaciol 3 Un espacio de Banach de funciones es orden continuo si sucesiones
en L2(m) crecientes acotadas en orden son convergentes en la norma.
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Espacios L(m). ‘

Una funcion f : Q — R es integrable respecto de la medidam: ¥ — E si
1 para cada x’ € E’ se cumple que f € L1((m,x")), y
2 para cada A € X existe x € E tal que

(Xa, X"y = /Afd<m,x’> para cada x’ € E'.

El elemento x5 se denota [, f dm. El espacio de todas las (clases) de
funciones (iguales m-c.p.p.) se denota como L (m). La expresion

[fllm= sup /[ |f|d|(m,x'}| para cadaf € L*(m),
X/GBE/

define una norma de reticulo en L*(m) para la cual L'(m) es un espacio de
Banach de funciones orden continuo y con unidad débil yq.
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La integral indefinida m; : = — E de una funcion f € L1(m) se define como
my (A) = / fdm, Acs.
A

m; es una medida numerablemente aditiva.

Espacios LP(m). ‘

Sea 1 < p < . Una funcion medible f : Q — R es p-integrable si |f|P es
integrable respecto de m. La férmula

1
[fllsim = sup ([ 1tPlmx)1)" para cadat € LP(m).

X,EBE!

define una norma de reticulo en LP(m). LP(m) es un subespacio de Banach
de funciones of Ll(m), p-convexo, orden continuo y con la misma unidad
débil.
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¢ Un reticulo de Banach E es p-convexo si existe una constante K tal
gue para cada subconjunto finito x,...,xn € E,

(S PP <KCS PP
i=1 i=1

e SeaT :E — F un operador, donde F es un reticulo. T es p-concavo si
existe una constante K tal que para cada familia finita x4, ...,xn € E,

z IT 00 PP <Ki( z i [P)L/P.
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¢ Un reticulo de Banach E es p-convexo si existe una constante K tal
gue para cada subconjunto finito x,...,xn € E,

IS PP <K(S il P)Y.
i=1 i=1

e SeaT :E — F un operador, donde F es un reticulo. T es p-concavo si
existe una constante K tal que para cada familia finita x4, ...,xn € E,

z IT 00 PP <Ki( z i [P)L/P.
i=1

e Sea X(u) un espacio de Banach de funciones orden continuo, y sea
T : X (1) — E un operador. Definimos la medida vectorial
(numerablemente aditiva)

mr:Z—Ecomomy(A):=T(xa), A€
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e Todo reticulo de Banach p-convexo, orden continuo y con unidad débil
es isomorfo (topolégicamente y en orden) a un espacio LP(m).

¢ Las propiedades de convexidad de estos espacios permiten obtener
informacion sobre la estructura de los reticulos de Banach y la
factorizacién de operadores definidos sobre ellos. Hasta el momento,
hemos estudiado principalmente las siguientes:
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Todo reticulo de Banach p-convexo, orden continuo y con unidad débil
es isomorfo (topolégicamente y en orden) a un espacio LP(m).

Las propiedades de convexidad de estos espacios permiten obtener
informacion sobre la estructura de los reticulos de Banach y la
factorizacién de operadores definidos sobre ellos. Hasta el momento,
hemos estudiado principalmente las siguientes:

Versiones vectoriales del teorema de Maurey-Rosenthal. ¢ Cuando un
operador a valores en L1(m) factoriza a través de L%(m)?

Propiedades de dominacién para formas bilineales asociadas al
operador integracion.

Teoria de los operadores factorizables a través de la p-potencia.
(Optimal Domain and Integral Extension of Operators acting in Function
Spaces. Birkhauser)
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Todo reticulo de Banach p-convexo, orden continuo y con unidad débil
es isomorfo (topolégicamente y en orden) a un espacio LP(m).

Las propiedades de convexidad de estos espacios permiten obtener
informacion sobre la estructura de los reticulos de Banach y la
factorizacién de operadores definidos sobre ellos. Hasta el momento,
hemos estudiado principalmente las siguientes:

Versiones vectoriales del teorema de Maurey-Rosenthal. ¢ Cuando un
operador a valores en L1(m) factoriza a través de L%(m)?

Propiedades de dominacién para formas bilineales asociadas al
operador integracion.

Teoria de los operadores factorizables a través de la p-potencia.
(Optimal Domain and Integral Extension of Operators acting in Function
Spaces. Birkhauser)

Aplicaciones:

e Representaciones particulares de los espacios LP de medidas escalares a
través de los que factorizan operadores entre reticulos de Banach con las
propiedades de concavidad y convexidad adecuadas.

e Contencion de espacios LP de medidas escalares en espacios L*(m)
(conocido en el caso de espacios invariantes por reordenamiento).

e ¢ Cuando un espacio LP(m) es isomorfo a un espacio LP de una medida
escalar ? Caracterizaciones en funcion de las propiedades de sumabilidad
del operador integracion.
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Theorem

(A. Fernandez et al.) Sean X e Y reticulos de Banach. Seann:% — Xy

m: T — Y medidas vectoriales positivas numerablemente aditivas. Sea

p > 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un operador

T:LP(n) — (LP'(m)).

(1) Existe una constante K > 0 tal que para cada conjunto finito de
funciones f1,...,f, € LP(n), se cumple

n

(S ITE P e < KICS 6P ey

i=1 i=1

(2) T factoriza de la siguiente forma:

LP(n) T - (P (m))

i _l'; |
LP((n,xg))  —LP((m,yg))

donde x{ € Bx/, y§ € By, i es la inclusién candnica (cociente), i’ es el
operador adjunto de la inclusién y T es la extensién de T.
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Theorem

(J.M. Calabuig, J. Rodriguez, E.S.) Sea u una medida de Rybakov para m.
Seanl<p<wyl<r<qtalesquel/r=1/p+1/q.SeaS =Biy)y-
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe una constante K > 0 tal que para cada conjunto de funciones
f1,..,fn €LP(M) y g1,...,0n € L9(m), se cumple la desigualdad

(iilH/figidel’>l/f < KH(i§1|fi|P)1/p‘ i H(i§1|gi|q)l/q’

(2) Existen un par de elementos ug,Vvg € S tales que

| fta ami| <k ( [ itPuodn)”” ( [lalvodu) "

para cadaf € LP(m)ygeL9(m).

La(m)’
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®)

(4)

®)

(6)
@)

La forma bilineal definida por la integral factoriza a través de
LP(updu) x L9 (vodp).

Existen dos medidas v; y v, equivalentes a m cuyas derivadas
Radon-Nikodym pertenecen a S tales que

LP(vy) = Lgr ., (m).

Existe un elemento hg € S tal que
L"(m) C L" (hodu) C LY(m).

El operador integracion I : L*(m) — X es r-concavo.

El conjunto S es acotado cuando se considera como subconjunto de
L™ ().
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Enrique A. Sea E un reticulo de Banach y sea X un espacio de Banach. Sea 1 <p < co.

Sanchez Un operador T : E — X es positivamente p-sumante si existe una constante
K > 0 tal que para cada conjunto z,, ...,z € E de elementos positivos,

Notaci6

et .

clones l/p

T2, P)P <K sup (3 I(zi.2)P)"".

tales z z EBE/ Igl
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teoremas Theorem

o etura Sea X (u) un espacio de Banach de funciones orden continuo y con unidad

S débil. Son equivalentes:

de oper-

e 1 Para cada medida vectorial m que representa el espacio X (i) y cada
e fanach 1 <p < =, el operador integracién es positivamente p-sumante.

funcones 2 Existe una medida vectorial m que representa X (1) y algin 1 <p < o
AL tal que el operador integracion es positivamente p-sumante.

o (T 3 Existe una medida vectorial m que representa X (1) yun 1 < p <  tal
i gue el operador integracion es absolutamente p-sumante.

Aprogmacign 4 Existe una medida vectorial m que representa X (i) y una funcién h

A que pertenece a un subconjunto positivamente normante S para
scattering LY (mp) tal que that LY(mg) = LY (hdu).

cuantico
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’ Y (u)-semivariacion. ‘

Sea m: X — E una medida vectorial e Y (i) un espacio de funciones de
Banach (u equivalente a m). La Y (1)-semivariacion |mly () de m se define

como

MIly ()

‘=sup

Z oM

(Ai)

E

n
LD onxa € By

i=1
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’ Y (u)-semivariacion. ‘

Sea m: X — E una medida vectorial e Y (i) un espacio de funciones de
Banach (u equivalente a m). La Y (1)-semivariacion |mly () de m se define
como

n
Imlly (u) :==sup 2 oA MA)| 1> oaxa €Byy
g i=1

Espacios L\l,(”)(m).

Definimos L\l((“)(m) como el espacio de todas las clases (iguales p-c.p.p.) f

de Ll(m) tal que las medidas vectoriales asociadas mg, tienen
Y (u)-semivariacion finita, con la norma
‘ / fpdm
E

L\l( (ﬂ)(m) es siempre un subespacio de funciones de Banach de L(m).

f =|lm = su
£l ) = Imelly oy = sup,
P<By ()
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Example
Algunos subespacios de L(m) bien conocidos se pueden representar
1
como LY(“)(m).
1 Como consecuencia de la formula equivalente para la semivariacion
n
: z o XA € Bregu) ¢ = ML=y,
i=1

n
[m[l=supq || > oam(A)
i=1 E
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Example
Algunos subespacios de L(m) bien conocidos se pueden representar
1
como LY(m(m).
1 Como consecuencia de la formula equivalente para la semivariacion
n
: z o XA € Bregu) ¢ = ML=y,
i=1

n
[m[l=supq || > oam(A)
i=1 E

donde u es una medida positiva equivalente a m, se puede probar que
LY(m) = Lﬁm(m(m).
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Example
Algunos subespacios de L(m) bien conocidos se pueden representar
como L\l((m(m).

1 Como consecuencia de la formula equivalente para la semivariacion

n n
[mll=sup || > aam(A)|| ) aaxa €Brog ¢ =IIMLe),
i=1 g i=1

donde u es una medida positiva equivalente a m, se puede probar que
LY(m) = Lﬁm(m(m).
2 Seal<p<owyl/p+1/p’ =1.Es conocido que para cada f € LP(m),

la expresién
‘/ftpdm

esigual a |f || p(m)- De hecho, Lf, (m) = Lip,(m)(m).

HmeLp’(m) = Sup

(p slmple
LP (m)
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e L%#(m) coincide con el espacio de operadores de multiplicacion de
espacios /
de Banach LP 1 .
de (w) en L7(m)
funciones

Interpolacion
de

espacios
LP(m) para
medidas
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Sea X (u) un espacio de funciones de Banach. Un operador T : X(u) — E
se dice que es u-determinado si el conjunto de conjuntos ||m+ ||-nulos es
igual al conjunto de conjuntos p-nulos.

Sea Y (1) un espacio de funciones de Banach que contiene a las funciones
simples.

’Operadores Y (u)-extensibles. ‘

Un operador u-determinado T : X(u) — E es Y (u)-extensible si existe una
constante K > 0 tal que

ITE) < KIIFllx oy 1@l (1)

para cada funcion f € X (u) y cada funcién simple ¢.



Encuentro
de Anélisis
Funcional

Enrique A.
Sénchez
Pérez

Notacion y
defini-
ciones
fundamen-
tales

Desarrollo
y aplica-
ciones de
los
teoremas
de
estructura

Extension
de oper-
adores en
espacios
de Banach
de
funciones

Interpolacion
de

espacios
LP(m) para
medidas
positivas

Aproximacion
en L2(m)

Aplicaciones:
scattering
cuantico

Ejemplos:

e Operadores LP(u)-extensibles, asociados a los espacios Lip,(“)(m)
comentados antes.

e Operadores que factorizan a través de la p-potencia. Si X (u) (u finita)
es un espacio de Banach de funciones, definimos su p-potencia
X (u)[p] como el espacio quasi-Banach de las (clases de) funciones

medibles f tales que |f|1/P € X (u1). La quasi-norma viene dada por
IFllx,, = IIFI7P -
Un operador T : X(u) — E es factorizable a través de la p-potencia
(p-th power factorable) si existe una constante K > 0 tal que para toda
feX(u),

ITEOI <Kl

Un operador u-determinado (X (1) orden continuo) es factorizable a
través de la p-potencia si factoriza a través del espacio LP(mt); como

LP(m7) esta contenido isométricamente en Lip,(m )(mT), se puede
T

probar que T es factorizable a través de la p-potencia si y solo si es
LP (m)-extensible.
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Theorem

(J.M. Calabuig, O.Delgado, E.S.) Sea X (1) un espacio de funciones de
Banach orden continuo y con unidad débil. Sea Y (i) un espacio de
funciones de Banach que cumple que las funciones simples son densas. Si
T :X(u) — E es u-determinado, son equivalentes:

e T es Y (u)-extensible.
¢ T se puede factorizar a través del espacio L$ (u)(mT) como

X (1) : E

(N S v

Y (MT)

donde el operador integracion | v, es también Y (u)-extensible.
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e Existe una constante K > 0 tal que para cada f € L*(m)

1)t lly () < KIIFllx ()

donde (m71); : £ — E es la medida vectorial dada por
( )t (A) = [afdmr.

Theorem
Ademads, si Z (i) es cualquier otro espacio de Banach de funciones que
cumple

o X(u)<SzZ(u),
e T se puede extender a Z (i) y esa extension es Y (u)-extensible,
entonces Z (1) C L\l((m(mT).

Como en muchos casos los espacios L\l, (w(m) se pueden representar

como espacios de multiplicadores M(Y (u),L1(m)), este tipo de
factorizaciones nos ha llevado a estudiar los espacios Y -perfectos
(espacios Z que cumplen que M(M(Z,Y),Y)=2).



Interpolacion de espacios

LP(m).
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e Consideremos un par de espacios de funciones de Banach (Xg,X1), Xg
orden continuo, sobre el mismo espacio de medida (©,A,n), un
espacio medible (Q,%), y un par de medidas vectoriales positivas
mg:Z—Xpym;:Z—X;.Sea0< 0 <1yconsideremos la

interpolacion de reticulos X~ 9xJ.

e Se puede construir una nueva medida vectorial numerablemente aditiva
positiva que llamamos la medida vectorial interpolada
. 1-6y6.
[mo,mﬂg.ZHXO Xf.

Mo,maa(A) = limg 5 md~(A)mg (A,
i=1

Aex

e Estamos interesados en estudiar cuando el siguiente resultado es
cierto: Sea 1 < pg,p; < « y consideremos los espacios LPo(mg) y
LP:(m,). Entonces

[LPo(mg),LPr(m1)]g = L (Mg, m1]a)

isométricamente, donde 1/r = (1—0)/pg+6/p1y a = 6r/p;.
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La condicién que deben cumplir las medidas mg y m; para que se cumpla la
férmula de interpolacion es lo que hemos llamado la a-compatibilidad, que
consiste en que se cumplan los siguientes requisitos:

1) Es necesario que ambas medidas sean positivas.

2) También deben ser equivalentes (mismo conjunto de conjuntos nulos).

3) El espacio L ([mg,m1]s) debe estar contenido en

[LY(mo), LY (my)]e.

continuamente con norma igual a 1.

Theorem
Seal<pj<w,j=0,1,yrtalquel/r=(1-6)/po+6/p1ya= L—‘l’.
Consideremos dos medidas vectoriales m; : = — Xj, j = 0,1 a-compatibles,

and sean dos funciones 0 <f; € Ll(mj), j =0,1. Entonces

[LPo(fomp), LP2 (fymyq)]e = L' (f~ % (Mo, My]a).-



Aproximacion en  L2(m)
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Definition

Una sucesion (f;)? ; de funciones de L%(m) es m-ortogonal si se cumple
que la integral [fifidm =0ifi #] paracadai,j € N, and foizdm # 0 para
todoieN.

Definition
Una funcién integrable Bochner ¢ : Q — X’ define una medida paramétrica
my si la formula
My (@)(A) := (M, ¢(w))(A), A€Z
es una medida positiva equivalente a yu para todo o € Q u-c.p.p.
Definition

Sea una sucesion m-ortogonal (f;);> ; y una funcion integrable Bochner ¢
que define la medida paramétrica my. Sea i € N y B; el conjunto medible

Bi={oecQ: (/;zfizdm,¢(w)> —0}.
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Definition
Una sucesion de funciones medibles (Bi(w))2 ;. B : Q — R, es compatible
con la sucesion m-ortonormal (f;)? ; si la funcién

Nl

V(@)= ([ (5 A (m)dmo(o)(n)

esté definida p-c.p.p. y pertenece a Ly(u).

Lemma

Sea ¢ € Ly (u,X’) una funcién que define una medida parametrizada mg y
sea (f;)> ; una sucesion m-ortogonal. Sea g € L,(m). Entonces la sucesion
correspondiente de coeficientes de Fourier puntualmente dependientes

(ai¢)f":1 es compatible con (f;){2 ;.
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Definition

Sea g € Lp(m) y consideremos una sucesion de funciones ()2, que es
compatible con (f;){” ;. Definimos el error € asociado a g € Lo(m) y la
sucesion (B;);>., como

£(@.(B)i2a) = [

Q

(/Q(g(n)— iﬁi(w)fi(n))2d<m(n)7¢(w)>)du(w)~
i=1

Theorem

Sea ¢ € L1 (u,X’) una funcién que define una medida parametrizada my, y
sea g € Ly(m). Sea (f;);> ; un sistema m-ortogonal. Si (8 (w)){>, es una
sucesion compatible con (f;)? ;, entonces

(g, ()f1) <eg, (B)fy)-
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Ejemplo: Consideremos la medida vectorial A : = — R3 dada por

3
Ao(A Zuo (ANfi—1,i])ey, A€z,
J_

siendo ([0,3],Z, o) el espacio de medida de Lebesgue. Los siguientes
polinomios son Ag-ortogonales.

p1(x) =1,

p2(x) =3 171x +3x2-x3,

pa(x) =11 - X+393 223243 4 3094 9x5 4 x8.
Seag(x) == ot +2e< 3(x-15)) € .2(1y). Consideremos diferentes
funciones ¢.

(1) Sea ¢1(x) := 21-3:1 Xjj—1(X)€;. Los coeficientes de Fourier son las

funciones
3 fj—1jPigduo

4 Jj-1jpfduo

i =1,2 3. Asi, la aproximacion obtenida a g es

3
X)i=3 & (x)p; (x):
i=1

o™ (x) =

Xj-1 (%),
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(2) Sea ¢»(x) := xpo <el+e7f§+e3) Los coeficientes o/?, i = 1,2,3, son este

caso constantes, coinciden con los del espacio de Hilbert L, (ug).

ha(x) = Y a®pi(x) = 1,22283p; (x) + 0,735055p, () +0,104471p3(x).

M%w

(3) Finalmente, sea y(x) := 3> ; exp(—(x — (j — 3))%)g;, y definamos la
funcién

_ v
A TZEST R

En este caso, la aproximacion obtenida es hz(x) = Z?:l ai¢3 (x)pi (x), siendo

ai¢3 (X) =

321 (Jj—aj figduo)exp(—(x — (i — 3))?)
321 (ji—1j FPdHo)exp(—(x — (i — 3
=123,
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e Lateoria de scattering se puede considerar como parte de la teoria de

perturbaciones en fisica. La idea principal es que obtener una
informacion detallada sobre el operador autoadjunto Hq (el
hamiltoniano libre) nos permite obtener conclusiones sobre otro
operador autoadjunto H (el hamiltoniano total H = Hgy +V, donde V es
el potencial), siempre que Hg y H difieren poco uno del otro.

Existen dos posibles formas de enfrentarse a este problema:

(1) En la teoria de scattering dependiente del tiempo, se considera la
evolucion temporal del paquete de ondas asociado a una particula bajo
la influencia de la interaccién con otra particula (centro de scattering).
El comportamiento asintético de este paquete de ondas en el pasado y
en el futuro lejanos es entonces aproximadamente el de la particula
libre. La transicion entre ambos estados viene representada por el
operador de scattering S, que contiene toda la informacion observable
del sistema de scattering.

(2) En la teoria estacionaria, se estudian soluciones de la ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo. Estas soluciones vienen
caracterizadas por ciertas propiedades asintéticas a gran distancia del
centro de scattering. Los observables, en particular el operador de
scattering, S, se obtienen a partir de las propiedades asintéticas de
tales soluciones. Los dos métodos son matematicamente muy
distintos.
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e El problema principal para pasar de un formalismo a otro es el
siguiente: las magnitudes basicas en la teoria dependiente del tiempo
se expresan en términos de una integral de Bochner a valores en un
espacio de operadores, que pueden expresarse como integrales
espectrales. Esta representacion es conocida; para obtener el paso al
formalismo independiente del tiempo, es necesario probar un teorema
de Fubini adecuado, para la integracion bilineal de funciones que
toman valores en espacios de operadores, como las siguientes:

Definition

Una funcion f : Q — X, es integrable respecto de la medidam: . — Y, en
XY si para todo x} € X} ey € Y3, lafuncion (f,x}) es integrable con
respecto de la medida escalar (m,y}), y para cada S € . existe

fem(S) € X,&.Y, tal que

fam(s),x;®y;) = /S<f,><é>d<m,yé>7 VX5 € X3, Y5 € Y3 1)
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