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Caracterización
de

espacios prehilbertianos

Autor: Diego Francisco Yáñez Murillo.
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(x|x).

Si dim(X) = 2, X es prehilbertiano si S = {x ∈ X : ‖x‖ = 1} es una elipse
(circunferencia)

Figura 1: Ejemplo de cuerda de S que soporta a ρS en su punto medio.
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Si X es el plano eucĺıdeo (S es una circunferencia)

1
2S

S

Si X = l22 (S es una elipse)

1
2S

S

Si X = l2∞ (S es un cuadrado)

1
2S

S

Si X = l∞(2) (S es un cuadrado).



Planteamiento de la caracterización
Observación geométrica:

Sea X el plano eucĺıdeo.
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Definición: Un espacio normado X (real o complejo) verifica la “hipótesis (1
2S)”

si:
u, v ∈ S, inf
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‖(1− τ)u + τv‖ = 1
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u

v
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Obsérvese que, si esto es cierto, en particular, ocurre que cada cuerda de S

que soporta a 1
2S, lo hace en su punto medio.

Nosotros nos propusimos ver si este hecho, al que llamaremos “hipótesis ( 1
2S)”

caracteriza a los espacios prehilbertianos; lo que a la vez sirvió para finalizar

la prueba del resultado de Beńıtez, Fernández y Soriano.
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la prueba del resultado de Beńıtez, Fernández y Soriano.
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B = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}.
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x ⊥ y (x B-ortogonal -u ortogonal en sentido Birkhoff- a y):

‖x‖ ≤ ‖x + λy‖, ∀λ ∈ R.
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x ⊥ y significa que x B-ortogonal (u ortogonal en sentido Birkhoff) a y, esto

es, que

‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖, ∀λ ∈ R.

0

‖x‖S

x
x+ λy

y

x ≺ y significa que x e y son linealmente independientes y x precede es-

trictamente a y en la orientación positiva de X. Es decir, si x = (x1, x2) e

y = (y1, y2) entonces

x ∧ y = x1y2 − x2y1 > 0.

Nótese que x ∧ y da el área del paralelogramo que determinan los vectores x

e y.

x

y

RESULTADOS PRELIMINARES:
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Para cada punto u ∈ S, los puntos u∗ y u∗∗ son los puntos de S tales que:
u∗∗ ≺ u ≺ u∗ y los segmentos [u∗∗, u] y [u, u∗] soportan a a ρS.

Lema 0.5 Cualquiera que sea el espacio normado X, para cada punto u ∈ S

existen puntos u∗, u∗∗ ∈ S únicos, tales que u∗∗ ≺ u ≺ u∗ y los segmentos

[u∗∗, u] y [u, u∗] soportan a 1
2S.

S

0

u

u∗∗

u∗

u⊥

S

0

u

u∗∗

u∗

u⊥

Además, si X verifica la hipótesis 1
2S, entonces:

Proposición 0.6 X es regular (liso y estrictamente convexo).

Corolario 0.7 Para cada vector u ∈ S, existe otro vector u⊥ ∈ S, único, tal

que: u ⊥ u⊥ y u ⊥ u⊥.

Lema 0.8 Para cada punto u ∈ S existe un único número real µ > 0 tal que

‖1
2(u− µu⊥)‖ = ‖1

2(u+ µu⊥)‖ = 1.

S

1
2S

0

u

1
2(u− µu⊥)1

2(u+ µu⊥)

u⊥

Proposición 0.9 Todos los “segmentos” Tuu∗ de la bola unidad B que deter-

minan las cuerdas [u, u∗] de S que soportan a 1
2S tienen la misma área.
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Para cada θ ∈ [0, 2π], s(θ) es el punto de S que forma un ángulo θ con un punto
incial prefijado s(0) ∈ S

S

1
2S

0

uu∗
Tuu∗

Sea s : θ ∈ [0, 2π]→ s(θ) ∈ S una parametrización natural de S.

S

s(θ)

0
s(0)

θ

Como S es una curva convexa, esta aplicación es continua y de variación

acotada.

Del mismo modo, las aplicaciones

s∗ : θ ∈ [0, 2π]→ s∗(θ) ∈ S,

s⊥ : θ ∈ [0, 2π]→ s⊥(θ) ∈ S,

s− µs⊥ : θ ∈ [0, 2π]→
1

2
[s(θ)− µ(θ)s⊥(θ)] ∈ S,

s+ µs⊥ : θ ∈ [0, 2π]→
1

2
[s(θ) + µ(θ)s⊥(θ)] ∈ S.

también son parametrizaciones (no naturales) de S continuas y de variación

acotada.

La aplicación s : θ ∈ [0, 2π] → s(θ) ∈ S es una parametrización natural continua
y de variación acotada de S.





∀ 0 ≤ α < β ≤ α + π

A(Bs(α)s(β)) =
1
2

∫ β

α

s(θ) ∧ ds(θ) =
1
2

∫ β

α

[s1(θ)ds2(θ)− s2(θ)ds1(θ)]

0
1
2S

S

s(0)

s(θ)

s(θ)− µ(θ)s⊥(θ)

s(θ) + µ(θ)s⊥(θ)

s⊥(θ)

s∗(θ)

Aśı ∀ 0 ≤ α < β ≤ α+ π

A(Bs(α)s(β)) =
1

2

∫ β

α

s(θ) ∧ ds(θ) =
1

2

∫ β

α

[s1(θ)ds2(θ)− s2(θ)ds1(θ)]

S
0

s(α)s(β)
Bs(α)s(β)

En particular,

A(B) =
1

2

∫ 2π

0
s(θ)∧ ds(θ) =

1

2

∫ 2π

0
s∗(θ)∧ ds∗(θ) =

1

2

∫ 2π

0
s⊥(θ)∧ ds⊥(θ) =

1

8

∫ 2π

0
[s(θ)− µ(θ)s⊥(θ)] ∧ d[s(θ)− µ(θ)s⊥(θ)] =

1

8

∫ 2π

0
[s(θ) + µ(θ)s⊥(θ)] ∧ d[s(θ) + µ(θ)s⊥(θ)].
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s⊥ : θ ∈ [0, 2π] → s⊥(θ) ∈ S,

son parametrizaciones de S continuas y de variación acotada (S curva convexa).

(iii) Las aplicaciones s, s∗ : [0, 2π] → S son diferenciables y se tiene que
s′ = ps⊥ y s∗′ = qs∗⊥.

(iv) (u∗)∗ = u∗∗.
Nota: (u∗)∗ = u∗∗ significa que:

u

u∗

u∗∗

1
2S

S

Por otra parte:

Lema 0.12 Si X verifica la hipótesis ( 1
2S) entonces,

1. ∀u ∈ S, A(Buu∗) = A(Bu∗u∗∗) = A(Bu∗∗u), y estos sectores son disjun-

tos.

2. u, v ∈ S ,u ≺ v ⇒ A(Buv) = A(Bu∗v∗).

3. u ∈ S → u ∧ u∗ ∈ R es constante.

S

0

u∗

u

u∗∗
S

0
u

v

v∗

u∗

Demostración: (1) Dodo u ∈ S, sea s : θ ∈ [0, 2π] → s(θ) ∈ S una

parametrización natural de S y α, β ∈ [0, 2π], con 0 ≤ α < β < α + π,

tales que:

u =
1

2
[s(α)− µ(α)s⊥(α)]





(v) ∀u ∈ S, A(Buu∗) = A(Bu∗u∗∗) = A(Bu∗∗u),y estos sectores son disjuntos.
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(vi) u, v ∈ S ,u ≺ v ⇒ A(Buv) = A(Bu∗v∗).



(v) ∀u ∈ S, A(Buu∗) = A(Bu∗u∗∗) = A(Bu∗∗u),y estos sectores son disjuntos.
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u∗∗

u

u∗

v

v∗

(vi) u, v ∈ S ,u ≺ v ⇒ A(Buv) = A(Bu∗v∗).

(vii) u ∈ S → u ∧ u∗ ∈ R es constante.
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(x|x),y es fácil ver que la función
convexa

F (t) = ‖(1− t)u + tv‖, 0 ≤ t ≤ 1,
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Demostración:

Si X es prehilbertiano, entonces ‖x‖ =
√

(x|x),y es fácil ver que la función
convexa

F (t) = ‖(1− t)u + tv‖, 0 ≤ t ≤ 1,

alcanza un ḿınimo en t = 1/2.

Para el recŕıproco: Basta considerar X = R2, S esfera unidad.

Sea s : θ ∈ [0, 2π] → s(θ) ∈ S una parametrización natural de S.

Existe una aplicación k : [0, 2π] → k(θ) ∈ R+ tal que, para cada θ ∈ [0, 2π] si

s(θ) =
(
s1(θ), s2(θ)

)
y s∗(θ) =

(
s∗1(θ), s

∗
2(θ)

)





entonces,
s′1(θ) = k(θ)[s1(θ) + 2s∗1(θ)]

s′2(θ) = k(θ)[s2(θ) + 2s∗2(θ)]

s∗′1 (θ) = −k(θ)[2s1(θ) + s∗1(θ)]

s∗′2 (θ) = −k(θ)[2s2(θ) + s∗2(θ)]



entonces,
s′1(θ) = k(θ)[s1(θ) + 2s∗1(θ)]

s′2(θ) = k(θ)[s2(θ) + 2s∗2(θ)]

s∗′1 (θ) = −k(θ)[2s1(θ) + s∗1(θ)]

s∗′2 (θ) = −k(θ)[2s2(θ) + s∗2(θ)]

Datos iniciales,

(s1(0), s2(0)) = (1, 0) y (s∗1(0), s∗2(0)) = (−1
2,
√

3
2 ),

se obtiene que, s2
1(θ) + s2

2(θ) = 1.
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APLICACIONES:

Resultado de Gurarii y Sozonov

Gurarii y Sozonov (1968): X espacio normado es prehilbertiano ⇔

u, v ∈ S, inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u + τv‖ = ‖1
2u + 1

2v‖.

RESULTADO A PROBAR: ¿“Hipótesis ( 1
2S)” caracteriza a los espacios

prehilbertianos?

EN RELACIÓN A LA “HIPÓTESIS (1
2S)”:

Basta considerar X = R2, S = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}, B = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}.

Gurarii y Sozonov: X espacio normado es prehilbertiano ⇔

u, v ∈ S, inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u+ τv‖ = ‖ 1
2u+ 1

2v‖.

S

Pues bien, el hecho de que la “hipótesis ( 1
2S)” sea caracteŕıstica de los espacios

prehilbertianos significa exactamente que en el resultado de Gurarii y Sozonov

basta considerar aquellos pares de puntos u, v ∈ S para los que

inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u+ τv‖ =
1

2
.





“hipótesis (1
2S)” ⇒ basta considerar u, v ∈ S tal que

inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u + τv‖ =
1
2
.

u

v

w

1
2S

S

Obsérvese que, si esto es cierto, en particular, ocurre que cada cuerda de S

que soporta a 1
2S, lo hace en su punto medio.

Nosotros nos propusimos ver si este hecho, al que llamaremos “hipótesis ( 1
2S)”

caracteriza a los espacios prehilbertianos; lo que a la vez sirvió para finalizar

la prueba del resultado de Beńıtez, Fernández y Soriano.

Formalmente:

“HIPÓTESIS (1
2
S)”:

Definición 0.3 Un espacio normado X (real o complejo) verifica la “hipótesis

(1
2S)” si:

u, v ∈ S, inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u+ τv‖ = 1
2 ⇒

1
2u+ 1

2v ∈
1
2S.

0
1
2S

S

u
u+v

2v
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‖x−m‖+ ‖y −m‖+ ‖z −m‖ ≤ ‖x− p‖+ ‖y − p‖+ ‖z − p‖, (p ∈ X)

Si X es prehilbertiano, ⇒ ∀x, y, z ∈ X,∃·m y m ∈ co(x, y, z).
(Fermat, Torricelli, Cavalieri, S XVII)

m se conoce como “mediana (de Fermat-Torricelli)” de x, y, z.

x

y

z

m

x y = m

z

Sea X un espacio normado arbitrario.

Si X es prehilbertiano (‖x‖ =
√

(x|x) )⇒ ∀x, y, z ∈ X, ∃·m y m ∈ co(x, y, z).

Si X no es prehilbertiano, ⇒ la mediana de tres puntos no tiene porqué

existir, y, en caso de existir, no tiene porqué ser única ni porqué estar en la

envolvente convexa de los tres puntos (ni siquiera en el plano que determinan

dichos puntos).

Teorema 0.1 (Beńıtez, Fernández, Soriano, 2002) Sea X un espacio nor-

mado de dimensión ≥ 3, X es prehilbertiano si y sólo si ∀x, y, z ∈ X ⇒ hay

una mediana de dichos puntos en co(x, y, z).

Pues bien, para probar este resultado, el necesario probar que:

Teorema 0.2 : X es prehilbertiano si y sólo si ∀u, v, w ∈ S : u + v + w =

0⇒ 0 es una mediana de dichos puntos.

Y para probar este último resultado es necesario probar que X es prehilber-

tiano si y sólo si para cada punto u ∈ S hay un triángulo inscrito en S,

circunscrito a 1
2S, que tiene por vértice a u y que es tal que cada lado del

triángulo toca a 1
2S en su punto medio.



Medianas de Fermat-Torricelli.

Definición: X espacio normado, x, y, z ∈ X, un punto m ∈ X es una “mediana
(de Fermat-Torricelli)” de x, y, z, si

‖x−m‖+ ‖y −m‖+ ‖z −m‖ ≤ ‖x− p‖+ ‖y − p‖+ ‖z − p‖, (p ∈ X)

Si X es prehilbertiano, ⇒ ∀x, y, z ∈ X,∃·m y m ∈ co(x, y, z).
(Fermat, Torricelli, Cavalieri, S XVII)

m se conoce como “mediana (de Fermat-Torricelli)” de x, y, z.

x

y

z

m

x y = m

z

Sea X un espacio normado arbitrario.

Si X es prehilbertiano (‖x‖ =
√

(x|x) )⇒ ∀x, y, z ∈ X, ∃·m y m ∈ co(x, y, z).

Si X no es prehilbertiano, ⇒ la mediana de tres puntos no tiene porqué
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Y para probar este último resultado es necesario probar que X es prehilber-

tiano si y sólo si para cada punto u ∈ S hay un triángulo inscrito en S,

circunscrito a 1
2S, que tiene por vértice a u y que es tal que cada lado del
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Si X no es prehilbertiano, dados x, y, z ∈ X, la mediana de estos tres puntos no
tiene porqué existir, ni ser única, ni estar en co(x, y, z)
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Teorema: (Beńıtez, Fernández, Soriano, 2002) Sea X un espacio normado de
dimensión ≥ 3, X es prehilbertiano si y sólo si, para cada x, y, z ∈ X hay una
mediana de dichos puntos en co(x, y, z).

Teorema: (Beńıtez, Yáñez, 2007)Un espacio normado real X liso de dimensión
≥ 3 es prehilbertiano si y sólo si, para cada u, v, w ∈ S tales que u + v + w = 0,
se tiene que 0 es una mediana de dichos puntos.
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Recordemos:

Definición: Un espacio normado X (real o complejo) verifica la “hipótesis (1
2S)”

si:
u, v ∈ S, inf

τ∈[0,1]
‖(1− τ)u + τv‖ = 1

2 ⇒ 1
2u + 1

2v ∈
1
2S.

u

v

w

1
2S

S

Obsérvese que, si esto es cierto, en particular, ocurre que cada cuerda de S

que soporta a 1
2S, lo hace en su punto medio.

Nosotros nos propusimos ver si este hecho, al que llamaremos “hipótesis ( 1
2S)”

caracteriza a los espacios prehilbertianos; lo que a la vez sirvió para finalizar

la prueba del resultado de Beńıtez, Fernández y Soriano.

Formalmente:

“HIPÓTESIS (1
2
S)”:

Definición 0.3 Un espacio normado X (real o complejo) verifica la “hipótesis

(1
2S)” si:

u, v ∈ S, inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u+ τv‖ = 1
2 ⇒

1
2u+ 1

2v ∈
1
2S.

0
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S

u
u+v

2v

Es decir, si cualquiera que sea la cuerda con extremos en S, que soporta a 1
2S, lo

hace en su putno medio.
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Formalmente:
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Es decir, si cualquiera que sea la cuerda con extremos en S, que soporta a 1
2S, lo

hace en su putno medio.

Teorema 1: X es prehilbertiano si y solo si verifica la “Hipótesis (1
2S)”.

¿Será cierto para cualquier esfera homotética de radio ρ, con 0 < ρ < 1?
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La “hipótesis (ρS)”

Definición: Dado 0 < ρ < 1, diremos que un espacio normado X (real o
complejo), con esfera unidad S, verifica la “hipótesis (ρS)” cuando

u, u∗ ∈ S, inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u + τu∗‖ = ρ ⇒ 1
2u + 1

2u
∗ ∈ ρS.

s′2(θ) = k(θ)[s2(θ) + 2s∗2(θ)]

s∗′1 (θ) = −k(θ)[2s1(θ) + s∗1(θ)]

s∗′2 (θ) = −k(θ)[2s2(θ) + s∗2(θ)]

Resolviendo dicho sistema para los datos iniciales,

(s1(0), s2(0)) = (1, 0) y (s∗1(0), s
∗
2(0)) = (−1

2 ,
√

3
2 ),

se obtiene que,

s2
1(θ) + s2

2(θ) = 1,

es decir, a que S es una elipse, como queŕıamos demostrar.

GENERALIZACIÓN:

Definición: Dado 0 < ρ < 1, diremos que un espacio normado X (real o

complejo), con esfera unidad S, verifica la “hipótesis ((ρS))” cuando

u, u∗ ∈ S, inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u+ τu∗‖ = ρ ⇒ 1
2u+ 1

2u
∗ ∈ ρS.

0
ρS

S

u
u+u∗

2u∗

Lema 0.11: X verifica la “hipótesis ( 1
2S) ⇒

Es decir, cuando cualquiera que sea la cuerda con extremos en S, que soporta a
ρS, lo hace en su punto medio.
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m )/2, (k = 1, ...m− 1; m = 2, 3, ...).



ÍNDICE:

• Generalización: la “hipótesis (ρS)”.

∗Más “herramientas”:

−→ρ-poĺıgono asociado a un punto de la esfera.

−→ ρ-elipse asociada a un punto de la esfera.

∗Caso ρ 6=
√

(1 + cos 2kπ
n )/2, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...).

∗Caso ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...).

∗Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...m− 1; m = 2, 3, ...).

• Conclusión.





Si X verifica la “hipótesis (1
2S)” ⇒



Si X verifica la “hipótesis (1
2S)” ⇒

Nota: (u∗)∗ = u∗∗ significa que:

u

u∗

u∗∗

1
2S

S

Por otra parte:

Lema 0.12 Si X verifica la hipótesis ( 1
2S) entonces,

1. ∀u ∈ S, A(Buu∗) = A(Bu∗u∗∗) = A(Bu∗∗u), y estos sectores son disjun-

tos.

2. u, v ∈ S ,u ≺ v ⇒ A(Buv) = A(Bu∗v∗).

3. u ∈ S → u ∧ u∗ ∈ R es constante.

S

0

u∗

u

u∗∗
S

0
u

v

v∗

u∗

Demostración: (1) Dodo u ∈ S, sea s : θ ∈ [0, 2π] → s(θ) ∈ S una

parametrización natural de S y α, β ∈ [0, 2π], con 0 ≤ α < β < α + π,

tales que:

u =
1

2
[s(α)− µ(α)s⊥(α)]



“ρ-poĺıgono asociado a un punto de la esfera”



“ρ-poĺıgono asociado a un punto de la esfera”

Sea X el espacio R2 dotado de una norma, S su esfera unidad , ≺ orientación del
plano y 0 < ρ < 1.

Definición: Dado u ∈ S, se llama ρ-poĺıgono asociado a u a la colección
Pu = {u1, u2, u3, ...} de puntos de S que se van obteniendo, a partir de u1 = u,
de la siguiente forma:

u1 ≺ u2 y la cuerda [u1, u2] soporta a ρS,

u2 ≺ u3 y la cuerda [u2, u3] soporta a ρS, etc.

Surge entonces la pregunta:

Si X que verifica la “hipótesis (ρS)”, ¿se podrán construir poĺıgonos

de esas caracteŕısticas?

“ρ-poĺıgono asociado a un punto de la esfera”. No es necesario considerar que

X verifica la “hipótesis ((ρS))”, ni siquiera que el espacio es regular.

Definición 0.15 ≺ orientación del plano, u ∈ S, se llama ρ-poĺıgono asoci-

ado a dicho punto a la colección Pu = {u1, u2, u3, ...} de puntos de S que se

van obteniendo, a partir de u1 = u, de la siguiente forma:

u1 ≺ u2 y la cuerda [u1, u2] soporta a ρS,

u2 ≺ u3 y la cuerda [u2, u3] soporta a ρS, etc.

S

ρS

u = u1

u2

u3

u4

u5

u6

S

ρS

u5

u6

u7

u = u1

u2

u3

u4

Estos ρ-poĺıgonos tienen, entre otras, la siguientes propiedades:

Proposición 0.16 Si el ρ-poĺıgono Pu es denso en S para algún u ∈ S en-

tonces también es denso en S para todo u ∈ S.

Demostración: En primer lugar se prueba, haciendo uso del Lema 0.5, que

no puede haber un ρ-poĺıgono denso en S y otro finito; una vez probado eso,

haciendo uso de la densidad de Pu en S y del Lema 0.5, se concluye que que

no puede haber un ρ-poĺıgono denso en S y otro infinito no denso.





Este ρ-poĺıgono puede ser:

∗infinito

→denso en S

→no denso en S

∗finito

→un número par de vértices

→un número impar de vértices





Ejemplos de ρ-poĺıgonos:

?Si X = `2(2), es decir, S es una circunferencia, entonces para cada u ∈ S:

Si ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, el ρ-poĺıgono Pu es finito con un número impar de

vértices.

Si ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, el ρ-poĺıgono Pu es finito y con un número par de

vértices.

Si ρ no está en los casos anteriores, el ρ-poĺıgono Pu es denso en S.
1

ρ

ρ
ρ

Figura 1: Ejemplo de cuerda de S que soporta a ρS en su punto medio.





?Si X = `∞(2), es decir, S es un cuadrado, y ρ = 1/2, entonces:

P(1,0) = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)} es convexo con cuatro vérices.

Si u ∈ S no es ninguno de los vértices del anterior ρ-poĺıgono, entonces Pu

tiene infinitos vértices, pero no es denso en S.

Proposición 0.17 Si dos ρ-poĺıgonos Pu y Pv, con u, v ∈ S, son finitos en-

tonces tienen el mismo número de puntos (vértices).

Demostración: Para la demostración se utiliza el Lema 0.5.

NOTA:

- si un ρ-poĺıgono es denso en S, ⇒ todos los ρ-poĺıgonos son densos en S

(condiciones del lema 0.11),

- si un ρ-poĺıgono es finito, no implica que todos los demás ρ-poĺıgonos son

finitos, puede haberlos infinitos no densos en S.

S

ρS

u = u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

Visto esto, surge la pregunta:

Para cada valor 0 < ρ < 1, si X verifica la “hipótesis (ρS), ¿cómo

serán los ρ-poĺıgonos?

“ρ-elipse asociada a un punto de la esfera”, X verifica la “hipótesis

(ρS)” (en particular, es regular). Para cada punto u ∈ S se considera una

ρ-elipse asociada a dicho punto, Cu, que es la elipse centrada en 0 que pasa

por los tres puntos: u, 1
2ρ(u+ u∗), u∗ ∈ S,





Propiedades:



Propiedades:

(i) Si Pu es denso en S para algún u ∈ S, entonces también es denso en S para
todo u ∈ S.



Propiedades:

(i) Si Pu es denso en S para algún u ∈ S, entonces también es denso en S para
todo u ∈ S.

(ii) Si Pu y Pv, con u, v ∈ S, son finitos entonces tienen el mismo número de
puntos (vértices).



Propiedades:

(i) Si Pu es denso en S para algún u ∈ S, entonces también es denso en S para
todo u ∈ S.

(ii) Si Pu y Pv, con u, v ∈ S, son finitos entonces tienen el mismo número de
puntos (vértices).



“ρ-elispse asociada a un punto de la esfera”



“ρ-elispse asociada a un punto de la esfera”

Definición: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”. Para cada punto u ∈ S se llama
ρ-elipse asociada a u , a la elipse, Cu, centrada en 0 que pasa por los tres puntos:
u, 1

2ρ(u + u∗), u∗ ∈ S.

1

ρS

S
Cu

uu∗

1

2ρ
(u + u∗)

Figura 1: Ejemplo de cuerda de S que soporta a ρS en su punto medio.





Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”:



Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”:

(i) Para cada u ∈ S, la ρ-elipse Cu es tangente a S en 1
2ρ(u + u∗) .



Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”:

(i) Para cada u ∈ S, la ρ-elipse Cu es tangente a S en 1
2ρ(u + u∗) .

(ii) Existe un punto v ∈ S tal que la ρ-elipse Cv es tangente a S en todos los
puntos (vértices) v1, v2, . . . , del ρ-poĺıgono Pv; es decir: Pv ⊂ S ∩ Cv y Pv es
inscrito en Cv y circunstrito a ρCv.





Fijado un valor 0 < ρ < 1, puede ser que:



Fijado un valor 0 < ρ < 1, puede ser que:

ρ 6=
√

(1 + cos 2kπ
n )/2, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...), el ρ-poĺıgono Pv es denso

en S.

ρ =
√

(1 + cos 2kπ
n )/2, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...), el ρ-poĺıgono Pv tiene un

número finito de vértices,



Fijado un valor 0 < ρ < 1, puede ser que:

ρ 6=
√

(1 + cos 2kπ
n )/2, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...), el ρ-poĺıgono Pv es denso

en S.

ρ =
√

(1 + cos 2kπ
n )/2, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...), el ρ-poĺıgono Pv tiene un

número finito de vértices,

n par, ρ =
√

1+cos kπ
m

2 , (k = 1, ...m; m = 1, 2, 3, ...), entonces el
ρ-poĺıgono Pv tiene un número par de vértices.



Fijado un valor 0 < ρ < 1, puede ser que:

ρ 6=
√

(1 + cos 2kπ
n )/2, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...), el ρ-poĺıgono Pv es denso

en S.

ρ =
√

(1 + cos 2kπ
n )/2, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...), el ρ-poĺıgono Pv tiene un

número finito de vértices,

n par, ρ =
√

1+cos kπ
m

2 , (k = 1, ...m; m = 1, 2, 3, ...), entonces el
ρ-poĺıgono Pv tiene un número par de vértices.

n impar, ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...)”, el

ρ-poĺıgono Pv tiene un número impar de vértices.



Caso ρ 6=
√

1+cos 2kπ
n

2 , (2k < n; n = 1, 2, 3, ...).



Caso ρ 6=
√

1+cos 2kπ
n

2 , (2k < n; n = 1, 2, 3, ...).

Teorema 2: Si X verifica la hipótesis (ρS), con

ρ 6=

√
1 + cos 2kπ

n

2
, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...),

entonces es prehilbertiano.



Caso ρ 6=
√

1+cos 2kπ
n

2 , (2k < n; n = 1, 2, 3, ...).

Teorema 2: Si X verifica la hipótesis (ρS), con

ρ 6=

√
1 + cos 2kπ

n

2
, (2k < n; n = 1, 2, 3, ...),

entonces es prehilbertiano.

Demostración: Pv ⊂ S ∩ Cv y Pv denso en Cv,⇒ S = Cv.



Caso ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...)”



Caso ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...)”

Si X verifica la “hipótesis (ρS)”, hay un ρ-poĺıgono Pv con un número impar de
vértices.



Caso ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...)”

Si X verifica la “hipótesis (ρS)”, hay un ρ-poĺıgono Pv con un número impar de
vértices.

Caso particular, ρ = 1
2:



Caso ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...)”

Si X verifica la “hipótesis (ρS)”, hay un ρ-poĺıgono Pv con un número impar de
vértices.

Caso particular, ρ = 1
2:

u

v

w

1
2S

S

Obsérvese que, si esto es cierto, en particular, ocurre que cada cuerda de S

que soporta a 1
2S, lo hace en su punto medio.

Nosotros nos propusimos ver si este hecho, al que llamaremos “hipótesis ( 1
2S)”

caracteriza a los espacios prehilbertianos; lo que a la vez sirvió para finalizar

la prueba del resultado de Beńıtez, Fernández y Soriano.

Formalmente:

“HIPÓTESIS (1
2
S)”:

Definición 0.3 Un espacio normado X (real o complejo) verifica la “hipótesis

(1
2S)” si:

u, v ∈ S, inf
τ∈[0,1]

‖(1− τ)u+ τv‖ = 1
2 ⇒

1
2u+ 1

2v ∈
1
2S.

0
1
2S

S

u
u+v

2v





Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”,



Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”,

(i) Hay un ρ-poĺıgono, Pv = {v1, v2, . . . , vn}, con un número impar de vértices.



Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”,

(i) Hay un ρ-poĺıgono, Pv = {v1, v2, . . . , vn}, con un número impar de vértices.

(ii) Los vértices de ese ρ-poĺıgono Pv son tales que:

v1 ∧ v2 = ... = vn−1 ∧ vn = vn ∧ v1,

A(Bv1v2) = A(Bv2v3) = . . . = A(Bvnv1), . . .



Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”,

(i) Hay un ρ-poĺıgono, Pv = {v1, v2, . . . , vn}, con un número impar de vértices.

(ii) Los vértices de ese ρ-poĺıgono Pv son tales que:

v1 ∧ v2 = ... = vn−1 ∧ vn = vn ∧ v1,

A(Bv1v2) = A(Bv2v3) = . . . = A(Bvnv1), . . .

(iii) Todo ρ-poĺıgono tiene el mismo número impar de vértices y todos verifican
las mismas propiedades.



Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”,

(i) Hay un ρ-poĺıgono, Pv = {v1, v2, . . . , vn}, con un número impar de vértices.

(ii) Los vértices de ese ρ-poĺıgono Pv son tales que:

v1 ∧ v2 = ... = vn−1 ∧ vn = vn ∧ v1,

A(Bv1v2) = A(Bv2v3) = . . . = A(Bvnv1), . . .

(iii) Todo ρ-poĺıgono tiene el mismo número impar de vértices y todos verifican
las mismas propiedades.

(iv) u ∈ S → u ∧ u∗ es constante.



Propiedades: Si X verifica la “hipótesis (ρS)”,

(i) Hay un ρ-poĺıgono, Pv = {v1, v2, . . . , vn}, con un número impar de vértices.

(ii) Los vértices de ese ρ-poĺıgono Pv son tales que:

v1 ∧ v2 = ... = vn−1 ∧ vn = vn ∧ v1,

A(Bv1v2) = A(Bv2v3) = . . . = A(Bvnv1), . . .

(iii) Todo ρ-poĺıgono tiene el mismo número impar de vértices y todos verifican
las mismas propiedades.

(iv) u ∈ S → u ∧ u∗ es constante.

(v) u, v ∈ S, u ≺ v,A(Buv) = A(Bu∗v∗).





Teorema 3: Si X verifica la hipótesis (ρS), con

ρ =

√
1 + cos 2kπ

2m+1

2
, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...),

entonces es prehilbertiano.



Teorema 3: Si X verifica la hipótesis (ρS), con

ρ =

√
1 + cos 2kπ

2m+1

2
, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...),

entonces es prehilbertiano.



Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...,m− 1; m = 2, 3, ...).



Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...,m− 1; m = 2, 3, ...).

Propiedades: Si X verifica la hipótesis (ρS)



Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...,m− 1; m = 2, 3, ...).

Propiedades: Si X verifica la hipótesis (ρS)

(i) Hay un ρ-poĺıgono Pv con un número par de vértices.



Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...,m− 1; m = 2, 3, ...).

Propiedades: Si X verifica la hipótesis (ρS)

(i) Hay un ρ-poĺıgono Pv con un número par de vértices.

(ii) A(Bvivi+1) = constante.



Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
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Propiedades: Si X verifica la hipótesis (ρS)

(i) Hay un ρ-poĺıgono Pv con un número par de vértices.

(ii) A(Bvivi+1) = constante.
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Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...,m− 1; m = 2, 3, ...).

Propiedades: Si X verifica la hipótesis (ρS)

(i) Hay un ρ-poĺıgono Pv con un número par de vértices.

(ii) A(Bvivi+1) = constante.

(iii) vi ∧ vi+1 = constante.

Pero:

Los argumentos de los casos anteriores (1/2, denso e impar) no bastan para obtener
una caracterización. En concreto, no somos capaces de obtener que todos los
ρ−poĺıgonos tengan esas propiedades que Pv.



Caso ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...,m− 1; m = 2, 3, ...).

Propiedades: Si X verifica la hipótesis (ρS)

(i) Hay un ρ-poĺıgono Pv con un número par de vértices.

(ii) A(Bvivi+1) = constante.

(iii) vi ∧ vi+1 = constante.

Pero:

Los argumentos de los casos anteriores (1/2, denso e impar) no bastan para obtener
una caracterización. En concreto, no somos capaces de obtener que todos los
ρ−poĺıgonos tengan esas propiedades que Pv.

¡¡¡PROBLEMA ABIERTO!!!



Caso ρ = 1√
2
.



Caso ρ = 1√
2
.

u

u∗

u∗∗

1
2S

S

este resultado es fundamental para probar que la dicha hipótesis caracteriza

a los espacios prehilbertianos.

CASO GENERAL:

Primer intento: ρ = 1√
2
(Sección 2.4).

S

1√
2
S

Proposición 0.14 Si X verifica la hipótesis (ρS) y para cada u1 ∈ S exis-

ten u2, u3, u4 ∈ S tal que el cuadrilátero de esos vértices es inscrito a S y

circunscrito a ρS, entonces,

1. u3 = −u1, u4 = −u2.

2. ‖u1 + u2‖ = ‖u2 + u3‖ = 2ρ.

3. ρ = 1√
2
.

4. X es prehilbertiano.





Teorema 4: Si X verifica la hipótesis (ρS) y para cada u1 ∈ S existen
u2, u3, u4 ∈ S tal que el cuadrilátero de esos vértices es inscrito a S y circunscrito
a ρS, entonces,

(i) u3 = −u1, u4 = −u2.

(ii) ‖u1 + u2‖ = ‖u2 + u3‖ = 2ρ.

(iii) ρ = 1√
2
.

(iv) X es prehilbertiano.



Conclusión:
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Fijado un valor 0 < ρ < 1,
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√
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prehilbertiano
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• si ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...), ⇒ X es

prehilbertiano (teorema 3).

Caso particular: ρ = 1
2(teorema 1).
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√

(1 + cos 2kπ
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• si ρ =
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• si ρ =
√

(1 + cos 2kπ
2m+1)/2, (k = 1, ...,m; m = 1, 2, 3, ...), ⇒ X es

prehilbertiano (teorema 3).

Caso particular: ρ = 1
2(teorema 1).

• si ρ =
√

(1 + cos kπ
m )/2, (k = 1, ...,m− 1; m = 2, 3, ...),⇒ caso abierto.
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