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Si:
w,v€ S, inf |(1-7u+71v||=3 = su+3vES

T€[0,1]

1
p)
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La “hipétesis (35)".

Definicién: Un espacio normado X (real o complejo) verifica la “hipétesis (£.5)"
SI:
1

= —u+%v€%5.

u,v € S, inf |[(1—7)u+ 70| = >

T€[0,1]

1
p)

Es decir, si cualquiera que sea la cuerda con extremos en S, que soporta a %S, lo
hace en su putno medio.

1
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Notaciones y “herramientas’.

Basta considerar:

X =R
S=1reX:|z|| =1},
B={xe X :|z|]| <1}.
Denotamos £S5 = {z € X : ||z| = 3}.

Sean z,y € X






x 1 y (x B-ortogonal -u ortogonal en sentido Birkhoff- a ):

lzll < flz 4+ Ayll, VA eR.
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x <1y : x ey son linealmente independientes y x precede estrictamente a y en
la orientacidn positiva de X.

Es decir, si z = (z1,22) , y = (y1,y2)

T ANy = x1y2 — T2y > 0.

x Ay es el area del paralelogramo que determinan los vectores z e y.






Para cada punto v € S, los puntos u* y u** son los puntos de S tales que:
u** < u < u*y los segmentos [u**, u| y [u,u*] soportan a a pS.
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Parametrizacion de Joly de S:

Para cada 0 € [0,27], s(f) es el punto de S que forma un angulo 6 con un punto
incial prefijado s(0) € S

La aplicacién s : 0 € [0,27] — s(f) € S es una parametrizacién natural continua
y de variacién acotada de S.






Vo<a<f<a+r

6] 6]
A(By(os(s) :% /a 5(0) A ds(0) :% /a (51(0)ds(0) — 52(0)ds1(6)
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Propiedades: Si X verifica la “hipétesis (3S5)" entonces, para cada u € 3, se
tiene que,

(i) X es regular (liso y estrictamente convexo)

L

En particular, para cada u € S, existe un tnico u- en S tal que: v < u*t y

w L ut.
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s*:0€[0,2n] — s¥(0) € S,

sT:0€]0,2r] — s—(0) € S,
son parametrizaciones de S continuas y de variacién acotada (S curva convexa).

(iii) Las aplicaciones s,s* : [0,2n] — S son diferenciables y se tiene que
s = pSJ‘ y g* — qS*J__

(iv) (u*)* = u**.
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(V) Vu € S, A(Byu+) = A(Bysy+) = A(By**y ),y estos sectores son disjuntos.

(Vi) u,v € S ,u <v = A(Byy) = A(By*v*).

(vii) u € S — u A u* € R es constante.
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Demostracion:

Si X es prehilbertiano, entonces ||z|| = /(z|x),y es facil ver que la funcién
convexa

Fit)=|(1-tu+tv],0<t<1,

alcanza un minimo en t = 1/2.
Para el recriproco: Basta considerar X = R?, S esfera unidad.
Sea s: 0 € [0,2n] — s(f) € S una parametrizacién natural de S.

Existe una aplicacién k : [0, 27] — k() € Ry tal que, para cada 6 € |0, 27] si

s(0) = (s1(0),52(0)) vy s7(0) = (s1(0),s5(0))






entonces,



entonces,

Datos iniciales,
(51(0), s2(0)) = (1,0)

se obtiene que, s7(0) + s3(0) = 1.
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Resultado de Gurarii y Sozonov

Gurarii y Sozonov (1968): X espacio normado es prehilbertiano <

v e S, inf [|(1-— = |1y 4+ Lv].
wo €S, inf (1= rut ol = [ut ol







1

“hipétesis (55)" = basta considerar u,v € S tal que

1
inf |I(1 - ——
nf | (1 = 7)u+ 70| ;
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Definicion: X espacio normado, z,y,z € X, un punto m € X es una “mediana
(de Fermat-Torricelli)" de x, y, z, si

lz —m|| +[ly = m[| + |z = m| < llz —p| + lly = pll + Iz = pll, (p€X)

Si X es prehilbertiano, = Vz,y,z € X,Imy m € co(x,y, z).
(Fermat, Torricelli, Cavalieri, S XVII)

Si X no es prehilbertiano, dados z,y, z € X, la mediana de estos tres puntos no
tiene porqué existir, ni ser Unica, ni estar en co(x,y, 2)
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Teorema: (Benitez, Fernandez, Soriano, 2002) Sea X un espacio normado de
dimension > 3, X es prehilbertiano si y sélo si, para cada x,y,z € X hay una
mediana de dichos puntos en co(z,y, z).

Teorema: (Benitez, Yanez, 2007)Un espacio normado real X liso de dimensién
> 3 es prehilbertiano si y sélo si, para cada u,v,w € S tales que u+ v+ w = 0,
se tiene que 0 es una mediana de dichos puntos.
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2
SI:
1

= —u+%v€%5.

u,v €S, inf [[(1—71)u+ 7| = >
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Es decir, si cualquiera que sea la cuerda con extremos en S, que soporta a %S, lo
hace en su putno medio.
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Generalizacion:

Recordemos:

Definicion: Un espacio normado X (real o complejo) verifica la “hipétesis (3.5)"

Si:
u,v €8S, ir[1f ] (1—T)u+7v]| =% = 2u+3v € 3S.
70,1

Es decir, si cualquiera que sea la cuerda con extremos en S, que soporta a %S, lo
hace en su putno medio.

Teorema 1: X es prehilbertiano si y solo si verifica la “Hipétesis (25)".

jSera cierto para cualquier esfera homotética de radio p, con 0 < p < 17
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Es decir, cuando cualquiera que sea la cuerda con extremos en S, que soporta a
pS, lo hace en su punto medio.
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“p-poligono asociado a un punto de la esfera”



“p-poligono asociado a un punto de la esfera”
Sea X el espacio R? dotado de una norma, S su esfera unidad , < orientacién del
planoy 0 < p < 1.

Definicion: Dado u € §, se llama p-poligono asociado a u a la coleccién
P, = {u1,us,us, ...} de puntos de S que se van obteniendo, a partir de u; = wu,
de la siguiente forma:

u1 < ug y la cuerda [uq, us] soporta a pS,

ug < ug y la cuerda [ug, us] soporta a pS, etc.







Este p-poligono puede ser:

«infinito
—denso en S

—no denso en S

+finito
—un numero par de vértices

—un nimero impar de vértices






Ejemplos de p-poligonos:

*xSi X = l5(2), es decir, S es una circunferencia, entonces para cada u € S:

Si p= \/(1 + cos 2%11)/2, el p-poligono P, es finito con un ndmero impar de

vértices.

Si p = \/(1 + cos %)/2, el p-poligono P, es finito y con un nimero par de
vértices.

Si p no esta en los casos anteriores, el p-poligono P, es denso en S.







*xSi X = £(2), es decir, S es un cuadrado, y p = 1/2, entonces:
P oy =1{(1,0),(0,1),(~1,0),(0,—1)} es convexo con cuatro vérices.

Si w € S no es ninguno de los vértices del anterior p-poligono, entonces P,
tiene infinitos vértices, pero no es denso en S.
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(i) Si P, es denso en S para algin u € S, entonces también es denso en S para
todou € 5.
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(i) Si P,y P,, con u,v € S, son finitos entonces tienen el mismo nimero de
puntos (vértices).
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(i) Si P, es denso en S para algin u € S, entonces también es denso en S para
todou € 5.

(i) Si P,y P,, con u,v € S, son finitos entonces tienen el mismo nimero de
puntos (vértices).



“p-elispse asociada a un punto de la esfera”



“p-elispse asociada a un punto de la esfera”

Definicion: Si X verifica la “hipétesis (pS)". Para cada punto u € S se llama
p-elipse asociada a u , a la elipse, C,,, centrada en 0 que pasa por los tres puntos:
u, i(u +u*),u* € S.







Propiedades: Si X verifica la "hipétesis (pS)":




Propiedades: Si X verifica la "hipétesis (pS)

(i) Para cada u € S, la p-elipse C, es tangente a S en 2—1[)(u + u*) .



Propiedades: Si X verifica la "hipétesis (pS)
(i) Para cada u € S, la p-elipse C, es tangente a S en 2—1[)(u + u*) .

(i) Existe un punto v € S tal que la p-elipse C, es tangente a S en todos los
puntos (vértices) vi,va, ..., del p-poligono P,; es decir: P, C SNC, y P, es
inscrito en (), y circunstrito a pC),.






Fijado un valor 0 < p < 1, puede ser que:
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1 km
n par, p = +C(2)Sm, (k =1,..m; m = 1,2,3,...), entonces el

p-poligono P, tiene un nimero par de vértices.




Fijado un valor 0 < p < 1, puede ser que:

p # \/ 1 + cos 2l”)/Z (2k <n; n=1,2,3,...), el p-poligono P, es denso
en S.

= \/(1 +cos2Em) /2. (2k < n; n=1,2,3,...), el p-poligono P, tiene un
numero finito de vértices,

1 km
n par, p = +C(2)Sm, (k =1,..m; m = 1,2,3,...), entonces el

p-poligono P, tiene un nimero par de vértices.

2m+1
p-poligono P, tiene un nimero impar de vértices.

n impar, p = \/(1 +coss2km /2 (k=1,...m; m=1,2,3,...)", el



2k

Caso p # \/HCO;T, 2k <n;n=1,2,3,..).




1—|—C082k7r
Caso p # \/ , (2E<n;n=1,2,3,...).

Teorema 2: Si X verifica la hipétesis (p.S), con

1 4 cos == 2’”
p;é\/ 7 , (2E<n;n=1,2,3,...),

entonces es prehilbertiano.



1—|—C082k7r
Caso p # \/ , (2E<n;n=1,2,3,...).

Teorema 2: Si X verifica la hipétesis (p.S), con

1 4 cos == 2’”
p;é\/ 7 , (2E<n;n=1,2,3,...),

entonces es prehilbertiano.

Demostracion: P, C SNC,y P, denso en C,,= S = C,,.



Caso p = \/(1 + cos 27272‘11)/2, (k=1,..,m;m=123,..)"
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vértices.
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Caso particular, p = 3:
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vértices.

1.

Caso particular, p = 3:
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(i) Hay un p-poligono, P, = {v1,va,...,v,}, con un nimero impar de vértices.
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V1 ANVU2 = ... = Up—1 NV = Uy \ VU1,

A(Byyv,) = A(Buyoy) = ... = A(Byyoy), - -
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(iii) Todo p-poligono tiene el mismo nimero impar de vértices y todos verifican
las mismas propiedades.
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V1 ANVU2 = ... = Up—1 NV = Uy \ VU1,
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(iv) u € S — u A u* es constante.



Propiedades: Si X verifica la "hipétesis (pS)
(i) Hay un p-poligono, P, = {v1,va,...,v,}, con un nimero impar de vértices.

(ii) Los vértices de ese p-poligono P, son tales que:
V1 ANVU2 = ... = Up—1 NV = Uy \ VU1,

A(Byyv,) = A(Buyoy) = ... = A(Byyoy), - -

(iii) Todo p-poligono tiene el mismo nimero impar de vértices y todos verifican
las mismas propiedades.

(iv) u € S — u A u* es constante.

(V) u,v € S;u < v, A(Byy) = A(Byrv*).






Teorema 3: Si X verifica la hipdtesis (pS), con

1 + cos 52k
= \/ : mtl (k=1,.m; m=1,23,..),

entonces es prehilbertiano.



Teorema 3: Si X verifica la hipdtesis (pS), con

1 + cos 52k
= \/ : mtl (k=1,.m; m=1,23,..),

entonces es prehilbertiano.



Caso p=,/(1+costm)j2, (k

L...om—1;m=23,..).




Caso p=,/(1+costm)/2, (k=1,..,m-1m=23, ).

Propiedades: Si X verifica la hipétesis (pS)



Caso p=,/(1+costm)/2, (k=1,..,m-1m=23, ).

Propiedades: Si X verifica la hipétesis (pS)

(i) Hay un p-poligono P, con un nimero par de vértices.
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Propiedades: Si X verifica la hipétesis (pS)
(i) Hay un p-poligono P, con un nimero par de vértices.

(ii) A(Bv;v;11) = constante.
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Propiedades: Si X verifica la hipétesis (pS)
(i) Hay un p-poligono P, con un nimero par de vértices.
(ii) A(Bv;v;11) = constante.

(iii) v; A v;11 = constante.



Caso p=,/(1+costm)/2, (k=1,..,m-1m=23, ).

Propiedades: Si X verifica la hipétesis (pS)
(i) Hay un p-poligono P, con un nimero par de vértices.
(ii) A(Bv;v;11) = constante.

(iii) v; A v;11 = constante.

Pero:

Los argumentos de los casos anteriores (1/2, denso e impar) no bastan para obtener
una caracterizacion. En concreto, no somos capaces de obtener que todos los
p—poligonos tengan esas propiedades que P,,.



Caso p=,/(1+costm)/2, (k=1,..,m-1m=23, ).

Propiedades: Si X verifica la hipétesis (pS)
(i) Hay un p-poligono P, con un nimero par de vértices.
(ii) A(Bv;v;11) = constante.

(iii) v; A v;11 = constante.

Pero:

Los argumentos de los casos anteriores (1/2, denso e impar) no bastan para obtener
una caracterizacion. En concreto, no somos capaces de obtener que todos los
p—poligonos tengan esas propiedades que P,,.

iiiPROBLEMA ABIERTO!!!



1
V2

Caso p =










Teorema 4: Si X verifica la hipdtesis (pS) y para cada u; € S existen
ug, u3, Ug € S tal que el cuadrildtero de esos vértices es inscrito a S y circunscrito
a pS, entonces,

(i) uz = —uq, ug = —us.
(i) s + wal] = [Juz + ug]) = 2p.
(iii) p = %

(iv) X es prehilbertiano.



Conclusion:




Conclusion:

Fijado un valor 0 < p < 1,
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Conclusion:

Fijado un valor 0 < p < 1, si X verifica la “hipdtesis (pS)", entonces:
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Conclusion:
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Caso particular: p = 3(teorema 1).
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