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MÓDULO DE BISHOP-PHELPS-BOLLOBÁS EN
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TEOREMA DE BISHOP-PHELPS-BOLLOBÁS

Sea
∏

X = {(x , f ) ∈ SX × SX∗ : f (x) = 1}.

TEOREMA (BISHOP-PHELPS-BOLLOBÁS)

Sea X espacio de Banach y 0 < ε < 1. Si (z,h) ∈ SX × SX∗ y
|1− h(z)| < ε2

4 , existe (y ,g) ∈
∏

X tal que ‖g − h‖ < ε y
‖y − z‖ < ε.

COROLARIO (BISHOP-PHELPS)
El conjunto de aplicaciones que alcanzan la norma es denso
en SX∗ .

Este corolario tiene importantes aplicaciones (por ejemplo para
rangos numéricos).
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MÓDULO DE BISHOP-PHELPS-BOLLOBÁS

Sea K = R.

DEFINICIÓN

Sea X espacio de Banach y 0 < ε ≤ 1/2. Definimos

CX (ε) = sup{δ ∈ R : si (z,h) ∈ SX ×SX∗ y h(z) > 1− δ, existe
(y ,g) ∈

∏
X tal que ‖g − h‖ < ε y ‖y − z‖ < ε}

que llamaremos módulo de Bishop-Phelps-Bollobás de X .
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PROPIEDADES DE CX (ε)

PROPOSICIÓN

Sea 0 < ε ≤ 1/2 y X espacio de Banach.

1 ε2

4 ≤ CX (ε) ≤ 2ε, si dim(X ) ≥ 2.
2 Si X es reflexivo, CX (ε) = CX∗(ε).
3 CX (ε) = 1− ı́nf Aε, donde

Aε = {µ > 0 : si (z,h) ∈ SX × SX∗ y h(z) ≥ µ, existe
(y ,g) ∈

∏
X tal que ‖g − h‖ < ε y ‖y − z‖ < ε}

NOTA

Aε es un intervalo de números positivos del tipo (α,+∞) o
[α,+∞), con α > 0.
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CÁLCULO DE CX (ε) EN ESPACIOS DE BANACH

TEOREMA

Sea 0 < ε ≤ 1/2.

1 CRn
1
(ε) = ε2

2 , si n ≥ 2.

2 CRn
∞(ε) =

ε2

2 , si n ≥ 2.

3 CRn
2
(ε) = 2ε2 − ε4

2 , si n ≥ 2.

4 C`2(ε) = 2ε2 − ε4

2 .

5 C`1(ε) =
ε2

2 .
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CÁLCULO DE CX (ε) EN C(K ), K COMPACTO NO

PERFECTO

TEOREMA

Sea K un espacio compacto no perfecto con al menos dos
puntos y sea X = C(K ). Entonces, para cualquier ε ∈ (0,1/2],
CX (ε) = ε2/2.

DEMOSTRACIÓN

Aε = {µ > 0 : si (z,h) ∈ SX × SX∗ y h(z) ≥ µ, existe
(y ,g) ∈

∏
X tal que ‖g − h‖ < ε y ‖z − y‖ < ε}

CX (ε) = 1− ı́nf Aε.∏
C(K ) = {(x , f ) ∈ SC(K ) × SC(K )∗ : f (x) = 1}
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Primera mitad

Sea 0 < ε ≤ 1/2.

Veamos que si µ ∈ Aε, entonces µ > 1− ε2

2

(
ı́nf Aε ≥ 1− ε2

2

)
.

Para ello basta ver que µ = 1− ε2

2 /∈ Aε.

t0 punto aislado en K , s ∈ K \ {t0}
Tomamos h = (1− ε

2)δt0 +
ε
2δs y z ∈ C(K ) definida por:

z(t) =
{

1 si t = t0
1− ε si t ∈ K \ {t0}

h(z) = 1− ε2

2 = µ.
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Dado (y ,g) ∈
∏
C(K ), si ‖y − z‖ < ε:

y(K \ {t0}) ⊆ [a,b] ⊆ (1− 2ε,1) para ciertos a,b ∈ R.
y(t0) = 1.

Existe una red (gi)i∈I ⊆ co(ex(BX∗)) ⊆ BX∗ tal que gi
w∗−→ g.

Podemos asumir que para todo i ∈ I:

Existe ki ∈ N y un conjunto
{αn,i : n ∈ {0, . . . , ki}} ⊆ [−1,1],

∑ki
n=0 |αn,i | ≤ 1.

Existen puntos distintos t0,i = t0, t1,i , . . . , tki ,i ∈ K .

tales que gi =
∑ki

n=0 αn,iδtn,i , ‖gi‖ =
∑ki

n=0 |αn,i | ≤ 1.
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PERFECTO

Sea δ ∈ (0,1− b). Como gi(y)→ g(y) = 1, existe i0 ∈ I tal que
si i ≥ i0, entonces

b < 1−δ ≤ gi(y) =
ki∑

n=0

αn,iy(tn,i) ≤ α0,i+

ki∑
n=1

|αn,i |b ≤ α0,i+b−b|α0,i |,

esto implica que α0,i > 0 y

1 ≥ α0,i ≥
1− δ − b

1− b

y por tanto, lı́m
i∈I

α0,i = 1.
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PERFECTO

Consideremos u ∈ BC(K ) tal que u(t0) = −1,u(s) = 1.

Tenemos que h(u) = −1 + ε y además:

g(u)−h(u) = lı́m
i∈I

gi(u)−h(u) = lı́m
i∈I

(
−α0,i +

ki∑
n=1

αn,iu(tn,i)

)
+1−ε ≤

≤ lı́m sup
i∈I

(
−α0,i +

ki∑
n=1

|αn,i |

)
+1−ε = lı́m sup

i∈I
(−α0,i + ‖gi‖ − α0,i)+1−ε ≤

≤ −ε

luego ‖g − h‖ ≥ ε y ası́, µ /∈ Aε.
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Segunda mitad

Veamos que si µ > 1− ε2

2
, entonces µ ∈ Aε

(
ı́nf Aε ≤ 1− ε2

2

)
.

Sea (z,h) ∈ SC(K ) × SC(K )∗ con h(z) ≥ µ > 1− ε2

2 .

Supongamos que

h =
∑k

n=0 αnδtn para algún k ∈ N.

α0, . . . , αn ∈ [−1,1],
k∑

n=0

|αn| = 1.

Distintos t0, . . . , tk ∈ K .
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Vamos a construir y ∈ C(K ) y g =
k∑

n=0

βnδtn tales que:

y ∈ SC(K ).

‖g‖ =
k∑

n=0

|βn| = 1.

g(y) =
k∑

n=0

βny(tn) = 1.

|y(t)− z(t)| < ε para todo t ∈ K .

‖g − h‖ =
k∑

n=0

|βn − αn| < ε.
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Tomamos:

yn =


1 si z(tn) > 1− ε
−1 si z(tn) < ε− 1

z(tn) si z(tn) ∈ [ε− 1,1− ε]

βn =


0 si n ∈ C = {n ∈ {0, . . . , k} : |z(tn)| ≤ 1− ε}

αn si n ∈ Hc \ C
−S·sgn(αn)
#(H\C) si n ∈ H \ C

donde H = {n ∈ {0, . . . , k} : αnz(tn) ≤ 0}, S =
∑

n∈H∪C

|αn|
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‖g‖ =
k∑

n=0

|βn| = 1:

k∑
n=0

|βn| =
∑
n∈C

|βn| +
∑

n∈Hc\C

|βn| +
∑

n∈H\C

|βn|

= 0 +
∑

n∈Hc\C

|αn| +
∑

n∈H\C

S
#(H \ C)

=
∑

n∈Hc\C

|αn| +
∑

n∈H∪C

|αn| = 1.
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k∑
n=0

βnyn = 1.

Si βn 6= 0, entonces n /∈ C y

sgn(βn) =

{
sgn(αn) = sgn(z(tn)) si n ∈ Hc

−sgn(αn) = sgn(z(tn)) si n ∈ H

con lo cual βnyn = βn sgn(z(tn)) = |βn|, si n = 0, . . . , k y
será

k∑
n=0

βnyn =
k∑

n=0

|βn| = 1.
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|yn − z(tn)| < ε para todo n ∈ {0, . . . k}.
Si z(tn) ∈ [ε− 1,1− ε],

|yn − z(tn)| = |z(tn)− z(tn)| = 0 < ε

Si z(tn) > 1− ε, 0 < 1− z(tn) < ε,

|1− z(tn)| = |yn − z(tn)| < ε

Si z(tn) < ε− 1, 0 < 1 + z(tn) < ε,

| − 1− z(tn)| = |yn − z(tn)| < ε
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‖g − h‖ =
k∑

n=0

|βn − αn| < ε.

‖g − h‖ =
k∑

n=0

|βn − αn| =
∑
n∈C

|αn|+
∑

n∈H\C

(|αn|+ |βn|) =

2−
∑

n∈Hc\C

|αn|−
∑

n∈Hc∪C

|βn| = 2−
∑

n∈Hc\C

|αn|−
∑

n∈Hc\C

|αn| = 2
∑

n∈H∪C

|αn|

⇒ ‖g − h‖ = 2S.

Veamos que 2S < ε.
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CÁLCULO DE CX (ε) EN C(K ), K COMPACTO NO

PERFECTO

2S <
2
ε

(
ε
∑
n∈C

|αn|+
∑
n∈H

(1 + |z(tn)|)|αn|

)
=

=
2
ε

(
1−

(∑
n∈C

|αn|(1− ε) +

(
1−

∑
n∈C

|αn| −
∑
n∈H

|αn|

)
−
∑
n∈H

|αnz(tn)|

))
=

≤ 2
ε

1−

∑
n∈C

αnz(tn) +
∑

n∈Hc\C

αnz(tn) +
∑
n∈H

αnz(tn)

 =

=
2
ε

(
1−

k∑
n=0

αnz(tn)

)
<

2
ε

(
1−

(
1− ε2

2

))
= ε

luego S < ε
2 .
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En resumen, dado (z,h) ∈ SC(K ) × SC(K )∗ con
h(z) ≥ µ > 1− ε2

2 , h =
∑k

n=0 αnδtn y
∑k

n=0 |αn| = 1, existen

g =
∑k

n=0 βnδtn con

‖g − h‖ < ε.

‖g‖ = 1

Ciertos valores y0, . . . , yk de modo que∑k
n=0 βnyn = 1

máxn=0,...,k |yn| = 1

|yn − z(tn)| < ε para todo n = 0, . . . , k .
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Tenemos que F = {t0, . . . , tk} es cerrado en K y sea

a : F−→ [−m,m] ⊆ (−ε, ε)
tn 7→ yn − z(tn)

Existe ã : K → [−m,m] ⊆ (−ε, ε) continua con

ã ∈ εBC(K ).
ã|F = a.

Tomamos ahora y = mı́n{máx{−1, ã + z},1}. Será:

g(y) =
∑k

n=0 βny(tn) =
∑k

n=0 βnyn = 1 (ya que y(tn) = yn).
‖y‖ = 1.
‖y − z‖ < ε.
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Por último, dado (z,h) ∈ SC(K ) × SC(K )∗ con h(z) ≥ µ > 1− ε2

2 :

Existe una red (hi)i∈I ⊆ L(ex(BX∗)) ∩ SX∗ tal que hi
w∗−→ h.

En particular, hi(z)→ h(z) > 1− ε2

2 , luego existe i ≥ i0 tal
que hi(z) > 1− ε2

2 .
Para estas hi , i ≥ i0, por el procedimiento anterior,
construimos (y ,gi) ∈

∏
X tales que ‖y − z‖ < ε y

‖gi − hi‖ < ε.

Para gi , existe una subred (gij )j
w∗−→ cierto g ∈ BX∗ .

g−h = w∗ lı́mj(gij−hij )⇒ ‖g−h‖ ≤ w∗ lı́m infj ‖gij−hij‖ < ε.
gij (y) = 1 para todo j , luego g(y) = 1 (lı́mite w∗).
‖g‖ = 1.
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CÁLCULO DE CX (ε) EN C(K ), K COMPACTO NO

PERFECTO

Concluimos que CC(K )(ε) =
ε2

2

NOTA

En la Segunda mitad de la demostración anterior no
hemos hecho uso de que t0 sea punto aislado.

Para todo K compacto, si µ > 1− ε2

2 , entonces µ ∈ Aε.
Esto implica que ı́nf Aε ≤ 1− ε2

2 , de donde

CC(K )(ε) ≥
ε2

2
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COROLARIO

Sea 0 < ε ≤ 1/2

Cc(ε) =
ε2

2 , ya que c = C(N̂).

C`∞(ε) =
ε2

2 , ya que `∞ = C(βN).
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INTRODUCCIÓN
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ESTABILIDAD DE CX (ε)

TEOREMA

Sea 0 < ε ≤ 1/2. Si X ,Y son espacios de Banach isomorfos
tales que CX y CY son continuas en ε entonces dado γ > 0
existe δ > 0 tal que si d(X ,Y ) < δ entonces
|CX (ε)− CY (ε)| < γ.

En otras palabras, C•(ε) es uniformemente continua para la
distancia de Banach-Mazur.
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PREGUNTAS

1 Dado 0 < ε ≤ 1/2 y X espacio de Banach,
¿CX (ε) es continua en ε?

2 ¿Qué ocurre en C(K ), K compacto?
3 ¿Cuál es el valor de la constante en `p, p ∈ (1,+∞),

p 6= 2?
4 ¿Es cierto que CX (ε) = CX∗(ε) para todo espacio de

Banach X?
5 ¿Es posible cambiar en el Teorema de

Bishop-Phelps-Bollobás ε2

4 por ε2

2 ?
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