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TEOREMA DE BISHOP-PHELPS-BOLLOBAS

Sea [, = {(x,f) € Sx x Sx- : f(x) = 1}.

TEOREMA (BISHOP-PHELPS-BOLLOBAS)

Sea X espacio de Banach y0 < e < 1. Si(z,h) € Sx x Sx+ y
1 —h(2)| < %, existe (y,9) € [y talque||g—h|| <ey

ly — 2|l <e.

| A

COROLARIO (BISHOP-PHELPS)

El conjunto de aplicaciones que alcanzan la norma es denso
en SX* .

Este corolario tiene importantes aplicaciones (por ejemplo para
rangos NUMEricos).
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MODULO DE BISHOP-PHELPS-BOLLOBAS

Sea K =R.

DEFINICION

Sea X espacio de Banachy 0 < ¢ < 1/2. Definimos

Cx(e) =sup{d e R: si(z,h) € Sx x Sx= y h(z) > 1 -, existe
(v,9) € Ilx talque [g—hl| <ey |y — z|| <e}

gue llamaremos modulo de Bishop-Phelps-Bollobas de X.
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PROPIEDADES DE Cx(¢)

Sea0 < ¢ <1/2 y X espacio de Banach.
Q@ 5 < Cxl(e) < 2¢, sidim(X) > 2.
@ Si X es reflexivo, Cx(g) = Cx«(e).
@ Cx(e) =1 —infA., donde

Ac={n>0: si(z,h) € Sx x Sx~ y h(z) > n, existe
(v,9) € Ilx talque|lg—hl| <eyly—2z| <e}

A. es un intervalo de numeros positivos del tipo (a, +00) 0
[, +0), con a > 0.
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TEOREMA

Seal0<e<1/2.

Q Cri(e) =5, sin> 2.
Qo C]Rgo(é“)zé, sin22.
@ Cyy(e)=2:2-%, sin>2.
Q@ Cp(e)=2:2- 5.
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CALCULO DE Cx(¢) EN C(K), K COMPACTO NO
PERFECTO

Sea K un espacio compacto no perfecto con al menos dos
puntos y sea X = C(K). Entonces, para cualquier ¢ € (0,1/2],
Cx(e) = €2/2.

DEMOSTRACION

@ A.={u>0: si(z,h) e Sx x Sx y h(z) > p, existe
(v,9) € [Ix talque [[g—hl| <eyl|z—y| <&}

@ Cx(e) =1—infA..

©® [Jewy = {(x, 1) € Scky x Sk = f(x) =1}
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Primera mitad
Seal0<e<1)/2

2 2
Veamos que si i € A, entonces u > 1 — % (l'nf A->1-— 62>

Para ello basta verque p =1 — % ¢ A..

@ fp punto aislado en K, s € K\ {ty}
@ Tomamos h = (1 — 5)dy, + 50s Y Z € C(K) definida por:

1 Si t=t
Z(t):{1_s si teK\ (b}
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Dado (y.9) € ek Si ly — 2]l < =
® y(K\{l}) Cla,b] C (1 —2¢1) para ciertos a, b € R.
@ y(fh) =1.
Existe una red (g;);c; € co(ex(Bx-+)) € Bx- tal que g; AN g.
Podemos asumir que para todo i € [

@ Existe k; € Ny un conjunto k
{apine{0,...,k}} C[-1,1], > 7o lanl < 1.
@ Existen puntos distintos fo ; = to, ty j, ..., lx i € K.

k; k;
tales que gi = Y- an,idt,;, I1Gill = Do ng lonil < 1.
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Sea § € (0,1 —b). Como gi(y) — g(y) = 1, existe iy € I tal que
si i > Iy, entonces

k,‘ ki
b<1-5<gi(y) =D aniy(tai) < agi+Y_ lanilb < agi+b—blag,l,

n=0 n=1
esto implica que ag; >0y

1-6-0b

1>ag;> ™

y por tanto, Ig’nl1 ag;=1.
e
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Consideremos u € Bg k) tal que u(ty) = —1,u(s) = 1.

Tenemos que h(u) = —1 + ¢ y ademas:

ki
g(u)—h(u) = Illg) gi(u)—h(u) = Illg <—a07,- + Z a,,7,-u(tn7,-)> +1-e<

n=1

Ki
< limsup <—ao’,‘ + Z |ozn7,'|> +1—e =limsup (—ao,i + ||gi|l — o)) +1—¢ <
i€l n—1 i€l

< —¢

luego ||g — h|| > ey asi, u ¢ A..
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Segunda mitad
2

€ ] 2
o entonces u € A: (mng <1- 2)_

Sea (z,h) € Se(k) % Sewky- coNh(z) > p>1- 5.

Veamos que si > 1 —

Supongamos que

o h=3K . and;, paraalgiin k € N.

k

 ag,...,an€[-1,1], Y |an| = 1.
n=0

@ Distintos fy, ..., t € K.
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k
Vamos a construir y € C(K)y g = Z Bndt, tales que:
n=0

® y € Sck)-
k

o llgl =18l =1.
n=0

k
° g(y) = Bay(ta) =1.
n=0

@ |y(t) — z(t)] < e paratodo t € K.
k

° g—hl=> 18— an <e.
n=0

S.MORENO, F.RAMBLA MODULO DE BPB EN ESPACIOS DE BANACH



INTRODUCCION

CALCULO DE Cx (&) EN ESPACIOS DE BANACH
MODULO DE BISHOP-PHELPS-BOLLOBAS EN ESPACIOS DE BANACH ~ ESTABILIDAD DE Cy ()

PREGUNTAS

REFERENCIAS

CALCULO DE Cx(¢) EN C(K), K COMPACTO NO
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Tomamos:

1 SI Z(tn) > 1-— 5
Vn = -1 si z(th) <e—1
z(t)) si z(th) €[e—1,1—¢]

0 si neC={ne{0,....k}:|z(t))| <1—¢}
Bn = Qn si nc H°\C

_s an
%(C)) si neH\C

donde H={nec{0,...,k} : anz(t)) <0}, S= D |an|
neHUC
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k
o [lgll = 1Bal = 1:
n=0

k
DBl = DBl A+ D> 1Bl + D 1Bl
n=0

neC neHe\C neH\C
S
= 0 + Z lan|  + Z _°
neHe\c neH\C #(H\ C)
= Z lan|  + Z lan| = 1
neHe\C neHUC
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k
o zﬁnyn = 1
n=0

Si fn # 0,entoncesn¢ Cy

_ sgn(an) =sgn(z(t,)) si ne H°
sgn(fhn) = { —sgn(an) = sgn(z(t,)) si ne H

con lo cual Bnyn = Bn sgn(z(ty)) = |Bnl, sSin=0,...,ky

sera
k k
Zﬁn}’n = Z |Bnl = 1.
n=0 n=0

S.MORENO, F.RAMBLA MODULO DE BPB EN ESPACIOS DE BANACH



INTRODUCCION

CALCULO DE Cx (&) EN ESPACIOS DE BANACH
MODULO DE BISHOP-PHELPS-BOLLOBAS EN ESPACIOS DE BANACH ~ ESTABILIDAD DE Cy ()

PREGUNTAS

REFERENCIAS

CALCULO DE Cx(¢) EN C(K), K COMPACTO NO
PERFECTO

@ |yn— z(tn)| < e paratodo n € {0,...k}.
] S'Z(tn)e [5_171 _5]1

Vo — 2(t)| = |2(th) — 2(tn)| = 0 < &
o Siz(fy) >1—-¢,0<1—-2(t) <e,
11— 2z(ta)| = lyn — 2(t)| <€
e Siz(t)) <e—1,0<1+2(ty) <e,

| =1 —=2(t)| = |yn — 2(tn)| <
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k
o [lg—hll=> [Bn—anl <e.
n=0

k
lg = hll =180 —anl =D lanl+ D (lan|+[Bal) =
n=0

neC neH\C

2= > lanl= D2 1Bl =2= D lanl= D Janl =2 ) ol

neHe\C neHeUuC neHe\C neHe\C neHUC
= |lg — h|| =2S.
Veamos que 2S < ¢.
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28 < g (62 ] + (1 + |z(z‘,,)|)a,,|> -

neC neH
§ < (Z lon|(1 =€) (1 - Z |an| — Z |O‘"|> - Z |a”z(t")|>> -
neC nec neH neft
<2 (1 - (Z anz(ta)+ Y anz(tn)+2@nz(fn))) -

£ neC neHe\C neH
2 2 °
6(1—Z(Jén2tn> <1_(1_2)>:8

luego S < 3.
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En resumen, dado (z, h) € S¢(k) x Se(k)- con
h(z)>pn>1-5, h=3F_ans,y XK ,lan =1, existen
® g =3 n_0Bndt, cON
° |lg—hll <e.
° [lgll =1

@ Ciertos valores yy, . .., yx de modo que

o Yo Ba¥n =1
® MaXp—o . k|Vn| =1

o |yn— 2(t))| <eparatodon=0,..., k.
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Tenemos que F = {fy,..., Ik} es cerrado en Ky sea

a:F— [-mm] C(—¢,¢)
th — Yn— 2(t)
Existe a: K — [-m, m] C (—¢,¢) continua con
@ ac EBC(K)-
o §|F =a.
Tomamos ahora y = min{max{—1,a+ z},1}. Sera:
® 9(¥) = Xno Bn¥(tn) = Xp_o Bnyn = 1 (ya que y(tn) = ¥n).
° |yl =1.
o ly—z|<e.
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Por ultimo, dado (z, h) € S¢(ky x S¢k)- con h(z) > p > 1 — 5—2:

@ Existe unared (h;);.; € L(ex(Bx-)) N Sx- tal que h; s h,

@ En particular, hj(z) — h(z) > 1 — 522 luego existe i > iy tal
que hi(z) > 1 — %

@ Para estas h;, i > iy, por el procedimiento anterior,
construimos (y, gi) € [[x talesque |ly — z|| < ey
19i — hil| <e.

@ Para gj, existe una subred (g; ); Y, cierto g € Bx-.

® g—h=wrlimi(g;—h;) = lg—hll < w*liminf;[|g;—h;| <e.

® g;(y) =1 paratodo j, luego g(y) = 1 (limite w*).

° |lglf = 1.
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Concluimos que Ce¢(k)(e) = % O

NoTA

e En la Segunda mitad de la demostracion anterior no
hemos hecho uso de que fy sea punto aislado.

e Paratodo K compacto, sipu > 1 — 522 entonces u € A..
Esto implica que infA. <1 — % de donde

62

Ceky(e) > 5
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COROLARIO
Sea0<e<1/2

o Ce(e) = % ya que ¢ = C(N).
o Cr () =%, yaque Lo = C(AN).
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ESTABILIDAD DE Cx(¢)

Sea0 < e <1/2. SiX,Y son espacios de Banach isomorfos
tales que Cx y Cy son continuas en ¢ entonces dado v > 0
existe § > 0 tal que si d(X,Y) < § entonces

|Cx(e) — Cy(e)| < -

En otras palabras, C,.(¢) es uniformemente continua para la
distancia de Banach-Mazur.
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PREGUNTAS

Q@ Dado 0 < e <1/2y X espacio de Banach,
¢, Cx(g) es continua en £?

¢ Qué ocurre en C(K), K compacto?

¢,Cudl es el valor de la constante en ¢y, p € (1,4+00),
p #2?

¢ Es cierto que Cx(¢) = Cx+(¢) para todo espacio de
Banach X?

¢ Es posible cambiar en el Teorema de
Bishop-Phelps-Bollobés & por & ?

© ©6 o090
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