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Las transformadas

La transformada de Hilbert

Hf(x) =
∫
R

f(y)

x− y
dy

Las transformadas de Riesz

Rjf(x) =
∫
Rn

xj − yj
|x− y|n+1

f(y) dy

para j = 1, · · · , n
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Otros ejemplos

La transformada de Ahlfors-Beurling

Bf(z) =
∫
C

f(ω)

(ω − z)2
dω

Teor’a general: los Operadores de Calderón-Zygmund

Tf(x) =
∫
Rn
K(x, y) f(y) dy

Se asume la condición de Hölder-Lipschitz en el nucleo K.
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Por qué los pesos?

C. Fefferman and E.M. Stein (1971)

Teorema
‖Mf‖

L1,∞(w)
≤ cn

∫
Rn
|f(x)|Mw(x)dx w ≥ 0.

• Es una especie de substituto de la dualidad para M .

• Una de las consecuencias más importantes:

Extensión vectorial del teorema Lp maximal.

Teorema Si 1 < p, q <∞, entonces

∥∥∥∥∥
(∑

j

(Mfj)
q
)1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤ c
∥∥∥∥∥
(∑

j

|fj|q
)1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)
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La condicion Ap de Muckenhoupt
B. Muckenhoupt (1971)

Teorema
Sea 1 < p <∞, entonces

M : Lp(w)→ Lp(w) ⇐⇒ w ∈ Ap

[w]
Ap

= sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q
w dx

) (
1

|Q|

∫
Q
w
−1
p−1 dx

)p−1

<∞

Teorema
M : L1(w)→ L1,∞(w) ⇐⇒ w ∈ A1

Mw(x) ≤ [w]
A1
w(x)
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‖M‖
Lp(w)

≤ cn p′ [w]
1
p−1

Ap

Además, el exponente es óptimo: 1
p−1 no puede ser sustituido por 1

p−1−ε

• Comparar con la versión débil:

‖M‖
L1(w)→L1,∞(w)

≈ [w]
A1
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Las condiciones A1 y A∞

• u, v ∈ A1 ⇒ w = u v1−p ∈ Ap

• Las clases Ap son crecientes:

1 ≤ p ≤ q <∞ ⇒ Ap ⊂ Aq

• Es natural definir

A∞ = ∪p≥1Ap

que se llama la clase A∞ de pesos.

• La buena es la siguiente:

[w]
A∞

= sup
Q

1

w(Q)

∫
Q
M(wχQ) dx
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Conjetura
El resultado es falso para β = 1− ε
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Sea T un operador de Calderón-Zygmund. Supongamos 0 < p < ∞ y
w ∈ A∞. Entonces existe una constante c tal que
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Teorema

‖T‖
L2(w)

≤ c
T

[w]
A2

• Transformada de Ahlfors-Beurling
• Transformada de Hilbert. Transformadas de Riesz.
• Operadores con núcleo suave
• Operadores con núcleo satisfaciendo la condición de Hölder-Lipschitz.

Y usando el teorema de extrapolación de Rubio de Francia se tiene

Corolario
‖T‖Lp(w) ≤ cp,T [w]

max{1, 1
p−1}

Ap
1 < p <∞
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‖T
Ω
‖
L2(w)

≤ c
T

[w]2
A2

Conjetura el exponente es uno

Teorema ( K. Li, L. Roncal, C.P., I. Rivera-Rios, ) Si Ω ∈ L∞(Sn−1) y
p ∈ (1,∞)

‖T
Ω
‖
Lp(w)

≤ c pp′ [w]
A1
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de Sawyer y de Muckenhoupt-Wheeden.
Los casos eran w ∈ A1, con v ∈ A1 ó vw ∈ A∞

• Con v = 1
|x|nr , r > 1, y w = 1.
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Consecuencias y Tercer problema

Vamos a suponer que T es un operador de Calderón-Zygmund o

una integral singular rough TΩ con Ω ∈ L∞.

Teorema (K. Li, S. Ombrosi, C. P.)
Sean w y v como antes. Entonces se tiene∥∥∥∥T (fv)

v

∥∥∥∥
L1,∞(wv)

≤ c‖f‖L1(wv)
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Conjetura Sea v un peso tal que∥∥∥∥M(fv)

v

∥∥∥∥
L1,∞(v)

≤ cv‖f‖L1(v).

Entonces, si w ∈ A1,∥∥∥∥M(fv)

v

∥∥∥∥
L1,∞(wv)

≤ cw,v‖f‖L1(wv)
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