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e (U, ), (V,v) espacios de medida o-finitos.

Teorema de Riesz-Thorin.- Supongamos que 1 < pg, p1,90,q1 < oo y sea T' un operador lineal
que envia continuamente

Lpo(U) — Lgy (V) connorma My, y

Ly, (U) — Lg; (V) connorma Mj.

Tomemos cualquier 0 < § < 1y pongamos 1/p = (1 —0)/po+60/p1,1/q=(1—0)/q0 +6/q1.
Entonces T' envia continuamente

L,(U) — Lg(V) connorma M < M&_QMIG.

> Marcel Riesz (1926); G.O. Thorin (1938)



e Operadores integrales. Compacidad.

> L.V. Kantorovich, Uspei Mat. Nauk (N.S.) 7 (1956) 3-29.



e Operadores integrales. Compacidad.

> L.V. Kantorovich, Uspei Mat. Nauk (N.S.) 7 (1956) 3-29.

Teorema de Krasnosel “skii.- Supongamos que 1 < pg,p1,q1 <00, 1 <qo < oo yseaT un
operador lineal tal que

T : Lpy(U) — Lg¢o(V) escompactoy T : Ly (U) — Lg; (V) es acotado.

Entonces
T:Lp(U) — Lq(V) es también compacto

si para algin 0 < 0 < 1, setiene 1/p=(1—0)/po+60/p1y1l/g=(1—-0)/q0+6/q1.
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Teorema de Krasnosel “skii.- Supongamos que 1 < pg,p1,q1 <00, 1 <qo < oo yseaT un
operador lineal tal que

T : Lpy(U) — Lg¢o(V) escompactoy T : Ly (U) — Lg; (V) es acotado.
Entonces
T:Lp(U) — Lq(V) es también compacto
si para algin 0 < 0 < 1, setiene 1/p=(1—0)/po+60/p1y1l/g=(1—-0)/q0+6/q1.
Para 1 < p < oo el espacio Ly-débil Ly o se define por

t
Lpo = {f N fllp,oo = sup{t(l/m’l/ f*(s)ds} < oo} Se tiene Ly — Lp oo
t>0 0

FFO)=mf{d>0:p{xz €U :|f(z)] >} <t}, 0<t<oo.



Teorema de Marcinkiewicz.- Sean 1 < po,p1 < oo con 1 < qo 7# q1 < 00, ysea T un
operador lineal que envia

Ly, (U) — Lgy,00(V) connorma My 'y Ly, (U) — Lg;,00(V) con norma M; .

Tomemos 0 < # < 1y pongamos 1/p=(1—6)/po+6/p1,1/qg=(1—0)/q +0/q:.
Si p < g, entonces T envia continuamente

L,(U) — Ly(V) connorma M < CMy M7 .

> Marcinkiewicz (1939). Zygmund (1956).
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e J.L. Lions, Peetre, Gagliardo, A. Calderdn, Aronszajn, S.G. Krein, Triebel, ...
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Par compatible.- (Ao, A1), A; espacios de Banachy A; — A, j =0, 1.

A0+A1:{CL€AZCL=a0+a1,a]‘EA]‘}, AoﬂAlz{GEAZGEAo,GEAl}



Par compatible.- (Ao, A1), A; espacios de Banachy A; — A, j =0, 1.

Av+Ai={a€A:a=ao+ai,a; € A;} , AoNnAi={a€A:a€ Ap,a € A1}

El método complejo require considerar el espacio F de todas las funciones f de la
banda cerrada S = {2 € C: 0 < Rez < 1} en A + A; tales que

@ f es acotada y continua sobre S, analitica en el interior de S, y

@ las funciones t — f(j +1it) (j = 0,1) son continuas de R en A; y tienden a cero
cuando [t| — oo.

[ fll7 = max{sup [[f(it)]l 4y , sup||f(1+it)[la;}
teR teR
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Para 0 < 6 < 1, el espacio de interpolacién complejo [Ag, A1]e consiste de todos los
a € Ao + A; tales que a = f(0) para algin f € F.

lall = nf{[| fll= : (6) = a, f e F}.

> A.P. Calderén, Studia Math. 24 (1964) 113-190.



El método real admite diversas definiciones equivalentes.

K-funcional de Peetre

K(t,a) = inf{]|aol|a, + tlla1lla; :a=ao+ a1, a; € Aj},t>0,a € Ao+ Ay



El método real admite diversas definiciones equivalentes.
K-funcional de Peetre

K(t’a) = inf{HaU”Ao + tHO«lHAl ra=ao+ai, a € Aj}> t>0,a€ Ao+ A1
Para0 <0 <1y 1<gq< oo, el espacio de interpolacién real (Ao, A1)g,q consiste de
todos los a € Ag + A1 que tienen una norma finita

oo

lalloa = | [ (¢ Kt)"§

0

> J.L. Lions and J. Peetre, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 19 (1964) 5-68.
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> J. Bergh and J. Lofstrom, Springer, 1976. > H. Triebel, North-Holland, 1978.
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[L1(U), Loo(U)]o = Lp(U) , 1/p=1=0.  (L1(U), Lo (U))0,q = Lp,a(U) -

[W;QO’W;CI]G :H; ) (W;O,W:l)g,q :B;aQ'
AqUI,1<p<OO,kJo,]€1GN,ko#kl,1§q§00,0<l9<1,82(1—9)k0+9k}1.



Teorema de interpolacién.- Sea 0 < 6 < 1,1 < g < 0o y sea § el método real (-,-)g,q ©
el método complejo [+, -]o. Cualquiera que sean los pares compatibles de espacios de
Banach (Ao, A1), (Bo, B1) y el operador lineal T' de Ay + Ay en By + Bj tal que
T:Aj — Bj es acotado para j = 0, 1, se tiene que la restriccién de T" a F(Ao, A1) es
un operador acotado T : §(Ao, A1) — §(Bo, B1) con norma

HTHS(AU A1),5(Bo,B1) < HTHAO BOHTHAl,Bl .
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IT 540, 40).5Bo.B1) < 1T k0 8o 1T 1%, 5, -

Teorema de Lions-Peetre.- Sean (Ao, A1), (Bo, B1) pares compatibles de espacios de
Banach, sean A, B espacios de Banach y sea T' un operador lineal. Supongamos que
0<o<1, 1§Q§00ysea g:(':')ﬂ,q 6 ['7']9-

(a) SiT e L(A,Bon By) con T : A — By compacto, entonces
T:A— §(Bo, B1) es compacto.

(b) SiT € L(Ao+ A1,B) con T : Ag — B compacto, entonces
T : §(Ao, A1) — B es compacto.
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Teorema.- Sea 0 < 0 < 1,1 < g < o0, sean (Ao, A1), (Bo, B1) pares compatibles de
espacios de Banach y sea T' un operador lineal de Ay + A1 en By + Bj tal que

T :A; — Bj es acotado para j = 0,1 y alguna de estas restricciones es compacta.
Entonces el operador T': (Ao, A1)e, — (Bo, B1)s,q €s compacto.
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0 = 0, 1: Modificar la definicién o insertar un peso logaritmico.

> F. Cobos, L.M. Ferndndez-Cabrera, T. Kiihn, T. Ullrich, J. Funct. Anal. 256 (2009)
2321-2366.
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Problema.- Probar o dar un contraejemplo para un resultado de esta generalidad
en el caso del método complejo.

Cwikel, Kalton, Krugljak, Mastylo, Janson, Kiihn, Schonbek, Ferndndez-Cabrera,
Martinez, Cobos, ...



Teorema.- Sea 0 < 6 < 1, sean (Ao, A1), (Bo, B1) pares compatibles de espacios de
Banach y sea T' un operador lineal de Ay + A1 en By + By. Supongamos que

T: Ay — By es compactoy T : A1 — Bj es acotado. Entonces el operador

T : [Ao, A1]lg — [Bo, Bi1]e es compacto supuesto que se cumple alguna de las cinco
condiciones que siguen:

(a) Ao tiene la propiedad UM D.

(b) Ag es reflexivo y viene dado por Ag = [W, A1]. para algtin espacio de
Banach W y algiin 0 < a < 1.

(c) Aoy A1 son reticulos de Banach de funciones medibles sobre un
mismo espacio de medida.

(d) By viene dado por By = [Z, B1]s para algin espacio de Banach Z y
algin 0 < 6 < 1.

(e) Bo 'y Bi son reticulos de Banach de funciones medibles sobre un
mismo espacio de medida cumpliendo que ambos tienen la propiedad
de Fatou o que alguno de ellos tiene norma absolutamente continua.
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> M. Cwikel, N. Krugljak, M. Mastylo, lllinois J. Math. 40 (1996) 353-364.
> T. Schonbek, Indiana U. Math. J. 49 (2000) 1229-1245.

> F. Cobos, L.M. Fernidndez-Cabrera, A. Martinez, Math. Nachr. 263-264 (2004)
67-82.



e La medida de no compacidad 3(T) = 3(T : A — B) de un operador T' € L(A, B)
se define como el infimo de los € > 0 para los que existe un conjunto finito
V =V(e) C B such that

T(Ua) C |J{o+eUs}.

beVv

B(T) =0 si y solo si T es compacto.
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e El n-ésimo niimero de entropia del operador T' € L( A, B) se define por

en(T) = en(T:A— B)
= inf{e > 0: T(Ua)se puede recubrir por 2"~ " bolas de radio ¢ en B}

er(T) = |IT)lap 2 a(T) 220y B(T) = limy e €0 (T).
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> B. Carl, H. Triebel, Math. Ann. 251 (1980) 129-133.



> D.E. Edmunds and H. Triebel, Cambridge Univ. Press, 1996.



> D.E. Edmunds and H. Triebel, Cambridge Univ. Press, 1996.

> A. Pietsch, North-Holland, 1980.
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Teorema.- Sean (Ao, A1), (Bo, B1) pares compatibles de espacios de Banach y sea T’
un operador lineal de Ao + A1 en By + B tal que T € L(A;, B;) para j =0,1. Si
0<f<1yl<gqg< oo, setiene

B(T : (Ao, Ar)o,g — (BoB1)a,g) < CB(Taq,8,)" " B(Tay,5,)°
donde C' sélo depende de 6.
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compacto. Sea0< 0 <1,1<p,g<ooyl/r=1/p+1/q—1, entonces T se puede
extender de forma (inica a un operador conpacto
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e Si Eg y E; son espacios de interpolacién respecto a (L1(U), Lo (U)) y las funciones
simples son densas en Ey, entonces (Ey, E1) satisface la condicién de aproximacién.

Problema.- Se cumple el teorema sin la condicién de aproximacién en (Eo, F1)?



