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Introduccidn

En primer lugar trabajaremos en torno al problema de Cauchy

{ ity o

donde u: R” x [0,00) — R.
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Introduccidn

En primer lugar trabajaremos en torno al problema de Cauchy
uy = Au,
u(x,0) = up(x)
donde u: R” x [0,00) — R.

Resolveremos en primer lugar la ecuacién, haciendo uso de la transforma-
da de Fourier:

F: Lz(]RN) — Lz(RN)7 Fu(§) = /R’V u(x)e_’.xgdx7

que es un operador lineal y continuo. Denotaremos Fu = .
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Solucién fundamental de la ecuacidon del calor

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién del calor obtenemos:

_|§|2a’ u(§7 ) (§)e et

Para encontrar la solucién original, deberemos aplicar la inversa de la trans-
—_— A
formada, y teniendo en cuenta que f x g =1f-g

u(x, t) = up(x) * Gr(x)

2 2 , .
donde Gi(x) := F (e ¢t) = We’x /4t es el niicleo de la ecuacién
del calor. Asi,

1 (X Y)2
u(x, t) = W /RN up(y)e dy.
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Probaremos varios resultados de convergencia seglin distintas hipdtesis so-
bre el dato inicial:

e ug € L}(RV)
e up € LY(RM) con momento de orden 1 finito

e up € LY(R") con momento de orden 1 signado nulo y momento de
orden 2 finito
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Probaremos varios resultados de convergencia seglin distintas hipdtesis so-
bre el dato inicial:

e ug € L}(RV)
e up € LY(RM) con momento de orden 1 finito

e up € LY(R") con momento de orden 1 signado nulo y momento de
orden 2 finito

Ademds, nos plantearemos la convergencia en L?(RM) de u mediante el
método de las entropias, empleando renormalizacién y la desigualdad de
Poincaré Gaussiana.
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La ecuacidn del calor fraccionaria

Definicion

Se define el Laplaciano fraccionario de u: RV x [0,00) — R a una
funcién (—A)u definida mediante la transformada de Fourier,

(—AYu = |¢*.
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La ecuacidn del calor fraccionaria

Definicion

Se define el Laplaciano fraccionario de u: RV x [0,00) — R a una
funcién (—A)u definida mediante la transformada de Fourier,

T AVs 2s
(=8)u = [¢]*0.
Tiene sentido plantear la ecuacién del calor fraccionaria:

{ ur+ (—A)’u=0,
u(x,0) = wp(x)
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La ecuacidn del calor fraccionaria

Definicion
Se define el Laplaciano fraccionario de u: RV x [0,00) — R a una
funcién (—A)u definida mediante la transformada de Fourier,

T AVs 2s
(=8)u = [¢]*0.
Tiene sentido plantear la ecuacién del calor fraccionaria:

ur+ (—A)’u=0,
u(x,0) = up(x)
Un desarrollo andlogo al anterior concluye
u(x, t) = ug(x) * Pe(x)

donde Py(x) = F (e l*t) € C(RN x (0,00)), por ser e~¢°t una
funcién de la clase de las distribuciones temperadas.

Desigualdades funcionales y convergencia de procesos de difusién



Para s € (0,1) en general no hay férmula explicita del nicleo. En cambio,
si la hay para s =1/2:

t
P1/2(X7 t) = CNW

Lo que si se conoce es que todos los P;(x) tienen una dependencia especial
del tiempo llamada autosemejanza, que permiten escribir los nicleos como

Pe(x) = B F(x|t™%) = 72 6(Ix*r %)

(G es tal que F(&) = G(£2) ). Nétese que tenemos 2 F'(&) = G/(€2)¢.
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Para s € (0,1) en general no hay férmula explicita del nicleo. En cambio,
si la hay para s =1/2:

t
P1/2(X, t) = C/\/i2 NS
(£ +x2)=
Lo que si se conoce es que todos los P;(x) tienen una dependencia especial
del tiempo llamada autosemejanza, que permiten escribir los nicleos como

Pelx) = 5 F(|x|t™%) = =% G(Ix]*t %)

(G es tal que F(&) = G(£2) ). Nétese que tenemos 2 F'(&) = G/(€2)¢.
Es conocido (R. M. BLUMENTHAL, R. K. GETOOR. Some Theorems on
Stable Processes, Trans. Amer. Math. Soc. 95 (1960), 263-273) que F (&)
tiene aproximadamente la forma

Cc t
[rery y Pt(X)Vj~

(1+¢%)
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De igual forma, ahora para el Laplaciano fraccionario, probaremos varios
resultados de convergencia segtn distintas hipdtesis sobre el dato inicial

e up € LY(RV)
e up € LY(RM) con momento de orden 1 finito

e up € L}Y(RY) con momento de orden 1 signado nulo y momento de
orden 2 finito
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Comportamiento asintético de la ecuacion del calor

Teorema
Sea ug € Ll(RN) con M(ug) = [pn luo(y)l dy y

a(un) = [ 1y ()] oy < +cx.

Entonces,
tN/2||u(x, t) — M(uo) Ge(x)|| oo @nvy — O
x2
con orden de convergencia O(1/t'/?), siendo G;(x) = W e i el
ntcleo de Gauss para la ecuacién del calor.
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Demostracion:

u(x, t) — M(up) Ge(x)

onales y convergencia de procesos de



Demostracion:

u(x, t) — M(up) Ge(x) = Gy * ug(x) — M(up) Ge(x)
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Demostracion:
u(x, t) — M(up) Ge(x) = Gy * ug(x) — M(up) Ge(x)
= /RN Ge(x — y)uo(y) dy — /RN uo(y) dy Ge(x)
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Demostracion:
u(x, t) — M(up) Ge(x) = Gy * ug(x) — M(up) Ge(x)
= /RN Ge(x — y)uo(y) dy — /RN uo(y) dy Ge(x)

= [, wlGix =) - Gt dy
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Demostracion:
u(x, t) — M(up) Ge(x) = Gy * ug(x) — M(up) Ge(x)
= /RN Ge(x — y)uo(y) dy — /RN uo(y) dy Ge(x)

= [, wlGix =) - Gt dy

:/RN uo(y) (-/01 95 Go(x — sy) ds> dy

Desigualdades funcionales y convergencia de procesos de difusién



Demostracion:
u(x, t) — M(up) Ge(x) = Gy * ug(x) — M(up) Ge(x)
= /RN Ge(x — y)uo(y) dy — /RN uo(y) dy Ge(x)

= [, wlGix =) - Gt dy

:/RN uo(y) (-/01 95 Go(x — sy) ds> dy

—(x—sy) _Go9p

= Jo 00, (g
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Demostracion:
u(x, t) — M(up) Ge(x) = Gy * ug(x) — M(up) Ge(x)
= /RN Ge(x — y)uo(y) dy — /RN uo(y) dy Ge(x)

= [, wlGix =) - Gt dy

:/RN uo(y) (-/01 95 Go(x — sy) ds> dy
=—ANUo(y)Al<—y,We e >dsdy

(47r1'_')”\’/2

1
:*W/RN UO()’)/O (v, f(x,y,s)) dsdy,

. =2 g
siendo f(x,y,s) =e™ @ .
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Ahora, tomando valor absoluto:

|u(x, t) = M(uo) G ()|
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Ahora, tomando valor absoluto:

1) —-N/2 1
utx.6) = M) 6001 = |- U0 [ ) [t asay
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Ahora, tomando valor absoluto:
Art)—N/2 1
utx.6) = M) 6001 = |- U0 [ ) [t asay
0

1
N1
Cce RN|uO(y)|/o ly £, v, )| ds dy
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Ahora, tomando valor absoluto:

1) —-N/2 1
utx.6) = M) 6001 = |- U0 [ ) [t asay

1
N1
Cce RN|uO(y)|/o ly £, v, )| ds dy

_ N+l

1
<cCt 2/|Uo()/)|/ Y| 1F(x.y.5)| dsdy
RN 0
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Ahora, tomando valor absoluto:

) = M008) 6. = |20 [ ) [ty ds

_ N+1
2

1

<ct AH%W%AK%H&%9H¢W
1

/]R’V |UO(Y)|/O ly|1f(x,y,s)| dsdy

Empleando el cambio de variable & = X;% se comprueba facilmente que

|f] = |€e~¢/4] < +oo.
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Ahora, tomando valor absoluto:

) = M008) 6. = |- B2 [ ) [yt sy

1
N1
Cce RN|uO(y)|/o ly £, v, )| ds dy

_ N+l

1
<cCt 2/|Uo()/)|/ Y| 1F(x.y.5)| dsdy
RN 0

Empleando el cambio de variable & = X;% se comprueba facilmente que

|f| = |€e=€/4| < +00. Con ello,

u(x, £) — M(t) Ge(x)| < C =4 / Iyun(y)] oy / ds

= Ct™ "7 Ny(up).
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Ahora, tomando valor absoluto:

) = M008) 6. = |- B2 [ ) [yt sy

1
N1
Cce RN|uO(y)|/o ly £, v, )| ds dy

_ N+l

1
<cCt 2/|Uo()/)|/ Y| 1F(x.y.5)| dsdy
RN 0

Empleando el cambio de variable & = X;% se comprueba facilmente que

|f| = |¢e=¢"/4] < +00. Con ello,
1
lu(x, £) — M(uo) Ge(x)| < C &~ / Iyun(y)] oy / ds
0
= Ct™ "7 Ny(up).

Por tanto, tN/?|u(x, t) — M(uo) Ge(x)| < C t=/2Ny(up). O
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Teorema
Sea up € LY(R") con M(uo) = [ow |uo(y)| dy. Entonces,

tN/2||u(x, t) — M(uo) Ge(x)|| Lo (mvy — O
x|2
siendo G;(x) = W e~ el nicleo de Gauss para la ecuacién del
calor.
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Demostracion

Dado que C.(R") es denso en L1(R"), prefijado § > 0, existe una funcién
o5 € Co(RY) con sop(ups) = K5 C B(0, R) compacto en R" tal que

||U0 — U075||L1(]RN) < 0.

Desigualdades funcionales y convergencia de procesos de difusién



Demostracion

Dado que C.(R") es denso en L1(R"), prefijado § > 0, existe una funcién
o5 € Co(RY) con sop(ups) = K5 C B(0, R) compacto en R" tal que

||U0 — U075||L1(]RN) < 0.

Lema (estimaciones LP-L9). Sea uy € LP(RVM). Entonces, existe una
constante C = C(N, p, q) > 0 tal que

Cp,q
m l UO”LP(RN)'

[[u(t)]] agrmy <

Desigualdades funcionales y convergencia de procesos de difusién



Demostracion

Dado que C.(R") es denso en L1(R"), prefijado § > 0, existe una funcién
o5 € Co(RY) con sop(ups) = K5 C B(0, R) compacto en R" tal que

||U0 — U075||L1(]RN) < 0.

Lema (estimaciones LP-L9). Sea uy € LP(RVM). Entonces, existe una
constante C = C(N, p, q) > 0 tal que

C
Ju()]l oy < s o]l Lo (rmy-
t2(p q)

Denotamos por us la solucién del problema de calor con dato inicial ugs,
de forma que por linealidad u — us es solucién del problema de calor con
dato inicial ug — ug s y en virtud del lema anterior,

lu(e) — us() 1y < €2 luo — tosllisgamy < Cot2

cualquiera que sea t > 0.
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Por otro lado, veamos que podemos aplicar el caso anterior a ug 5.

e ups € LY(RY), pues en particular uy € C(R").

e Su primer momento es finito:

Mo(wos) = [ llans(y)ldy = [ Iyllos)ldy <+
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Por otro lado, veamos que podemos aplicar el caso anterior a ug 5.

e ups € LY(RY), pues en particular uy € C(R").

e Su primer momento es finito:

Mo(wos) = [ llans(y)ldy = [ Iyllos)ldy <+

Por tanto, por el teorema anterior,

lus(t) — M(uo,s)l| e (amy < Ct % N(uo,s)-
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Por otro lado, veamos que podemos aplicar el caso anterior a ug 5.

e ups € LY(RY), pues en particular uy € C(R").

e Su primer momento es finito:

Mo(wos) = [ llans(y)ldy = [ Iyllos)ldy <+

Por tanto, por el teorema anterior,

lus(t) — M(uo,s)l| e (amy < Ct % N(uo,s)-

Para un t suficientemente grande se tiene que

tN/2 ) us(t) — M(uos) | 1o mry < Ct™H2N(uo) < C6.
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Dos iltimas apreciaciones:
e Por ser [[up — uo,s],1rvy < 0, se tiene que [M(up) — M(uo,s)| < 6.
e Ademds, G, < Ct~N/2,
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Dos iltimas apreciaciones:
e Por ser [[up — uo,s],1rvy < 0, se tiene que [M(up) — M(uo,s)| < 6.
e Ademds, G, < Ct~N/2,

Escribimos ahora:

||U — M(UO)Gt”LOO(IRN) = HU — M(Uo)Gt + Ué(t) — M(U(),(s)Gt —us + M(U075)||L00(RN)
< |Ju = sl oo rry + [[M(t0,6) Gt — M(t0) Ge| oo vy +
lus — M(uo,s)Ge|[ oo mm)
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Dos iltimas apreciaciones:
e Por ser [[up — uo,s],1rvy < 0, se tiene que [M(up) — M(uo,s)| < 6.
e Ademids, G, < Ct—N/2,

Escribimos ahora:

||U — M(UO)GI’HLOO(IRN) = HU — M(Uo)Gt + Ué(t) — M(U(),(s)Gt —us + M(U075)||L00(RN)
< |Ju = sl oo rry + [[M(t0,6) Gt — M(t0) Ge| oo vy +
lus — M(uo,s)Ge|[ oo mm)

Por tanto, desde las anteriores desigualdades:
t/2[u(t) — M(u0)Gelloo < 3C5

para t suficientemente grande. Como § > 0 es arbitrario, se concluye el
resultado. m
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Comportamiento asintético de la ecuacion del calor

Supongamos ahora que N = 1, por simplicidad.

Teorema

Sea up € L'(R), y supongamos que

N1s=/yuo(}’)dy=07 N2=/y2|uo(y)|dy<+oo,
R R

Entonces, tenemos estabilizacion de la solucién de la ecuacion del calor
hacia la Gaussiana con una velocidad relativa de convergencia O(1/t)
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Comportamiento asintético de la ecuacion del calor

Supongamos ahora que N = 1, por simplicidad.

Teorema

Sea up € L'(R), y supongamos que

N1s=/yuo(}’)dy=07 N2=/y2|uo(y)|dy<+oo,
R R

Entonces, tenemos estabilizacion de la solucién de la ecuacion del calor
hacia la Gaussiana con una velocidad relativa de convergencia O(1/t)

Que el primer momento signado es nulo lo suponemos sin pérdida de ge-
neralidad, tras una traslacién posiblemente necesaria respecto de

i [ywd. m= [ jwmla.
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Dado que el primer momento signado es finito, la funcién

V:R =R, V(x) ::/X y ug(y) dy

— 00

esta bien definida
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Dado que el primer momento signado es finito, la funcién

V:R =R, V(x) ::/X y ug(y) dy

— 00

estd bien definida y satisface las siguientes propiedades:

m V es una funcién absolutamente continua y V'’ existe en casi todo
punto, con V'(y) = y up(y) en casi todo y € R en virtud del
Teorema de Diferenciacién de Lebesgue
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Dado que el primer momento signado es finito, la funcién

V:R =R, V(x) ::/X y ug(y) dy

— 00

estd bien definida y satisface las siguientes propiedades:

m V es una funcién absolutamente continua y V'’ existe en casi todo
punto, con V'(y) = y up(y) en casi todo y € R en virtud del

Teorema de Diferenciacién de Lebesgue

B V(-00)=0 y V(+o0)=N; =0.
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Dado que el primer momento signado es finito, la funcién

V:R =R, V(x) ::/X y ug(y) dy

— 00

estd bien definida y satisface las siguientes propiedades:

V es una funcién absolutamente continua y V' existe en casi todo
punto, con V'(y) = y up(y) en casi todo y € R en virtud del
Teorema de Diferenciacién de Lebesgue

B V(-00)=0 y V(+o0)=N; =0.

+o00
] / IV(y)|dy < Na < +o0

— 00
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En efecto,

+oo 0 o0
/ |V(y)|dy:/ |V(y)|dy+/0 V()| dy:

—0o0 — 00
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En efecto,
+oo 0 o0
/ |V(y)|dy:/ |V(y)|dy+/ V()| dy;
—00 —00 0

Yy, por una parte, intercambiando el orden de integracién

/_Ooo| Vnldy = / |/ z up(z dz|dy</ / |z| |uo(2)| dz dy
= [ [ e = [ 2wl
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En efecto,

+oo 0 o0
[ |V(y)|dy:[ |V(y)|dy+/0 V()| dy:

Yy, por una parte, intercambiando el orden de integracién

/_Ooo| Vnldy = / |/ z up(z dz|dy</ / |z| |uo(2)| dz dy
= [ [ e = [ 2wl

Se deduce de manera anéloga que [~ |V(y)|dy < [ z%|uo(z)| dz y ob-

tenemos asi
+oo +oo
[ vl [ 2l dz = n

— 00 — 00
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Volvemos sobre nuestro problema, para el cual habiamos obtenido la iden-
tidad

X*)\y x—sy|?
tN/2(M-Gy(x)—u(x, t)) = Ct~ 1/2// 72 —hx=sy /4t g\ dy
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Volvemos sobre nuestro problema, para el cual habiamos obtenido la iden-
tidad

tN/2(M-Ge(x)—u(x, t)) = Ct~ 1/2// X*Aye b=y /4t g\ dy
Definiendo la funcién auxiliar H : R — R dada por
H(E) = e,
tras el cambio de variable,
E=(x=Ay)t 12
la identidad queda reescrita en la forma
1
(M- i) ulx, ) = Ce 2 [ [TV HE drdy
R Jo

para cierta constante C > 0.
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Recordamos la acotacién,

/R|vm| dy < Ny
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Recordamos la acotacién,
[voray <n,
R

y observamos desde & = (x — Ay) t=Y/2 y H(¢) := ce~l6F/4 que

dH _dHds vy 9
dy — dédy d¢’

siendo sencillo comprobar que dH/d¢ es acotada en R.
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Recordamos la acotacién,
[voray <n,
R

y observamos desde & = (x — Ay) t=Y/2 y H(¢) := ce~l6F/4 que

aH _dHd§ _  .apy dH
dy  dédy de’

siendo sencillo comprobar que dH/d¢ es acotada en R. Empleando dichas
estimaciones, como consecuencia del Teorema de Fubini e integracién por
partes:

tN2IM - Ge(x) — u(x, t)| < CNpt7?

para cierta constante C > 0. Asi, la convergencia es de orden O(1/t),
como queriamos demostrar.
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En efecto,

tN/2(/\/l' Ge(x) —u(x,t)) = C t71/2/
R

1
/0 V/(y) H(E) d\ dy
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En efecto,

tN/2(/\/l' Ge(x) —u(x,t)) = C t71/2/
R

1
/0 V/(y) H(E) d\ dy

1
ez [ v HE dyan
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En efecto,

1
tN2(M - G(x) — u(x,t)) = Ct~ 1/2// V/(y) H(€) d dy
0

=

1
2/ V/(y) H(€) dy dA

0 JR

(- [vor Sreray) ax

= Ct /2

S~
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En efecto,
1
V(M- Glx) — u(x0) = Ce 2 [ Vi) (e drdy
RJO
1
— —-1/2 !
Ct /0 /RV(y) H(&) dy dA

e | (- [ Vo) snea)ar

y empleando que L H = —¢t~1/2). ¢4

&y e concluimos:

tN/2|IVI~ Ge(x) — u(x,t)| < Ct™IN,
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Ademads, las estimaciones anteriores son ptimas:

Ejemplo

Consideremos G(x, t), la distribucién Gaussiana en R, asi como un
desplazamiento en espacio suyo U(x,t) := G(x + h,t), con h > 0.
Entonces, 0 # Nis y N; < oo y la velocidad de convergencia del error
relativo en L(R) es de orden O(1/t'/?).
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Ademads, las estimaciones anteriores son ptimas:

Ejemplo

Consideremos G(x, t), la distribucién Gaussiana en R, asi como un
desplazamiento en espacio suyo U(x,t) := G(x + h,t), con h > 0.
Entonces, 0 # Nis y N; < oo y la velocidad de convergencia del error
relativo en L(R) es de orden O(1/t'/?).

En efecto, en virtud del Teorema de Taylor,

0G h

U(X, t) — G(X, t) ~ hg ~ —W

ge—ﬁz/‘*

con £ = (x 4 h)/t*/2 y comprobamos que:
t1/2HU(t) — Gt”Loo(]R) ~ t_l/z.

La velocidad de convergencia del error relativo es O(1/t'/?), como querfamos.
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Otro ejemplo:

Ejemplo

Consideremos G(x, t), la distribucién Gaussiana en R, y

G(x — h,t)+ G(x+ h, t)
2 9

U(x, t) =

siendo h > 0. Entonces, Nis =0, N> < o0, y la velocidad de
convergencia del error relativo en L°°(RR) es de orden O(1/t).
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Otro ejemplo:

Ejemplo
Consideremos G(x, t), la distribucién Gaussiana en R, y

G(x — h,t)+ G(x+ h, t)
2 9

U(x, t) =

siendo h > 0. Entonces, Nis =0, N> < o0, y la velocidad de
convergencia del error relativo en L°°(RR) es de orden O(1/t).

En virtud del Teorema de Taylor, andlogamente:
t1/22(U —G)~ o= (x=h?/at _ —x*/at + e~ (x+h)/at _ —x*/At

926G _ )
~ b2 axz( t) ~ t~1h? ((1+g2)eE /4).

El orden de convergencia del error relativo estimado era O(1/t), y no
podemos mejorar nuestra estimacion.
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Convergencia mediante el método de las entropias

Consideramos la ecuacién cldsica del calor en RN para 7 > 0
1
u, = EAyu

con la notacién u = u(y, 7).
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Convergencia mediante el método de las entropias

Consideramos la ecuacién cldsica del calor en RN para 7 > 0
1
u, = EAyu
con la notacién u = u(y, 7). Conocemos la solucién fundamental

Uy, ) = Cr—N/2g=v/2
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Convergencia mediante el método de las entropias

Consideramos la ecuacién cldsica del calor en RN para 7 > 0
1
u, = EAyu
con la notacién u = u(y, 7). Conocemos la solucién fundamental
_ 2
Uly,)=Cr N/2g=y" /27

En primer lugar, reescalamos la funcién y el espacio de acuerdo con los
tamanos de la sol. fund., y también logaritmicamente el tiempo:
y =x(1+71)2, t = log(1+ 7), u(y,7) = v(x, t)(1 + 1)~ N2

lo que conduce a la ecuacién de Fokker-Plank para v(x, t),

1 1
Ve = EAXV + EV “(xv).
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Considerando el caso estacionario de la ecuacién de Fokker-Planck obte-
nemos la distribucién Gaussiana:

1 1
OzéAxqu EV'(XV):EV(VV+XV)
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Considerando el caso estacionario de la ecuacién de Fokker-Planck obte-
nemos la distribucién Gaussiana:

1 1
OzéAxqu EV'(XV):EV(VV+XV)

De aqui que
Vv+xv =0,

por simplicidad,
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Considerando el caso estacionario de la ecuacién de Fokker-Planck obte-
nemos la distribucién Gaussiana:

1 1 1
OZEAXV+ EV'(XV):EV(VV+XV)

De aqui que
Vv+xv =0,

por simplicidad, y

Vv=—-—xv = V(logv)=—x
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Considerando el caso estacionario de la ecuacién de Fokker-Planck obte-
nemos la distribucién Gaussiana:

1 1 1
OZEAXV+ EV'(XV):EV(VV+XV)

De aqui que
Vv+xv =0,

por simplicidad, y
Vv=—-—xv = V(logv)=—x
e integrando
logV = —%xz +C = v= Cefxz/z7

que es la distribucién Gaussiana a la que otras soluciones van a tender.
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Queremos probar la convergencia de una solucién v de la ecuacién de
Fokker-Planck en [2? cuando t — co. Para ello es conveniente considerar
el cociente y obtener una ecuacién con pesos usando el cambio:

w =

é G(x) = Ce ™/,
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Queremos probar la convergencia de una solucién v de la ecuacién de
Fokker-Planck en [2? cuando t — co. Para ello es conveniente considerar
el cociente y obtener una ecuacién con pesos usando el cambio:

w = é, G(x) = Ce_xz/z7

Desde la ecuacién de Fokker-Planck,
1
Ve = EV(VV + xv),

empleando el cambio anterior,

e ((800))- 35 58)) -4 (5
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Obtenemos entonces la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck:

1
W = —

= 2GV(G Vw).
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Obtenemos entonces la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck:

1
W = —

= 2GV(G Vw).

Alternativamente, podemos reescribir la ecuacién anterior en la forma

1 1
wy = EAW - EXVW.
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Obtenemos entonces la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck:

1
Wtii

= 2GV(G Vw).

Alternativamente, podemos reescribir la ecuacién anterior en la forma

1 1
wy = EAW - EXVW.

Retomando nuestro objetivo de que v — G en L? cuando t — oo, busca-
mos equivalentemente que w — 1 — 0 en L?(x) cuando t — oo, siendo
du = G dx.
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Asumimos para ello sin pérdida de generalidad que

/RNW(t)dM:/RNW(t)de:/RNv(t)dX:/RNu(t)dy:1

trabajando en el espacio (R", e*X2/2dx).
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Asumimos para ello sin pérdida de generalidad que

/RNW(t)dM:/RNW(t)de:/RNv(t)dX:/RNu(t)dy:1

. . 32 . .
trabajando en el espacio (RN, e */2dx). Realizamos ahora una estima-
cién crucial esencial sobre el tiempo de decaimiento de la energia de la
ecuacion de Ornstein-Uhlenbeck,

F(w(t)) := /RN lw(t) — 1> G dx

Td /R VWl Gdx = ~D(w(t)).
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Como consecuencia de la desigualdad de Poincaré Gaussiana
(A generalized Poincaré inequality for Gaussian measures, William Beckner,
Proc Amer. Math. Soc. 105 (1989), 397-400),

§<9,
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Como consecuencia de la desigualdad de Poincaré Gaussiana
(A generalized Poincaré inequality for Gaussian measures, William Beckner,
Proc Amer. Math. Soc. 105 (1989), 397-400),

§<9,
con lo que f%‘f =9 > §, luego 7? > dt e integrando

—logF>t+C,

se tiene finalmente
F(w(t)) < F(w(0))e "

cualquiera que sea t > 0.
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Hemos demostrado:

Teorema

Bajo la hipctesis de integrabilidad del dato inicial y de que el error
cuadratico pesado inicial sea finito,

/ |W0—1|2d[1,<+00,
RN

las soluciones de la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck satisfacen la
estimacion de estabilizacion

HW(t) - 1||L2(u) < ||W0 - 1H1_2(M)e_t/2.
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Si deshacemos el cambio de variable,

/RN|W(t)—1|2 de:/RN

2 , . .
donde K = 1/G = €~ /2, que serfa un peso grande mientras la solucién
v(x, t) seria pequefia. La estimacién resulta:

/ v(t) — G[2dv < e—f/ Ivo — G2 du
RN RN

cualquiera que sea t > 0, siendo dv = K dx.

v—G
G

2
) de=/ v — G|? Kdx
RN
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Comportamiento asintético de la ecuacion del calor
fraccionaria

De manera andloga a la ecuacién del calor, planteamos la ecuacién del
calor fraccionaria
Oru+ (—AYu=0

cuyo ntcleo es
Pu(x) = F (e )
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En primer lugar, suponemos que uy € LI(RN) y que

Ni(uwo) = /N ly uo(y)| dy < +o0.
R

Ademas, denotamos

M) = [ len(v)]
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u(x, t) — M(up) Pe(x) = Py * up(x) — M(up) Pe(x)
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u(x, t) — M(up) Pe(x) = Py * up(x) — M(up) Pe(x)
= [ 0P =)y = Pile) [ uoly) el

R

Desigualdades funcionales y convergencia de procesos de difusién



u(x, t) — M(up) Pe(x) = Py * up(x) — M(up) Pe(x)
= [ wlIPlc =)oy = Pt [ )y
- /}R wo()IP(x — y) ~ Pulx)] dy
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= [, wP

i
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1A

—y) dA) dy



= [ wlIPlc =)oy = Pt [ )y

y) = Pi(x
:/]R uo(y< /8)\ —Ay)dA) dy

= tN/2S /]RN/ UO |£| )25 1/25 d)‘dy
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= [ wlIPlc =)oy = Pt [ )y

y t\X
RN
:/ uo(y< /8)\ —)\y)d)\> dy
= tN/2S /]RN/ UO |£| )25 1/25 d)‘dy

A
oz o
= o [, [ w0y G €y ey
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= [ wlIPlc =)oy = Pt [ )y

_ D i
—/]R uo(y( /8A —Ay)dA) dy

= tN/2S /]RN/ UO |£| )25 1/25 d)‘dy

A
y)y G'(I€P) &7 dAdy

2 1
- W/RN/O yuo(y) €G'([€[*)A dxdy

|
-

=

~

=B
T
o\

S
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= [ wlIPlc =)oy = Pt [ )y

_ ) — Pulx
—/R uO(y< /8)\ —Ay)dA) dy

= tN/2s /RN/ UO |£| )25 1/25 d)‘dy

A
y)y G’(|§|2)§t1/2S d\dy
2 1
- W/RN/O yuo(y) €G'([€[*)A dxdy

1 ! ,
= W/Rw/o yuo(y) F(IE[)A dAdy

|
-

=

~

=B
T
o\

S
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Hemos empleado que

%Pt(x —Ay) = (—y, VP:(x = \y))

A

=yt MG (€6

Desigualdades funcionales y convergencia de procesos de difusién



Hemos empleado que

%Pt(x —Ay) = (—y, VP:(x = \y))

= NG (e)ag )

t1/25

y podemos acotar F’ aplicando el teorema de regularidad de soluciones de
la ecuacién del calor ya que F estd acotada.
Asi, deducimos:
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Hemos empleado que

%Pt(x —Ay) = (—y, VP:(x = \y))

A
t1/25

=yt MG €2

y podemos acotar F’ aplicando el teorema de regularidad de soluciones de
la ecuacién del calor ya que F estd acotada.
Asi, deducimos:

1 1
120u(x, £) = M(uo) Pe(X)| < ~remmyas / /0 yuo(y)| | F(IEDIA dA dy

RN
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Hemos empleado que

%Pt(x —Ay) = (—y, VP:(x = \y))

A

=yt MG (€6

y podemos acotar F’ aplicando el teorema de regularidad de soluciones de
la ecuacién del calor ya que F estd acotada.
Asi, deducimos:

1 1
M2 u(x, 1) — M(uo) P < <gryrss / ) /0 yuo(y)| [F/(IEDIA dAdy
1

cuando t — 0o con una velocidad relativa de convergencia O(t~1/2%).
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Supongamos ahora que ug € L(R") sin hipétesis sobre su primer momento

y sea up s una aproximacién de soporte compacto de u. Se tiene ||u(t) —
—N

U(;(t)HLoo(RN) < Ctz 6

En efecto:
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Supongamos ahora que ug € L(R") sin hipétesis sobre su primer momento
y sea up s una aproximacién de soporte compacto de u. Se tiene ||u(t) —

U(;(t)HLoo(RN) S Ct%slv(s
En efecto:

() = us(e)l gy = 1Pe(x) * (o) = b5 (X)) e
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Supongamos ahora que ug € L(R") sin hipétesis sobre su primer momento
y sea up s una aproximacién de soporte compacto de u. Se tiene ||u(t) —

U(;(t)HLoo(RN) S Ct%slv(s
En efecto:

() = us(e)l gy = 1Pe(x) * (o) = b5 (X)) e

PO oo grmy o (x) = tio,5 () 12 (rvy
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Supongamos ahora que ug € L(R") sin hipétesis sobre su primer momento
y sea up s una aproximacién de soporte compacto de u. Se tiene ||u(t) —

U(;(t)HLoo(RN) S Ct%slv(s
En efecto:

() = us ()l gy = 1PeCx) + (o) = t0.5(x) )l vy
< PO ey 10 () = U5 ()13 e
<Ctwo

cualquiera que sea t > 0.
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Supongamos ahora que ug € L(R") sin hipétesis sobre su primer momento
y sea up s una aproximacién de soporte compacto de u. Se tiene ||u(t) —

U(;(t)HLoo(RN) S Ct%slv(s
En efecto:

() = us(e)l gy = 1Pe(x) * (o) = b5 (X)) e
< PO eyl 0 () = t0,5(3) 2y

< Ct® 6

cualquiera que sea t > 0.
Ahora bien, ug s posee primer momento finito (por ser de C.(R")), luego

C Ny (uo,6)
|us(t) — M(uo,6) Pl oo (mry < SN 2
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Esto implica, para tiempos grandes, que:

tN/ZSHU(S — M(uo,is)PtHLOC(]RN) S 6(5
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Esto implica, para tiempos grandes, que:
tN/ZSHU(S — M(uo,is)PtHLOC(]RN) S 6(5

Y como |M(up) — M(ups)| < 9, aplicando la desigualdad triangular tene-
mos:
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Esto implica, para tiempos grandes, que:
tN/ZSHU(S — M(uo,is)PtHLOC(]RN) S 6(5

Y como |M(up) — M(ups)| < 9, aplicando la desigualdad triangular tene-
mos:
Iim tN/stU(t) — M(UO)PtH[_OO(]RN) =0

t—o0
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Esto implica, para tiempos grandes, que:
tN/ZSHU(S — M(uo,is)PtHLOC(]RN) S 6(5

Y como |M(up) — M(ups)| < 9, aplicando la desigualdad triangular tene-

mos:
lim tN/stU(t) — M(UO)PtH[_OO(]RN) =0

t—o0

Asi, pidiendo sélo up € LI(RN) obtenemos convergencia, pero no veloci-
dad.
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Estudiamos ahora el caso uy € LY, Njg = 0, Np < oo.

Habiamos obtenido la identidad
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Estudiamos ahora el caso uy € LY, Njg = 0, Np < oo.

Habiamos obtenido la identidad

tV2 (u(x, £) = M- Pe(x)) = Ce=2/% /R/o o) y+[€1G'(1¢[*) dx dy
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Estudiamos ahora el caso uy € LY, Njg = 0, Np < oo.

Habiamos obtenido la identidad
1
2 (u,t) M- P() = CE % [ [ () v €16 (R day
R Jo

1
-l / / V/(y)-e(€)F'(1€]) dA dy
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Estudiamos ahora el caso uy € LY, Njg = 0, Np < oo.

Habiamos obtenido la identidad

wm@uxywmﬂv»=Cf”k//ﬁmnymmﬂﬁwuw

1“//w F(l€l) dAdy
_1/25// y)-H(€) tlj\2s dMdy

H(E) = (e()F'(ID)’
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Estudiamos ahora el caso uy € LY, Njg = 0, Np < oo.

Habiamos obtenido la identidad

wm@uxywmﬂv»=Cf”k//ﬁmnymmﬂﬁwuw

1“//w F/(I€]) dA dy
_1/25// y)-H(€) tlj\2s dMdy
:Ct_l/S/R/O V(y)-H(E) N dXdy

H(E) = (e()F'(ID)’
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Estudiamos ahora el caso uy € LY, Njg = 0, Np < oo.

Habiamos obtenido la identidad

wm@uxywmﬂv»=Cf”k//ﬁmnymmﬂﬁwuw

1“//w F/(I€]) dA dy
_1/25// y)-H(€) tlj\2s dMdy
:Ct_l/S/R/O V(y)-H(E) N dXdy

Ahora, H(&) = (e(§)F’(|¢]))’ esté acotado por el teorema de regularizacién
y sabemos que fR [V(y)ldy < Ny luego:
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Estudiamos ahora el caso uy € LY, Njg = 0, Np < oo.

Habiamos obtenido la identidad

wm@uxywmﬂv»=Cf”k//ﬁmnymmﬂﬁwuw

1“//w F/(I€]) dA dy
_1/25// y)-H(€) tlj\2s dMdy
:Ct_l/S/R/O V(y)-H(E) N dXdy

Ahora, H(&) = (e(§)F’(|¢]))’ esté acotado por el teorema de regularizacién
y sabemos que fR [V(y)ldy < Ny luego:

< CN,
#N/2 IM - Pe(x) — u(x, t)HLW(RN) < /s
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En conclusién, hemos obtenido

CN.
tV/25 )M - Pe(x) — u(x, t)]] ooy < T/2
Asi, todas las soluciones de la ecuacién del calor fraccionaria en el espacio
convergen a P, si la masa inicial up € L}(R") es finita, pero la velocidad
de convergencia depende de cudnta masa inicial estd lejos, es decir, de lo
pesadas que son las colas.
Si comparamos la velocidad de convergencia de la ecuacién del calor con
la fraccionaria vemos que la tltima es mds rdpida.
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Muchas gracias
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