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Bases

(H, 〈·, ·〉) Hilbert =⇒ ∃(en)+∞
n=1 base ortonormal: x =

+∞∑
n=1
〈x, en〉 en.

Definición

Una sucesión (en)+∞
n=1 es una base de X si para cualquier x ∈ X existe una

sucesión (an)+∞
n=1 tal que x =

+∞∑
n=1

anen.

Ejemplos:

Base canónica (en)+∞
n=1 de c0 y `p, 1 ≤ p < +∞:

en := (0, . . . , 0,
(n)
1 , 0, . . .).

Bases de Haar en Lp([0, 1]), 1 ≤ p < +∞.
Se puede dar una base de C[0, 1].
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Bases de Schauder

Definición

Una sucesión (en)+∞
n=1 es una base de Schauder de X si existe una sucesión

(e∗n)+∞
n=1 en X∗ tal que:

1 e∗k(ej) = δk,j .
2 x =

∑+∞
n=1 e

∗
n(x)en, para todo x ∈ X.

Los funcionales (e∗n)+∞
n=1 se denominan funcionales biortogonales asociados a

(en)+∞
n=1.

Proposición

Sea X un espacio de Banach separable. Una sucesión (en)+∞
n=1 ⊂ X es una

base de Schauder de X si, y sólo si, (en)+∞
n=1 es una base de X.
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Sucesiones básicas

Notación: Sn(x) :=
n∑
k=1

e∗k(x)ek.

Definición

Si (en)+∞
n=1 es una base de X, K := supn ‖Sn‖ es la constante básica. Si

K = 1, la base se llama monótona.

Definición

(en)+∞
n=1 ⊂ X es una sucesión básica si es base de [en] := span((en)+∞

n=1).

Proposición (Criterio de Grunblum)

Una sucesión (en)+∞
n=1 de elementos no nulos de X es básica si, y sólo si

∃K > 0 :

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

akek

∥∥∥∥∥ ≤ K
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

akek

∥∥∥∥∥ , ∀(ak)k ⊂ R, ∀m ≤ n.
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Bases equivalentes

Definición

Dos bases (o sucesiones básicas) (xn)+∞
n=1 ⊂ X e (yn)+∞

n=1 ⊂ Y son
equivalentes, (xn)n ∼ (yn)n, si ∀(an)+∞

n=1 ⊂ R,

+∞∑
n=1

anxn converge ⇐⇒
+∞∑
n=1

anyn converge.

Proposición

Dos bases (xn)+∞
n=1 ⊂ X e (yn)+∞

n=1 ⊂ Y son equivalentes si, y sólo si, ∃C > 0
tal que ∀(ai)+∞

i=1 ⊂ c00,

C−1

∥∥∥∥∥
+∞∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

+∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ C
∥∥∥∥∥

+∞∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ .
Si C = 1, se dice que son isométricamente equivalentes (o 1-equivalentes).
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Sucesiones básicas de bloques

Definición

Sea (en)+∞
n=1 base de X. Supongamos que (pn)+∞

n=1 es una sucesión de enteros
estrictamente creciente con p0 = 0 y que (an)+∞

n=1 ⊂ R. Entonces la sucesión
de vectores no nulos (un)+∞

n=1 ⊂ X de la forma

un :=
pn∑

j=pn−1+1

ajej

se llama sucesión básica de bloques (o BBS) de (en)+∞
n=1

Proposición (Bessaga–Pełczyński)

Sea (en)+∞
n=1 ⊂ X una base de X. Sea Y ⊆ X un subespacio con

dim(Y ) = +∞. Entonces, ∀ε > 0, existe (xn)+∞
n=1 BBS de (en)+∞

n=1 ⊂ X, y
existe (yn)+∞

n=1 ⊂ Y de forma que
∑+∞

n=1 ‖xn − yn‖ ≤ ε.
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El problema de la base

Pregunta:

¿Todo espacio de Banach separable posee una base?

Respuesta: No (Enflo, 1973).

Teorema
Si X es infinito-dimensional, contiene una sucesión básica. De hecho, dado
ε > 0, podemos encontrar una sucesión básica con constante como mucho
1 + ε.
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Bases incondicionales

Definición

Sea (xn)+∞
n=1 ⊂ X una sucesión. Se dice que la serie

∑+∞
n=1 xn es

incondicionalmente convergente si la serie
∑+∞

n=1 θnxn converge para
cualquier elección de signos θn ∈ {−1, 1}.

Definición

Una base (en)+∞
n=1 ⊂ X se denomina incondicional si para cualquier x ∈ X la

serie
∑+∞

n=1 e
∗
n(x)en converge incondicionalmente.

Ejemplos:
En c0 y lp con 1 ≤ p < +∞ la base canónica (en)+∞

n=1 es incondicional.
En c0 la base sumante (fn)+∞

n=1 con fn =
∑n

k=1 ek es condicional.
Espacios sin base incondicional: L1, C[0, 1], el espacio de James (J )...
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Constante básica incondicional

Proposición

Una base (en)+∞
n=1 ⊂ X es incondicional si, y sólo si, ∃K ≥ 1 tal que para todo

N ∈ N, siempre que a1, . . . , aN , b1, . . . , bN son escalares que satisfacen que
|an| ≤ |bn|, 1 ≤ n ≤ N , se tiene:∥∥∥∥∥

N∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥ ≤ K
∥∥∥∥∥
N∑
n=1

bnen

∥∥∥∥∥ . (1)

Definición

Dado (en)+∞
n=1 ⊂ X base incondicional, se define la constante básica

incondicional Ku de (en)+∞
n=1 a la menor K de forma que se verifica (1).

Diremos que (en)+∞
n=1 ⊂ X es K-incondicional si Ku ≤ K.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Constante de supresión

Si (en)+∞
n=1 ⊂ X es una base incondicional y A ⊂ N, existe una proyección

PA : X −→ [ek : k ∈ A]

x =
+∞∑
k=1

e∗k(x)ek 7−→
∑
k∈A

e∗k(x)ek.

PA es acotada. {PA : A ⊂ N} son las proyecciones naturales asociadas a la base
incondicional (en)+∞

n=1. Por el Principio de Acotación Uniforme, existe

Ks := sup
A⊂N
‖PA‖ .

A esa constante se le llama constante de supresión de la base, y verifica

1 ≤ Ks ≤ Ku ≤ 2Ks.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Bases shrinking

Definición

(en)+∞
n=1 ⊂ X es una base shrinking si [e∗n] = X∗.

Ejemplos:
En `p, 1 < p < +∞, la base canónica es shrinking.
En `1, la base canónica no es shrinking.
En c0, la base canónica es shrinking, pero la base sumante no.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey
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Bases acotadamente completas

Definición

(en)+∞
n=1 ⊂ X es una base acotadamente completa si ∀(an)+∞

n=1 ⊂ R tal que

sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥ < +∞,

la serie
∑+∞

n=1 anen converge.

Ejemplos:
En `p, 1 < p < +∞, la base canónica es ac. completa.
En c0, la base canónica no es ac. completa

Grupo de Jordi López-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivine 15 / 42



Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Bases acotadamente completas

Definición

(en)+∞
n=1 ⊂ X es una base acotadamente completa si ∀(an)+∞

n=1 ⊂ R tal que

sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥ < +∞,

la serie
∑+∞

n=1 anen converge.

Ejemplos:

En `p, 1 < p < +∞, la base canónica es ac. completa.
En c0, la base canónica no es ac. completa

Grupo de Jordi López-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivine 15 / 42



Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Bases acotadamente completas

Definición

(en)+∞
n=1 ⊂ X es una base acotadamente completa si ∀(an)+∞

n=1 ⊂ R tal que

sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥ < +∞,

la serie
∑+∞

n=1 anen converge.

Ejemplos:
En `p, 1 < p < +∞, la base canónica es ac. completa.

En c0, la base canónica no es ac. completa

Grupo de Jordi López-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivine 15 / 42



Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Bases acotadamente completas

Definición

(en)+∞
n=1 ⊂ X es una base acotadamente completa si ∀(an)+∞

n=1 ⊂ R tal que

sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥ < +∞,

la serie
∑+∞

n=1 anen converge.

Ejemplos:
En `p, 1 < p < +∞, la base canónica es ac. completa.
En c0, la base canónica no es ac. completa

Grupo de Jordi López-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivine 15 / 42



Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Criterio de reflexividad

Teorema (James, 1951)

Si X es separable y (en)+∞
n=1 es una base, entonces X es reflexivo si, y sólo si,

(en)+∞
n=1 ⊂ X es acotadamente completa y shrinking.

Teorema (James)

Sea (un)+∞
n=1 ⊂ X una base incondicional. Entonces (un)n no es shrinking si, y

sólo si, X contiene un subespacio isomorfo a `1. Además, (un)n no es
acotadamente completo si, y sólo si, X contiene un subespacio isomorfo a c0.

Corolario
Un espacio de Banach X con base incondicional es reflexivo si, y sólo si, no
contiene subespacios isomorfos a c0 ni `1.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Motivación

Sabemos que

Todo subespacio infinito dimensional de `p contiene una copia de `p.
Todo subespacio de Lp, p > 2, contiene una copia de los espacios `p o `2
(Kadets–Pełczyński).

Pregunta: ¿Es cierto que todo espacio de Banach contiene una copia de `p,
1 ≤ p <∞, o de c0?

Respuesta: ¡NO! (Tsirelson, 1974).
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(Kadets–Pełczyński).

Pregunta: ¿Es cierto que todo espacio de Banach contiene una copia de `p,
1 ≤ p <∞, o de c0?

Respuesta: ¡NO! (Tsirelson, 1974).
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Herramientas Básicas

Teorema (No distorsión de `1 y c0 de James)
Sea (xn)∞n=1 una sucesión básica normalizada en un espacio de Banach X
equivalente a la base canónica de `1 o a la de c0. Entonces, para todo ε > 0,
existe una BBS normalizada (yn)∞n=1 de (xn)∞n=1 tal que∥∥∥∥∥

N∑
k=1

akyk

∥∥∥∥∥ ≥ (1− ε)
N∑
k=1

|ak|,

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

akyk

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + ε) máx |ak|,

en el caso de `1 y c0 respectivamente, para toda sucesión de escalares (ak)Nk=1.

Definición
Una familia de intervales disjuntos de números naturales (I1, . . . , Im) es
admisible si ∀k = 1, . . . ,m, Ik ⊆ [m+ 1,∞).
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Construcción del Espacio de Tsirelson

1) Dado E ⊆ N, y ξ ∈ c00,

Eξ := (χE(n)ξ(n))∞n=1.

2) Definimos la norma

‖ξ‖T := máx

{
‖ξ‖c0 , sup 1

2

m∑
j=1

‖Ijξ‖T

}

3) Llamamos T a la compleción de (c00, ‖ · ‖T ) y notamos que los vectores
unitarios canónicos (en)∞n=1 forman una base 1-incondicional de T .
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Teorema

Teorema (Tsirelson)
Existe un espacio de Banach reflexivo que no contiene copias de `p para
1 ≤ p <∞ ni de c0.

Pero aún hay esperanza, porque

Teorema (Dvoretzky)
`2 es finitamente representable en todo espacio de Banach infinitamente
dimensional X.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Demostración

1) Suponemos c0 o `p para 1 < p <∞ admite un embedding en T . Por el
principio de selección de Bessaga-Pełczyński se llega a una contradicción.

2) Suponemos que `1 admite un embedding en T . Bessaga-Pełczyński nos da
una BBS normalizada equivalente a la `1-basis. Razonando con ε < 1/4 en
el teorema de no-distorsion de `1 de James llegamos a una contradicción.

3) Gracias al teorema de James, como T no contiene ninguna copia de c0 ni
`1, obtenemos que T es reflexivo.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Notación y definiciones

1) PN se identifica con ∆ = {0, 1}N.

2) P∞N = {subconjuntos infinitos de N}, FN = (P∞N)c

3) Si M ∈ PN, Fr(M) = {A ⊂M : #(A) = r}.

Definición
Si M ∈ P∞N y f : Fr(M)→ R, diremos que

ĺım
A∈Fr(M)

f(A) = α

si para cada ε > 0 existe un N ∈ N tal que

A ∈ Fr(M), A ⊂ [N,+∞)⇒ |f(A)− α| < ε
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Teoremas

Teorema (Ramsey)
1 Dados r ∈ N y una función f : Fr(N)→ R acotada, existe M ∈ P∞N tal

que ĺımA∈Fr(M) f(A) existe.

2 En particular, si A ⊂ Fr(N), existe M ∈ P∞N tal que Fr(M) ⊂ A o bien
Fr(M) ∩ A = ∅.

Teorema (`1 de Rosenthal)
Si (xn)∞n=1 es una sucesión acotada en un espacio de Banach de dimensión
infinita X, entonces ocurre una de las dos siguientes:
a) (xn) tiene una subsucesión débilmente de Cauchy.
b) (xn) tiene una subsucesión básica equivalente a la base canónica de `1.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Demostración (Ramsey)

1) Por inducción sobre r, para el caso r > 1, existe un conjunto M1 ∈ N tal
que existe

g(m1, . . . ,mr−1) := ĺım
mr∈M1

f(m1, . . . ,mr−1,mr)

2) Por hipótesis de inducción existe M2 ⊂M1 infinito tal que existe

ĺım
A∈Fr−1(M2)

g(A) = α

3) Dados A ∈ Fr−1(M2) y ε > 0 existe N = N(A, ε) tal que si n > N(A, ε),
entonces

|f(A ∪ {n})− g(A)| < ε

4) El conjunto M se construye por inducción haciendo

mn+1 > máx
A∈Fr−1{m1,...,mn}

N(A, 2−n)
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ĺım
A∈Fr−1(M2)

g(A) = α

3) Dados A ∈ Fr−1(M2) y ε > 0 existe N = N(A, ε) tal que si n > N(A, ε),
entonces

|f(A ∪ {n})− g(A)| < ε

4) El conjunto M se construye por inducción haciendo

mn+1 > máx
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Definición
Una sucesión (xn)∞n=1 en un espacio de Banach X es “spreading” si para
cualquier sucesión de naturales 0 < p1 < · · · < pn,∥∥∥∥∥

n∑
j=1

ajxpj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥ ,
para cualquier sucesión (ai)ni=1 de escalares.

Además, un espacio de sucesiones
X es “spreading” si la base canónica (en)∞n=1 es “spreading”.
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n∑
j=1

ajxpj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥ ,
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respectivamente. Diremos que (yn)∞n=1 es finitamente representable por
bloques (o BFR) en (xn)∞n=1 si para todo ε > 0 y N ∈ N existen

una sucesión de bloques (uj)Nj=1 de (xn)∞n=1 de la forma

uj =
pj∑

pj−1+1

ajxj , j = 1, . . . , N,

donde (pj)Nj=0 es una sucesión estrictamente creciente de naturales y
(aj)Nj=1 es una sucesión de escalares y
un operador T : [yj ]Nj=1 → [uj ]Nj=1 tal que Tyj = uj y ‖T‖‖T−1‖ < 1 + ε.
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Definición
Sean X e Y espacios de sucesiones. Diremos que X es finitamente
representable por bloques en Y si lo es en su base canónica.
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Primeras definiciones y resultados

Teorema (Brunel y Sucheston)
Sea (xn)∞n=1 una sucesión normalizada en un espacio de Banach X tal que
{xn}∞n=1 no sea relativamente compacto. Entonces existe un espacio de
sucesiones spreading X finitamente representable por bloques en (xn).

Más concretamente, existe una subsucesión {xnk}
∞
k=1 y un espacio de

sucesiones spreading X tal que, si M = {nk}∞k=1, entonces:

ĺım
{p1,...,pr}∈Fr(M), (p1<···<pn)

∥∥∥∥∥
r∑
j=1

ajxpj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
r∑
j=1

ajej

∥∥∥∥∥
X
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Demostración

1) Se tiene, por el teorema de Ramsey, la existencia de un conjunto M∞ tal
que existe

ĺım
{p1,...,pr}∈Fr(M∞), (p1<···<pn)

∥∥∥∥∥
r∑
j=1

ajxpj

∥∥∥∥∥
para cada sucesión (aj)rj=1.

2) Se define, para ξ ∈ c00,

‖ξ‖X = ĺım
{p1,...,pr}∈Fr(M∞)

∥∥∥∥∥
r∑
j=1

ξ(j)xpj

∥∥∥∥∥
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Bases en espacios de Banach
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El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Proposición
Sea (xn)∞n=1 una sucesión “spreading” no constante en un espacio de Banach
X.

1 Si (xn)∞n=1 no es débilmente Cauchy, entonces (xn)∞n=1 es una sucesión
básica equivalente a la base canónica de `1.

2 Si (xn)∞n=1 es débilmente nula, entonces es una sucesión básica
incondicional con constante de supresión Ks = 1.

3 Si (xn)∞n=1 es débilmente Cauchy, entonces (x2n−1 − x2n)∞n=1 es
débilmente nula y “spreading”.
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Teorema de Krivine

Teorema
Sean (X, ‖·‖) un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una sucesión unitaria en X que
no tiene subsucesiones convergentes. Entonces, se cumple uno de los siguientes
puntos:

c0 es finitamente representable por bloques en (xn)∞n=1;
existe 1 ≤ p <∞ tal que `p es finitamente representable por bloques en
(xn)∞n=1.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Demostración Teorema de Krivine

Se realizará en varias etapas:
1 Reducción a una sucesión (en)∞n=1 “spreading”, 1−incondicional y

finitamente representable por bloques en (xn)∞n=1.

2 Ver que para toda sucesión (sn)∞n=1 con sn ⊂ N tal que #sn ≤ 3 y
máx sn < mı́n sn+1 para todo n ∈ N se tiene que( ∑

i∈sn
ei∥∥∑

i∈sn
ei
∥∥
)∞
n=1

es sucesión de bloques de (en)∞n=1 y 1−equivalente a (en)∞n=1.
3 Si (en)∞n=1 cumple los dos puntos anteriores, existe p ∈ [1,+∞] de modo

que es 1−equivalente a la base unitaria de{
`p, si 1 ≤ p < +∞
c0, si p = +∞.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Etapa I

Primera reducción: Se define una sucesión (en)∞n=1 “spreading” y
finitamente representable por bloques en (xn)∞n=1.

Segunda reducción: Se encuentra otra sucesión (en)∞n=1 “spreading”,
finitamente representable por bloques en la anterior e incondicional con
constante de supresión 1 (por tanto 2−incondicional).

Caso 1: Si (en)∞n=1 es débilmente nula, por (ii) de la Proposición previa
cumple las condiciones.
Caso 2: Si (en)∞n=1 NO es débilmente nula vamos a utilizar la dicotomía de
Rosenthal `1, de donde se tiene una de las siguientes condiciones:

(en)∞n=1 es equivalente a la base unitaria de `1;
(en)∞n=1 es débilmente de Cauchy. En este caso, por (iii) de la Proposición
previa la sucesión

(fn)∞n=1 : fn =
e2n − e2n+1

‖e2n − e2n+1‖
∀n ∈ N

es débilmente nula y “spreading”.
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Bases en espacios de Banach
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El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Etapa I

Tercera reducción: Queremos construir otra sucesión (en)∞n=1 “spreading”
y finitamente representable por bloques en la anterior y 1-incondicional.

Para ello consideramos supn∈N
∥∥∑n

i=1 ei
∥∥ y distinguimos los casos:

Si supn∈N
∥∥∑n

i=1 ei
∥∥ <∞ entonces (en)∞n=1 es equivalente a la base

unitaria de c0, y hemos probado el Teorema de Krivine para c0.
En caso contrario, se puede encontrar la base deseada.
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Bases en espacios de Banach
Bases especiales

El espacio de Tsirelson
Teoría de Ramsey

Teorema de Krivine

Etapa II

Definimos Q0 = Q ∩ [0, 1) y trabajamos con c00(Q0) que es espacio
normado con la norma ∥∥∥∥∥

n∑
j=1

ajeqj

∥∥∥∥∥ :=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajej

∥∥∥∥∥ .
Denotamos la complección de este espacio normado por X (Q0).

Se definen ahora los operadores

T2 : c00(Q0) −→ c00(Q0) , eq 7−→ e q
2

+ e q+1
2

T3 : c00(Q0) −→ c00(Q0) , eq 7−→ e q
3

+ e q+1
3

+ e q+2
3

que se extienden a X (Q0) obteniendo operadores continuos.
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Etapa II
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n∑
j=1

ajeqj

∥∥∥∥∥ :=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajej

∥∥∥∥∥ .
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Etapa II

Estamos en condiciones de demostrar que la sucesión( ∑
i∈sn

ei∥∥∑
i∈sn

ei
∥∥
)∞
n=1

es 1−equivalente a (en)∞n=1. Para ello se hace uso de Teoría espectral.

Como los operadores T2 y T3 conmutan se tiene que existen (ξn)∞n=1
elementos de X y λ, µ autovalores aproximados tales que

T2(ξn)− λξn −→ 0, n→∞,

T3(ξn)− µξn −→ 0, n→∞.

Pregunta: ¿Cómo se construye la sucesión de bloques?
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Etapa III

Para (en)+∞
n=1, se tiene λ = ‖e1 + e2‖, µ = ‖e1 + e2 + e3‖ y además:∥∥∥∥∥

m∑
i=1

λkiµliei

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
∑m

i=1
2ki 3li∑

j=1

ej

∥∥∥∥∥∥∥
por la construcción hecha en la etapa anterior.

Pregunta: ¿De dónde sale el p buscado?
El conjunto D = { 2k

3l : k, l ∈ N} es denso en R+. Definimos

f : D −→ R, 2k

3l 7−→
λk

µl

que cumple:
f es multiplicativa (f(x · y) = f(x) · f(y) ∀ x, y ∈ D),
f es creciente.
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Etapa III

Veamos que efectivamente es creciente. Si 2k1

3l1 ≤
2k2

3l2 entonces

λk1

µl1
≤ λk2

µl2
⇐⇒ λk1µl2 ≤ λk2µl1 ⇐⇒

∥∥λk1µl2e1
∥∥ ≤ ∥∥λk2µl1e1

∥∥ .

Podemos extender a una función multiplicativa y continua

f̄ : R+ −→ R

que por tanto es de la forma f̄(x) = xα con α ∈ R. Se prueba que
α ∈ [0, 1].
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