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Bases en espacios de Banach

—+oo
(H, (-,-)) Hilbert => 3(en); > base ortonormal: z = >_ (z,e,) en.
n=1
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Bases en espacios de Banach

—+oo
(H, (-,-)) Hilbert => 3(en); > base ortonormal: z = >_ (z,e,) en.
n=1

Definicién

Una sucesién (e,) 25 es una base de X si para cualquier € X existe una
—+oo

Gnica sucesién (an), > tal que z = > anen.
n=1
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Bases en espacios de Banach

—+oo
(H, (-,-)) Hilbert => 3(en); > base ortonormal: z = >_ (z,e,) en.
n=1

Definicién

Una sucesién (e,) 25 es una base de X si para cualquier € X existe una
—+oo

Gnica sucesién (an),! > tal que z = > anen.
n=1

Ejemplos:
o Base canénica (e,)>% de coy £y, 1 < p < +o0:

(n)
en:=(0,...,0, 1,0,...).
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Bases en espacios de Banach

—+oo
(H, (-,-)) Hilbert => 3(en); > base ortonormal: z = >_ (z,e,) en.
n=1

Definicién

Una sucesién (e,) 25 es una base de X si para cualquier € X existe una
—+oo

Gnica sucesién (an),! > tal que z = > anen.
n=1

Ejemplos:
o Base canénica (e,)>% de coy £y, 1 < p < +o0:

(n)
en:=(0,...,0, 1,0,...).

@ Bases de Haar en L?([0,1]), 1 < p < +o0.
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Bases en espacios de Banach

—+oo
(H, (-,-)) Hilbert => 3(en); > base ortonormal: z = >_ (z,e,) en.
n=1

Definicién

Una sucesién (e,) 25 es una base de X si para cualquier € X existe una
—+oo

Gnica sucesién (an),! > tal que z = > anen.
n=1

Ejemplos:
o Base canénica (e,)>% de coy £y, 1 < p < +o0:

(n)
en:=(0,...,0, 1,0,...).

@ Bases de Haar en L?([0,1]), 1 < p < +o0.
@ Se puede dar una base de C[0, 1].
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Bases en espacios de Banach

Bases de Schauder

Definiciéon

Una sucesién (e,); > es una base de Schauder de X si existe una sucesién
(€5)F2° en X* tal que:

n=1
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Bases en espacios de Banach

Bases de Schauder

Definiciéon

Una sucesién (e,); > es una base de Schauder de X si existe una sucesién
(€5)F2° en X* tal que:

n=1

O ci(ej) = Ik,
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Bases en espacios de Banach

Bases de Schauder

Definicién

Una sucesién (e,); > es una base de Schauder de X si existe una sucesién
(€5)F2° en X* tal que:

n=1
Q ei(ej) = ;-
Q = ::1 ey (x)en, para todo z € X.
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Bases en espacios de Banach

Bases de Schauder

Definiciéon

Una sucesién (e,); > es una base de Schauder de X si existe una sucesién
(€5)F2° en X* tal que:

n=1
Q ei(e;) = 0k
@ 2= "% e} (x)en, para todo z € X.
Los funcionales (e};);'> se denominan funcionales biortogonales asociados a
(en)a25-
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Bases en espacios de Banach

Bases de Schauder

Definicién

Una sucesién (e,); > es una base de Schauder de X si existe una sucesién
(€5)F2° en X* tal que:

n=1
Q ei(e;) = 0k
@ 2= "% e} (x)en, para todo z € X.
Los funcionales (e};);'> se denominan funcionales biortogonales asociados a
(en)a25-

Proposicion

Sea X un espacio de Banach separable. Una sucesién (en); > C X es una
base de Schauder de X si, y sélo si, (en)12 es una base de X.

n=1
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Bases en espacios de Banach

Sucesiones basicas

Notacion: S, (z) := > ef(z)er.
k=1
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Bases en espacios de Banach

Sucesiones basicas

Notacion: S, (z) := > ef(z)er.
k=1

Definicién

Si (en); > es una base de X, K := sup,, ||S»|| es la constante basica. Si

K =1, la base se llama monétona.
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Bases en espacios de Banach

Sucesiones basicas

Notacion: S, (z) := > ef(z)er.
k=1

Definicién

Si (en); > es una base de X, K := sup,, ||S»|| es la constante basica. Si
K =1, la base se llama monétona.

Definicién

(en); 2% C X es una sucesién basica si es base de [e,] := span((en); ).
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Bases en espacios de Banach

Sucesiones basicas

Notacion: S, (z) := > ef(z)er.
k=1

Definicién

Si (en); > es una base de X, K := sup,, ||S»|| es la constante basica. Si

K =1, la base se llama monétona.

Definicién

(en); 2% C X es una sucesién basica si es base de [e,] := span((en); ).

Proposicién (Criterio de Grunblum)

Una sucesion (ey);"> de elementos no nulos de X es bésica si, y sélo si

m n

dK >0: Zakek Zakek , V(ar)r CR, VYm <n.
k=1 =il
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Bases en espacios de Banach

Bases equivalentes

Definicién

Dos bases (o sucesiones basicas) ()12 C X e (yn) 2 C Y son
equivalentes, (2,)n ~ (Yn)n, i ¥(an) 23 CR,

“+ oo + oo
E anTn CONVerge <— E anyYn Converge.
n=1 n=1
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Bases en espacios de Banach

Bases equivalentes

Definicién

Dos bases (o sucesiones basicas) ()12 C X e (yn) 2 C Y son
equivalentes, (2,)n ~ (Yn)n, i ¥(an) 23 CR,

+o0 +o0
E anTn CONVerge <— E anyYn Converge.
=l n=1

Proposicién

Dos bases (2,)25 C X e (yn)125 C Y son equivalentes si, y sélo si, 3C > 0
tal que V(a;)% C coo,

—+oo —+oo +oo

c! Zaiyi < Zam <C Zaiyi

i=1 =1 =1

Si C =1, se dice que son isométricamente equivalentes (o 1-equivalentes).
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Bases en espacios de Banach

Sucesiones basicas de bloques

Definici

Sea (e,),>5 base de X. Supongamos que (p,);’>5 es una sucesién de enteros
estrictamente creciente con po = 0 y que (a,); >, C R. Entonces |a sucesién
de vectores no nulos (u,)F25 C X de la forma

Pn

Unp = E a;e;

Jj=pPn-1+1

se llama sucesién basica de bloques (o BBS) de (e,)/ 25
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Bases en espacios de Banach

Sucesiones basicas de bloques

Definicién

Sea (e,),>5 base de X. Supongamos que (pn)n"o1 es una sucesién de enteros
estrlctamente creciente con po = 0 y que (an) 21 C R. Entonces la sucesién
de vectores no nulos (u,);> C X de la forma

Pn

Unp = E a;e;

Jj=pPn-1+1

se llama sucesién basica de bloques (o BBS) de (e,)/ 25

Proposicién (Bessaga—Petczynski)

Sea (en);7>5 C X una base de X. Sea Y C X un subespacio con
dim(Y) = +o0. Entonces, Ve > 0, existe (acn)+°° BBS de (en) C X, y
existe (yn); >3 C Y de forma que Zn Lz —ynll < e
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El problema de la base

Pregunta:
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Bases en espacios de Banach

El problema de la base

Pregunta: j Todo espacio de Banach separable posee una base?

Respuesta: No (Enflo, 1973).
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Bases en espacios de Banach

El problema de la base

Pregunta: j Todo espacio de Banach separable posee una base?

Respuesta: No (Enflo, 1973).

Teorema

Si X es infinito-dimensional, contiene una sucesién bdsica. De hecho, dado
€ > 0, podemos encontrar una sucesién basica con constante como mucho
1+4e.
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Bases especiales

Bases incondicionales

Definicién
+oo .z . q +oco
Sea (zn),2] C X una sucesién. Se dice que la serie ) "™z, es

incondicionalmente convergente si la serie Z:; 0nxn converge para
cualquier eleccién de signos 0, € {—1,1}.
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Bases especiales

Bases incondicionales

Definicién
Sea (24),> C X una sucesién. Se dice que la serie > @, es

incondicionalmente convergente si la serie Z | Oy, converge para
cualquier eleccién de signos 0, € {—1,1}.

Definicion
Una base ( )+°° C X se denomina incondicional si para cualquier z € X la
serie Z x)en, converge incondicionalmente.
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Bases incondicionales

Definicién
Sea (24),> C X una sucesién. Se dice que la serie > @, es

incondicionalmente convergente si la serie Z | Oy, converge para
cualquier eleccién de signos 0, € {—1,1}.

Definicién

|

Una base ( )+°° C X se denomina incondicional si para cualquier z € X la
serie Z x)e, converge incondicionalmente.

Ejemplos:
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Bases incondicionales

Definicién
Sea (24),> C X una sucesién. Se dice que la serie > @, es

incondicionalmente convergente si la serie Z | Oy, converge para
cualquier eleccién de signos 0, € {—1,1}.

Definicién

|

Una base ( )+°° C X se denomina incondicional si para cualquier z € X la
serie Z x)e, converge incondicionalmente.

Ejemplos:

@ Encoyl, con 1 < p < +oco la base canénica (e,) > es incondicional.
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Bases especiales

Bases incondicionales

Definicién
Sea (24),> C X una sucesién. Se dice que la serie > @, es

incondicionalmente convergente si la serie Z | Oy, converge para
cualquier eleccién de signos 0, € {—1,1}.

Definicién

|

Una base ( )+°° C X se denomina incondicional si para cualquier z € X la

serie Z x)ey converge incondicionalmente.
Ejemplos:
@ Encoyl, con 1 < p < +oco la base canénica (e,) > es incondicional.

+oo

@ En ¢ la base sumante (f,) 2] con fp, = Zk:l e es condicional.
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Bases especiales

Bases incondicionales

Definicién
Sea (24),> C X una sucesién. Se dice que la serie > @, es

incondicionalmente convergente si la serie Z | Oy, converge para
cualquier eleccién de signos 0, € {—1,1}.

Definicién

|

Una base ( )+°° C X se denomina incondicional si para cualquier z € X la

serie Z x)en converge incondicionalmente.
Ejemplos:
@ Encyyl,conl<p< +oo la base canédnica (e,);"> es incondicional.
+oo _ n ..
@ En ¢p la base sumante (fn) > con fn = Zk:l er es condicional.

@ Espacios sin base |ncond|cnona|: L', C[0,1], el espacio de James (7)...
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Bases especiales

Constante basica incondicional

Una base (e,); > C X es incondicional si, y sélo si, 3K > 1 tal que para todo
N €N, siempre que a1, ...,an,b1,...,bn son escalares que satisfacen que

lan] < |bn], 1 <n < N, se tiene:
N N
Zanen <K anen . (1)
n=1 n=1
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Bases especiales

Constante basica incondicional

Una base (e,); > C X es incondicional si, y sélo si, 3K > 1 tal que para todo
N €N, siempre que a1, ...,an,b1,...,bn son escalares que satisfacen que

lan] < |bn], 1 <n < N, se tiene:
N N
Zanen <K anen . (1)
n=1 n=1

Definicién

Dado (e,)f2 C X base incondicional, se define la constante basica
incondicional K, de (e,)!> a la menor K de forma que se verifica (1).
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Bases especiales

Constante basica incondicional

Proposicién

Una base (e,); > C X es incondicional si, y sélo si, 3K > 1 tal que para todo
N €N, siempre que a1, ...,an,b1,...,bn son escalares que satisfacen que

lan] < |bn], 1 <n < N, se tiene:
N N
Zanen <K anen . (1)
n=1 n=1

Definicién

Dado (e,)f2 C X base incondicional, se define la constante basica
incondicional K, de (e,)!> a la menor K de forma que se verifica (1).
Diremos que (e,)12 C X es K-incondicional si K, < K.
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Bases especiales

Constante de supresién

Si (€2)125 C X es una base incondicional y A C N, existe una proyeccién

Pa: X —[er: k € A

—+oo
T = ZeZ(m)ek — ZeZ(x)ek.
k=1 keA
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Bases especiales

Constante de supresién

Si (en) 1 C X es una base incondicional y A C N, existe una proyeccién

Pa: X —[er: k € A

+
xr = E ek ek — E ek
k= keA

P4 es acotada. {Pa : A C N} son las proyecciones naturales asociadas a la base
incondicional (e,,); 3. Por el Principio de Acotacién Uniforme, existe

K, := sup || Pa|l .
ACN
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Bases especiales

Constante de supresién

Si (en) 1 C X es una base incondicional y A C N, existe una proyeccién

Pa: X —[er: k € A

+
xr = E ek ek — E ek
k= keA

P4 es acotada. {Pa : A C N} son las proyecciones naturales asociadas a la base
incondicional (e,,); 3. Por el Principio de Acotacién Uniforme, existe

K, := sup || Pa|l .
ACN

A esa constante se le llama constante de supresion de la base, y verifica

1< Ks < Ku <2K,.
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Bases especiales

Bases shrinking

Definicién

(en)22 C X es una base shrinking si [e};] = X*.
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Bases shrinking

Definicién

(en)22 C X es una base shrinking si [e};] = X*.

Ejemplos:
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Bases especiales

Bases shrinking

Definicién

(en)22 C X es una base shrinking si [e};] = X*.

Ejemplos:

@ En/,, 1 < p < +00, la base canénica es shrinking.
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Bases especiales

Bases shrinking

Definicién

(en)22 C X es una base shrinking si [e};] = X*.

Ejemplos:
@ En/,, 1 < p < +00, la base canénica es shrinking.

@ En /1, la base candnica no es shrinking.
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Bases especiales

Bases shrinking

Definicién

(en)22 C X es una base shrinking si [e};] = X*.

Ejemplos:

@ En/,, 1 < p < +00, la base canénica es shrinking.

@ En /1, la base candnica no es shrinking.

@ En co, la base candnica es shrinking, pero la base sumante no

Grupo de Jordi Lépez-Abad
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Bases especiales

Bases acotadamente completas

Definicién

(en)2% C X es una base acotadamente completa si V(a,) > C R tal que

N

sup E aneén || < 400,
N
n=1

la serie Y anen converge.
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Definicién

(en)2% C X es una base acotadamente completa si V(a,) > C R tal que

N

sup E aneén || < 400,
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n=1

la serie Y anen converge.

Ejemplos:
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Bases especiales

Bases acotadamente completas

Definicién

(en)2% C X es una base acotadamente completa si V(a,) > C R tal que

N

sup E aneén || < 400,
N
n=1

la serie Y anen converge.

Ejemplos:

@ En/,, 1 < p < +o00, la base canénica es ac. completa.
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Bases especiales

Bases acotadamente completas

Definicién

(en)2% C X es una base acotadamente completa si V(a,) > C R tal que

N

sup E aneén || < 400,
N
n=1

la serie Y anen converge.

Ejemplos:
@ En/,, 1 < p < +o00, la base canénica es ac. completa.

@ En ¢p, la base candnica no es ac. completa
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Bases especiales

Criterio de reflexividad

Teorema (James, 1951)

Si X es separable y (en)jg es una base, entonces X es reflexivo si, y sélo si,

(€n)23 C X es acotadamente completa y shrinking.
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Bases especiales

Criterio de reflexividad

Teorema (James, 1951)

Si X es separable y (en)jg es una base, entonces X es reflexivo si, y sélo si,

(€n)23 C X es acotadamente completa y shrinking.

Teorema (James)

Sea (uy) 2 C X una base incondicional.
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Bases especiales

Criterio de reflexividad

Teorema (James, 1951)

Si X es separable y (en)jg es una base, entonces X es reflexivo si, y sélo si,

(€n)23 C X es acotadamente completa y shrinking.

Teorema (James)

Sea (uy) 2 C X una base incondicional. Entonces (un)n no es shrinking si, y
sélo si, X contiene un subespacio isomorfo a ;.
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Bases especiales

Criterio de reflexividad

Teorema (James, 1951)
Si X es separable y (en)jg es una base, entonces X es reflexivo si, y sélo si,

(€n)23 C X es acotadamente completa y shrinking.

Teorema (James)

Sea (uy) 2 C X una base incondicional. Entonces (un)n no es shrinking si, y
sélo si, X contiene un subespacio isomorfo a {1. Adem3as, (un)n no es
acotadamente completo si, y sélo si, X contiene un subespacio isomorfo a co.
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Bases especiales

Criterio de reflexividad

Teorema (James, 1951)

Si X es separable y (en)jg es una base, entonces X es reflexivo si, y sélo si,

(€n)23 C X es acotadamente completa y shrinking.

Teorema (James)

Sea (uy) 2 C X una base incondicional. Entonces (un)n no es shrinking si, y
sélo si, X contiene un subespacio isomorfo a {1. Adem3as, (un)n no es
acotadamente completo si, y sélo si, X contiene un subespacio isomorfo a co.

Corolario

Un espacio de Banach X con base incondicional es reflexivo si, y sélo si, no
contiene subespacios isomorfos a co ni f;.
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El espacio de Tsirelson

Motivacion

Sabemos que
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El espacio de Tsirelson

Motivacion

Sabemos que

@ Todo subespacio infinito dimensional de ¢, contiene una copia de #,.
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El espacio de Tsirelson

Motivacion

Sabemos que
@ Todo subespacio infinito dimensional de ¢, contiene una copia de #,.

@ Todo subespacio de L,, p > 2, contiene una copia de los espacios ¢, o {2
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El espacio de Tsirelson

Motivacion

Sabemos que
@ Todo subespacio infinito dimensional de ¢, contiene una copia de #,.

@ Todo subespacio de L,, p > 2, contiene una copia de los espacios ¢, o {2
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El espacio de Tsirelson

Motivacion

Sabemos que
@ Todo subespacio infinito dimensional de ¢, contiene una copia de #,.

@ Todo subespacio de L,, p > 2, contiene una copia de los espacios ¢, o {2
(Kadets—Petczynski).

Pregunta: ;Es cierto que todo espacio de Banach contiene una copia de ¢,
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El espacio de Tsirelson

Motivacion

Sabemos que
@ Todo subespacio infinito dimensional de ¢, contiene una copia de #,.

@ Todo subespacio de L,, p > 2, contiene una copia de los espacios ¢, o {2
(Kadets—Petczynski).

Pregunta: ;Es cierto que todo espacio de Banach contiene una copia de ¢,
1 <p< oo, odecy?

Respuesta:
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El espacio de Tsirelson

Motivacion

Sabemos que
@ Todo subespacio infinito dimensional de ¢, contiene una copia de #,.

@ Todo subespacio de L,, p > 2, contiene una copia de los espacios ¢, o {2
(Kadets—Petczynski).

Pregunta: ;Es cierto que todo espacio de Banach contiene una copia de ¢,
1 <p< oo, odecy?

Respuesta: {NO! (Tsirelson, 1974).
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El espacio de Tsirelson

Herramientas Basicas

Teorema (No distorsién de ¢1 y co de James)

Sea (zn)m=1 una sucesién basica normalizada en un espacio de Banach X
equivalente a la base candnica de ¢1 o a la de cy. Entonces, para todo € > 0,
existe una BBS normalizada (y»)5=, de (zn)5e; tal que

N N
Zakyk > (1—z€)2:|ak|7 Zakyk (1+ &) méx |ak|,
k=1 =il

en el caso de 1 y co respectivamente, para toda sucesion de escalares (ak)szl
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El espacio de Tsirelson

Herramientas Basicas

Teorema (No distorsién de ¢1 y co de James)

Sea (zn)m=1 una sucesién basica normalizada en un espacio de Banach X
equivalente a la base candnica de ¢1 o a la de cy. Entonces, para todo € > 0,
existe una BBS normalizada (y»)5=, de (zn)5e; tal que

N N
Zakyk > (1—6)2:|ak|7 Zakyk (1+ &) méx |ak|,
k=1 =il

en el caso de 1 y co respectivamente, para toda sucesion de escalares (ak)szl

Definicién

|

Una familia de intervales disjuntos de nimeros naturales (I1,...,In) es
admisible si Vk =1,...,m, I; C [m + 1,00).
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El espacio de Tsirelson

Construccién del Espacio de Tsirelson

1) Dado E C N, y £ € coo,

E¢:= (xe(n)é(n))n=1
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El espacio de Tsirelson

Construccién del Espacio de Tsirelson

1) Dado E C N, y £ € coo,

E¢:= (xe(n)é(n))n=1

2) Definimos la norma

1 m
léllr = méx{mnco,sup > mw}

Jj=1
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El espacio de Tsirelson

Construccién del Espacio de Tsirelson

1) Dado E C N, y £ € coo,

B = (x(n)§(n))nz:-
2) Definimos la norma

m
, 1
€7 := méx  [|€lleo, sup 5 D €]

Jj=1

3) Llamamos T a la complecién de (coo, || - ||7) y notamos que los vectores
unitarios canénicos (e, )n—; forman una base l-incondicional de 7.
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El espacio de Tsirelson

Teorema

Teorema (Tsirelson)

Existe un espacio de Banach reflexivo que no contiene copias de ¢, para
1 <p< oo nidecy.
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El espacio de Tsirelson

Teorema

Teorema (Tsirelson)

Existe un espacio de Banach reflexivo que no contiene copias de ¢, para
1 <p< oo nidecy.

Pero alin hay esperanza, porque
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El espacio de Tsirelson

Teorema

Teorema (Tsirelson)

Existe un espacio de Banach reflexivo que no contiene copias de ¢, para
1 <p< oo nidecy.

Pero alin hay esperanza, porque

Teorema (Dvoretzky)

U2 es finitamente representable en todo espacio de Banach infinitamente
dimensional X.
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El espacio de Tsirelson

Demostracion

1) Suponemos cg 0 £, para 1 < p < co admite un embedding en T'. Por el
principio de seleccidon de Bessaga-Petczynski se llega a una contradiccién.
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El espacio de Tsirelson

Demostracion

1) Suponemos cg 0 £, para 1 < p < co admite un embedding en T'. Por el
principio de seleccidon de Bessaga-Petczynski se llega a una contradiccién.

2) Suponemos que ¢1 admite un embedding en T'. Bessaga-Petczynski nos da

una BBS normalizada equivalente a la ¢1-basis. Razonando con € < 1/4 en
el teorema de no-distorsion de ¢; de James llegamos a una contradiccién.
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El espacio de Tsirelson

Demostracion

1) Suponemos cg 0 £, para 1 < p < co admite un embedding en T'. Por el
principio de seleccidon de Bessaga-Petczynski se llega a una contradiccién.
2) Suponemos que ¢1 admite un embedding en T'. Bessaga-Petczynski nos da

una BBS normalizada equivalente a la ¢1-basis. Razonando con € < 1/4 en
el teorema de no-distorsion de ¢; de James llegamos a una contradiccién.

3) Gracias al teorema de James, como T’ no contiene ninguna copia de co ni
{1, obtenemos que T es reflexivo.
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Teoria de Ramsey

Indice

@ Teoria de Ramsey
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Teoria de Ramsey

Notacion y definiciones

1) PN se identifica con A = {0, 1},
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Teoria de Ramsey

Notacion y definiciones

1) PN se identifica con A = {0,1}".
2) PN = {subconjuntos infinitos de N}, FN = (P, N)*¢
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Teoria de Ramsey

Notacion y definiciones

1) PN se identifica con A = {0,1}".
2) PN = {subconjuntos infinitos de N}, FN = (P, N)*¢
3) SiMePN, F,(M)={ACM:#(A) =r}.
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Teoria de Ramsey

Notacion y definiciones

1) PN se identifica con A = {0,1}".
2) PN = {subconjuntos infinitos de N}, FN = (P, N)*¢
3) SiMePN, F,(M)={ACM:#(A) =r}.

SiM e PNy f:F.(M)— R, diremos que

f(4) =a

lim
AEF, (M)

si para cada € > 0 existe un N € N tal que

Ae F.(M), AC[N,+o0) = |f(A) —a| <e
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Teoria de Ramsey

Teoremas

Teorema (Ramsey)

@ Dados r € N y una funcién f : F(N) — R acotada, existe M € PN tal
que lim ac 7, (ar) f(A) existe.
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Teoria de Ramsey

Teoremas

Teorema (Ramsey)
@ Dados r € N y una funcién f : F(N) — R acotada, existe M € PN tal
que lim ac 7, (ar) f(A) existe.
@ En particular, si A C F(N), existe M € PN tal que F.(M) C A o bien
Fr(M)NA=2.

Grupo de Jordi Lépez-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivine



Teoria de Ramsey

Teoremas

Teorema (Ramsey)
@ Dados r € N y una funcién f : F(N) — R acotada, existe M € PN tal
que lim ac 7, (ar) f(A) existe.
@ En particular, si A C F(N), existe M € PN tal que F.(M) C A o bien
Fr(M)NA=2.

Teorema (¢1 de Rosenthal)

Si (zn)p1 es una sucesién acotada en un espacio de Banach de dimensién
infinita X, entonces ocurre una de las dos siguientes:
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Teoria de Ramsey

Teoremas

Teorema (Ramsey)
@ Dados r € N y una funcién f : F(N) — R acotada, existe M € PN tal
que lim ac 7, (ar) f(A) existe.
@ En particular, si A C F(N), existe M € PN tal que F.(M) C A o bien
Fr(M)NA=2.

Teorema (¢1 de Rosenthal)

Si (zn)p1 es una sucesién acotada en un espacio de Banach de dimensién
infinita X, entonces ocurre una de las dos siguientes:
a) (xn) tiene una subsucesién débilmente de Cauchy.
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Teoria de Ramsey

Teoremas

Teorema (Ramsey)
@ Dados r € N y una funcién f : F(N) — R acotada, existe M € PN tal
que lim ac 7, (ar) f(A) existe.
@ En particular, si A C F(N), existe M € PN tal que F.(M) C A o bien
Fr(M)NA=2.

Teorema (¢1 de Rosenthal)
Si (zn)p1 es una sucesién acotada en un espacio de Banach de dimensién
infinita X, entonces ocurre una de las dos siguientes:

a) (xn) tiene una subsucesién débilmente de Cauchy.

b) (xn) tiene una subsucesién bdsica equivalente a la base canénica de ¢;.
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Teoria de Ramsey

Demostracién (Ramsey)

1) Por induccién sobre 7, para el caso r > 1, existe un conjunto M; € N tal
que existe

gmi,...,mr—1):= lm f(mi,...,mr—1,mr)
myp €My
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Teoria de Ramsey

Demostracién (Ramsey)

1) Por induccién sobre 7, para el caso r > 1, existe un conjunto M; € N tal
que existe

gmi,...,mr—1):= lm f(mi,...,mr—1,mr)
myp €My

2) Por hipétesis de induccién existe Ma C M infinito tal que existe

i A) =
aeA I =
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Teoria de Ramsey

Demostracién (Ramsey)

1) Por induccién sobre 7, para el caso r > 1, existe un conjunto M; € N tal
que existe

gmi,...,mr—1):= lm f(mi,...,mr—1,mr)
myp €My

2) Por hipétesis de induccién existe Ma C M infinito tal que existe

i A) =
aeA I =

3) Dados A € Fr—1(M2) ye > 0existe N=N(A,¢) tal quesin > N(A4,¢),
entonces

|f(AU{n}) —g(A)[ <e
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Teoria de Ramsey

Demostracién (Ramsey)

1) Por induccién sobre 7, para el caso r > 1, existe un conjunto M; € N tal
que existe

gmi,...,mr—1):= lm f(mi,...,mr—1,mr)
myp €My

2) Por hipétesis de induccién existe Ma C M infinito tal que existe
lim A=«
Aefr71(M2)g( )

3) Dados A € Fr—1(M2) ye > 0existe N=N(A,¢) tal quesin > N(A4,¢),
entonces

|f(AU{n}) —g(A)[ <e

4) El conjunto M se construye por induccién haciendo

Mpt1 > max N(A,27™)
A€eFr_1{m1,....mn}
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Teorema de Krivine

Indice

© Teorema de Krivine

upo de Jordi Lépez-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivii



Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Definicién

Una sucesién (zr)n=; en un espacio de Banach X es “spreading” si para
cualquier sucesién de naturales 0 < p1 < - -+ < pn,

n n

g AjTp; || = g a;Zj|l,

j=1 j=1

para cualquier sucesién (a;)j—; de escalares.
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Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Definicién

Una sucesién (zr)n=; en un espacio de Banach X es “spreading” si para
cualquier sucesién de naturales 0 < p1 < - -+ < pn,

n n

g AjTp; || = g a;Zj|l,

j=1 j=1

para cualquier sucesién (a;)j=; de escalares. Ademds, un espacio de sucesiones
X es “spreading” si la base canénica (en)n=; es “spreading”.
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Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Definicién

Sea (zn)n=1 € (yn)p=, sucesiones acotadas en los espacios de Banach X e Y
respectivamente. Diremos que (y»)n=; es finitamente representable por
bloques (o BFR) en (x,)52; si paratodoe >0y N € N existen

o una sucesién de bloques (u;)}.; de (z,);2; de la forma

Pj

u]: Z a]x]’ j:]'""7N)

pj—1+1

donde (pj);'\,:() es una sucesion estrictamente creciente de naturales y
(aj)iZ, es una sucesién de escalares y

e un operador T : [y;]7, — [u;]7; tal que Ty; =u; y || T[T < 1+-e.
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Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Definicién

Sea (zn)p21 una sucesidn acotada en un espacio de Banach X. Diremos que
un espacio de sucesiones X es finitamente representable por bloques en
(zn)p2y si la base canénica (en)n2; de X lo es.
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Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Definicién

Sea (zn)p21 una sucesidn acotada en un espacio de Banach X. Diremos que
un espacio de sucesiones X es finitamente representable por bloques en
(zn)p2y si la base canénica (en)n2; de X lo es.

| A

Definicién

Sean X e ) espacios de sucesiones. Diremos que X es finitamente
representable por bloques en ) si lo es en su base candnica.
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Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Teorema (Brunel y S sto

Sea (zn)n=1 una sucesién normalizada en un espacio de Banach X tal que
{zn}321 no sea relativamente compacto. Entonces existe un espacio de
sucesiones spreading X finitamente representable por bloques en (x,).

Mas concretamente, existe una subsucesion {xn, }r—, ¥ un espacio de
sucesiones spreading X tal que, si M = {ny}5—,, entonces:

T T

lim a;Tp, || = a;e;
E i Tp E 3 €j
{pP1,--;pr}€Fr (M), (p1<-<pn) ’

j=1 7=l x
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Teorema de Krivine

Demostracion

1) Se tiene, por el teorema de Ramsey, la existencia de un conjunto M tal
que existe

”

lim E a;Tp;
{P1,sPr}€Fr(Moo), (P1<--<pPn) ||4 7
j=

T

para cada sucesion (a;)j_;.
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Teorema de Krivine

Demostracion

1) Se tiene, por el teorema de Ramsey, la existencia de un conjunto M tal
que existe

”
lim E a;Tp;
{P1,sPr}€Fr(Moo), (P1<--<pPn) ||4 7
j=
”

para cada sucesion (a;)j_;.

2) Se define, para & € cqo,

€]l x =,

P1s--5Pr

i Nap.
i 25(3)@17;
p

Grupo de Jordi Lépez-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivine



Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Sea (zn)p1 una sucesién “spreading” no constante en un espacio de Banach
X.

Q Si(zn)pZy no es débilmente Cauchy, entonces (zn)p—y €s una sucesién
bdsica equivalente a la base canénica de (1.
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Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Sea (zn)p1 una sucesién “spreading” no constante en un espacio de Banach
X.

Q Si(zn)pZy no es débilmente Cauchy, entonces (zn)p—y €s una sucesién
bdsica equivalente a la base canénica de (1.

@ Si (zn)pZ: es débilmente nula, entonces es una sucesién basica
incondicional con constante de supresion Ks = 1.
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Teorema de Krivine

Primeras definiciones y resultados

Sea (zn)p1 una sucesién “spreading” no constante en un espacio de Banach
X.

Q Si(zn)pZy no es débilmente Cauchy, entonces (zn)p—y €s una sucesién
bdsica equivalente a la base canénica de (1.

@ Si (zn)pZ: es débilmente nula, entonces es una sucesién basica
incondicional con constante de supresion Ks = 1.

@ Si(xn)nZ es débilmente Cauchy, entonces (Tan—1 — Ton)ne1 €S
débilmente nula y “spreading”.
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Teorema de Krivine

Teorema de Krivine

Teorema

Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y (zn)5=1 una sucesién unitaria en X que

no tiene subsucesiones convergentes. Entonces, se cumple uno de los siguientes
puntos:

@ ¢ es finitamente representable por bloques en (zn )52 1;

o existe 1 < p < oo tal que ¢, es finitamente representable por bloques en
(Tn)n=1-
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Teorema de Krivine

Demostracion Teorema de Krivine

Se realizard en varias etapas:

@ Reduccidn a una sucesién (en)n=, “spreading”, 1—incondicional y
finitamente representable por bloques en (x,)n=;.
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Teorema de Krivine

Demostracion Teorema de Krivine

Se realizard en varias etapas:
@ Reduccidn a una sucesién (en)n=, “spreading”, 1—incondicional y
finitamente representable por bloques en (x,)n=;.

@ Ver que para toda sucesién (sp)nz; con s, C N tal que #s, <3y
max s, < min s,+1 para todo n € N se tiene que

ZiGSn €i

”ZiESn €i

es sucesién de bloques de (en)n=; y 1—equivalente a (en)ne;.

oo

n=1
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Teorema de Krivine

Demostracion Teorema de Krivine

Se realizard en varias etapas:
@ Reduccidn a una sucesién (en)n=, “spreading”, 1—incondicional y
finitamente representable por bloques en (x,)n=;.

@ Ver que para toda sucesién (sp)nz; con s, C N tal que #s, <3y
max s, < min s,+1 para todo n € N se tiene que

ZiGSn €i

”ZiESn €i

es sucesién de bloques de (en)n=; y 1—equivalente a (en)ne;.

oo

n=1

@ Si (en)pZ1 cumple los dos puntos anteriores, existe p € [1, +oo] de modo
que es 1—equivalente a la base unitaria de

Ly, sil<p<+oo
cp, Si p=—4o00.
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Teorema de Krivine

@ Primera reduccién: Se define una sucesién (en)n=; “spreading” y
finitamente representable por bloques en (x,)52 ;.
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Teorema de Krivine

@ Primera reduccién: Se define una sucesién (en)n=; “spreading” y
finitamente representable por bloques en (x,)52 ;.

@ Segunda reduccién: Se encuentra otra sucesién (en)n=; “spreading”,
finitamente representable por bloques en la anterior e incondicional con
constante de supresion 1 (por tanto 2—incondicional).
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Teorema de Krivine

@ Primera reduccién: Se define una sucesién (en)n=; “spreading” y
finitamente representable por bloques en (x,)52 ;.

@ Segunda reduccién: Se encuentra otra sucesién (en)n=; “spreading”,
finitamente representable por bloques en la anterior e incondicional con
constante de supresion 1 (por tanto 2—incondicional).

o Caso 1: Si (e,)22 , es débilmente nula, por (ii) de la Proposicién previa
cumple las condiciones.
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Teorema de Krivine

@ Primera reduccién: Se define una sucesién (en)n=; “spreading” y
finitamente representable por bloques en (x,)52 ;.

@ Segunda reduccién: Se encuentra otra sucesién (en)n=; “spreading”,
finitamente representable por bloques en la anterior e incondicional con
constante de supresion 1 (por tanto 2—incondicional).

o Caso 1: Si (e,)22 , es débilmente nula, por (ii) de la Proposicién previa

cumple las condiciones.
o Caso 2: Si (en)22; NO es débilmente nula vamos a utilizar la dicotomia de

Rosenthal #1, de donde se tiene una de las siguientes condiciones:
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Teorema de Krivine

@ Primera reduccién: Se define una sucesién (en)n=; “spreading” y
finitamente representable por bloques en (x,)52 ;.

@ Segunda reduccién: Se encuentra otra sucesién (en)n=; “spreading”,
finitamente representable por bloques en la anterior e incondicional con
constante de supresion 1 (por tanto 2—incondicional).

o Caso 1: Si (e,)22 , es débilmente nula, por (ii) de la Proposicién previa

cumple las condiciones.
o Caso 2: Si (en)22; NO es débilmente nula vamos a utilizar la dicotomia de

Rosenthal #1, de donde se tiene una de las siguientes condiciones:
o (en);, es equivalente a la base unitaria de £1;

Grupo de Jordi Lépez-Abad Espacios de Banach y Teorema de Krivine



Teorema de Krivine

@ Primera reduccién: Se define una sucesién (en)n=; “spreading” y
finitamente representable por bloques en (x,)52 ;.

@ Segunda reduccién: Se encuentra otra sucesién (en)n=; “spreading”,
finitamente representable por bloques en la anterior e incondicional con
constante de supresion 1 (por tanto 2—incondicional).

o Caso 1: Si (e,)22 , es débilmente nula, por (ii) de la Proposicién previa

cumple las condiciones.
o Caso 2: Si (en)22; NO es débilmente nula vamos a utilizar la dicotomia de

Rosenthal #1, de donde se tiene una de las siguientes condiciones:

o (en);, es equivalente a la base unitaria de £1;
o (en)n—, es débilmente de Cauchy.
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@ Primera reduccién: Se define una sucesién (en)n=; “spreading” y
finitamente representable por bloques en (x,)52 ;.

@ Segunda reduccién: Se encuentra otra sucesién (en)n=; “spreading”,
finitamente representable por bloques en la anterior e incondicional con
constante de supresion 1 (por tanto 2—incondicional).

o Caso 1: Si (e,)22 , es débilmente nula, por (ii) de la Proposicién previa
cumple las condiciones.
o Caso 2: Si (en)22; NO es débilmente nula vamos a utilizar la dicotomia de
Rosenthal #1, de donde se tiene una de las siguientes condiciones:
o (en);, es equivalente a la base unitaria de £1;
o (en);— es débilmente de Cauchy. En este caso, por (iii) de la Proposicién
previa la sucesién

- eon — €
(fn)nzl ¢ fn n Zntl Vn € N

o H€2n — €2n41 H

es débilmente nula y “spreading”.
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@ Tercera reduccién: Queremos construir otra sucesién (e,)ae; “spreading”
y finitamente representable por bloques en la anterior y 1-incondicional.
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@ Tercera reduccién: Queremos construir otra sucesién (e,)ae; “spreading”
y finitamente representable por bloques en la anterior y 1-incondicional.

Para ello consideramos sup,, ¢y HZLI e;|| y distinguimos los casos:
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@ Tercera reduccién: Queremos construir otra sucesién (e,)ae; “spreading”
y finitamente representable por bloques en la anterior y 1-incondicional.

Para ello consideramos sup,, ¢y HZLI e;|| y distinguimos los casos:

o Sisup,cy HZ:LI e;|| < oo entonces (en)S2 ; es equivalente a la base
unitaria de cp, y hemos probado el Teorema de Krivine para cg.
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@ Tercera reduccién: Queremos construir otra sucesién (e,)ae; “spreading”
y finitamente representable por bloques en la anterior y 1-incondicional.

Para ello consideramos sup,, ¢y HZLI e;|| y distinguimos los casos:

. n .
o Sisup,cy HZifl e;|| < oo entonces (en)S2 ; es equivalente a la base
unitaria de cp, y hemos probado el Teorema de Krivine para cg.
o En caso contrario, se puede encontrar la base deseada.
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Etapa Il

@ Definimos Qo = QN [0, 1) y trabajamos con coo(Qo) que es espacio
normado con la norma

n n

E ajeqj = E a;e;

Jj=1 j=1

Denotamos la compleccién de este espacio normado por X(Qo).
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Etapa Il

@ Definimos Qo = QN [0, 1) y trabajamos con coo(Qo) que es espacio
normado con la norma

n n

E ajeqj = E a;e;

j=1 j=1

Denotamos la compleccién de este espacio normado por X(Qo).

o Se definen ahora los operadores
Ts : Coo(@o) — Coo(@o) , g —> 6% —+ 6&21
Ts : Coo(@o) — Coo(@o) , € —> e% +6% +e#

que se extienden a X' (Qo) obteniendo operadores continuos.
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Etapa Il

o Estamos en condiciones de demostrar que la sucesién

Ziesn €i

HEiGSn €

es 1—equivalente a (en)n—;. Para ello se hace uso de Teoria espectral.

o)

=1
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Etapa Il

o Estamos en condiciones de demostrar que la sucesién

Ziesn €i

HEiGSn €

es 1—equivalente a (en)n—;. Para ello se hace uso de Teoria espectral.
Como los operadores T> y T5 conmutan se tiene que existen (£,)n—;
elementos de X' y A\, u autovalores aproximados tales que

o)

=1

T5(&n) = Aén — 0, n — o0,

T3(&n) — pén — 0, n — 0.
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Etapa Il

o Estamos en condiciones de demostrar que la sucesién

Ziesn €i

HEiGSn €

es 1—equivalente a (en)n—;. Para ello se hace uso de Teoria espectral.
Como los operadores T> y T5 conmutan se tiene que existen (£,)n—;
elementos de X' y A\, u autovalores aproximados tales que

o)

=1

T5(&n) = Aén — 0, n — o0,

T3(&n) — pén — 0, n — 0.

Pregunta: ; Cémo se construye la sucesién de bloques?
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Etapa Il

o Estamos en condiciones de demostrar que la sucesién

Ziesn €i

HEiGSn €

es 1—equivalente a (en)n—;. Para ello se hace uso de Teoria espectral.
Como los operadores T> y T5 conmutan se tiene que existen (£,)n—;
elementos de X' y A\, u autovalores aproximados tales que

o)

=1

T5(&n) = Aén — 0, n — o0,

T3(&n) — pén — 0, n — 0.

Pregunta: ; Cémo se construye la sucesién de bloques?
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Teorema de Krivine

Etapa Il

o Para (e,)23, se tiene A = |le1 + e2

|, = |ler + e2 + e3| y ademas:

m kol
m 2o, 2t
ki L
g ANipte;|| = E €;
i=1

j=1

por la construccién hecha en la etapa anterior.
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Etapa Il

“+ o0

@ Para (e,), 27, se tiene A = |ler +e2

|, = |ler + e2 + e3| y ademas:

m kol

m 2o, 2t
ki L

g ANipte;|| = E €;

i=1

j=1

por la construccién hecha en la etapa anterior.

@ Pregunta: ;De dénde sale el p buscado?
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Etapa Il

“+ o0
n=1

|, = |ler + e2 + e3| y ademas:

m kol

m 2o, 2t
ki L

g ANipte;|| = E €;

i=1

j=1

e Para (en) se tiene A = |le1 + e2

por la construccién hecha en la etapa anterior.

@ Pregunta: ;De dénde sale el p buscado?
El conjunto D = é—? : k,1 € N} es denso en RT. Definimos
ok k
f D —» R, ? — %
que cumple:
o f es multiplicativa (f(z-y) = f(z) - f(y) V z,y € D),
o f es creciente.
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Etapa Il

. . . 2k1 ko
Veamos que efectivamente es creciente. Si 23,—1 < é,—,z entonces

k1 ko
A

LN N < o W] < [Nl
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Etapa Il

. . . 2k1 ko
Veamos que efectivamente es creciente. Si 23,—1 < é,—,z entonces

et z\k2 [ ko 1 k1 1 ko 1
NN [ < |

@ Podemos extender a una funcién multiplicativa y continua

f:Rt —R

que por tanto es de la forma f(z) = 2 con o € R. Se prueba que
a € [0,1].
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