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Dado o € (0, n) definimos el operador fraccionario como

Iaf(x):/R ) (ke s F)0).

0 |x —y[rme

Donde Ky (x) = —i=s, y Ka € LL _(R").

b= 7 loc
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Desigualdades de Poincaré

Definicidon

Dado o € (0, n) definimos el operador fraccionario como

lf(x) = /R _fy dy = (K * f)(x).

n|x =yl

Donde K,(x) = |X‘,:,l_a, y K, € LL _(R").

loc

Definicidon

Sea Q un cubo en R", llamamos promedio de f en Q a

1
fo=— [ f(y)dy.
Q |Q‘/Q(y)dy



Si f € C1(Q), entonces existe C, > 0 tal que

|f(x) — fo| < Coh(|Vfxq)(x) para todo x € Q.
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Desigualdades de Poincaré

Lema (6-1)
Si f € CY(Q), entonces existe C, > 0 tal que

|f(x) — fol| < Coh(|Vflx@)(x) para todo x € Q.

Demostracién: Sea x € @

160~ ol < |7 = g5 [ | < g [ 170 = )l

definimos, v(t) = f(x + t(y — x)), entonces
como 7/(t) = Vf(x + t(y — x))(y — x), obtenemos

1
F(y) — F(x) = 7(1) — 7(0) = /0 VE(x + ty — x))(y — x) dt.



Desigualdades de Poincaré

m Utilizando lo anterior y aplicando Fubini

a1 -

= / / IVE(x + tly — x)lly — xIxq(y)dy dt.
Q| Jo JB(x,/me(Q))

|dy<|Q// VF(x + £y — x)ly — x|dt dy



Desigualdades de Poincaré

m Utilizando lo anterior y aplicando Fubini

F(x )d ( - — x|dtd
o o= tiar < 5 [ [ 19+t =l — sl

= / / IVE(x + tly — x)lly — xIxq(y)dy dt.
Q| Jo JB(x,/me(Q))

m Realizamos el cambio de variable z = x + t(y — x), y
obtenemos

1 1 z—x| 1
<[ N V()2 |7xo(2)d2dt

/ / —x 1 ot dz.
~ Q| C‘Zug' t




Desigualdades de Poincaré

m Por tanto, esto es igual a

o / VDN g, — (9o ).

Qlz—xn1
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Desigualdades de Poincaré

Nuestro objetivo es probar la desigualdad de Poincaré (1,1).

Lema

Si €2 es un conjunto medible Lebesgue con medida finita y positiva,
entonces existe una constante C, > 0 tal que para todo x € R" y
a € (0, n) se cumple

1 @
/ —————dy < G,|Q[ .
qly — x|«

~
~
N



Desigualdades de Poincaré

Nuestro objetivo es probar la desigualdad de Poincaré (1,1).

Lema

Si €2 es un conjunto medible Lebesgue con medida finita y positiva,
entonces existe una constante C, > 0 tal que para todo x € R" y
a € (0, n) se cumple

1 @
/ —————dy < G,|Q[ .
qly — x|«

Demostracién: Podemos suponer x = 0 (la medida de Lebesgue es
invariante por translacién). Sea

1/n
B=EB (0 it )
> 1/n
Vn

con v, = |B(0,1)|. Claramente, Q| = |B|.

~
~
N



Desigualdades de Poincaré

. . 1/
m Si QN B = {), necesariamente |y| > it

manera que:

1
/Q e 5/

l/nn para todo y € €2, de

-2 Q|
—dy =Vvn "——=&
Q'



Desigualdades de Poincaré

m Si QN B = (), necesariamente |y| > |len para todo y € , de

Vn

manera que:

m Si QN B # () se tiene:

1 1 1
dy :/ dy+/ dy
/Q |y [« ans vl a\s ly|"™

1 1—< a
< dy + v, "|Q|n.
/Bly!”o‘ » "I




Desigualdades de Poincaré

m Hacemos un cambio a coordenadas polares

1 Gl N
BMTO‘dy = Wp—1 r dr S Cn’a‘Q’".
0

En ambos obtenemos la desigualdad deseada.



Desigualdades de Poincaré

m Hacemos un cambio a coordenadas polares

1 Coleapt/r o
/ ——dy = wn_l/ rotdr < CpalQ 7.
B 0

|y|r—e

En ambos obtenemos la desigualdad deseada.

Con estos dos resultados ya podemos probar la primera
desigualdad de Poincaré.



Desigualdades de Poincaré

Teorema (Desigualdad de Poincaré (1,1))

Existe C, > 0 tal que para toda f € C1(Q) se verifica la siguiente
desigualdad:

L[ 1700 = foldx < &, 2 [ [9¢()/ax
61 . 1700 =l < 5 [ vrola
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Desigualdades de Poincaré

Teorema (Desigualdad de Poincaré (1,1))

Existe C, > 0 tal que para toda f € C1(Q) se verifica la siguiente
desigualdad:

1 / Q)
— [ |f(x) — foldx < C,,/ |V £(x)|dx
Ql Jo ¢ @l Jo
Demostracién: Usando el lema 6-1 y Fubini tenemos

|Q|/ |f fQ|dX< C |//1 |Vf|XQ)( )dX
1 IVF(y)| )
=Ch— 7d d
Q] Q</Q x =y 1Y)
1 1
=Ch— VF — _dx)d
o|/o' (y)|(/o — x) y
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Desigualdades de Poincaré

m Ahora, usando el lema anterior con @ = 1, y teniendo en
cuenta que |Q] = 4(Q)" llegamos a

1 1
\Q!/Q|f(x) — fgldx < Cn|Q/Q|Vf(y)|(Cng(Q))dy

_ 19 )\ dx
_c Q|/Q|Vf( )/ dx.
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Mf(x) = sup

— f(y)|d
r>0 |B(X7r)| B(x,r)| (y)| 4
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Mf(x) = sup —=——
() r>g|B(Xar)| B(x,r)

Para 1 < p < o0, existe C, , > 0 tal que

[£(y)ldy

|MF| omny < Copll | Lo(rny-
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Desigualdades de Poincaré

Teorema (Desigualdad de Poincaré (p,p))
Existe C, > 0 tal que para toda f € C}(Q),

<’é‘/0|f(x)— nyde>’l’ < G pl(Q) (@/Q\Vf(X)!”de’

donde 1 < p < .
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Desigualdades de Poincaré

Teorema (Desigualdad de Poincaré (p,p))
Existe C, > 0 tal que para toda f € C}(Q),

(lafov(x)—f(\)ypdx)’l’ < Grpl(Q) (@/QIW(X)!”dX);,

donde 1 < p < oo0.

Teorema
Dada f € CY(Q) y x € Q,

(%) = fol < Gl(QIM(IVFIxQ)(X)-

13 /72



Si f € CY(Q), entonces

f(x) = fol < Gh(IVFIxe)(x),

para toda x € Q.

m Basta ver que

h(gxq)(x) < Gl(Q)M(gxq)(x)

para toda g > 0.
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Desigualdades de Poincaré

m Definimos, parax € Q ej e N,

Ci(X)Z{yE Q: \/gﬂ(l@) <lx—yl< ﬁﬁ,@)}-
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Desigualdades de Poincaré

m Definimos, parax € Q ej e N,

Ci(X)Z{yE Q: \/gﬂ(l@) <lx—yl< ﬁﬁ,@)}-

m Observamos que Q \ {x} C U2 Ci(x).
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Desigualdades de Poincaré

m Definimos, parax € Q ej e N,

Ci(X)Z{yE Q: \/Z£+(10) <lx—yl< ﬁﬁ,@)}-

m Observamos que Q \ {x} C U2 Ci(x).

gXQ / Ix — |n 1

<Z/ y|,, —=2yo(y)dy

2l+l

<Z <f€ )>n 1/lx_ygmf(mg(y)xca(y)dy




Desigualdades de Poincaré

B <x, ‘/M(Q)) ’ obteniendo

m Multiplicamos y dividimos por >

S =)

‘B 7ﬂ(Q) ‘/ sage) y)xa(y)dy

< Gl(Q)M(gxQ) ()

16
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Existe C, > 0 tal que para toda f € C}(Q),

1

(|—(1?|/Q|f(x)—fQ]de)% < Gopl(@Q) (|—(1?|/Q|Vf(><)!”d><)z,

donde 1 < p < 0.
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m Usando el Teorema anterior,

1 p p p L P(x
W/Q|f(x)—fQ| dx < CPU(Q) Ql /R M(|V£xq)P(x),
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m Usando el Teorema anterior,
1 1
g1 L1760~ folpde < 2@ o [ M9 Ixo)? (),
1Ql Jq Q| Jro

y, como M es acotado en LP(R"), la cantidad anterior es
inferior a
cr Q)”’Ql/ VF(x)[P(x) .
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Sin>1,
1) | esta acotado entre LP(R") y LP"(R") con 1 < p < n.

2) | esta acotado entre L1(R") y La-1°°(R").

20/72



Sin>1,

1) | esta acotado entre LP(R") y LP"(R") con 1 < p < n.
2) | esta acotado entre L1(R") y La-1°°(R").

Paral < p < n,
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Sin>1,
1) | esta acotado entre LP(R") y LP"(R") con 1 < p < n.
2) | esta acotado entre L1(R") y La-1°°(R").

Paral < p < n,

LP(R") = {F ¢ ||flpoc = SUPesg tlx € R 1 [£(x)] > t]7 < oo}
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m Consideramos f > 0.
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m Consideramos f > 0.

m Descomponemos el operador fraccionario en

Ilf(x):/ —f(y) dy+/ —f(y) dy

B(x0) X =yt RM\B(x,0) [X =yt

\ J/ ~

Ax) B(x)

= (i)

donde
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Desigualdades de Sobolev

1
f(y) 1 p’
- [ O ([,
™) R™M\B(x,4) [x —y|n~1 Il ( R\ B(x,5) |X — y|(=1)p

N
N
~
N



Desigualdades de Sobolev

1
f(y) 1 p’
- [ O ([,
™) R™M\B(x,4) [x —y|n~1 Il ( R\ B(x,5) |X — y|(=1)p

1 o -
] <wnapoth
(/Rn\s(x,g) |x — y|(n=1)p > p

N
N
~
N



Desigualdades de Sobolev

A(x) =
() /X(S)‘X y‘nl

*(3) B

< CpMf(x)é.

<3 [
51 o)

21'

2,I+1

2]+1

f(y)

R—Hle

23 /72



Desigualdades de Sobolev

m Del modo en el que hemos escogido §, tenemos
hF(x) = A(X) + B(x) < Gy (SMF(x) + 65 Il

P 1P

— Gl Fllg MF(x)*

para todo x € R".

m Entonces, tomando normas,

P
IR fllp- < Callfll5

M(f)L=5
p

y, ademis,

P
n

s

1
= Gopllfll
p



I, esta acotado entre L1(R") y La-1°°(R").
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I, esta acotado entre L1(R") y La-1°°(R").

m Consideramos > 0 y definimos
EX = {x € B(0,k) : hf(x) > A},

con k, A > 0.
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I, esta acotado entre L1(R") y La-1°°(R").

m Consideramos > 0 y definimos
EX = {x € B(0,k) : hf(x) > A},

con k, A > 0. Entonces

fy)
< =
AEX| / I f(x)dx = /Ek/ PEEGAS

= < ;
/n ) Ly @ < Gl g
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m Entonces

1
MEXY ™ < Gallf 1
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Desigualdades de Sobolev

m Entonces

m Finalmente, como

tenemos

_1
AEAT

_1
NEE < GolFlh.

EX S UKES =: E\

= lim MNESY0 < Gl s
k—o0
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Antes hemos visto que, dados un cubo Q y f € C}(Q), se tiene que
1f(x) — fol < h(IVFflxQ)(x), ae x€@

y que esta desigualdad implica la desigualdad de Poincaré (1,1):

1 L 170~ ol < c“(a)/Q\w(xndx.



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Teorema

SeanneNy0<a<n. Sean f,g € L}, _(R") con g > 0. Son
equivalentes:

I) Existe una constante C > 0 tal que, si Q C R" es un cubo,
entonces,

‘a/Qf(X)—fQIdXS cé(’gr/{?g(x)dx. (1)

IT) Existe una constante C > 0 tal que, si @ C R" es un cubo,
entonces,

F(x) = fol < la(gxQ)(x), ae xeQ. (2)
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Teorema

III) Existe una constante C > 0 tal que, si Q C R" es un cubo y
W €s un peso, entonces,

0(Q)”
|Q/ |f(x) — folw(x)dx < C Q| /Qg(X)M(qu)(x)dx.

3)
IV) Dado p > 1, existe una constante C > 0 tal que, si Q C R"
es un cubo, entonces,

If = fall, (o Q‘><C5( )allgllL,,(Q’%‘)- (4)
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

1
I= 1L 7/ [f(x) — foldx < C
Q| /@

§Q)
[Ql

/Q 8()dx = [F(x) — fol < la(gXQ)(x), ae x € Q.

m Escribamos @y := Q.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

1,
I= 1L 7/ [f(x) — foldx < C
Q| /@

§Q)
[Ql

/Q £0)dx = [£(x) — fol < la(gXQ)(x), ae x€E Q.

m Escribamos @y := Q.

m Fijemos x € Q y consideremos la familia de subcubos diddicos
de @ que verifica que

{x}=1{)
k=0
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Q [e3
I =11 @/ [f(x) = foldx < C (\Q)| /Qg(x)dx = |f(x) — fol < la(gx@)(x), ae x € Q.

m Escribamos @y := Q.
m Fijemos x € Q y consideremos la familia de subcubos diddicos
de @ que verifica que

{x}=1{)
k=0

m Para cada k € NU {0}, escribamos f := WIQ f.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

1,
I= 1L 7/ [f(x) — foldx < C
Q| /@

§Q)
[Ql

/Qg(x)dx = 1F(x) — fol < la(gx@)(x), ae.x € Q.

m Escribamos @y := Q.
m Fijemos x € Q y consideremos la familia de subcubos diddicos
de @ que verifica que

{x} =) Q.
k=0
m Para cada k € NU {0}, escribamos f := ﬁka f.
m Por el T.D.L., para casi todo x € @, tenemos que

[F(x) = fol = [f(x) — fq| = lim |fi — foul.
—00
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

«e)
[e]

1
= /Q [£(x) — foldx < C /Q g()dx = |F(x) — fol < lnlexQ)(x), ae x € Q.

m Ahora, escribiendo esa diferencia como una serie telescépica y
aplicando que Q11 C Qi y |Qk+1]| = 27" Qxl:



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

E(Q)la /Q g(x)dx = [f(x) — fo| < la(gx@)(x), ae x€ Q.

m Ahora, escribiendo esa diferencia como una serie telescépica y
aplicando que Q11 C Qi y |Qk+1]| = 27" Qxl:

Jim_ i — fQol = kz;)(fk — frt1)



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

«e)
[e]

/Q ()dx = |F(x) — fol < la(gxq)(x), ae x € Q.

m Ahora, escribiendo esa diferencia como una serie telescépica y
aplicando que Q11 C Qi y |Qk+1]| = 27" Qxl:

Jim_ fi — fQul = kz;)(fk — fit1)

> 1

=y f(y)dy — fi
k=0 ’Qk+1| Qk+1
> 1

=y f(y) — fudy
) ’Qk+1| Q41
1

<> [£(y) — fildy



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

[T / 1F(x) — foldx < ¢ A% / g(x)dx = [7(x) — fol < la(gxQ)(x), ae. x € Q.
Q| Jo Rl Je

m Ahora, escribiendo esa diferencia como una serie telescépica y
aplicando que Q11 C Qi y |Qk+1]| = 27" Qxl:

Jim_ fi — fQul = kz;)(fk — fit1)
> 1
=y f(y)dy — fi
k=0 ’Qk+1| Qk+1
> 1
=y f(y) — fudy
) ’Qk+1| Q41
1
< [f(y) — fildy
kZ_O ’Qk+1| Qu+1
=1
<2" 1f(y) — fildy
kZ:O ’Qk’ Qx



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

1

= IL 7/ 1F() — fglax < cLDZ [
)

2l Qg(X)dX = |f(x) — fol < la(gx@)(x), ae x€ Q.

m Usando la desigualdad (1):

00 1 o0 K(Qk)a/
[ )~ ldy < C d
,;)IQkI o, ) = fddy < kz_% Qo EIY

< C/Q gn)> K(Qk)axok(y)dy-
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2©Q)™

= IL 7/ [F(x) — foldx < C
[Ql

/Q ()dx = [F(x) — fol < la(gxQ)(x), ae x € Q.

m Usando la desigualdad (1):

o) 1 oog(Qk)a/
— fly) — feldy < C d
ZOM/@W) day < €3S [, s

<Cc[ e Eﬁgjaxok(y)dy.
k=0

Qo

m Para terminar, bastard ver que, para todo y € @, se tiene

¢
que > o ﬂ%ﬁ XQu(y) S ‘X_y% con constante
independiente de y.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

L,
I=IL 7/ [F(x) — foldx < C
Ql /e

Q)
lQl

/Q £()dx = [F(x) — fol < lalgxg)(x), ae x € Q.

m Como n—a >0, existe € € (0, n — «).
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Q)
lQl

I=IL 7/ [F(x) — foldx < C
[Ql

m Como n—a >0, existe € € (0, n — «).

m Podemos escribir, para cada y € Qq:

Qi)™ Q)
Z ’Qk)’ Zg iasXQk(y)

k= =0

/Q ()dx = |F(x) — fol < la(gxQ)(x), ae x € Q.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2Q)*
QI

I=IL @/ [F(x) — foldx < C
m Como n—a >0, existe € € (0, n — «).

m Podemos escribir, para cada y € Qq:

oo £Q o 0o € —
Z ’Qk)’ Zg n a— 6XQk(y)

k= =0

myc Q= |x—yl<CUR) = Yy e Qu,
= 0(Q )a 2 CUQk)
2o e S 2T e |: o)

C

= Z U(Qi) ™ X (¥)-
k=0

;)g(x)dx = IF(x) — fol < la(gxQ)(x), ae x € Q.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2(Q)*
QI

= IL 7/ [F(x) — foldx < C

2 [ 896 = 1700 — ol < falgxQ)(), a2 x € @

m Ahora bien, para cada k € NU {0}, tenemos que
(Qk) = £(Qo)/2%, por lo que

C > _ ClU Qo)™ ok
- E € _ 6
|X_y|n—a—5;) (Qk) XQk( ) ‘X— ’n o— EZ
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2(Q)*
QI

= IL 7/ [F(x) — foldx < C
Q]

m Ahora bien, para cada k € NU {0}, tenemos que
(Qk) = £(Qo)/2%, por lo que

C > _ ClU Qo)™ ok
- E € _ 6
|X_y|n—a—s;) (Qk) XQk( ) ‘X— ’n o— EZ

m Fijemos y € Qo\{x}. Existe el dltimo ko = ko(y) tal que
y € Qko-

.Qg(x)dx = |f(x) — fol < In(gxQ)(x), ae x € Q.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2(Q)*
QI

= IL 7/ [F(x) — foldx < C

2 [ 896 = 1700 — ol < falgxQ)(), a2 x € @

m Ahora bien, para cada k € NU {0}, tenemos que
Q) = K(Qo)/Qk por lo que

S e R JL CL) Zkf

|X_y|nask0 ‘X_y’nae

m Fijemos y € Qo\{x}. Existe el dltimo ko = ko(y) tal que

y € Qko-
m Como antes, |x — y| < C(Qy,) = C2770/(Qy), es decir,
2ko < C E(QO) ] (5)
x =l
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2(Q)*
QI

= IL 7/ [F(x) — foldx < C

2 [ 896 = 1700 — ol < falgxQ)(), a2 x € @

m Ahora bien, para cada k € NU {0}, tenemos que
Q) = K(Qo)/Qk por lo que

S e R JL CL) Zkf

|X_y|nask0 ‘X_y’nae

m Fijemos y € Qo\{x}. Existe el dltimo ko = ko(y) tal que

y € Qko-
m Como antes, |x — y| < C(Qy,) = C2770/(Qy), es decir,
2ko < C E(QO) ] (5)
x =l
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

[T / 1F(x) — foldx < ¢ A% / g(x)dx = [7(x) — fol < la(gxQ)(x), ae. x € Q.
Ql Ja Ql Je

m Por tanto, para cada y € Qo\{x}, podemos continuar
escribiendo

ko(y)

(o Qo —¢ kg _ CE(QO oke
‘X— ’naaz ‘X y‘naaz

36
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

1 «Q~
1= 1L ? /Q [f(x) — fqldx < C g(x)dx = |f(x) — fol < la(gx@)(x), ae x€ Q.

Rl Ja

m Por tanto, para cada y € Qo\{x}, podemos continuar
escribiendo

ko(y)

ClUQo)~ Z okey _ CUQo)” Z oke
‘X— ’n a—e ‘X y‘n a—e
m Sumando la serie geométrica, obtenemos

CCl(Qo) k(’z ke _ Ce (Qo)~¢ 272k _ 1
€ ’n a—¢ 2 _ 1

<. HB" s

T x—yfreE

‘ ’noc

36
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

1= IL x / [f(x) — foldx < CE(Q)Q g(x)dx = |f(x) — fol < la(gx@)(x), ae x€ Q.
Q| Jo Rl Je

m Por tanto, para cada y € Qo\{x}, podemos continuar
escribiendo

ko(y)

ClUQo)~ Z okey _ CUQo)” Z oke
‘X— ’n a—e ‘X y‘n a—e
m Sumando la serie geométrica, obtenemos

CCl(Qo) k(’z ke _ Ce (Qo)~¢ 272k _ 1
€ ’n a—¢ 2 _ 1

<. HB" s

T x—yfreE

‘ ’noc

m Ahora, usando la propiedad (5) de y y ko(y), tenemos que
6(Qo)° Q) UQ) G

C. 2skoln) < ¢, =

[x — y|rmome x —ylremE x =yl |x —y[mme

36
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2§~
QI

1
1= 1L @ /Q [f(x) — fqldx < C /Qg(x)dx = |f(x) — fol < la(exqQ)(x), ae x€Q

m En definitiva, hemos probado que, para todo y € Qo\{x}, se
tiene que

> A9, < e

XQ\Y) =~ — hma
= @« x =yl
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

2§~

I= 1L —/|f(x —foldx < C
Q Ql

/Qg(x)dx = |F(x) — fol < ln(exQ)(x), ae x€Q

m En definitiva, hemos probado que, para todo y € Qo\{x}, se
tiene que

o)

) 1
Z xa ) = Cr—rn=

k=0

m Por tanto, para casi todo x € Q, se tiene que

o0

|£(x) (y)dy

k=0

g(y)
: C/Qo |x — y|r—e 4
= Cla(gxq)(x),

que es lo que queriamos probar.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Q)
el Ja

1T = 101 [f(x)—fg| < la(gxqQ)(x), ae x€ Q= @ / [f(x)—folw(x)dx < C

m Por hipétesis, integrando en Q la desigualdad (2), podemos
escribir

/Q |F(x) — folw(x)dx < C /Q /Q ‘Xf(;/‘)n_adyw(x)dx
[ [ ) astay

donde se ha usado el Teorema de Tonelli.

/ g(x)M(wxq)(x)dx.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

A [ gtomiwxg)an.

T = 101 [f(x)—fg| < la(gxqQ)(x), ae x€ Q= — / [f(x)—folw(x)dx < C 2l
Ja

Q]

m Por hipétesis, integrando en Q la desigualdad (2), podemos
escribir

|f(x) — folw(x)dx < C %dyw(x)dx
Q e /ol (y\)
[ [ ) astay

donde se ha usado el Teorema de Tonelli.
m Ahora basta con estimar bien la integral en x.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

e [e3
YO [ stamua)as.

T = 101 [f(x)—fg| < la(gxqQ)(x), ae x€ Q= — / [f(x)—folw(x)dx < C 2l
Ja

Q]

m Por hipétesis, integrando en Q la desigualdad (2), podemos
escribir

/Q |F(x) — folw(x)dx < C /Q /Q ‘Xf(;/‘)n_adyw(x)dx
[ [ ) astay

donde se ha usado el Teorema de Tonelli.
m Ahora basta con estimar bien la integral en x.

m Tengamos en cuenta que, para nuestros cdlculos, y es un
punto fijo del cubo @ y que, si llamamos r al lado de Q,
entonces se tiene que Q C Q(y,2r).
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

1T = 101 [f(x)—fg| < la(gxqQ)(x), ae x€ Q= @ / [f(x)—folw(x)dx < C

«a)"
o o B0IMErQ)(ds.

m Por hipétesis, integrando en Q la desigualdad (2), podemos
escribir

/Q |F(x) — folw(x)dx < C /Q /Q ‘Xf(;/‘)n_adyw(x)dx
[ [ ) astay

donde se ha usado el Teorema de Tonelli.
m Ahora basta con estimar bien la integral en x.

m Tengamos en cuenta que, para nuestros cdlculos, y es un
punto fijo del cubo @ y que, si llamamos r al lado de Q,
entonces se tiene que Q C Q(y,2r).

m Definamos rp = 2((Q) y rx = rk—1/2 para todo k € N.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

I = 1L [F()—fo| < la(gxQ)(x), ae x € @= —/ ()~ fo [ w(x)ax < ¢ L% / £0)M(wxo)(x)dx.
- |Q IRl Je

m Para cada k € N, definamos A(y, k) = Q(y, r)\Q(y, rk—1)-
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

I = 1L [F()—fo| < la(gxQ)(x), ae x € @= 7/ ()~ fo [ w(x)ax < ¢ L% / £0)M(wxo)(x)dx.
- |Q IRl Je

m Para cada k € N, definamos A(y, k) = Q(y, r)\Q(y, rk—1)-

m Podemos acotar

/ ) o / wlxdxal)
Q Ix —y|n—« Qy.r) X =yl

:“/ w)xelx) ,

=1 /AWK |x — y|n—«

< CZ 3 / w(x)xq(x)dx,
Qy,rk)

n
k=1 k

donde, para cada k € N, se ha tenido en cuenta que, como x
en A(y, k) C Q(y, rk), |x — y| es comparable a ry.

39/72



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

«)“
1T = 101 [f(x)—fg| < la(gx@)(x), ae x€ Q= —/ [f(x)—=folw(x)dx < C

ol < CTGr [y EMOnxa)s

m Teniendo en cuenta la definicién de ry, podemos continuar la
cadena de igualdades anterior como sigue:

“ S (L9 L
Z /o(y,rk) _kz_%(z(kl) 7 fgy PN

ry
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

«)“
1T = 101 [f(x)—fg| < la(gx@)(x), ae x€ Q= —/ [f(x)—=folw(x)dx < C

ol < Cgr [y EMOnxa)de

m Teniendo en cuenta la definicién de ry, podemos continuar la
cadena de igualdades anterior como sigue:

rk / 00 (E(Q))al/ )
Z Qly, rk) kz_;) 20k=1) Jpp Q) w(x)xq(x)dx

<UQ™Y sita M)

40/72



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

@
1T = 101 [f(x)—fg| < la(gx@)(x), ae x€ Q= Ql / [f(x)—=folw(x)dx < al /Q g(x)M(wxq)(x)dx.

m Teniendo en cuenta la definicién de ry, podemos continuar la
cadena de igualdades anterior como sigue:

rk/ > (é(Q))’* 1/ wix)

E E 0 o x@(x)dx

Q) = 20D )it J oy
=1

<UQ)* Y St M(wxe)(y)

= Cl(Q)*M(wxq)(y).

donde hemos usado que %kan(m) w(x)xo(x)dx es una de las

medias de w) g sobre cubos conteniendo a y.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Qe
[Ql

I = TIL |F(x)—fo| < In(gxQ)(x), ae x € Q= 7/ [£(x)—flw(x)dx <

al ;g(X)M(on)(X)d%

m En definitiva, obtenemos

/\f ) — folw(x dx<C// I —— - —dxg(y)dy

< CUQ) /Q () M(wxQ)(y)dy.

que es lo que queriamos probar.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

QT

I = IV. nf—fQHLl(Q dw) < cz(Q)OngHLl(Q dM(wXQ)) = “f*fQHLp(Q dx) < ce(Q)aHgHLP(Q “15‘)
TRl '

m El caso p =1 es el anterior con w = 1. Para el caso p > 1
vamos a a usar un argumento de dualidad combinado con la
desigualdad (3) y la acotacién en LP de M.



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

QT

W= V. f—foll /oy < CUQ el ./ amungyy = IF—fall /L N < CUQ Il
oo ) (o Hg@) (o) o

m El caso p =1 es el anterior con w = 1. Para el caso p > 1
vamos a a usar un argumento de dualidad combinado con la
desigualdad (3) y la acotacién en LP de M.

m Como p > 1, (LP)' = LP', lo que permite escribir

(=) "= e (-l

.
Q'\o\)



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

QT

I = 1V. Hf*foHLl(Q M) < CZ(Q)wllgH ( Ml ) = lIf=fol, (Q dx) < Cf(Q)QHgHLP(QY ‘(g‘)

T1QT Ier TQr

m El caso p =1 es el anterior con w = 1. Para el caso p > 1
vamos a a usar un argumento de dualidad combinado con la
desigualdad (3) y la acotacién en LP de M.

m Como p > 1, (LP)' = LP', lo que permite escribir

(=) "= e (-l

m Tomando ahora una h € LP'(Q) con ||h||Lp/(Q) =1, tenemos

’/ N = )| < [ 1)~ oll(y e



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

I = 1IV. ||f—fg \|L1 (Q &

‘) < C[(Q)a”g”Ll(Q,M) = HfffoHLp(Q l) < ce(o)"‘\\g\\Lp<o g)

IJ 101 101
m Usando la desigualdad (3) con h como peso, tenemos que

/ F — follhl < CH(Q)" / £()M(hxQ)(y)dy
Q Q
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

T = 1V. Hf*fQHL1<Q W) < C[(Q)QIIEI\LI(deM(WXQ)) = Hf*fQHLp(Q A) < CE(Q)aHgHLp@ i )

dw
QT [QI QI

m Usando la desigualdad (3) con h como peso, tenemos que

/ F — follhl < CH(Q)" / £()M(hxQ)(y)dy
Q Q

< Q)" </Qg”>1/p </Q M(hxo)”/>1/p,,

donde, en la dltima desigualdad, hemos utilizado la
desigualdad de Holder con py p'.
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Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

T = 1V. Hf*fQHL1<Q m) < C[(Q)QIIEI\LI(QWW(WXQ)) = Hf*fQHLp(Q A) < CE(Q)aHgHLp@ i )

QT [QI QI

m Usando la desigualdad (3) con h como peso, tenemos que

/ F — follhl < CH(Q)" / £()M(hxQ)(y)dy
Q Q

< Q)" </Qg”>1/p </Q M(hxo)”/>1/p/,

donde, en la dltima desigualdad, hemos utilizado la
desigualdad de Holder con py p'.

m Utilizando la acotacién de M en LP', podemos continuar la
cadena de desigualdades anterior del siguiente modo:

< Q) ( /Q g”(y)dy>l/p < /Q h”/(y)dy> e

= CUQ)*lgllee(@)lIhll 1o ()
= CUQ)[gllLr(q)-

43 /72



Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Q, &

[QI

IV =1 ||f — f < CUR)™
=L Q”LP(Q £>, (Q) l\gHLp( Ql

1 °Q)"
—_— f(x) — foldx < C x)dx.
" )~ i@ 1760~ flds < /qu

La prueba de IV) = I) consiste solo en usar p =1 en IV).
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Desigualdades de Poincaré

Desigualdades de Sobolev

Equivalencia entre desigualdad puntual y en media

Desigualdad isoperimétrica con pesos

Propiedades de los pesos A,



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Preliminares

Como ya se ha visto, existe una intima relacién entre una funcién f
(suficientemente derivable) y su gradiente a través de la integral
fraccional:

f(x) = fol < Gh(IVFIxQ)(x)

Si suponemos ademds que f tiene soporte compacto, escogiendo
un cubo suficientemente grande podemos deducir que

[F()] < GA(IVF)(x) (6)

Probaremos ahora una desigualdad de tipo Sobolev con pesos para
p = 1 haciendo uso del operador maximal.
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Desigualdad isoperimétrica con pesos

m Para toda funcién f : R” — R, se tiene que

R" = | J{x e R 2* < |f(x)| < 2"} = | Fe
keZ keZ

m Si g es una funcién negativo negativa y A > 0, definimos

si g(x) <A
™(g) =1 g(x)—A si A<g(x)<2A
A si 2X < g(x)

47 /72



4.5

35
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Figura: Ejemplo de truncamiento de la funcién f(x,y) = 4|x|e_("2+y2)

_1
con \ = 3.

49 /72



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Uniendo estas dos dltimas ideas, obtenemos en particular que para
todo k € Z y una funcién f

0 si |f(x)| <2k
() (x) = IF(x)| =2k si 2k < |f(x)] < 2K+

2k si. 2K < |f(x)|

0 si xe U F

= If(x)|—2K si x€F

2k si xeU% F
Usaremos que las funciones Lipschitz son estables para valor
absoluto y truncamiento , que
supp(Vok(|f])) = supp(V|f|) N Fi C Fic y que 1o (|f])| R, = 2%



Sea n> 1y p una medida no negativa. Existe una constante C,
tal que para cada funcién Lipschitz f con soporte compacto,

1

(/Rnlf(x)l"’ du>7 <G, /RHWf(x)KMM(X))ﬁ dx
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Probamos primero la estimacién débil
1
£l gy < o [ I9FGOI(Mi())? d

Cuando n’ > 1, ||'||L"’,°°(u) es equivalente a una norma, de donde
usando (6) y la desigualdad débil de Minkowski obtenemos

£l < Co [ IFCON T = X1 ey

52/72



En efecto,

1
[l vy = 58P 12 ({x €R™: [F()] > £})7
>

53/72



Desigualdad isoperimétrica con pesos

En efecto,
Il oog,y = sup tu ({x € R"
111, () =350 n({

<sup tu({x € R"
>0

1
7

G > th)

DGRV > t)e
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Desigualdad isoperimétrica con pesos

En efecto,

1
7

£l ey = 8P 12 ({x € B2 [£(3)] > £})7

< sup tu({x € R": Colh(IVA)(x)| > t})7
= G, sup tp({x € R™: (Ky * |VF])(x) > t})7

t>0



Desigualdad isoperimétrica con pesos

En efecto,

1
11l ey = SUP t11 ({x € B2 [F(3)] > £)7
t>0
1

< sup tu ({x €R": GIA(TANG)| > )7

= G, sup tp({x € R™: (Ky * |VF])(x) > t})7

t>0

<c, /R = Y ey [V F )



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que

1
P

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r
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Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que
1
/

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

(A= tn)
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Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que

1
P

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

== {5y a0

3



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que

1
P

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

(A=t7)=sup P‘N ({yeR”; y=x"""> )‘%}ﬂ

A>0
(n = )

3



Desigualdad isoperimétrica con pesos
Obsérvese ademads que

1
P

= X ey = sup e ({y € R7: |y = <17 > £}

)

1
o

(0= —") =sup D ({y €R": |y = x| 7" > A})]
1—n A>0

:\‘ -



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que
1
/

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

)
%

(n' = — ):ii% [)\u({yGR”: |y—x|_”>)\})]"

S

A>0

L
7

3



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que
1
/

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

)

1
7

(= 7=) =sup [\u({y €R™: [y = x|7" > A})]7
A>0
N
cenlo{fresor 1))
A>0 A

=27

3



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que

1
P

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

)

1
7

;. —n o n. _ —n n
(0 = 1—n)_§i% A ({y €R™: |y —x[7" > A})]
i
A>0 A
(52)\*”) = sup |:1n,u({y€Rn: |y—X| <£}):|"/
e>0 L€

3



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que

1
P

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

)

— 1
n o’

(0 = 3= =sup [ ({y €R™: Iy =x17" > A}) ]
i
A>0 A
(E=A"") =sup [1,7/1({)/ ER™ |y —x| < 5})]n/
e>0 L€

3



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Obsérvese ademads que

1
P

=X it oy = sup e ({y € R Jy = x> 2})r

3

)

— 1
n o’

(0 = 3= =sup [ ({y €R™: Iy =x17" > A}) ]
i
A>0 A
(E=A"") =sup [1,7/1({)/ ER™ |y —x| < 5})]n/
e>0 L€



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Finalmente,

1

1l = (Z /F G0l du(x>>"

keZ



Desigualdad isoperimétrica con pesos

Finalmente,
L
1l o 0y = (Z/ 1F(x)|" d,u(X)>
kez” Fr
L
< (Z 2(k+1)”/u(Fk)>
keZ
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Desigualdad isoperimétrica con pesos
Finalmente,

1l = (Z/\f )" diu(x )

keZ

< (Z 2(k+1)”/u(Fk)>
keZ

=2 2u({x e R": 2X <72k(yf|)() 2k+H1)5
keZ Fk

1
T

1
o




Desigualdad isoperimétrica con pesos

Finalmente,

11l () = (Z/F £ ()| dﬂ(x)>n
keZ " "k

< (Z Q(k“)”lu(Fk))
keZ

=2 2K u({x € R™: 2K <y (If])(x) < 251w
keZ g

Fy

<23 2Ku({x € R™: 7 (|F])(x) > 25})
keZ




Desigualdad isoperimétrica con pesos

Finalmente,
i/
Pl = (Z [ 1rear du(><)>
ez Fr
o
< (Z 2(k+1)n’lu(/:k)>
kEZ
=2 2u(fx € R": 2" < mu(IF)(x) < 241
keZ ;:r
k
<2 2Mu({x € R”: mu(If)(x) > 247
<2 suptu({x € R": 7 (|f)(x) > £})
kEZt>O



1
]y <2 sup tp({x € R™: mu(|F])(x) > t})7
keZ t>0

56 /72



Desigualdad isoperimétrica con pesos

1
1l gy <2 suptu({x € R™: 7y (|F])(x) > t})7
kezZ t>0

<G Y [ VGl (M)

kEZ
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Desigualdad isoperimétrica con pesos

1
1l gy <2 suptu({x € R™: 7y (|F])(x) > t})7
kezZ t>0

<G Y [ VGl (M)

kEZ

:\‘ —_

<oy | 972 (A (M) o

kEZ
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Desigualdad isoperimétrica con pesos

1
1l gy <2 suptu({x € R™: 7y (|F])(x) > t})7
kezZ t>0

<G Y [ VGl (M)

kEZ

:\‘ —_

<oy | 972 (A (M) o

kEZ

< G0 [ 1V (F)Gl (M)
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Desigualdad isoperimétrica con pesos

1
1l gy <2 suptu({x € R™: 7y (|F])(x) > t})7
kezZ t>0
1
<GS [ I9m(F)C0l (M) o
kez /R”
1
" odx

<oy | 972 ()6 (M)

kEZ

< G0 [ 1V (F)Gl (M)

= G [ IV (M) de
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Desigualdades de Poincaré

Desigualdades de Sobolev

Equivalencia entre desigualdad puntual y en media
Desigualdad isoperimétrica con pesos

Propiedades de los pesos Ap



Propiedades de los pesos Ap

m Decimos que w es una funcidn peso si es positiva y localmente
integrable cpp en R”.



Propiedades de los pesos Ap

m Decimos que w es una funcidn peso si es positiva y localmente
integrable cpp en R”.

m Denotamos w(E) = [z w, donde E es un conjunto medible.



(a) Existe C > 0 dimensional tal que para todo A >0y f >0
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Propiedades de los pesos Ap

Teorema

(a) Existe C > 0 dimensional tal que para todo A\ >0y f >0

w({x € R": Mf(x) > A\}) < E/RH If(x)|[Mw(x)dx. (7)
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(a) Existe C > 0 dimensional tal que para todo A >0y f >0

[MF 100y < CIFll (M) (7)
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Propiedades de los pesos Ap

Teorema

(a) Existe C > 0 dimensional tal que para todo A >0y f >0

[MF 100y < CIFll (M) (7)

(b) Sil < p < oo, entonces existe C > 0 tal que para todo f > 0

/ (MF(x))Pw(x)dx < C | [F(x)PMw(x)dx.  (8)
- -
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Propiedades de los pesos Ap

Teorema

(a) Existe C > 0 dimensional tal que para todo A >0y f >0

[MF 100y < CIFll (M) (7)

(b) Sil < p < oo, entonces existe C > 0 tal que para todo f > 0

(Mf(x))Pw(x)dx < C [ [f(x)|PMw(x)dx.  (8)
R R

m Notemos que (8) se sigue de (7) y usando el Teorema de
interpolacién de Marcinkiewicz, ya que M : L*(u) — L*°(v)
para pesos arbitrarios u, v.
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Propiedades de los pesos Ap

Lema (Vitali covering lemma)

Sea F = {Q,-}f\’zl una familia finita de cubos en R". Entonces
existe una subsucesion de cubos disjuntos dos a dos F' = {Q); j’\il
tal que

M
U eclUsq

QeF j=1
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Propiedades de los pesos Ap

Lema (Vitali covering lemma)

Sea F ={Q; ;\1:1 una familia finita de cubos en R". Entonces
existe una subsucesion de cubos disjuntos dos a dos F' = {Q); j’\il
tal que

M
U eclUsq

QEF j=1

m Sea Q) = {x e R": Mf(x) > A} y sea K C Q) un compacto.
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Propiedades de los pesos Ap

Lema (Vitali covering lemma)

Sea F ={Q; ;\1:1 una familia finita de cubos en R". Entonces
existe una subsucesion de cubos disjuntos dos a dos F' = {Q); j’\il
tal que

M
U eclUsq

QEF j=1

m Sea Q) = {x e R": Mf(x) > A} y sea K C Q) un compacto.

m Si x € K, entonces por definicién de M, existe un cubo
Qx = @ que contiene x tal que

1
— f(y)ldy > A
o1 L 1F0dy >
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Propiedades de los pesos Ap

Lema (Vitali covering lemma)

Sea F = {Q, *, una familia finita de cubos en R". Entonces
existe una subsuces:on de cubos disjuntos dos a dos F' = {Q;}¥ i1
tal que

M
U eclUsq

QEF j=1

m Sea Q) = {x e R": Mf(x) > A} y sea K C Q) un compacto.

m Si x € K, entonces por definicién de M, existe un cubo
Qx = @ que contiene x tal que

Sia LIy > 1 ©
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Propiedades de los pesos Ap

m Dado que K C Uxck Qx es compacto, existe un
subrecubrimiento finito F = {Q} de K, i.e. K C UgerQ,
donde cada Q satisface (9).
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Propiedades de los pesos Ap

m Dado que K C Uxck Qx es compacto, existe un
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w(5Q)
15Q;]

m Puesto que

< Muw(y), Vy € Qj, acotamos por
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Propiedades de los pesos Ap

w(5Q)
15Q;]

m Puesto que < Muw(y), Vy € Qj, acotamos por

M
T, trmetns < 5 [ i



Decimos que w € A si hay K > 0 tal que

.
— [ w(y)dy < Kinfw.
1Rl Jq i Q
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Decimos que w € A si hay K > 0 tal que

.
— [ w(y)dy < Kinfw.
Q1 Jo VY =K

m El infimo de los K se denotard por [w]a,-
m Ademids,

weA & IK>0: Mw(x) < Kw(x) Vx € R".
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Un peso w € Ap, 1 < p < 00 si

o, = sup (g7 [ wa) (17 [ ot ay)"™" <0

para cada cubo Q.
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Un peso w € Ap, 1 < p < 00 si

o, = sup (g7 [ wa) (17 [ ot ay)"™" <0

para cada cubo Q.

Un peso w pertenece a A, siempre que

[w]a, = sgp{(ﬁ /Qw(t)dt) exp(ﬁ /Q /ogw(t)_ldt)} < 00.
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1
Si w € Aj, entonces existe r > 1 tal que

1 Ar
(W/Qw) S’—(C?l/Qw.
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Si w € Aj, entonces existe r > 1 tal que

IQI/ /o“'

Seawe A yr,=1+ W Para cada cubo Q,
A1

|o\/ r/o“”
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1
Si w € Aj, entonces existe r > 1 tal que
JEREY)
— w < — w.
(IQI Q 1Ql Jq

Seawe A yr,=1+ W Para cada cubo Q,
A1

1 N 2
(o1 o) =ra1 Jo*

que implica

6572



1
Si w € Aj, entonces existe r > 1 tal que

() < e

— [ w < — .

1Ql Jq 1Ql Jq

SeaweA yr,=1+ 2"_+1%wTAl Para cada cubo Q,

M, w(x) < 2[w]a,w(x).
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Propiedades de los pesos Ap

m Recordemos la "layer cake formula™:

/ H(F(x))dx = /Oo S(O({x € X : F(x) > t})dt.
X 0
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Propiedades de los pesos Ap

m Recordemos la "layer cake formula™:

/ H(F(x))dx = /Oo SO({x € X F(x) > t})dt
X 0

m Fijamos un cubo Q y sea I\/lg el operador diadico restringido a
Q. También, wg = ﬁwi
m Entonces,

Wt 0d < |Q/MQ )(x)Pe(x)dx
w({x € Q: M(w)(x) > t})dt

/
/w w({x € Q: MB(W)(x) > t})de

H
0\%0\%\

G
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m Recordemos la "layer cake formula™:

/ H(F(x))dx = /Oo SO({x € X F(x) > t})dt
X 0

m Fijamos un cubo Q y sea I\/lg el operador diadico restringido a
Q. También, wg = ﬁwi

m Entonces,
1
/ 1+6( )dx < |Q/MQ )5 (x)dx
g/ w({x € Q : Md(w)(x) > t})dt
|g ® e+ 2/ w({x € Q: M§(w)(x) > t})dt
(wo)*+ - 7 to({x € Q : M§(w)(x) > t})dt
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Propiedades de los pesos Ap

m Ahora, usamos que para t > wq,
w({x € Q: MG(w)(x) > t}) < 2"t|{x € Q: Mg (w)(x) > t}

para estimar como sigue
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QI Jug

0
S -

Q|
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e
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e
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m Ahora, usamos que para t > wq,
w({x € Q: MG(w)(x) > t}) < 2"t|{x € Q: Mg (w)(x) > t}

para estimar como sigue

é’ : " lw({x € Q: MJ(w)(x) > t})dt <

< é| w:o 2" |{x € Q : M(w)(x) > t}|dt <

< G+ D [ e @ M0 > )| -
_ |Q|(25"il)/0 (M&(w)(x)) el <

2" 5
< W[W]Al/(g(Mg(w)(X)) w(x)dx.



Propiedades de los pesos Ap

m Estas desigualdades implican que

1 d 6 541, 2"6[w]a, 1 /
3 /Q(MQW) wd < () 4T o [ (M) (0 ()
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Propiedades de los pesos Ap

m Estas desigualdades implican que

1 2"5[w]a
— MEw)wdx < (we) T+ / (ME(
o1 LMy < (o) R | (g

m Tomando ¢ = tenemos que

1
on+1 [w] '
1

‘Q|/ M) wdx<(wo)5+1+2n+1[j]Al+1’Q|/ M8 (@) (x))°w(x)dx

2n+1[ ] A
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m Estas desigualdades implican que

1 d, N\ 511, 2"0wla 1 /
o1 LM < (o) 2R [ (M) G0y e

m Tomando 6 = W tenemos que

1
0+1 2 0
Ql / I\/IQw Ywdx < (wg) +2"+1[w]A1+1 Q) / /\/IQ w)(x))°w(x)dx
2n+1[ ] A
my
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m que comporta
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1
w € Ap si existen constantes r > 1y ¢ > 1 tal que para cada cubo

Q,

(TégT J(;ou’cb<) i < Té%Tg/;(u
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r r ¢
(@/dex) SW/QW

mSiw,w € A
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w € Ap si existen constantes r > 1y ¢ > 1 tal que para cada cubo
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Propiedades de los pesos Ap

Desigualdad de Holder inversa. Caso A,, 1 < p < o0

w € Ap si existen constantes r > 1y ¢ > 1 tal que para cada cubo

Q. 1 1
ra N7 o €
<|Q’/dex) §Q|/Qw

BSiw,w €A = w= wlwéfp € Ap
m [w]a, < [wila Wl

Lema

Seaw e Ap, 1 < p<ooysea rwzl—i—m. Entonces

1 o\ 2
(‘Q’/Qw dx) <’Q‘/Qw.

69 /72



m La clase de pesos A, se define por

A = Ap

p>1
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m La clase de pesos A, se define por

A = Ap

p>1

Existe constante positiva, 6 = 1 + W, tal que

/ 1+5 1+6 i/
IQI Q)
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m Caracterizacién de las funciones cuyo maximal es acotado
(p>1)
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m Caracterizacién de las funciones cuyo maximal es acotado
(p>1) (p =1 en el sentido débil).

m Ecuaciones elipticas degeneradas. El peso es la degeneracién.

m Desigualdades de Poincaré (p, p) vélido, con a = 1.
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