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Índice

1 Topoloǵıas débiles
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Topoloǵıas Débiles

Notación
Sea X un espacio de Banach:

Notaremos por X ′ a su dual y por X ′′ a su bidual.

BX denota a la bola abierta del espacio X .

Definición
Dados x0 ∈ X y ε > 0 , la topoloǵıa débil (w) la generan los
abiertos de la forma

O = {x ∈ X ; |x ′i (x − x0)| < ε, i = 1, ..., n}
Para cualquier elección de x ′1, ...x

′
n ∈ X ′.

Dados x ′0 ∈ X y ε > 0 , la topoloǵıa débil estrella (w∗) la
generan los abiertos de la forma

O∗ = {x ′ ∈ X ′ ; |(x ′ − x ′0)(xi )| < ε, i = 1, ..., n}
Para cualquier elección de x1, ...xn ∈ X .
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débiles

Operadores
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Caracterización

La convergencia débil de sucesiones se caracteriza como sigue:

Sean x , x1, x2, x3, ... ∈ X . Entonces xn
w−→ x si, y solo si,

ĺım
n→∞

(x ′(xn)) = x ′(x), ∀x ′ ∈ X ′.

Sean x ′, x ′1, x
′
2, x
′
3, ... ∈ X ′. Entonces x ′n

w∗−−→ x ′ si, y solo si,
ĺım
n→∞

(x ′n(x)) = x ′(x), ∀x ∈ X .
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Teorema de Banach-Steinhaus

Definición
Sean X e Y dos espacios de Banach y F ⊂ B(X ,Y ), decimos
que F está puntualmente acotado si:

sup{‖T (x)‖Y ; T ∈ F} <∞, ∀x ∈ X .

Teorema
Sean X e Y dos espacios de Banach y F ⊂ B(X ,Y ), si F está
puntualmente acotada, entonces F está acotado en B(X ,Y ).

Factorizando que es gerundio 6 / 27



Factorizando
que es

gerundio

Topoloǵıas
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puntualmente acotada, entonces F está acotado en B(X ,Y ).
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Continuidad

Proposición

Sean X e Y dos espacios de Banach y T : X → Y una
aplicación lineal, los siguientes son equivalentes:

i T es ‖ · ‖ − ‖ · ‖ continua.

ii T es w − w continua.

Proposición

Sea T un operador lineal T : X ′ → Y ′, entonces es w∗-w∗

continuo si, y solo si, existe otro operador S : Y → X tal que
T = S ′.
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Teoremas

Teorema de Alaoglu

Sea X un espacio de Banach, entonces BX ′ es w∗-compacto.

Teorema de Goldstine
Sea X un espacio de Banach, B

w∗

X en X ′′ es BX ′′ .
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Espacios Reflexivos

Definición
Dado X , definimos la inclusión canónica π de X en X ′′ dada
por:

π(x) : x ′ 7→ x ′(x)

π es una isometŕıa lineal.

Definición
Un espacio de Banach X se dice reflexivo si π es sobreyectiva,
y por tanto biyectiva.

Teorema
Un espacio de Banach X es reflexivo si, y solo si, BX es
w-compacta.
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Espacios Reflexivos

Definición
Dado X , definimos la inclusión canónica π de X en X ′′ dada
por:

π(x) : x ′ 7→ x ′(x)

π es una isometŕıa lineal.
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Espacios Reflexivos

Definición
Dado X , definimos la inclusión canónica π de X en X ′′ dada
por:

π(x) : x ′ 7→ x ′(x)

π es una isometŕıa lineal.
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Operadores débilmente compactos

Definición
Un operador T : X −→ Y entre espacios de Banach se dice
débilmente compacto (w-compacto) cuando T (BX ) es un
conjunto w-compacto.

Proposición

El conjunto de los operadores w-compactos forman un ideal
con la composición de aplicaciones.

Proposición

Si X o Y son reflexivos y T ∈ B(X ,Y ), entonces T es
w-compacto.
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débilmente compacto (w-compacto) cuando T (BX ) es un
conjunto w-compacto.

Proposición

El conjunto de los operadores w-compactos forman un ideal
con la composición de aplicaciones.

Proposición

Si X o Y son reflexivos y T ∈ B(X ,Y ), entonces T es
w-compacto.

Factorizando que es gerundio 11 / 27



Factorizando
que es

gerundio

Topoloǵıas
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Operadores débilmente compactos

Lema (Davis-Figiel-Johnson-Pe lczyński)

Sea X espacio de Banach, denotamos U = BX .

Sea W ⊆ X
convexo, simétrico y acotado. ∀n ∈ N definimos

Un = 2nW + 2−nU.

Denotamos por || · ||n el funcional de Minkowski de Un:

||x ||n := ı́nf{λ > 0: x ∈ λUn}

Definimos Ψ = {x ∈ X : |||x ||| = (
∑∞

n=1 ||x ||2n)1/2 <∞}, y sea
la inclusión natural J : Ψ→ X . Entonces:

i (Ψ, ||| · |||) es Banach y J continua.

ii W ⊆ BΨ.

iii J ′′ : Ψ′′ → X ′′ es inyectiva y (J ′′)−1(X ) = Ψ.

iv (Ψ, ||| · |||) es reflexivo ⇐⇒ W ⊆ X es w-compacto.
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Demostración I

Fijamos M > 1 : ||w || ≤ M, ∀w ∈W .

x ∈ λUn =⇒ ∃ w ∈W , u ∈ U : x = λ(2nw + 2−nu)

||x || ≤ λ||2nw + 2−nu|| ≤ 22nMλ =⇒ ||x || ≤ 22nM||x ||n

x ∈ ||x ||U ⊆ 2n||x ||Un ⇒ ||x ||n ≤ 2n||x ||

2−n||x ||n ≤ ||x || ≤ 22nM||x ||n, ∀x ∈ X
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Operadores débilmente compactos

Demostración I

Fijamos M > 1 : ||w || ≤ M, ∀w ∈W .
x ∈ λUn =⇒ ∃ w ∈W , u ∈ U : x = λ(2nw + 2−nu)

||x || ≤ λ||2nw + 2−nu|| ≤ 22nMλ =⇒ ||x || ≤ 22nM||x ||n

x ∈ ||x ||U ⊆ 2n||x ||Un ⇒ ||x ||n ≤ 2n||x ||

2−n||x ||n ≤ ||x || ≤ 22nM||x ||n, ∀x ∈ X

Factorizando que es gerundio 13 / 27



Factorizando
que es

gerundio

Topoloǵıas
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Veamos que J es continua:

15M2
∞∑
n=1

||x ||2n︸ ︷︷ ︸
|||x |||2

≥ 15M2
∞∑
n=1

M−22−4n||x ||2 = ||x ||2.
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w ∈W ⇒ w ∈ 2−n(2nW ) ⊆ 2−nUn ⇒ ||w ||n ≤ 2−n

|||w ||| =

( ∞∑
n=1

||w ||2n

)1/2

≤

( ∞∑
n=1

2−2n

)1/2

≤ 1

⇒ w ∈ BΨ =⇒W ⊆ BΨ.
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T : Ψ −→ Z = (X1 ⊕ X2 ⊕ . . .)2

x 7−→ T (x) = (x , x , . . .) = (Jx , Jx , . . .).

Afirmamos que

T ′′ : Ψ′′ −→ Z ′′

x ′′ 7−→ T ′′(x ′′) = (x ′′, x ′′, . . .) = (J ′′x ′′, J ′′x ′′, . . .).

Sea x ′′ ∈ Ψ′′,

T ′′x ′′ = (x ′′1 , x
′′
2 , . . .) ∈ Z ′′ = (X ′′1 ⊕ X ′′2 ⊕ . . .)2.

Es decir, x ′′n ∈ X ′′n = X ′′, ∀n.
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Fijado n, sea x ′ ∈ X ′n = X ′ y z ′ = (0, . . . , x ′
(n)
, 0, . . .).

T ′z ′(x) = z ′(Tx) = x ′(Jx) = J ′x ′(x) ∀x ∈ Ψ⇒ T ′z ′ = J ′x ′.

Por otra parte, ∀x ′ ∈ X ′,

x ′′n (x ′) = <z ′,T ′′x ′′> = <T ′z ′, x ′′> = x ′′(J ′x ′) = J ′′x ′′(x ′)

⇒ x ′′n = J ′′x ′′ ∀n

Luego,
T ′′x ′′ = (x ′′1 , x

′′
2 , . . .) = (J ′′x ′′, J ′′x ′′, . . .)
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Como T isometŕıa, T ′′ también.

Como T ′′ inyectivo, J ′′ : Ψ′′ −→ X ′′ también.

Ψ

πΨ

��

� � J // X

πX
��

Ψ′′
J′′
// X ′′

Ψ ⊆ (J ′′)−1(X ).

Si x ′′ ∈ (J ′′)−1(X )⇒ J ′′x ′′ ∈ X .
También, J ′′x ′′ ∈ Ψ y T (J ′′x ′′) = T ′′x ′′.

Como T ′′ es inyectivo, x ′′ = J ′′x ′′ ∈ Ψ ⇒ (J ′′)−1(X ) ⊆ Ψ.

Entonces, (J ′′)−1(X ) = Ψ.
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Operadores débilmente compactos

Demostración III
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Como T isometŕıa, T ′′ también.

Como T ′′ inyectivo, J ′′ : Ψ′′ −→ X ′′ también.

Ψ

πΨ

��

� � J // X

πX
��

Ψ′′
J′′
// X ′′

Ψ ⊆ (J ′′)−1(X ).

Si x ′′ ∈ (J ′′)−1(X )⇒ J ′′x ′′ ∈ X .
También, J ′′x ′′ ∈ Ψ y T (J ′′x ′′) = T ′′x ′′.

Como T ′′ es inyectivo, x ′′ = J ′′x ′′ ∈ Ψ ⇒ (J ′′)−1(X ) ⊆ Ψ.

Entonces, (J ′′)−1(X ) = Ψ.

Factorizando que es gerundio 19 / 27



Factorizando
que es

gerundio

Topoloǵıas
débiles

Operadores
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“⇒”

J : Ψ −→ X la inclusión (continua).

Ψ es reflexivo, entonces J es w-compacta.

W está en BΨ.

W es w-compacto en X.
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J ′′(BΨ′′) ⊂
⋂
n∈N

Vn ⊂ X .

BΨ′′ ⊂ (J ′′)−1(X ) = Ψ.

Ψ′′ = Ψ.
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débiles

Operadores
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débiles

Operadores
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débilmente
compactos

Teorema y
aplicaciones

Teorema y aplicaciones
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Teorema de factorización

Teorema (Davis-Figiel-Johnson-Pe lczyński)

Un operador entre dos espacios de Banach es débilmente
compacto si y solamente si factoriza por un espacio de Banach
reflexivo.

Demostración.
Se toma W = T (BX ), y usando el lema anterior se obtiene Ψ
reflexivo,

X

S ��

T // Y

Ψ
J

>>

con S(x) = T (x).
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Aplicaciones

Proposición

Todo subconjunto débilmente compacto Q de un espacio de
Banach real X es homeomorfo a un subconjunto de un espacio
de Banach reflexivo (con las respectivas topoloǵıas débiles).

Demostración.

1 Construimos W = conv(Q ∪ (−Q)).

2 Usando el lema, obtenemos Ψ reflexivo y J : Ψ −→ X .

3 Se toma K = J−1(Q) y J|K homeomorfismo en las
topoloǵıas débiles.
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débiles

Operadores
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Espacios WCG

Definición
Un espacio de Banach es WCG (débil compactamente
generado) si existe K subconjunto de X débilmente compacto
tal que spanK = X .

Ejemplo

1 Todo espacio reflexivo X es WCG (K = BX ).

2 Todo espacio separable X es WCG.
Se toma una sucesión (xn)n densa en BX y
K = {xn/n : n ∈ N} ∪ {0}.

3 c0(Γ) con Γ no numerable.

4 `∞ no es WCG.
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tal que spanK = X .

Ejemplo

1 Todo espacio reflexivo X es WCG (K = BX ).

2 Todo espacio separable X es WCG.
Se toma una sucesión (xn)n densa en BX y
K = {xn/n : n ∈ N} ∪ {0}.

3 c0(Γ) con Γ no numerable.

4 `∞ no es WCG.

Factorizando que es gerundio 25 / 27



Factorizando
que es

gerundio

Topoloǵıas
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Caracterización de WCG

Proposición

Un espacio de Banach X es WCG si y solamente si existe un
espacio reflexivo R y un operador inyectivo T : R −→ X tal
que T (R) es denso en X .

Demostración.

“⇐” T (BR) relativamente w-compacto y

spanT (BR) = X

“⇒” Sea K débilmente compacto tal que spanK = X . Usamos
el lema tomando R = Ψ y T = J : Ψ −→ X .
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débilmente
compactos

Teorema y
aplicaciones Muchas gracias

Factorizando que es gerundio 27 / 27


	Topologías débiles
	Operadores débilmente compactos
	Teorema y aplicaciones

