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En el libro “Inequalities” (1934), Hardy, Littlewood y Polya

consideraron varios operadores de tipo integral, en particular,

probaron la siguiente desigualdad clasica

/OOO <FE<X)> dx << fl>p/ooofp(x)dx

donde 1 < p < 00, F(x) = [ f(t)dt, f >0y la constante
la mejor posible.
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Sea ¢ : [0,1] — [0, 00) una funcién. Para una funcién medible f
definida en R"”, el operador promedio de Hardy-Littewood con peso
H, se define puntualmente como

1
HF(x) = /0 F(b) o (£) .



Sea ¢ : [0,1] — [0, 00) una funcién. Para una funcién medible f
definida en R"”, el operador promedio de Hardy-Littewood con peso
H, se define puntualmente como

1
HF(x) = /0 F(b) o (£) .

En 1984 Carton-Lebrun y Fosset demostraron que

t1="(t) acotada en [0,1] = H,, es un operador acotado en
BMO(R").



Sea ¢ : [0,1] — [0, 00) una funcién. Para una funcién medible f
definida en R"”, el operador promedio de Hardy-Littewood con peso
H, se define puntualmente como

1
HF(x) = /0 F(b) o (£) .

En 1984 Carton-Lebrun y Fosset demostraron que

t1="(t) acotada en [0,1] = H,, es un operador acotado en
BMO(R").

J. Xiao extendid este resultado en 2001: para 1 < p < o0
fol t="/Py(t)dt < 0o < H, es acotado en LP(R") y

fol o(t)dt < oo < H, es acotado en BMO(R") .



Nuestro objetivo

Caracterizar aquellas funciones ¢ para las cuales H,, y otros
operadores relacionados con éste, son continuos en los espacios
BP(R™) y CMOP(R").



Definiendo BP(R") y CMOP(R")

Para 1 < p < oo, definamos el siguiente espacio

BP(R") = {f € LP (R"):|f|lgr < oo}

loc

1 1/p
fllge = su / e |
o= w0 |z



Definiendo BP(R") y CMOP(R")

Para 1 < p < oo, definimos

CMOPR™) = {f € LT, (R"): ||f|lemor < oo}

loc

donde
1/p

||fHCMOP = sup
>0

R
f(x) = fRy,...,R, P dX
2an . Rj njr-’:l[—Rj,Rj] ’ ( ) 1)

Y fRy,..,R, es el promedio de f en N7_;[-R;, Rj].



Versidon discreta

v

{ndis < (0,1].
» Supongamos que {r,}7° ; es estrictamente decreciente.

v

Iimk_mo ry = 0.
o {r: ke N} = (0,00).

v

Para cualquie funcién Lebesgue medible f : R” — R, consideremos
el operador Hg definido formalmente como

o0

HIF(x) =) o(r)f(rx).

k=1



Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de Hg como
operador acotado en LP(R"), 1 < p < o0, es

[e.e]
Z rk_"/pgo(rk) < 00.
k=1



Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de Hg como
operador acotado en LP(R"), 1 < p < o0, es

(©.9]
Z rk_"/pgo(rk) < 0.
k=1

> Desigualdad de Minkowski.

> f(x) = |x|§_gx{y:|y|>1}(x), con 0 < ¢ < 1 (Observando que
Illp = %)




Una generalizacién de H,g

» Paracadaj=1,...,n, sea {rg)}ij‘,’:l C (0, 1] una sucesién
estrictamente decreciente que converge a cero.
» Sea ¢ {r,Ell) tki € N} x--- % {r,E:) . kn € N} — (0,00) una
funcién.
Para una funcién Lebesgue medible f : R” — R, definamos
formalmente

oo o0

1 n 1 n
HYf(x) = Z e Z CD(r,El), ce rlgn))f(rlgl)xl, ceey r,En)x,,).
ki=1  kp=1



> El operador HY es acotado en LP(R") for 1 < p < 0o i y solo
si

A () () <o



> El operador HY es acotado en LP(R") for 1 < p < 0o i y solo
si

. 1/ -1/

A () () < o0

» El operador H§ es acotado en BP(R") for 1 < p < oo si y solo
si

S Y o(r®,

(n)
eyl ’) <00
ki=1  ko=1



Versidn continua

Para cualquier par de funciones Lebesgue medibles f : R” — R y
¢ :[0,1]" — (0, 00) definimos

Hyf(x) = / f(tixi, ..., taxn)o(t1, ..., ty)dt.
[0,1]"



Versidn continua

Para cualquier par de funciones Lebesgue medibles f : R” — R y
¢ :[0,1]" — (0, 00) definimos

Hyf(x) = / f(tixi, ..., taxn)o(t1, ..., ty)dt.
[0,1]"

Usando el mismo argumento que en la versién discreta podemos
probar que Hy es un operador acotado en LP(R"), 1 < p < o0, si'y
solo si

/ tfl/”...t,?l/pgb(tl,...,tn)dt.
[0,1]"



Theorem

El operador H, es un operador acotado en BP(R") y CMOP(R"),
1< p< o0, siysolo si

o(t1, ..., ty)dt < oo.
[0,1]"
Mads atin,

Hg|lcpmor—cmor = ||Hy|lgr—se = /[O ; B(ta, ..., tn)dt.



Bosquejo de la demostracién para CMOP(R")
Supongamos que f[o 1 d(t)dt < 0.
Para f e CMOP(R")y R; >0, j=1,...,n, notemos que

(thf)Rl,,..,Rn_/[ | foRy,...toR, (L1, - . ., tn)dt.
0,1]7



Bosquejo de la demostracién para CMOP(R")

Supongamos que f[o 1 d(t)dt < 0.
Para f e CMOP(R")y R; >0, j=1,...,n, notemos que

(thf)Rl,,..,Rn_/[ | foRy,...toR, (L1, - . ., tn)dt.
0,1]7

Usando la desigualdad de Minkowski y un cambio de variables
apropiado,

1 1/p
— Hcpf X)— Hq;f Ri,...,Rn de
[m — /. gy )~ oD

se puede acotar superiormente por



1
/ m / [f(tix1, .. taxn) — fuRy,.. taR, | PdX

[0,1] N7, [-R;.R)]

X ®(t1,...,ty)dt,

lo que implica

|Ho flleror < |IFllemor /[ Lo

)

, tp)dt.

1/p



1/p

1
/ m / |f(tixi,. .., thxn) — fuRs,. t.R,|PdX
n
[0,1] n2_, [=R;,Rjl

X ®(t1,...,ty)dt,

lo que implica

)

IHofllcor < |Ifllemor /[ ECIAL

Para el reciproco, es suficiente considerar la funcién

1if x,>0
Foaom) =300 o <0



El operador de Hardy rectangular n-dimensional

En 1995, Christ y Grafakos definieron la siguiente versién del
operador de Hardy:

Hf() = o [ 1F)ldy.

Cn|x|"
B(0,|x)

Probaron que para f € LP(R"), 1 < p < o0,

1 P 1/p p 1/p
— f(y)|d dx < — f(x pdx> ,
(/R <CH‘X‘L(07|X|)\ ) y) ) (Lo

con p’ = p/p — 1 la mejor constante posible.



El operador de Hardy rectangular n-dimensional

Para una funcién localmente integrable f, definamos

HRF(x) =

bal e Ixal Jne bl

[(y)ldy,

con xj#0paraj=1,...,n.



El operador de Hardy rectangular n-dimensional

Para una funcién localmente integrable f, definamos

HRF(x) =

B Ixt| - |xal n2_ [=Ix L1l

[(y)ldy,

con xj#0paraj=1,...,n.
HR es continuo en LP(R") y mediante un cambio de variable puede
expresarse de la siguiente manera

H,’ff(x):/[ g FCabal o zobb)



Theorem
El operador HY es acotado en BP(R™) y en CMOP(R™),
1 < p<oo. Mids adn,

”HA?HCM(’)P—)CMOP < HH,I?HBP_>8P =2"



iGracias!



