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Notacidon

>

v

En lo sucesivo H es un espacio de Hilbert. L(H) es el espacio
de los operadores acotados en H y C(H) es el espacio de los
operadores cerrados en H.

Si A es un operador cerrado en H, o(A) es el espectro de Ay
p(A) es el conjunto resolvente de A.

Para A € p(A) el resolvente de Aen )\ es R(\, A) = (A—A)~L.

D(A) es el dominio de A, R(A) es el rango de Ay N(A) es el
nicleo de A.

Si Q C C es un abierto, O(2) denota el espacio de las

funciones holomorfas en Q y
H>(Q) = {f € O(Q) : f es acotada}.

1:C — C es la funcién constante igual a 1.



Operadores sectoriales

Definicién

Para 0 < w <, el sector abierto de dngulo w es el conjunto
So={z€C:z#0vy |argz| <w}y Sop = (0,00). Un operador
cerrado A es sectorial de dngulo w < 7 si (A) C S, y
M(A,w') = sup{||AR(A\, A)|| : A ¢ S/} < oo para todo

w < w' < 7. En ese caso escribimos A € Sect(w).

Definicién

Una familia de operadores cerrados (A;); es uniformemente

sectorial de dngulo w si A; € Sect(w) para todo iy
sup; M(Aj,w') < oo para w < W' < .

Definicién
Oc(S,) ={f € O(S,) : f es acotada en S, N {r < |z| < R}
para 0 < r < R < oo}.



Proposicion
Sea 0 <w < 7ysea A€ Sect(w).

a) Si A es inyectivo entonces A~! € Sect(w) y se tiene
A+A ) o ol B
B A\

para 0 # A € C.
b) Parane Ny x € H se tiene

x € DA) <= tli)m t"(t+ A" "x = x,

x € R(A) < lim A"(t+ A)""x = x.
t—0

c) D(A)=Hy H=N(A) @ R(A).



Definicién

Sea w < my sea A € Sect(w). Si (An) es una sucesién
uniformemente sectorial de dngulo w, decimos que es una
aproximacion sectorial de A en S,, si

R(—1,A,) = R(—1,A) en L(H).
En ese caso escribimos A, — A (S,).
Proposicion

a) Si A, — A (S,) y An, A son inyectivos, entonces
Al — AT (S).

b) Si A, - A (S,)y A€ L(H), entonces A, € L(H) para n
suficientemente grande y A, — A en norma.

c) Si (An) C L(H) es uniformemente sectorial de dngulo w y
An, — A en norma, entonces A, — A (S,,).



Espacios de funciones holomorfas

Objetivo
Si A€ Sect(w) y f € O(S,) con ¢ > w, buscamos definir el
operador
1
f(A)=— | f(z)R(z,A
(W)= 57 [ F2)R( A,

donde I' es un camino en S, que “rodea” S, en sentido positivo.

» Decimos que f decae regularmente en oo si existe a < 0 tal
que f(z) = O(|z|*) para |z| — .

» Decimos que f decae regularmente en 0 si existe § > 0 tal
que f(z) = O(|z|?) para |z| — 0.



Definicién
Sea 0 < ¢ < 7. La clase de Dunford-Riesz en S, es el ideal

DR(S,) = {f € H*(S,) : f decae regularmente en 0 y en oo}

Lema
Sea 0 < ¢ <myseafecO(S,). Son equivalentes:

1. f € DR(Sy).
2. Existen C > 0y s > 0 tales que

f(z)] < Cmin{|z]*,[z] 7}, (z € 5p).
3. Existen C >0y s > 0 tales que

2|

1+ |22

If(z)\§C< ) (z€S,).



Definicion
Sea 0 < ¢ < m. Definimos la clase

DRo(S,) = {f € H*(S,) : f es holomorfa en 0

y decae regularmente en oo}

Lema

Sea 0 < ¢ <myseafeO(S,). Son equivalentes:
1. f € DR(S,) + DRo(S,).
2. f estd acotada y cumple:

2.1 f decae regularmente en co.
2.2 Existe ¢ € C tal que f — ¢ decae regularmente en 0.



Definicién
Sea 0 < ¢ < 7. La clase de Dunford-Riesz extendida en S, es el

algebra
DRext(Sgp) = ,DR(SLP) + ’DR()(SQO) +C1

Lema
Sea 0 < p <myseafeO(S,). Son equivalentes:

1. f € DRex(S,).
2. Existen h € DR(S,) y &,8 € DRo(S,) tales que

f(z)=h(z)+g(z) +&(z7Y), (z¢ Sy).

3. f estd acotada y cumple:
3.1 Existe ¢ € C tal que f — ¢ decae regularmente en oo
3.2 Existe d € C tal que f — d decae regularmente en 0.



Célculo funcional mediante integrales de Cauchy

Sea0 <y <myd>0. Llamamos I', = 0S,:
Denotamos por I, 5) := 9(S, U B;(0)):




Paraw <uw' < p <7y f e DR(S,), definimos:

£(A) ;:2%, [ f(2)R(z Az

Veamos que estd bien definida:

/r 1F(2)R(z, A)|| |dz

E
r. ’|

/' ‘|d|+M/ ‘|dy

c c
< M/ ‘Z’ |dz|+l\/l/ ‘Z’ \dz| < oo
o 12| re |2l

donde 8 > 0y a < 0, lo que asegura la convergencia.




Para w < W’ < ¢ < m, § > 0 suficientemente pequefio y
g € DRo(S,), definimos:

g(A) = L g(z)R(z,A)dz

27 ru’,&

De forma andloga se puede comprobar que g(A) esta bien definida.
Las definiciones son independientes de los parametros w’ y 4.
Las dos definiciones coinciden para funciones f = g € DR N DR,.

Definimos h(A) := f(A) + g(A) para
h=f+geDR(S,) +DRo(S,), lo cual da la aplicacién lineal:

(h+—> h(A)) : DR(S,) + DRo(S,) — L(H)



Proposicién

Sea A € Sect(w) y ¢ > w. Se cumplen:

a) Sixe N(A)y f € DR(S,) + DRo(S,), entonces
f(A)x = f(0)x.

b) La aplicacién (h —— h(A)) es un homomorfismo de algebras.

c) Para A ¢ S, se tiene R(\, A) = (:£)(A).

d) Se cumple (A —v)R(X\, A)R(p, A) = (%) (A) para
todo \,u & S,y v e C.

e) Si B es un operador cerrado que conmuta con las resolventes
de A, entonces B también conmuta con f(A). En particular,
f(A) conmuta con A.



Calculo funcional natural

Definicion
A(S,) ={f:S, = C:IneN: L& € DR(S,) + DRo(S,)},
y
AlS.] = [ A(S,).
p>w
Lema

Sea f : 5, — C holomorfa. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
1. f e A(Sy).
2. f € Oc(S,) y tiene las siguientes propiedades:
2.1 f(z) = O(|z|*) (z = o0) para alglin « € R, y
2.2 f(z) — c = O(|z|?) para algin 8> 0y algin c € C.
3. SeaceC,neN,yFeDRtalque f(z) =c+(1+2z)"F(2).



Definicién
Para A € Sect(w) y f € A(S,) con ¢ > w, definimos

() - a+Ar (20) ),

donde n € N cumple f(z)(1+ z)™" € DR(S,) + DRo(S,).
Llamamos calculo funcional natural para Aen S, a la aplicacién

(f — f(A)) : A(Ss) — C(H).



Proposicion
Sea f € A(S,). Entonces se cumple:
a) f(A) es cerrado.
b) Si A€ L(H), entonces f(A) € L(H).
c) Si T € L(X) conmuta con A, también conmuta con f(A). Si
f(A) € L(X), entonces f(A) conmuta con A.

d) Sea g € A(S,). Entonces,
f(A) +&(A) C (f+g)(A) v f(A)g(A) C (fg)(A).

Ademds, D((fg)(A)) U D(g(A)) = D(f(A)g(A)).



e) Tenemos (1)(A) =1,

() 0 = RO A, 0 ¢5)

y
((z = mf(2))(A) = (A= wf(A), (neC)
f) Si A es inyectiva y f(z71) € A(S,), entonces se cumple
F(A) = f(z7H)(A™).
g) Si f,f~1 € A(S,), entonces (f1)(A) = f(A)L. En
particular, f(A) es inyectiva.



Calculo funcional acotado

Definicién
Sea 0 <w < 7y sea A€ Sect(w). Supongamos que ¢ > w y que
F es una subdlgebra de H*°(S,) tal que f(A) esta definido
mediante el cdlculo funcional natural para operadores sectoriales
para toda f € F. Decimos que el F-célculo natural para A es
acotado si existe C > 0 tal que para toda f € F se tiene
f(A)e L(H) y

(A < Cllf]oos

donde
|[flloc = sup{|f(2)] : z € S,}.



Ejemplo de operador sin calculo funcional acotado

Sea H un espacio de Hilbert separable.

Veremos que existe A operador invertible y sectorial con angulo 0
tal que no tiene HOO(S% )-célculo funcional acotado. Se conoce un
teorema que te dice que un operador A sectorial, con dominio
denso y rango denso admite un calculo funcional acotado con
respecto a la clase de funciones DR(S%) si y solo lo admite para la
clase de funciones H°°(S%). Por tanto, tampoco tendremos
cdlculo funcional acotado con respecto a DR(Sz).

Existe (ep), C H cumpliendo:
1. Para todo x € H existe una tnica (x,)52; C C tal que
X = >0 Xnen.
2. Existe (0p)7°; C {—1,1} y x € H tal que x = Y72 | Xpen
pero > o1 Opxnen NO CONverge.



Dada a = (a,)32; C C, definimos,
o0
llalll := limsup aa| + 3 Jans1 — an
n—oo n—=1

Para n > 1, el operador de proyeccidn es
o n
Pn (Z Xkek> = xkex
k=1 k=1

Sabemos que P, € L(H) y supn||Pal| =: My es finito.

As: Dy={x=> xpen: ) anxpen convergente} — H
Aa(x) := > akxkex. Teniendo en cuenta

SN awxcer = a1 Pu(x) + XN Pi(x)(ak — ais1) se sigue:

[1As]| < Mol||all



Sean a:=(ap) CR /oo cona; >0, A& [ar,00) y = (/\%an)

Il = Yuet sz = soal = i | o el <
oo d
fal ()\ tt)z < %0

De (1) se tiene A, es continua y ademds R(\, A;) = A

-

Se sigue o(A;) C [a1,00) y ademas, dado m > 6 > 0, y para
cualquier A = |\|e/®, 0 < 6 < |¢| < 7, tenemos por (3) y (y la
cota de |||n\]|]):

|A|dt
—t)?

AR, A)[| < ][]l Mo < Mg /

o0 dt
=M =
0/0 (expid — t)2

00 dt
= /\//o/0 ((t — 1)2 + 2t(1 — cos(¢))




Podemos suponer, sin pérdida de generalidad: 0 <0 < ¢ <

/OOO ((t—1)2+ ;:(1 —cos(9)) (/o2 +/1/22 ’ /;o>

1 > 1 © 1
= /0 -0 " /1/2 2t(1 — cos(¢)) +ﬁ (t—1) =G

2

N

donde en el dltimo paso hemos utilizado 1 — cos(¢) > 1 — cos(6)

Finalmente, A, € Sect(0).



Tenemos por definicién y el teorema de Cauchy,
F(Aa)(D k=1 Xn€n) = D k1 Xnf(an)en

Fijamos a = (ap) = (2")n por (1) y (2), existe (0,) C {—1,1} y
X = ,_q1Xkek tal que Y, Oxxyey diverge.

Por el Teorema de interpolacién de Carleson:
Existe f € H*(Sz) tal que f(2") = 6, para todo n € N.

Obviamente al ser f(A3)(>_, xkek) = D4 Bkxkex no convergente,
no puede tener calculo funcional acotado.



Funciones Cuadrado

A un operador sectorial con dngulo w, inyectivo y con dominio y
rango densos, y F € DR(Sy) para algin 6 > w.

Funcién cuadrado de A

e = ([ HF(tA)X\Iﬂf:)%

Estd bien definida porque la aplicacién t — f(tA) es continua.
Puede ocurrir ||x||r = oo

Calculo funcional acotado en H*®
Decimos que el operador A tiene un calculo funcional acotado en
H>°(Sp) si existe C > 0 tal que para toda funcién f € H>(Sy)

(A < Cliflloo lIXIl, xe€H



Proposicién
Las funciones cuadrado no dependen de la F elegida. Es decir, si
F, G € DR(Sp) no son idénticamente nulas, existe K > 0 tal que
1
wXllF < lixlle < KllxllF

Proposicién
Sea F € DR(Sy). Para toda f € H*(Sp) y x € H,

([T 1rreans) < kil lxie
0

Estimaciéon cuadrado para A

1
o0 dt) 2
Iﬂ#=<AHHMVW ><CWH

t



Teorema

Sea A un operador sectorial inyectivo tal que A y A* satisfacen
estimaciones cuadrado. Entonces A tiene un célculo funcional
acotado, es decir,

(A < Cllflleollx]l, x€H, feH*(S)

Las hipétesis significan que existen F, G € DR(Syp) y C > 0 tales

que
1
e dt) 2
|x||F=</0 r|F(tA)x||2t) < ClIx]

it = ([ Iscea)x r|2‘”) < Clxl



Sean F,G € DR(Sy) con [;° F(t)G(t)% =1. Aqui G(z) = G(2)

F(A) = OOO FAF(AGIA) S, £ e H2(S)

(F(A)x, y) = /Ooo(f(A)F(tA)x, G(tA*)y>$, .y € H.f e H=(S,)

dt
xy|</y (tA)F (A, G(tA))|

L dt
< [ IFaEeal 6

S(/o F(AYE( x|y2dt> (/ 1G(eA" )y t)

< Cl[flleo lIX[lF llylls



[(F(A)x, y)l < Cllflloo [IXI]F llylle

Elegimos f,(z) = (lﬂrz,)filernz) € H>®(Sp). Se cumple

sup ||fn]]co < 00
n

lim f(A)x=x, xeH
n—o0
Elegimos y = x en la desigualdad anterior
[Ix[[> = [(x, )| = lim_[{f2(A)x, x)| < CllxI[e |IxlI

Junto con las estimaciones cuadrado de A y A* esto implica

cllxllr < [Ix[[ < Cllx|l



clixllr < [Ix[| < ClIxl[F
Sea f € H*(S)

1F(A)x]| < CI[f(A)x]|F

_c </0°O ]|F(tA)f(A)x|2(f>§

1
—c([Tirreax)
0
< Cllflllixle

< C[flloolIx]

En este caso A* también tendrd un célculo funcional en H*(Sp)
acotado y ademas

fF(A) = F(A), f(z)=f(2)



Seminorma de Rademacher

Definicién

Sea H un espacio de Hilbert. Sea (X,P) un espacio de
probabilidad. Para una variable aleatoria x(s) : £ — H definimos
su seminorma de Rademacher como

Ixlrasten = [ Ix()(s)) " = Bl

Lema

Sean xi, x2,...x, € H cualesquiera y sean £1(s),e2(s),...en(s)
variables aleatorias reales, independientes y de media cero. Sea
X =Y 4_q1EkXk. Tenemos,

X0y = 3 Var(en) Il
k=1



n
I Waceny = E(¢ Z%Zem ) =E( D ety
j=1 j,k=1
n
= E(ejen) (5 xk) ZE(Ek A
J:k:]-

Corolario
En las hipdtesis previas, consideramos ¢y iid, dadas por
P(ex = 1) = P(ex = —1) = 1/2. Entonces,

n 1/2
Ixllrsacry = (D Ixl)
k=1



Necesidad de estimaciones cuadrado

Teorema

Sea A operador sectorial inyectivo de tipo w € (0, 7) con dominio
denso en un espacio de Hilbert H. Supongamos que A tiene un
célculo funcional acotado en H*°(Sy), con 6 € (w, 7). Entonces,
para todo 7 € (w, ), y todo par de funciones F, G € DR(S),
existe una constante K > 0 que satisface

IxllF < Klix]],
lylle < Kllyl. Vx,y € H.



Para x € H, estimamos

2k+1

dt dt
= F(tA)x|? / F(tA)x|?
I = [ IR Z IF (A2
— Z / HF(tzkA)xF‘f:/ Z ||F(t2kA)x||2%
k=—cc 1 b =

El objetivo es acotar la serie

> IF(e2R AP,

k=—0o0



Sean (a)kez con |ak| < 1 cualesquiera. Como F € DR(S;) vy el
célculo es acotado, existen C,s > 0 con

|5 e <com 3 ()

z€S 1 + ‘2’21(
|z|2k s |z|2k s
= C sup <7) + C sup (*)
= ;1 1+ (|z[2%)? zes; ;1 1+ (|[2%)?
< C sup Z |z]52k5+ C sup Z |z| 7527 ks
zeS; |zj2k<1 ZGST| 2k>1

1/|z|* - |2I° 2¢
<C s C s E < .
ces, e ces, g —2= T 1=2

|z|2k>1



Ahora consideramos (ex)kez va iid, en (X, P), con

P(ex = 1) = P(ex = —1) = 1/2. Para cualquier suceso s y n € N,
S h__ . ek(s)F(t2A) tiene seminorma de Rademacher menor que
2C/(1 —27%). Luego,

2

Rad(H)
:/):Hkgn_:nskF(tQkA)xuzdP(s)
= H IZ”:” F(tQkA)’ ;d(c(H))HXH2

2C \2,
< (7=5=) WP

n n
S IF (2K AP = H 3 5kF(t2kA)x‘
k=—n k=—n




La serie es absolutamente convergente y

x|z = / S Rk a2 P <K

k=—o00

Como G(A*) = G(A), también tenemos |y|% < K|ly|.
Observaciones
» La constante K depende de F, G € DR(S;) y de la cota del
calculo funcional, pero no de 7.

» Si A tiene un célculo funcional acotado en DR(Sy) para algtn
0 € (w, ), entonces lo tiene para todo 6 € (w, 7).

» Existen casos donde A satisface una estimacién cuadrada pero
A* no. Ambas estimaciones son necesarias.
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iMuchas gracias!

Eskerrik asko!



