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Polinomios en espacios vectoriales

Sea E un espacio vectorial;

Definicion
Un polinomio n-homogéneo P en E se define como

siendo L una forma n-lineal en E.

Definicion
Se llama polinomio de grado < n a la suma en E de la forma
Py+Pi+...+P,,

siendo P, un polinomio k-homogéneo (0 < k < n)
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FOormula de Polarizacion

Observacion

Se puede demostrar que de entre todas las formas n-lineales que
inducen un polinomio homogéneo hay una que es simétrica. Y
ademas el siguiente resultado demuestra que es Unica.

Teorema

Si P € P("E) enfonces existe una unica L € L£5("F) tal que L induce P.
Es mas

L(xq,... Z €1+ Perxy + -+ + epmy).
. €= +1
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FOrmula Multinomial

Proposicion (Férmula Multinomial)

Sea E un espacio vectorial sobre K, P € P, ("E), z1,...,xx, € E Y
ai,...,a € K, enfonces

k
|
n!
P<Zaixi> = Z —a7"t - -ap*L(x, ..z,
i=1

me(Nu{o})k
|m|=n

donde L € L:("E) verificaque L = Py

m

my,
L(xl1,...,xk’°).:L(xl,...,xl,...,xk,...,xk>.
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Continuidad en espacios de polinomios

Sea E un espacio normado.
No todos los polinomios en E son continuos contrariomente a lo que
ocurre en dimension finita.

Teorema
P e P,("E) continuo si y solo si esta acotado en Bg.

Asuvez L € L,("FE) continua si y solo si estd acotada en Bi.

Denotamos por P ("E), L* ("E)y L ("E) alos espacios de polinomios
continuos, de las aplicaciones n-lineales simétricas continuas y las
aplicaciones n-lineales continuas definidos en el espacio normado E' y
con valores en K respectivamente,
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Continuidad en espacios de polinomios

Esto nos permite definir en los espacios P ("E) y L* ("E)
respectivamente las siguientes normas:

||P|| = sup{|P(2)| : © € B}

IL|| = sup{|L(x1, ..., 2n)| s 2 € Be1 <k <n}
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Desigualdades notables: desigualdades de tipo
Markov

Teorema (A. A. Markov, 1889)

Si P € P,(R), entonces,
1P|l =11y < n®.

Teorema (V. A. Markov, 1892)
SiPeP,(R)yl<k<mn, enfonces,

2n?—12) - (n? = (k= 1)?)

PO <
I ||[ 1,1 = 1.3 (2k—1)
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Algunas extensiones a espacios normados

Teorema (Y. Sarantopoulos, 1991)
Si E es un espacio de Banach P € P, (E), entonces,

1— P(z)?
1P| < min {n =T 02
=]

para fodo x € Bg.

Teorema (L. Harris, 2011)
Si E un espacio de Banach, P € P,(F) y k < n, enfonces,

n?(n’ —12) -(n® = (k—1)%)

10P)l| <

para todo z € Bg.
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Un ejemplo en el espacio P € P(?A)

Teorema
Sea P € P(?A). Si(z,y) € R2, entonces,

[DP(z,y)lla < Yal(z,y)||IP]la,
donde,

|22 — 6y| sir=00x#0y(#<-10%>2),
|22 +2y +y?/a| siz#0yl1<L<2,
|2z +2y +2?/y| siy#0yl1<2<2,
|62 — 2y| S/yzOOy#OV(iﬁ—lOEZQ).

\I’A(may) -

Ademas, la constante WU (z,y) es optima.
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Cdlculo de constantes de equivalencia entre
normas polinomiales.

Podemos identificar P(™K") con K¢ para d = ("),

Definicion (Norma de los coeficientes o norma ¢)
La norma ¢, de los coeficientes de P se define como

1
q .
|Plg := { (E|a|:m |aa|q) SIT<q<+o0,

méx{|aq| : o] =m} Siqg=+o0,

para g > 1 enP(mK").
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Normas en P("K"): la norma polinomial

Recordamos la siguiente definicion.

Definicion (Norma polinomial)
Si|-| es una norma en K™, enfonces

[Pl := sup |[P(z)],

xEBx

donde Bx esla bola unidad cerrada del espacio de Banach
X = (K", | -|). define una norma en P("™K") llamada norma polinomial.

v

@ || - ||, representard la norma polinomial en (K™, | - |,), donde | - |, es
la norma de los coeficientes en P("K™).
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@ Objetivo: hallar estimaciones de || - ||, en términos de | -

@ Porla equivalencia || - ||, ¥ |- | en P("K") para cada 1 < p,q < +oo
existen constantes & > 0y K > 0 tales que

el

kIIPllp < [Plg < KI[Pllp,

para cada P € P(MK"™).

Observacion

Consideramos el espacio P(™K™). Si1 < p,q < +oco entonces
denofaremos

/ =méx {||P|l,: P € B},

m,n,q,p *

Km’n,q’p = méx{|P|q :Pe BHAHP} .

Como ki, ,, ., > 0. podemos denotar k. n.q.p := 3

m,n,q,p
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p q k2,q,p KQ,q,p
1 1 1 2+2
+00 1 1 1++2
+oo | [1,2) 33! (5 % *)
+oo | [2,400] | 3771 23
1| [1,2) 1 (% *)
1| [2,4+] 1 4
(1, +00) 1 1 ( * %)
2
[4/3,+00) | o0 e 27 (%) )
2(1—&-2‘175)5
21 L2 | ) ) Pty
(1+2 -2 )
[2,400] | [2,+00] | () | 2mclid)

(%): valores para p > 2.
(*x): preguntas abiertas.
(% % %): solo valores numéricos conocidos.
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Desigualdades de tipo Bohnenblust-Hille

Teorema (Desigualdad de Bohnenblust-Hille, 1931)

Consideramos el espacio de polinomios homogéneos P("K™), con
n,m € N, Existe una constante Dk ,, > 0 que no depende de m fal que
para todo P € P("K™) se tiene que

|P|q < DK,n”PHoo; Q)

para cada q > +1 y para todom € N, Ademds cualquier constante D

que satisfaga la desigualdad (1) para q < ;= depende
necesariamente de m.
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Constantes notables: las constantes de
Bohnenblust-Hille

Definicion (Constante de Bohnenblust-Hille)

La menor constante que safisfaga la desigualdad (1), para q = n2—f1 es
conocida como la consfante de Bohnenblust-Hille, y se denotfa Dk ,,.

@ Se puede definir
Dk (m) =if{D >0: |P|% < D||P||w paratodo P € P("K™)},

para cierto m € N.
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Constantes Incondicionales
@ P € P("R™) puede escribirse como

P(x1,...,xm) = Z aax®,
la|<n

donde a = (ag,...,ap)yz* =z ... z&m conm € Ny n € NU{0}.
@ Definimos, con esta notacion, el médulo de P como
|Pl(z1,...,¢m) = Z |ag|z®,

lo|<n

Definicion (Constantes incondicionales)

Se define la constante incondicional de la base candnica del espacio
P("R™) como la menor constante C > 0 tal que

IPllz <|[IPlls < C||IPll5

para cada P € P("R™).

En el caso particular de P("(}') denotaremos la constante
incondicional de la base candnica por Cp, . m..
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Constantes de Polarizacion: El Teorema de Martin

Introducimos un importante resultado de Martin que
relaciona || P|| con || L||

donde L es la polar de P.

Teorema (de Martin, 1932)

Sea E un espacio normado sobre K, entonces
nn
1Pl < L0 < — 112

paratodo L € £°("E), P € P("E) donde L es la polar de P. Es decir, lo
que obfenemos es un isomorfismo topologico entre L5 ("E) y P ("E).
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Constantes de Polarizacion

@ La constante del Teorema de Martin no puede ser reemplazada
por una menor.
En el espacio ¢} el polinomio P(z1,...,z,) := x1 - - - x,, SAtisface

,nn
1L = 5 1Pl

@ En espacios concretos la constante del Teorema de Martin puede
mejorarse, motivando la siguiente definicion.

Definicion (Constantes de polarizacion)

Dado un espacio de Banach X sobre K, definimos la constante de
polarizacion n-ésima de X como

K(n; X) :=mf{K > 0:||L|| < K||P|: Pe P("X) y L = P}.

Noétese que de esta manera podemos escribir K(n; £1) = ﬂ

n!
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Algunas Constantes de Polarizacion

Teorema
Si H es un espacio de Hilbert real o complejo enfonces

K(n; H) = 1.

En particular, P("H) es isométrico a L5("H).

Teorema (Benitez - Sarantopoulos, 1990)

Si E es un espacio normado real, se puede probar que P("E) es
isométrico a L5(™E) si y solo si E es un espacio euclideo.

Teorema (Sarantopoulos, 1986)

C(n; LP?) = "n—f siempre que p cumpla1l < p <n’.
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El método de aproximacion de Krein-Milman

Definicion
Sea E un espacio vectorial, C C E ye € C. Diremos que e es un punto
extremo de C sidadosz, y € C' 'y dadot € [0,1] tales que

e=tx+ (1 —1t)y,

entonces se fiene que x = y = e. Nofamos por ext(C') al conjunfo de los
puntos extremos de C.

v

Teorema (de Krein-Milman)

Sea C un subconjunto convexo y compacto de un espacio de
Banach. Entonces, se tiene que

Q@ ext(C) £0.
Q conv(ext(C)) =C.
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El método de aproximacion de Krein-Milman

Teorema (de Steinitz)

Sea C un subconjunto convexo y compacto de un espacio de Banach
de dimension finita. Enfonces se tiene lo siguiente:

Q@ ext(0) # 2.
Q conv(ext(C)) =C.

Corolario (Método de Krein-Milman)

Para cada funcion convexa f : C — R que alcanza su maximo en un
subconjunto convexo y compacto C de un espacio de Banach de
dimension finita existe un punfo extremo e de C tal que

f(e) = méx{f(z):z € C}.
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Cdlculo de la constante incondicional C 5 -

Teorema (Choi, Kim, Ki, 1998)

Los puntos extremos de Bp 22y son de la forma

Q P(z,y) =F+22+22y+ 92 0

Q P(z,y) = i—“‘lg'_tz(aﬂ —y?) + tzy, con [t| € (2,4].

Teorema
Si P € P(%¢3) entonces

14++2

1Pl < =

1Pllez

y la igualdad se alcanza para los multiplos escalares de los polinomios

+¥2 (22— 42) + (2 4 V2)ay. Porfanto, Cy g5 = 142,
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Cdiculo de la constante incondicional C 55
Demostracion.

Si P es de la forma (1), entonces ||| |||z = || P|[;z = 1. Por fanto,

debemos fijarnos en los polinomios de la forma (2). Es facil de ver que si
P es como (2), entonces el polinomio |P| alcanza su norma ¢2 en
(3, 3). De aqui se deduce que

4t—t
Crza = sup HV 020 02?4t e @24
&
\/43—5
= sup || 22 +y?) +sxy|| s e (2,4
&

= sup

{ZLS_TM:SE (2,4]}.

Estimando la funcién (2,4] 5 s — —”5‘4“"2“ es facil ver que alcanza su
MAximo en s = 2 + v/2, (t = £(2 + v/2)) y dicho valor es 142, O

4
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Cdlculo de la constante incondicional Cu 22

Teorema (Choi, Kim, 1998)

Los puntos extremos de Bp 242y son de la forma

Q@ P(z,y)==+22.0

Q P(x,y) =412 0

Q P(z,y) = £(ta? — ty? £ 2,/t(1 — t)ay), cont € [3,1].

Teorema
Si P € P(%¢%)) entonces

IIPlllez, < (1+V2)[IPllez,

y la igualdad se alcanza para los multiplos escalares de los polinomios
ZHV2 (32 _ ) 4+ 24y, Por tanto, Cogna = 1+ v/2.
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Cdlculo de la constante incondicional Cu 22

Demostracion.

Si P es de la forma (1) o (2), entonces ||| Pz, = [|P||,z, = 1. Por tanto,
bastard con estudiar los polinomios con la forma (3). Es facil ver que si
P es como (3), enfonces el polinomio |P| alcanza su norma ¢, en (1,1).
De aqui obtenemos que

1
Coo22 = sup{Hth +ty? + 2/t(1 — t)zzcyHé2 it e [5, 1] }

=sup£2_t+2 tl—t):te [%1”
— 12,

ya gque el supremo se alcanza para t = 2+4ﬁ. |
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Cdlculo de la constante de Bohnenblust-Hille
D5 (R)

Teorema
Sea f una funcioén real dada por

F(t) = [Qt% + (240 —t))%f.

Se fiene que D5 (R) = f(ty) =~ 1,837373, donde

1
to = 36 (2 {’/107 +9v129 + 6/856 — 72v129 + 16) ~ 0,867835.

Ademas, los siguientes polinomios normalizados son extremos para
este problema:

Py(z,y) = £(tox? — toy® £ 2¢/to(1 — to)xy).
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Cdlculo de la constante de Bohnenblust-Hille
D5 (R)

Demostracion.
Seqa

3

F(t) = [215% + (20 —t))%r.

Notemos que debido a la convexidad de las normas ¢, y a la forma
que presentan los puntos extremos de Byp 22 gy se tiene que

D3(R) = sup{|P|s : P € Bpeez g}

=sup{|P[s : P € ext(Bp2ez r))} = sup 1]f(t)-
te 9

Estudiando la funcién f se comprueba que dicho supremo se alcanza
para t = ty, lo que finaliza la prueba. O

y

Bernardino et al. Taller Polinomios y Desigualdades Polinomiales Jueves 7 de marzo de 2019 28 /45



Cdlculo de la constante de polarizacion de P(2A)

Teorema
Si P € P(2A) entonces

mix [|[DP(z,y)[|la < 6][P[la.
(z,y)€A

Ademas, la constante 6 es optima ya que se alcanza la igualdad para

P(z,y) = 2* — 6zy + y°.

¥

v

Teorema (Muinoz, Révész, Seoane, 2009)
SiPeP(A)yL eslapolar de P, entonces

ILlla < 3[IP]la-

Ademas, la constante 3 es optima.

Demostracion.

Basta observar que si P € P(*A), entonces DP(x) =

x € R? y usar el feorema anterior.

2L(x, ) para todo
O
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Algunos problemas ya estudiados

(2¢2) (Choi, Ki, Kim, 1998)

(2¢2.) (Choi, Ki, Kim, 1998)

2¢2) (Choi, Kim, 1998)

(2%, p > 1, p # 2 (Grecu, 2004)

m.n(K) (Caso real: Munoz, Seoane, 2006. Caso complejo:
euwirth, 2008)

N
P(2A) (Munoz , Révész, Seoane, 2009)

P(*0) (Gdmez, Muhoz, Sanchez, Seoane, 2013)
P(2D(a, B)) (Bernal, Muhoz, Rodriguez, Seoane, 2019)
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Procedimiento para estudiar la geometria de un
espacio polinomial

@ Se determina una férmula explicita de la norma polinomial.

@ Se proyecta la bola sobre un plano convenientemente escogido.
@ Se calcula una parametrizacion de la esfera unidad.

@ Se determinan los puntos extremos de la bola unidad.
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La Geometria de B

Comenzamos definiendo el espacio de los polinomios homogéneos

de grado 2 definidos en un sector del disco unidad.

Definicién (P(2D(3)))

Para cada g € [0,2xn] con 0 < 3 definimos el sector D(8) como
D(B):={re"?: 0<r<1,0<6<p}.

Si P es un polinomio homogéneo de grado 2 R?, definimos

[Pllps) := sup{|P(x)| : x € D(B)}.

@ Las bolas y esferas unidad en P(*D(j3)) las denotaremos por B )
Y Sp(p) respectivamente.

@ Los puntos extremos B3y I0s denotamos ext(Bp g ).
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La Geometria de B

Vamos a estudiar la geometria de las bolas unidad para los siguientes
sectores

gzm y B=1.

Observacion

@ También es conocida la geometria de las correspondientes bolas
para un  arbitrario en un preprint reciente.

@ También se daran imagenes para ofros valores de 3 como por
ejfemplo g = 5
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La Geometria de By con g >

@ Si g > mentonces Bpg) = Bp(z2ez), CUYyOS puntos extremos fueron
primero descritos por Choi y Kim en 1998,

@ Se puede probar que

||am2 +by? + cxyllppy =

N

(|a+b|+\/m).
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La Geometria de By con g >«

Teorema
Consideramos un polinomio homogéneo de grado 2

P(x,y) = az? + by? + cxy en R2,
@ La esfera unidad de P(?¢3) viene dada por
SP(%%) = {(avba C) S Rg : |(L + b| + V (a’ - b)2 + 62 = 2}
@ Los puntfos extremos son
ext(Bpe)) = {(a, —a,£2v1 —a?) ra € [-1,1]} U{x£(1,1,0)}
={£(a,—a,2v/1—a?):a € [-1,1]} U{£(1,1,0)}.
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La Geometria de By con g >«

Figura: Sp(zeg). Los puntos extremos de Bp(zeg) estan dibujados con puntos y
una linea gruesa
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La Geometria de By

La expresion explicita de || - | p(x) viene dada por el siguiente resultado.
Teorema
Sia,b,c € Ry P(z,y) = ax® + by? + cxy entonces || P||p(=) viene dada por

{méx{|a|,%|a—|—b+c|,%|a—|—b+sign(c)\/(a—b)2 —|—c2|} Sicla—10b)

>0,
max{|a|, £|a + b+ |} Sica—0b) <0,
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La Geometria de By,
plano

us
4

n=d+it VT

1)

(-1-1)

o= -d+a-4VTa

L L
10 -5

L
5

L
10

). proyeccidn sobre un

Figura: Proyeccion de Sp(=) en el plano ab
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La Geometria de By,
plano

). proyeccidn sobre un

s
4

Teorema
Sean A 'y B como en la figura que se acaba de mostrar, esto es

A={(a,b): a€[-1,1], a<b<y(a)},
B ={(a,b) : a€[-1,1], ya(a) <b<a},

donde v, v, estan definidos como

m(a)=4+a+4vV1+a,
72(a) = —m(-a) = ~4+a -4Vl —q,

paraa € [—1,1]. Entfonces, la proyeccion de Spxy sobre el plano ab es

us
4

mab(Sp() = {(@b) - a € [~1,1], 1a(a) <b< m(@)}.
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La Geometria de B z): parametrizacion

s
4

Teorema (Parametrizacion de B -).)

Sean A y B definidos como antes, y hacemos

3 2_a—0> Si(a,b)GA,
Fi(a,b) = {2 (1—a)(1—0b) si(a,b) € B,

y F»(a,b) = —Fi(—a, —b) para todos (a,b) € ma(Sp(x))- Si
I'={(£1,b,c) €R®: (&1,b) € Imar(Sp(x)), Fa(£1,b) < c < Fi(£1,b)},

enfonces Sp(x) = graph(F1) U graph(F,) UT.

Bernardino et al. Taller Polinomios y Desigualdades Polinomiales Jueves 7 de marzo de 2019 40/ 45



La Geometria de B z): puntos extremos

s
4

Teorema (Puntos extremos de B x))

El conjunto ext(B D(%)) viene dado por
+(t4+t+4V1+¢t,-2-2t—4V1+1t) para te[-1,1],

+(1,5,-2V2(1+9)) para sel,5+4v2,

+(1,1,0).
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La Geometria de By

Figura: Sp(z). Los puntos extremos de Bp () estdn dibujados con puntos y una
linea gruesa
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La Geometria de Bp s

Figura: Sp(z). Los puntos extremos de Bp(z) estdn dibujados con un puntos y
una linea gruesa
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La Geometria de By (3’ . proyeccion sobre un
plano

(@)= —4+atdvT—a

Figura: Proyeccién de Spszy €n el plano ab

4
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La Geometria de By s
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Figura: Dos perspectivas diferentes de SD(sTﬂ). Los puntos extremos de BD(ST")
estdan dibujados con puntos y una linea gruesa
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