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Índice

1 Caso 1-dimensional

2 Caso N-dimensional

3 Caso infinito-dimensional

Taller 4 Espacios de Hardy Bilbao 8/3/19 3 / 24



Preliminares

Definición

H∞(D) = {f : D −→ C : f holomorfa y acotada }

Teorema

H∞(D) con la norma
‖f‖∞ = sup

z∈D
|f(z)|

es un espacio de Banach.
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Preliminares

Coeficiente de Fourier

Sean f ∈ L1(T) y n ∈ Z

f̂(n) =

∫
T
f(w)w−ndw.

Espacio de Hardy

H∞(T) = {f ∈ L∞(T) : f̂(n) = 0, n < 0}

H∞(T) es Banach.
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Objetivo

Pretendemos probar que hay un isomorfismo isométrico

H∞(T) = H∞(D)

f ∈ H∞(T) −→
(
f̂(n)

)
n
−→

∞∑
n=0

f̂(n)zn.

Pero
∞∑
n=0

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ |zn| ≤ ‖f‖∞ ∞∑

n=0

|z|n <∞⇐⇒ |z| < 1.

Luego

g(z) =

∞∑
n=0

f̂(n)zn

define una función g : D −→ C holomorfa.
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Núcleo de Poisson

Para z ∈ D y w ∈ T,

p(z, w) =
∑
n∈Z

w−nr|n|un,

donde z = ru con u = z/|z| ∈ T y r = |z|.

Está bien definido;

p(z, w) =
|w|2 − |z|2

|w − z|2
> 0 ∀w ∈ T, z ∈ D;∫

T
p(z, w)dw = 1.
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Operador de Poisson

Para f ∈ L1(T),

P [f ](z) =

∫
T
p(z, w)f(w)dw =

∑
n∈Z

f̂(n)r|n|un ∀z ∈ D.

Teorema

P : H∞(T) −→ H∞(D) es un isomorfismo isométrico tal que
cn(P [f ]) = f̂(n) ∀n ∈ N0.

Si f ∈ H∞(T) entonces

P [f ](z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn.

Con esto

‖P [f ]‖∞ ≤ sup
z∈D

∫
T
|p(z, w)f(w)|dw ≤ ‖f‖∞

∫
T
p(z, w)dw = ‖f‖∞.
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Teorema

P : H∞(T) −→ H∞(D) es un isomorfismo isométrico tal que
cn(P [f ]) = f̂(n) ∀n ∈ N0.

Para la sobreyectividad: tomamos g ∈ H∞(D) y para n ∈ N considera-
mos gn(w) = g

(
(1− 1/n)w

)
para w ∈ T.

Idea: ver que gn tiene una subsucesión convergente en L∞.
Hace falta:

toda función holomorfa es anaĺıtica;

Teorema de Banach-Alaoglu;

convergencia w∗.
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Teorema de Banach-Alaoglu;

convergencia w∗.

Taller 4 Espacios de Hardy Bilbao 8/3/19 9 / 24
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Definiciones

Función holomorfa en N-variables

Sea U abierto de CN , f : U −→ C es holomorfa si para cada z ∈ U
existe un único ∇f(z) ∈ CN tal que

ĺım
h→0

f(z + h)− f(z)− 〈∇f(z), h〉
‖h‖

= 0.

H∞(DN ) = {f : DN −→ C : f es holomorfa y acotada}

Teorema

H∞(DN ) es un espacio de Banach con la norma

‖f‖∞ = sup
z∈DN

|f(z)|.

Taller 4 Espacios de Hardy Bilbao 8/3/19 11 / 24



Definiciones

Función holomorfa en N-variables

Sea U abierto de CN , f : U −→ C es holomorfa si para cada z ∈ U
existe un único ∇f(z) ∈ CN tal que
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Analiticidad

Teorema

Sea f : DN −→ C holomorfa. Existen
(
cα(f)

)
α∈NN

0
⊂ C tal que

f(z) =
∑
α∈NN

0

cα(f)zα , ∀z ∈ DN

La convergencia es absoluta y uniforme en cada compacto.

Los coeficientes son únicos y se pueden calcular con la fórmula integral
de Cauchy.
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Coeficientes de Fourier y espacio H∞(TN)

Coeficientes de Fourier

Dada f ∈ L1(TN ) y α ∈ ZN ,

f̂(α) =

∫
TN

f(w)w−αdw.

Espacio de Hardy

H∞(TN ) =
{
f ∈ L∞(TN ) : f̂(α) = 0 si α /∈ NN0

}
.

H∞(TN ) es Banach.
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Núcleo de Poisson en N-variables

Para z ∈ DN y w ∈ TN ,

pN (z, w) =
∑
α∈ZN

w−αr|α|uα,

donde u ∈ TN viene dado por uj = zj/|zj | y r = (r1, . . . , rN ) por

rj = |zj |, y escribimos r|α| = r
|α1|
1 · · · r|αN |

N y z = ru.

pN (z, w) =
N∏
j=1

p(zj , wj) ∀z ∈ DN , w ∈ TN .
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Operador de Poisson

Para f ∈ L1(TN ),

PN [f ](z) =

∫
TN

pN (z, w)f(w)dw =
∑
α∈ZN

f̂(α)r|α|uα ∀z ∈ DN .

Teorema

Para cada N ∈ N, el operador

PN : H∞(TN ) −→ H∞(DN )

es un isomorfismo isométrico tal que cα(PN [f ]) = f̂(α) para todo
α ∈ NN0 .
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Problemas en infintas variables

¿Qué tomamos como análogo a DN?

¿Qué es una función holomorfa en infinitas variables?

¿Cómo definimos los coeficientes de Fourier en T∞?
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Primeros pasos

Análogo de DN

Bc0 (Bola abierta unidad de c0)

Función holomorfa (Fréchet)

f : Bc0 −→ C es holomorfa si para cada x ∈ Bc0 existe un único x∗ ∈ c∗0
tal que

ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)− x∗(h)

‖h‖
= 0.

H∞(Bc0) = {f : Bc0 −→ C : f es holomorfa y acotada} . . . Banach
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Coeficientes de Taylor

Dada g ∈ H∞(Bc0) y N sea gN : DN −→ C restricción. Entonces

gN (z) =
∑
α∈NN

0

cα(gN )zα.

Se cumple
cα(gN ) = cα(gM ).

para todo M ≥ N . Luego

g ∼
(
cα(g)

)
α∈N(N)

0

.

Problema: g(z) puede NO coincidir con
∑
cα(g)zα.
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Coeficientes de Fourier y espacio H∞(T∞)

N(N)
0 =

⋃
N∈N

NN0 , Z(N) =
⋃
N∈N

ZN .

Coeficientes de Fourier

Dada f ∈ L1(T∞) y α ∈ Z(N),

f̂(α) =

∫
T∞

f(w)w−αdw.

Espacio de Hardy

H∞(T∞) =
{
f ∈ L∞(T∞) : f̂(α) = 0 si α /∈ N(N)

0

}
.
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Resultado final

Teorema

Existe un único isomorfismo isométrico

P∞ : H∞(T∞) −→ H∞(Bc0)

tal que para cada f ∈ H∞(T∞), cα(P∞[f ]) = f̂(α) para todo α ∈ N(N)
0 .

Idea: “bajar”, aplicar el teorema N -dimensional y “subir”.

H∞(T∞)

H∞(TN )

H∞(Bc0)

H∞(DN )
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“Subir”/“bajar”(parte holomorfa)

Teorema (“subir”)

Sea (cα)
α∈N(N)

0

⊂ C tal que

∑
α∈NN

0

|cαzα| <∞ ∀z ∈ DN para cada N ∈ N

sup
N

sup
z∈DN

∣∣∣ ∑
α∈NN

0

cαz
α
∣∣∣ <∞

Entonces existe una única g ∈ H∞(Bc0) tal que cα(g) = cα ∀α ∈ N(N)
0 .

Además ‖g‖∞ es igual al supremo.

“Bajar”

Tomamos gN ∈ H∞(DN ), la restricción de g a las primeras N variables.
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“Subir”/“bajar”(parte armónica)

Teorema (“subir”)

Sea (cα)
α∈N(N)

0

⊂ C, son equivalentes:

1 existe f ∈ H∞(T∞) tal que f̂(α) = cα para todo α ∈ N(N)
0 ;

2 para cada N ∈ N, existe fN ∈ H∞(TN ) tal que f̂N (α) = cα para
todo α ∈ NN0 cumpliendo sup

N∈N
‖fN‖∞ <∞.

Además, en ese caso ‖f‖∞ = supN∈N ‖fN‖∞.

“Bajar”

Tomar

f[N ](w) =

∫
T∞

f(w, z)dz.

Se tiene: f[N ] ∈ H∞(TN ) y f̂[N ](α) = f̂(α) para todo α ∈ NN0 .
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Resultado final

Teorema

Existe un único isomorfismo isométrico

P∞ : H∞(T∞) −→ H∞(Bc0)

tal que para cada f ∈ H∞(T∞), cα(P∞[f ]) = f̂(α) para todo α ∈ N(N)
0 .

Idea: “bajar”, aplicar el teorema N -dimensional y “subir”.

H∞(T∞)

H∞(TN )

H∞(Bc0)

H∞(DN )
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