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[flloo = sup |£(2)]
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Preliminares

Coeficiente de Fourier
Sean fe€ Li(T) yneZ

fo = [ sy

Espacio de Hardy

Hoo(T) = {f € Lo(T) : f(n) =0, n < 0}

H(T) es Banach. J
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Objetivo

Pretendemos probar que hay un isomorfismo isométrico

Hoo(T) = HOO(D)
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Objetivo

Pretendemos probar que hay un isomorfismo isométrico

Hoo(T) = HOO(D)

f € Ho(T) — (f(n)), — 3 f(n)"
n=0

Pero
oo oo
> ‘f(n) 27 < ([ £lloo D 12" < 00 = |2] < L.
n=0 n=0
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Objetivo

Pretendemos probar que hay un isomorfismo isométrico

Hoo(T) = HOO(D)

f € Ho(T) — (f(n)), — 3 f(n)"
n=0

Pero

oo
2" < [ flloo D |2]" < 00 <= |2] < 1.
n=0

> |f
n=0

Luego
g(z) =Y f(n)z"
n=0

define una funcién g: D — C holomorfa.
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Nucleo de Poisson
ParazeDyweT,

plz,w) =y w i,

ne”L

donde z =ruconu=z/|z| € Ty r=|z|

o Estd bien definido;
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donde z =ruconu=z/|z| € Ty r=|z|

o Estd bien definido;

>0 YweT, €D
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Operador de Poisson
Para f € L(T),

P[fl(z) = /Tp(z,w)f(w)dw = Z Fn)rPly® vz e D.
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Operador de Poisson
Para f € Li(T),

nez
W
Teorema

H(T) — Hs(D) es un isomorfismo isométrico tal que

cn< [f]) = f(n) ¥n € No.
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Operador de Poisson
Para f € Li(T),

nez
W
Teorema

H(T) — Hs(D) es un isomorfismo isométrico tal que

Cn( [f]) = f(n) Vn € No.

Si f € Hyo(T) entonces

=Y fn)z
n=0
Con esto

1Pl < sup / Ip(zy w) f(w)|dw < | £l / p(z, w)dw = | £l
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Teorema

P: Hy(T) — Hoo(D) es un isomorfismo isométrico tal que

A~

en(P[f]) = f(n) Vn € No.

Para la sobreyectividad: tomamos g € Ho (D) y para n € N considera-
mos gn(w) = g((1 — 1/n)w) para w € T.
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Teorema

P: Hy(T) — Hoo(D) es un isomorfismo isométrico tal que

A~

en(P[f]) = f(n) Vn € No.

Para la sobreyectividad: tomamos g € Ho (D) y para n € N considera-
mos gn(w) = g((1 — 1/n)w) para w € T.

Idea: ver que g,, tiene una subsucesion convergente en L.

Hace falta:

@ toda funcién holomorfa es analitica;
@ Teorema de Banach-Alaoglu;

@ convergencia w*.

Bspacios de Hardy Bilbao 8/3/19 9/ 24



Indice

© Caso N-dimensional

Bspacios de Hardy Bilbao 8/3/19 10 / 24



Definiciones

Funcién holomorfa en N-variables

Sea U abierto de CV, f: U — C es holomorfa si para cada z € U
existe un tnico Vf(z) € CV tal que

fz+h) = f(z) = (VI(2), h)

Ii = 0.
=0 7]
Hoo(DY) = {f: DY — C : f es holomorfa y acotada} J
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Definiciones

Funcion holomorfa en N-variables

Sea U abierto de CV, f: U — C es holomorfa si para cada z € U
existe un tnico Vf(z) € CV tal que

o FCHD) = £(2) = (V1B _
0 I |

Hoo(DY) = {f: DY — C : f es holomorfa y acotada}

Ho, (DY) es un espacio de Banach con la norma

[flloc = sup [f(2)]

2€DN
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Analiticidad

Teorema

Sea f : DV — C holomorfa. Existen (Ca(f))aeNN C C tal que
0

f(z) = Z ca(f)z®, VzeDV

aeNg

La convergencia es absoluta y uniforme en cada compacto.
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Analiticidad

Teorema

Sea f : DV — C holomorfa. Existen (Ca(f))aeNN C C tal que
0

f(z) = Z ca(f)z%, Vz e DY

aeNg

La convergencia es absoluta y uniforme en cada compacto.

Los coeficientes son tinicos y se pueden calcular con la férmula integral
de Cauchy.
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Coeficientes de Fourier y espacio H,(TY)

Coeficientes de Fourier
Dada f € Li(TV) y a € ZV,
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Coeficientes de Fourier y espacio H,(TY)

Coeficientes de Fourier
Dada f € L1(TY) y a € ZV,

Espacio de Hardy

Hoo(TV) = {f € Loo(TV): f(a) =0sia¢N3V}.

Hoo(TV) es Banach. J
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Ntcleo de Poisson en N-variables

Para z € DY y w € TV,

pu(sw) = 3 wmerlelus,

acZN
donde u € T viene dado por u; = z;/|z;| y r = (r1,...,7n) por
s hi af _ ol lan] _
rj = |24, y escribimos rlel = Ty Ty Y 2 =TU.

N
pN(z,w) = Hp(zj,wj) Vze DV, we TV,
j=1
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Operador de Poisson
Para f € L1 (TV),

Pn[f](z) = / pN(z,w) f(w)dw = fl@)r®u® vz e DV,
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Operador de Poisson

Para f € L1 (TV),

Pn[f](z) = /TN pN(z,w) f(w)dw = fl@)r®u® vz e DV,

v
Teorema

Para cada NV € N, el operador
Py : Hoo(TV) — Hoo (DY)

es un isomorfismo isométrico tal que ¢, (Py|[f]) = f() para todo
aeNY.
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Problemas en infintas variables

e ;Qué tomamos como analogo a DV?
@ ;Qué es una funcién holomorfa en infinitas variables?

@ ;Cémo definimos los coeficientes de Fourier en T*°?
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Primeros pasos

Anélogo de DV

B, (Bola abierta unidad de cp)
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Anélogo de DV
B, (Bola abierta unidad de cp)

Funcién holomorfa (Fréchet)

f: B¢y, — C es holomorfa si para cada x € B, existe un tnico z* € ¢

tal que
L f@+h) — f(z) = a*(h)
h—0 It

=0.
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Primeros pasos

Anélogo de DV
B, (Bola abierta unidad de cp)

Funcién holomorfa (Fréchet)

f: B¢y, — C es holomorfa si para cada x € B, existe un tnico z* € ¢

tal que
L f@+h) — f(z) = a*(h)
h—0 It

=0.

Hoo(Bey) ={f: B, — C : f es holomorfa y acotada} ...Banach )
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Coeficientes de Taylor

Dada g € Hoo(Be,) y N sea gy : DY — C restriccién. Entonces

gn(z) = ) calgn)z®,

aENg
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Coeficientes de Taylor

Dada g € Hoo(Be,) y N sea gy : DY — C restriccién. Entonces
gn(z) = > calgn)z™.
aENg

Se cumple
ca(9n) = calgm).
para todo M > N.
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Coeficientes de Taylor

Dada g € Hoo(Be,) y N sea gy : DY — C restriccién. Entonces

gn(z) = ) calgn)z®,

aENg

Se cumple
ca(gn) = calgnm).
para todo M > N. Luego

g~ (Ca(g))aeNgm :

Problema: g(z) puede NO coincidir con ¢4 (g)2®.
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Coeficientes de Fourier y espacio Hy(T>)

NG = N, z®= | zV.
NeN NeN
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Coeficientes de Fourier y espacio Hy(T>)

N = N, z®= |z
NeN NeN

Coeficientes de Fourier
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Resultado final

Existe un tnico isomorfismo isométrico

Py Hoo(T®) — Hoo(Bg,)

tal que para cada f € Huoo(T™), ca(Ps[f]) = f(c) para todo a € N(()N).
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Resultado final

Existe un tnico isomorfismo isométrico

Py Hoo(T®) — Hoo(Bg,)

tal que para cada f € Huoo(T™), ca(Ps[f]) = f(c) para todo a € N(()N).

Idea: “bajar”, aplicar el teorema N-dimensional y “subir”.

Hoo (T) Hoo(Bey)
i i
| |
| |
| |
! i
Hoo(TY) Ho. (DY)

Bspacios de Hardy Bilbao 8/3/19 21 / 24



“Subir” / “bajar” (parte holomorfa)

Teorema (“subir”)

Sea, (Ca)aeN(N) C C tal que
0

Z lcaz®| < co Vz e DY para cada N € N

aeN§

sup sup Z ca2®| < 00

N N
z€D QEN(JJV

Entonces existe una unica g € Hoo(Be,) tal que co(g9) = cq Va € N(()N).

Ademss ||g||~ es igual al supremo.

Tomamos gy € Hu (DY), la restriccién de g a las primeras N variables.
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“Subir” / “bajar” (parte armdnica)

Teorema (“subir”)

Sea (Ca)aeN(()N) C C, son equivalentes:

Q cxiste f € Hyo(T™) tal que f(or) = ¢, para todo a € N(N)

@ para cada N € N, existe fy € Hoo(TV) tal que fy(a) = ¢, para

todo o € N}’ cumpliendo sup || fy e < 00
NeN

Ademss, en ese caso || flcc = supyen || oo

Tomar

fiy(w / f(w, 2)d

Se tiene: fn) € Hoo(TV) y f[N] (a) = f() para todo o € NY.

v
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