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Presentamos algunos de los resultados mas relevantes de un estudio so-
bre la problemadtica de la ensenianza y el aprendizaje de los numeros
complejos. El estudio se ha dirigido a recabar informacion para susten-
tar sugerencias de intervencion en las pautas educativas en relacion con
esta temdtica.
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Teaching and Learning of Complex Numbers: A Study at University
Level

We present some of the most relevant results of a study concerning the
teaching and learning of complex numbers. The study is focused on col-
lecting data to support suggestions for teaching interventions related to
this content.
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Esta investigacion se enmarca en la linea seguida por los miembros del grupo de
Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA), del Departamento de Didéctica de
las Matematicas de la Universidad de Valencia, que toma como modelo de refe-
rencia el marco tedrico de investigacion en matematica educativa de Filloy
(1999), denominado Modelos Teoricos Locales (MTL). Este marco fundamenta
la investigacion desde el punto de vista tedrico y aporta, desde el punto de vista
metodoldgico, una manera de organizar la investigacion en matematica educativa
orientada a la observacion experimental de fendmenos de ensefianza y aprendiza-
je. En definitiva, los MTL nos ayudan a explicar de manera coherente los feno-
menos observados. Los MTL se caracterizan por ser un modelo recurrente y con-
templar cuatro componentes interrelacionadas: (a) componente de ensefianza del
MTL, (b) componente de cognicion del MTL, (c) componente de competencia
formal del MTL y (d) componente de comunicacion del MTL.

Pardo, T. y Gomez, B. (2007). La ensefianza y el aprendizaje de los nimeros complejos: un es-
tudio en el nivel universitario. PN4, 2(1), 3-15.
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EL OBJETO DE ESTUDIO, EL DISENO Y EL DESARROLLO DE LA
INVESTIGACION

El objeto de estudio ha sido la problematica de la ensefianza/aprendizaje de los
numeros complejos. El analisis previo de la problematica ha delimitado el marco
tedrico para la observacion experimental situandolo en la componente formal, y
dentro de ella en el analisis historico y epistemologico.

Establecido el marco teodrico, se ha procedido al desarrollo de un programa
de observacion experimental donde ha entrado en juego la componente cognitiva
mediante el procedimiento denominado andlisis de tareas.

La hipdtesis teorica a contrastar con la observacion experimental fue que es
posible que algunas dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas en
relacion con los complejos, a las que se han enfrentado los matematicos a lo lar-
go de la historia, guarden paralelismo con las que afrontan los estudiantes cuando
estan intentando ser competentes en esta materia.

Para centrar el estudio, se ha tratado de buscar en el desarrollo historico de
los niimeros complejos algunas de las dificultades e inconsistencias conceptuales
y algoritmicas que han tenido que sortear los matematicos y que la ensefianza ac-
tual no esté teniendo en cuenta.

Una revision historica preliminar, permitié identificar cuatro grandes etapas
caracterizadas por los cambios observados en las concepciones epistemoldgicas
de los nimeros complejos:

Algebraica. Primeras apariciones de las raices cuadradas de cantidades negativas,
consideradas como raices inutiles, aunque coherentes con los métodos algebrai-
COS.

Analitica. Aceptacion y generalizacion del uso de las expresiones imaginarias
gracias al desarrollo del analisis infinitesimal, consideradas como cantidades que
por su naturaleza son imposibles, ya que no se pueden ubicar entre los nimeros
posibles: positivos, negativos, o nulos. Por eso, se las llama cantidades imagina-
rias, porque solo existen en la imaginacion.

Geomeétrica. Introduccion de un eje de imaginarios que tiene asociado V-1 co-
mo unidad perpendicular a 1 y consideracién de los imaginarios como vectores
del plano. Asi, en el plano de ejes real e imaginario un vector queda representado
por a+bi;y V-1 actiia como rotacion de 90° alrededor de O, es decir como un
signo o indice de perpendicularidad.

Formal. Formalizacion de los numeros complejos y consideracion de los mismos
como pares ordenados de numeros reales.

Estas etapas se tomaron como referencia para organizar la buisqueda y seleccion
de cuestiones relevantes para contrastar la hipdtesis, contextualizandolas en una
concepciodn epistemologica. Con estas cuestiones, se procedid a la elaboracion y
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al pilotaje de un cuestionario para su posterior aplicacion a 19 estudiantes de
primer curso de la licenciatura de matematicas en la Universidad de Valencia, en
su ambiente habitual de clase el ultimo mes del curso académico.

LA SELECCION DE CUESTIONES PARA LA OBSERVACION
EXPERIMENTAL

El cuestionario sometido a los estudiantes constd de cinco tareas, una por cada
una de las etapas senaladas antes, excepto en el caso de la etapa analitica de la
cual se extraen dos tareas.

Para el estudio de las respuestas, se ha aplicado la metodologia del anélisis
de tareas, lo que ha permitido realizar una primera descripcion y categorizacion
de las actuaciones de los estudiantes mediante un modelo de interpretacion de
nuestro grupo PNA. Este analisis permite aventurar que se confirma la hipotesis
de partida en el sentido de que la ensefianza y aprendizaje de los nimeros com-
plejos no esta teniendo en cuenta las dificultades identificadas que han estado
presentes a lo largo de la historia y que los estudiantes las reproducen y, en algu-
nos casos, agravadas.

Las cuatro primeras tareas fueron las siguientes (prescindimos de la quinta
porque no ha cumplido con las expectativas).

Tarea 1: la Particion

Esta tarea la elegimos de la etapa que hemos llamado algebraica. Esta tomada
literalmente de Cardano (1662, p. 287) y consiste en un problema cuya solucion
viene de la mano de una ecuacioén de segundo grado. El enunciado se puede ob-
servar en la Figura 1. Su proposito es hacer aflorar las posibles dificultades e in-
consistencias de los estudiantes para resolver un problema planteado con nime-
ros enteros pero cuya solucidon no es real sino compleja. La respuesta adecuada
implica aceptar que las raices complejas de la ecuacion de segundo grado que
permite resolver el problema son soluciones matematicamente validas, aunque en
el enunciado no se mencione el campo numérico en el que debe darse la solucion.

Tarea 2: el Logaritmo

Esta tarea, corresponde a la etapa que hemos denominado analitica. Estd basada
en una conocida controversia sobre la existencia de los logaritmos de los nume-
ros negativos entre Bernouilli y Leibniz, recogida por Euler (1749). Esta contro-
versia surgio ante las contradicciones a las que llevaba el uso poco exigente de
las reglas de célculo. Su propdsito es hacer aflorar las posibles dificultades e
inconsistencias de los estudiantes cuando tienen que interpretar una secuencia de
operaciones logicas con logaritmos de nimeros negativos. El enunciado de la ta-
rea 2 estd recogido en la Figura 2. La respuesta adecuada implica el reconoci-
miento de la existencia de logaritmos de numeros negativos en el campo comple-
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jo. Ademas, hay que saber cuando se pueden extender las reglas generales de la
operatoria con logaritmos de los reales positivos a los negativos y por qué se
pueden extender o no'.

Tarea 3: las Operaciones

Esta tarea la ubicamos en la etapa analitica y esta basada en anotaciones de Euler
(1984, pp. 42-44) y Vallejo (1841, p. 242), sobre el cuidado que hay que tener al
multiplicar expresiones imaginarias. Su enunciado se puede observar en la Figura
4. El objetivo de la tarea es hacer aflorar las dificultades e inconsistencias de los
estudiantes ante la multiplicacién de raices con radicando negativo, dado que si
se aplica la regla general de la multiplicacion “la raiz del producto es el producto
de las raices”, se obtiene un resultado contradictorio con la regla para multiplicar
los numeros imaginarios. La respuesta adecuada implica el reconocimiento de
que las reglas generales de la multiplicacién no funcionan en el producto de rai-
ces con radicando negativo.

Tarea 4: el Orden

Esta tarea, la hemos disefiado basdndonos en un comentario de Hamilton (1837;
citado por Ferreiros, 1998, p. 11), donde se pone de manifiesto la dificultad de
situar bajo la definicion clasica de numero a los imaginarios, dado que €stos no
pueden satisfacer el requisito de ser un cuerpo ordenado, como ocurre con los
numeros reales. Su enunciado queda recogido en la Figura 5. El objetivo de esta
tarea es hacer aflorar las dificultades e inconsistencias de los estudiantes cuando
se les pide que ordenen nimeros complejos presentados de varias formas. La res-
puesta adecuada implica reconocer que los nimeros complejos no tienen un or-
den compatible con su estructura de cuerpo.

LOS RESULTADOS

A continuacion, se presenta una muestra de las respuestas mas relevantes de los
estudiantes al resolver las cuatro primeras tareas del cuestionario, junto con una
ilustracion del tipo de analisis que hemos hecho de las mismas.

Tarea 1: Ejemplo del Alumno 1
La Figura 1 muestra la resolucion del alumno 1 a la tarea 1.

1 r . . . , , .. .

Recuérdese que hay infinitos logaritmos para cada nimero: los numeros reales positivos tienen
un so6lo valor del logaritmo que es real, siendo todos los otros imaginarios. Los numeros negati-
vos y los nimeros complejos tienen todos los valores del logaritmo imaginarios.

PNA 2(1)
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Cuestion 1. La Particion

. Aar MeTos ¢ oducto zes U S

Divide el 'Eumelo 10 en otros dos numeros cuyo producto sca 40 MO 7 S AAO=SL
72 97

Explica como lo haces

Figura 1. Resolucion del alumno 1 a la tarea 1

Explicacion
El estudiante calcula los factores de 40 y de 10. Divide el 10 por dos numeros
naturales menores que 10 y cuyo producto es 40.

Interpretacion

De lo que manifiesta el estudiante en el apartado “explica como lo haces”, inter-
pretamos que entiende que éste es un problema aritmético, y que en consecuencia
solo intenta resolverlo mediante operaciones aritméticas con nlimeros naturales.
Tal vez hace una interpretacion demasiado estricta de la palabra divide del enun-
ciado. Es decir, lo entiende como la orden de hacer uso del algoritmo de la divi-
sion, por eso divide por los numeros naturales cuyo producto es 40.

Prediccion y Sugerencias

Creemos que el estudiante repetird este tipo de procedimiento con problemas
analogos mientras no se le haga ver que éste es un problema que admite una lec-
tura y una resolucion algebraica, y que la palabra del enunciado divide se refiere
aqui a descomponer en dos sumandos y no necesariamente a dividir en sentido
estricto.

Categorias de Respuestas
La Tabla 1 recoge los comportamientos observados agrupados por categorias con
sus frecuencias correspondientes.
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1]; i]ejizelncia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea 1

Categorias Frecuencia
Utilizan el algebra y dan la solucion compleja 5/19
Utilizan el algebra y dejan la solucion indicada sin expresion ima-

ginaria 1/19
Utilizan la aritmética y se centran en factores del 40 5/19
Utilizan la aritmética e interpretan que hay que dividir el 10 en

sentido estricto 2/19
No contesta o lo hace sin sentido aparente 6/19

Tarea 2: Ejemplo del Alumno 2
La Figura 2 recoge la resolucion del alumno 2 a la tarea 2.

Cuestion 2. El Logaritmo
Dado que (-x)*=x" se ticne que:
log (-x)* = log x* = 2 log (-x) = 2 log x = log (-x) = log x ,
por lo que
log (-x) cxiste y es un nimero real.

En particular para x=1, In{-1) = In(1) que, como sabemos, es cero.

s clerto?

...... X Lo TP U U UYL OUUTR N

. Es correcto el razonamiento? )

LR €L CAGIOM BT RS ERSITRC AT LR, R
L .\.‘.’.\.C.’.—‘r.?; T B DS S e \ CRAX saae
Ao LY NeEssaowe. © \ef-d? XU e n:‘\ A € XS TN X

Explica tu respuesta
IR .\.(:.’.C"\.)C.}S,\‘.\.\.-‘!»‘...CJ = ST R YU e W W S S\ G

. Lt\(:fc:ﬁ.c‘:{\ L A @ NN AT

Figura 2. Resolucion del alumno 2 a la tarea 2

Explicacion
Por un lado, dice que el razonamiento es correcto y, por otro, que el logaritmo de
un numero negativo no existe.

PNA 2(1)
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Interpretacion

Su respuesta es incoherente, ya que si cree que no existen los logaritmos de los
nimeros negativos, no deberia decir que el razonamiento es correcto.

Prediccion
El estudiante estd anclado en una idea de los logaritmos que es propia de los nu-
meros reales. Esto le induce a creer que las reglas aprendidas con los reales son

validas siempre. Si no se le advierte que esto no es asi y el porqué, dificilmente
podré salir de esta creencia por si solo.

Tarea 2: Ejemplo del Alumno 17
La Figura 3 muestra la resolucion de la tarea 2 hecha por el alumno 17.

Cuestion 2. El Logaritmo

Dado que (-x)*=x" se tiene que:

log (-x)" = log x" =5 2 log (-x) =2 log x = log (-x) = log X ,
por lo que

log (-x) existe y es un namero real.

En particular para x=1, In(-1) = In(1) que, como sabemos, cs ccro.

Aog=x) =t kb A 2l Cx) =2logh) xer =X T
G XLA = Augx € ©
e NO
/ e AA = Loy x ¢
/
//
/

-

Figura 3. Resolucion del alumno 17 a la tarea 2

PNA 2(1)
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Explicacion

El estudiante niega el razonamiento del enunciado porque dice que a nimeros
diferentes le corresponden logaritmos diferentes. Usa la creencia de que los loga-
ritmos de los negativos no existen y dice que el razonamiento no es correcto. Pe-
ro no explica satisfactoriamente el porqué.

Interpretacion

Usa un argumento logico para explicar que algo estd mal, detecta la contradic-
cion y la usa para negar uno de los pasos. Pero su explicacion es insuficiente co-
mo respuesta a la pregunta ya que no se basa en la cadena de razonamientos del
enunciado. No explica por qué la regla que es valida con los reales aqui no lo es.

Prediccion y Sugerencias

Como el anterior, el estudiante estd anclado en una idea de los logaritmos que es
propia de los nimeros reales. Si no se le advierte que con los complejos hay que
reconceptualizar la nocion de logaritmo y revisar sus reglas de calculo, podemos
esperar que incurra en contradicciones.

Categorias de Respuestas
La Tabla 2 recoge los comportamientos observados agrupados por categorias con
sus frecuencias correspondientes.

Tabla 2
Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea 2

Categorias Frecuencia

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen
y dicen que el razonamiento no es correcto. Pero no explican por

qué 8/19
Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen
y dicen que el razonamiento si que es correcto. Son inconsistentes 3/19

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen
pero no contestan a la pregunta si el razonamiento es correcto 3/19

Senalan uno de los pasos como incorrecto, pero su razonamiento
no esta bien argumentado 3/19

Manifiestan dificultades de tipo algebraico. Inconsistencias con los
paréntesis 2/19

Tarea 3: Ejemplo del Alumno 5
La Figura 4 muestra la resolucion hecha por el alumno 5 a la tarea 3.

PNA 2(1)
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Cuestion 3. Las Operaciones

Calcula

B) V-sv-s=. 5 0T s

Explica tu respuesta

Lokl a4 'W‘d" X eb‘ gtk qe

.........................................................................................

b) "v’,—ij’\ffli’\fisr'\f—_lz \JS-V]\‘ R N ‘E rf:): = 'EF 'r: ‘EL 1z

Explica tu respuesta

.. ".c?{twvn e e L. frref: sehek amtuiea g gl Hhm

...............................................................................................

Figura 4. Resolucion del alumno 5 a la tarea 3

Explicacion
El estudiante, en el primer apartado, aplica la regla general para multiplicar radi-
cales, calcula el cuadrado de dentro del radical, calcula la raiz cuadrada del resul-
tado y acompana la respuesta con el doble signo +

En el apartado a, aplica la misma regla general que antes, aunque lo que es-
cribe bajo el radical no se corresponde con el signo menos que extrae y que cabe

suponer que procede de considerar que +/(-1)* = -1 y no 1. Esto queda corrobo-

rado por su actuacion posterior, donde extrae la forma imaginaria v-1 que escri-
be después como i. Finalmente, aplica otra vez la regla general a +/54/5 y calcula
la raiz cuadrada con el doble signo + , aunque olvida escribir el 5.

Interpretacion
En la respuesta del alumno se evidencian dificultades e inconsistencias de natura-
leza diferente. En el primer apartado no tiene en cuenta que se trata de expresio-

nes imaginarias, lo que le hubiera llevado a extraer v~1, a diferencia de lo que
hace en el segundo apartado donde si que lo hace. Otro aspecto llamativo es que
parece interpretar el signo radical como la orden de calcular la doble raiz cuadra-
da de un numero, lo que es una interpretacién aritmética inconsistente porque
produce respuestas contradictorias cuando se opera con radicales.

Prediccion y Sugerencias

Entendemos que el estudiante conoce y puede manejar las reglas para operar ra-
dicales, raices cuadradas y la expresion imaginaria implicadas en la tarea, pero
encuentra dificultades para decidir cudndo estas reglas estdn permitidas y cuando
no. En concreto, ignora que la regla para multiplicar radicales no funciona con
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los radicandos negativos. Por otra parte, el estudiante utiliza una concepcion
aritmética del signo radical que le lleva a confundirlo con la orden de calcular la

raiz cuadrada. Ignora que +/(a) = |a| y no +a como ¢l manifiesta.

En consecuencia, podemos esperar que el estudiante repetird este tipo de
comportamiento con problemas andlogos y entendemos que son un producto de
la ensefnanza, que no advierte de estas restricciones adecuadamente. Creemos que
es necesario revisar la distincion entre radical y raiz cuadrada, redefinir la nocidon
de raiz cuadrada para incorporar el caso de radicandos negativos y justificar por

qué v/-1+/-1 noes 1 ni =1, sino que es —1.

Categorias de Respuestas
La Tabla 3 recoge los comportamientos observados agrupados por categorias con
sus frecuencias correspondientes.

Tabla 3

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea 3

Categorias Frecuencia
Utilizan correctamente la regla para operar imaginarios 9/19
Utilizan la regla para operar imaginarios con errores de descuido 4/19
Usan las dos reglas: la general para multiplicar radicales y la regla

para multiplicar raices imaginarias 4/19
Aplican exclusivamente la regla general de multiplicar radicales 2/19

Tarea 4: Ejemplo del Alumno 3
La Figura 5 recoge la resolucion que presenta el alumno 3 a la tarea 4.

PNA 2(1)
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Cuestion 4. El Orden

Usando los signos <, >, = ordena los nimeros;
a) V-2, v-1,0, 1

..... Vo2 T O N oo,

Explica tu respuesta

by 1+1, 1421, 2+2i, 241
...... I AT 2L B L 2 L )

Explica tu respuesta

...................................................................................................

.............................................................................................

Figura 5. Resolucion del alumno 3 a la tarea 4

Explicacion

El estudiante ordena todos los nimeros en los tres apartados, pero solo explica el
criterio que usa en los apartados a y c. En estos apartados, extiende reglas no en-
sefiadas propias de los reales a los complejos: si un numero es menor que otro su
raiz también lo es, la raiz de un numero es menor que el numero.

Interpretacion
De la respuesta del alumno se evidencian dificultades e inconsistencias de natura-
leza diferente. En los apartados a y ¢ no tiene en cuenta que se trata de expresio-
nes imaginarias y que las reglas de los reales no tienen por qué funcionar. En el
apartado b, dado que los numeros estan expresados en forma bindémico, utiliza un
criterio idiosincrasico que creemos que se basa en el orden de los modulos.

En ningln caso se plantea que pueda ser imposible ordenar los nimeros da-
dos y tampoco tiene en cuenta que las raices de los numeros negativos no existen
en el campo real.

PNA 2(1)
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Prediccion y Sugerencia para la Ensefianza

El alumno conoce reglas para ordenar niumeros reales pero no percibe que éstas
no son ciertas cuando los nimeros son imaginarios y ordena de modo sui generis
nimeros complejos por lo que creemos que se debe actuar en los métodos de en-
seflanza para evitar la creencia de que las propiedades de un campo numérico se
cumplen en otro campo que lo contenga.

Categorias de Respuestas
La Tabla 4 recoge los comportamientos observados agrupados por categorias con
sus frecuencias correspondientes.

Tabla 4

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea 4

Categorias Frecuencia
Extienden propiedades de los nimeros reales 12/19
Utilizan las componentes de los nimeros complejos 10/19
Usan el modulo de los nimeros complejos 5/19
Tropiezan con dificultades de naturaleza diferente 9/19

CONCLUSIONES DEL ANALISIS DE TAREAS

Nuestro modelo es una herramienta valida para llevar a cabo la investigacion
planteada. En ésta se pone de manifiesto que los alumnos presentan dificultades e
inconsistencias al responder a las tareas del cuestionario, las cuales permiten
aventurar que se confirma la hipotesis teorica inicial de modo que la ensefianza y
aprendizaje de los nimeros complejos no esta teniendo en cuenta las dificultades
e inconsistencias que han estado presentes a lo largo de la historia y que los estu-
diantes reproducen, en algunos casos, agravadas.
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