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LA UTILIZACION DE TEXTOS HISTORICOSEN
DIDACTICA DE LASMATEMATICAS

Para el investigador en Didactica de las Mateméticas los textos histéricos
son unafuente de informacion sobre el desarrollo y laevolucién de los con-
ceptos y métodos mateméticos. Estos muestran que |os conceptos mateméa-
ticos no se han constituido facilmente sino que su elaboracién es el
resultado de un largo proceso. En este sentido podemos decir que los libros
de texto ayudan a reconstruir los conceptos, contextualizarlos, conocer sus
diversos acercamientos, interrogarse sobre lavalidez de las formas de argu-
mentar vigentes en otras épocas, y buscar los fundamentos de las formas
actuales.

L os textos histéricos también informan sobre |o pedagdgico: las formas
de organizar y presentar € contenido, sus representaciones, |as situaciones,
problemasyy gjercicios utilizados para explicar mejor 1os conceptosy méto-
dos matematicos. En este sentido podemos decir que los textos historicos
contribuyen al conocimiento de los hechos que fundamentan € curriculum
ensefiado tal y como queda reflgjado en los libros de texto.

Bien entendido que los textos histdricos no son la panacea para el inves-
tigador ni para la ensefianza, pero es indudable que bien seleccionados
constituyen un pilar sélido para sustentar el trabajo posterior.
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290 BERNARDO GOMEZ

LA REGLA DE LOS SIGNOS

Con motivo del curso “Historiay educacion mateméatica’, del programa de
doctorado “ Didéctica de las matematicas’ del Departamento homonimo de
la Universidad de Valencia, se realizd un trabajo de exploracion sobre la
evolucion de los conceptos de nimero, unidad, cantidad y magnitud. Una
parte de este trabajo se centré en “laregladelos signos’. A continuacion se
presenta una sintesis de la informacion recogida.

El problema a investigar
En la ensefianza de |os nimeros negativos se considera que la regla de los
signos es algo facil para los estudiantes, no hay nada que comprender, solo
hay que memorizarlay saberla aplicar. En los manuales escolares la suma
de los nimeros con signo se suele justificar con la ayuda de deudas y
ganancias, cargos y abonos, (SM, 2° curso, 1998, p. 39), etc. Cuando se
abordala multiplicacion, este modelo no funciona. El producto de pérdidas
no puede ser una ganancia. En este momento el modelo debe ser abando-
nado y bien, se propone una alternativa o, se guarda silencio para siempre.
Si se opta por guardar silencio se ira contra la imagen de racionalidad
de las matematicas y esto dejara insatisfechos a profesores y estudiante,
mientras que si se opta por proponer una alternativa habra que buscarla, y
una vez elegida habra que fundamentar |a propuesta de tal modo que sea
suficientemente convincente y satisfactoria desde e punto de vista de la
|6gica mateméticay de los requerimientos de | os nivel es educativos escola-
res.

Propdsito

Con € fin de aportar informacion que contribuya a facilitar el proceso de
busgueday seleccion de un modelo aternativo paralareglade los signos, a
continuacion se recogen y organizan las principales justificaciones de la
misma que se pueden encontrar en los libros que han sido utilizados en la
ensefianza.

LAS JUSTIFICACIONES DE LA REGLA Y LAS
CONCEPTUALIZACIONES DE LOS NEGATIVOS

Indagando en las fuentes original es rel evantes por su prestigio, por su origi-
nalidad o por su influencia en nuestro pais, se puede constatar que los
intentos para justificar la regla de los signos han sido una constante a lo
largo del tiempo, y que cuando una argumentacion parecia que iba a conso-
lidarse, pronto aparecia otra que, si no la revocaba, era aparentemente méas
sdlida o cuando menos més coherente con una determinada conceptualiza-
cion de los negativos mas 0 menos dominante. Por ello, para entender estas
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argumentaciones, no hay que perder de vista las distintas conceptualizacio-
nes de los nimeros negativos alo largo de su evolucion histérica para cons-
tituirse como concepto matemético legitimo.

JUSTIFICACIONES PRINCIPALES

Teniendo en cuenta lo anterior y a los efectos de la presentacion de las
diversas justificaciones de la regla de los signos que se pueden encontrar en
los textos escogidos, estas justificaciones se han organizado bajo los
siguientes epigrafes:

 Lareglasinjustificacion.

* Lajustificacion de la regla en el marco de las restas indicadas
con solucion positiva.

 Lajustificacion de lareglaen € marco de las cantidades negati-
vas aisladas.

 Lajustificacion de laregla en € marco en € que se evitan las
cantidades negativas aisladas.

* Lajustificacion de la regla en el marco de la teoria de pares
ordenados.

* Lajustificacion de la regla en e marco de las modelizaciones
intuitivas.

Lareglasin justificacion

Diofanto (s. I11). Sabemos que hay rastros de los negativos en la época de
Diofanto, bien entendido que éste no |os consideraba niimeros sino que los
rechazaba (Boyer, 1968; Glaeser 1981; Schubring, 1986; Gonzalez y otros,
1986; Crowley y Dunn, 1985). Asi, por e emplo, rechazaba |as ecuaciones
tales como x + 4 = 0, porque no las consideraba resolubles. Diofanto,
haciendo alusion a producto de dos diferencias escribe una especie de
regla de los signos.

Lo que eslo que falta multiplicado por lo que es lo que falta
dalo que es positivo; mientras que lo que es o que faltamul-
tiplicado por lo que es positivo, dalo que eslo que falta (Diofan-
to, libro 1)

Lajustificacion delareglaen e marco delasrestas
indicadas con solucién positiva

También hay rastros de los nimeros negativos en las mateméticas chinas e
hinddes. Los primeros utilizaban varillas de cdlculo negrasy rojas para dis-
tinguir entre negativo y positivo, y los segundos manejaban niimeros nega-
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292 BERNARDO GOMEZ

tivos para representar deudas y € cero para la nada. En la obra de
Brahmagupta (628) aparecen de forma explicitalas reglas de los negativos.
Sin embargo, en el legado arabe a Occidente, adiferenciadel hindd, solo se
consideran |as raices positivas, aunque conocian las reglas para operar 10s
negativos, solo las aplicaban alas restas indicadas con solucion positiva.

En e Renacimiento la actitud de los mateméticos frente a reconoci-
miento de los negativos fue diversa, pero |o que es seguro es que operaban
con ellos de un modo cada vez més generalizado. En el periodo final de esta
época todavia lo negativo estaba asociado a restas indicadas con solucién
positiva.

La justificacién por doble comprobacion, de Stevin (1540-1620)

En este contexto se enmarca la justificacion de Stevin (1625). Esta consiste
en enunciar lareglay aplicarla a un jemplo. Después se hace ver que por
otro camino se llegaa mismo resultado. Para mayor garantia de verosimili-
tud Stevin también incluye una interpretacion geométrica de la regla
mediante |a representacion de los productos que aparecen en € gemplo
con los rectangulos que forman parte de la descomposicién de un rectan-
gulo mayor.

Teorema

Més multiplicado por mas, da producto més;, menos multiplicado
por menos, da producto més; més multiplicado por menos, o0 menos
multiplicado por mas, da producto menos.

Explicacion. Sea 8-5 multiplicado por 9-7, de estamanera: -7 veces
-5 hacen (+35), porque como dice el teorema- por - hace +. Después
-7 veces 8 hace -56 (-56, porque como se dice en el teorema - por +
hace -). Y andlogamente sea 8-5 multiplicado por el 9, dard como
productos 72-45. Después juntad +71+35, que son 107. Después
juntad los -56-45, que son 101. Y sustrayendo el 101 del 107, que
restan 6, se tiene el producto de la multiplicacion dada. La disposi-
cion de caracteres de la operacion es esta:

8 -5

9 -7

-56+35
72-45

6

Explicacion de la regla. Hay que demostrar por lo enunciado que +
multiplicado por + hace +, que - por - hace +, que + por -, 0 - por +,
hace -.

Demostracion El nimero a multiplicar, 8-5 vale 3, el multiplicador
9-7 vale 2. Pero multiplicando 2 por 3 &l producto es6. Luego €l pro-
ducto de aqui arribatambién es 6, es el producto verdadero. Pero el
mismo se ha obtenido por multiplicacién, aguella donde hemos di-
cho que + multiplicado por + da producto +, - por - da producto +, +
por -, 0 - por + da producto -, luego el teorema es verdadero.
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294 BERNARDO GOMEZ

Otra demostracion geométrica. Sea AB 8-5 (a saber AD 8 -DB 5).
Después, AC 9-7 (asaber AE9 - EC 7). Su producto ser&dCB, o bien
segln lamultiplicacion DE 72 - EF 56 - DG 45 + GF 35. Los cuales
demostraremos que son iguales a CB de esta forma. De todo el
ED+GF, se sustrae EF y DG, resta CB.

Conclusién Luego méas multiplicado por més, da producto més; me-
nos multiplicado por menos, da producto mas; méas multiplicado por
menos, 0 menos multiplicado por mas, da producto menos, que era
lo que habia que demostrar.

Lajustificacion delaregla en € marco delas cantidades
negativas aisladas

En e desarrollo posterior de las matematicas a lo largo del siglo XVII, €l
uso de los negativos se extiende como artificios de calculo. A medida que
se generalizaba €l uso del agebra resultaba cada vez més comun trabajar
con cantidades negativas aisladas. Estas surgian como raices de ecuaciones
y admitirlas permitia unaregla general de resolucion y lareconstruccion de
ecuaciones através de raices; pero estas expresiones con signo negativo no
encajaban con laidea que se tenia de cantidad y de nimero: el nimero era
lo que expresaba la cantidad; cantidad y magnitud se identificaban entre si,
y ambas se vinculaban a mundo fisico. ¢Cémo se las ingeniaban los
mateméticos parainterpretarlas, paradarles significado sensible, y parajus-
tificar 16gi camente sus propiedades y sus reglas de calculo?

Las cantidades adjetivadas con un signo

Por una parte se consideraba que en dgebralas cantidades no solo necesita-
ban para su determinacion su valor absoluto sino que también habia que
atender a su sentido. Esto dividia las cantidades en dos clases, como las
lineas que van en un sentido o en el directamente opuesto, €l tiempo pasado
o € futuro, e dinero que se posee 0 que se debe, el movimiento hacia ade-
lante 0 hacia atrés. A estas cantidades se les llam6 cantidades algebraicas,
para diferenciarlas de las aritméticas. Las cantidades algebraicas eran las
gue iban acompafiadas del signo, e cual actuaba como un adjetivo: + vy -
modificaban el significado de las cantidades de la misma manera que un
adjetivo modificaba el significado de un sustantivo.

Las cantidades menores gque cero

Por otra parte, las necesidades del célculo algebraico, al extender la sus-
traccion més alladel caso en que el sustraendo era menor que e minuendo,
conservando el orden numérico, traia consigo la aparicion de cantidades
gue habian de ser consideradas menores que cero y, por tanto, menores que
cualquier cantidad positiva.
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Esto se puede ver con un gjemplo sencillo. Dados dos nimeros cua-
lesquiera, como 3y 5, y restando el mayor aambos lados de la des-
igualdad que forman, 3< 5, setiene: (3-5=-2)<(5-5=0).

Dos concepciones del cero

Estas dos concepciones, la de cantidades adjetivadas, que era de tipo con-
ceptua y la de cantidades menores que cero, que era de tipo empirico, esta-
rén presentes simultdneamente en muchos de | os razonamientos de la época
y darén lugar a dos concepciones del “cero”. En efecto, aceptar la existen-
cia de cantidades menores que cero suponia una ruptura con la concepcion
absoluta del cero: aguello por debajo de lo cual no habia nada, a hacer su
aparicion el cero relativo u origen, aguello que se marcaba arbitrariamente
sobre un ge orientado. Se entendia que lo que es absurdo de hacer con €l
cero absoluto, sustraer una cantidad més grande de materia de una mas
pequefia, era perfectamente legitimo con el cero-origen.

Es en este marco en e que se aceptan las cantidades negativas aisladas
y que la sustraccion no selimitaa caso en que €l sustraendo es menor que
el minuendo, en &l que cabe situar |as siguientes justificaciones:

La justificacion por eliminacion, de Euler (1707-1783)

Euler en sus Elementos de Algebra (1770, p. 35) argumenta a partir de la
interpretacién de los negativos como deudas, considera que la multiplica
cion de cantidades con signo es conmutativa y razona por eliminacion
diciendo que -a por -b sera ab ya que no puede ser -ab que eslo que vale -a
por b.

Comencemos por multiplicar -a por 3 o +3. Ahora puesto que -a
debe ser considerado como una deuda, es evidente que s tomamos
esa deuda tres veces, debe volverse tres veces mas grande, y conse-
cuentemente el producto requerido es -3a. Por eso si multiplicamos
-apor +b, obtenemos -ba, 0, o que eslo mismo, -ab. Luego conclui-
mos, que si una cantidad positiva se multiplica por una cantidad ne-
gativa, el producto debe ser negativo; y laregla es que + por + hace
+o0mas,y a contrario + por -, 0 - por + da-, 0 menos.

Queda por resolver el caso en que - se multiplica por -; o, por gem-
plo, -apor -b. Es evidente, aprimeravista, mirando lasletras, que €
producto sera ab; pero es dudoso si debe ponerse delante del produc-
to el signo +, 0 el signo -; todo lo que sabemos es que debe ser uno
u otro de esos signos. Ahora digo que no puede ser el signo - porque
-apor +b da-ab, y -a por -b no puede producir €l mismo resultado
que -apor +b; sino que debe producir € contrario, esto es, +ab; con-
secuentemente tenemos la siguiente regla: multiplicar por - produce
+, en lamisma manera que + multiplicado por +.
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296 BERNARDO GOMEZ

La justificacion en coherencia con la propiedad distributiva, de
Mac-Laurin (1698-1746)

Mac-Laurin, en su Tratado de algebra (1748), argumenta en coherencia
con la propiedad distributiva a partir de que si a- a=0, 0 = n(a-a) debe ser
y nay n(-a). Lo peculiar de su razonamiento es que presenta aspectos de
tipo formal, alejados de las interpretaciones fisicas y orientados a la estruc-
tura de las operaciones.

Se llaman cantidades positivas, o afirmativas, aguellas que estén pre-
cedidas del signo +, y negativas, aquellas que estén precedidas del
signo -.

Para tener unaidea claray exacta de estas dos especies de cantida-
des, hay que sefialar que toda cantidad puede entrar en el célculo al-
gebraico, como afiadida, 0 como sustraida, es decir, como
aumentacion o como disminucién; y quelaoposicion que se encuen-
tra entre la aumentacion y la disminucion, tiene lugar en la compa-
racion de cantidades: por giemplo, entre el valor del dinero debido a
un hombre, y €l dinero que é debe;... Asi, la cantidad negativa, en
lugar de ser menos rigurosamente menos que nada, no es menos real
en su especi e quelacantidad positiva, pero tomadaen sentido opues-
to; de aqui que una cantidad considerada sola no deberia ser negati-
va, que nolo essalvo por comparacion, y que cuando lacantidad que
se llama positiva, no tiene otra que le sea opuesta, no se le podria
sustraer de una mas grande: por ejemplo, seria absurdo querer sus-
traer una cantidad mas grande de materia de una més peguefia...

De aqui se podradeducir laregladelossignosta y como es costum-
bre enunciarla, esto es que |os signos semejantes en |os términos del
multiplicador y del multiplicando dan + al producto, y quelossignos
diferentes dan -. Hemos evitado esta manera de presentar la regla,
para ahorrar alos principiantes la chocante expresion - por - da +,
gue es una consecuencia necesaria de la regla: podemos, como he-
mos hecho disfrazarla, pero no aniquilarla o contradecirla; € lector,
sin apercibirse, habra observado todo el sentido en los gemplos pre-
cedentes; familiarizado con lacosa, podraain s efferocher delas pa-
labras? Si le queda encima alguin escripulo, que haga atencion ala
demostracion siguiente que ataca directamente la dificultad.
+a-a=0, asi paracuaquier cantidad que multipliquemos por +a-
a el producto debe dar 0: s multiplico por n, tendré para el primer
término +na, luego tendré parael segundo -na, ya que es preciso que
los dos términos se destruyan. Luego los signos diferentes dan - a
producto. Si multiplico +a-apor -n, por €l caso precedente, tendré -
naparael primer término; luego tendré +na para el segundo, porque
siempre hace falta que los dos términos se destruyan; luego - multi-
plicado por - da+ en e producto. (Cit. Glaeser, 1981, p. 318)
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La justificacion en coherencia con la propiedad distributiva, de
Laplace (1749-1827)

Laplace, en sus lecciones de L'Ecole normale de I'an 111 (1795, p. 62), no
logra desprenderse de la interpretacion de los negativos como deudas, pero
en su argumentacion modifica la demostracion de Euler en lalinea de jus-
tificacién con aspectos formales iniciada por Mac-Laurin, y recurre a la
conservacion de la coherencia de las operaciones: suma, multiplicacion y
distributividad de una con la otra

En cuanto a signo del producto, debe ser positivo si los signos del
multiplicando y del multiplicador son los mismos, si son diferentes,
el signo del producto debe ser negativo. Esta regla presenta algunas
dificultades: cuesta concebir que el producto de -apor -b seael mis-
mo que &l de a por b. Para hacer sensible esta identidad, observare-
mos que €l producto de -a por +b, es- ab, ya que este producto no es
mas que -arepetido tantas veces como unidades hay en b. En seguida
observaremos que el producto de -apor +b -b esnulo, a ser nulo €l
multiplicador; asi siendo -ab €l producto de -apor +b, el producto de
-apor -b, debe ser de un signo contrario, o igual a+ab, para destruir-
lo.

La justificacion a partir de la definicion de producto de los signos,
de Cauchy (1789-1857)

Cauchy en su Curso de Analisis. 12 (1821, p. 2 y 403) partiendo de que las
cantidades algebraicas son diferentes de las aritméticas, argumenta de una
maneramuy peculiar mediante laintroduccion de laidea de producto de los
signos: “Multiplicar uno por otro dos signos, es formar su producto”.

Como, en el caso en que laletraA representa un nimero, se puede,
después de lo que se acaba de decir, designar la cantidad positiva
cuyo valor numérico esigua aA, ya sea por +A, ya sea solamente
por A, mientras que -A designala cantidad opuesta, es decir, la can-
tidad negativa cuyo valor numérico esA....

Después de estas convenciones, si se representa por A ya sea un ni-
mero, ya sea una cantidad cualquieray sehacea= +A; b= -A, se
tendrd +a=+A, +b=-A,-a=-A, -b=+A. Si enlas cuatro Ultimas
ecuaciones se sustituye ay b por sus valores entre paréntesis, se ten-
drénlasformulas: +(+A) = +A, +(-A) =-A, -(+A) =-A, -(-A) = +A.
En cada una de estas férmulas el signo del segundo miembro es lo
que Ilamamos producto de los dos signos del primero. Multiplicar
uno por otro dos signos, esformar su producto. Lainspeccion delas
ecuaciones anteriores es suficiente paraestablecer laregladelos sig-
nos, comprendida en el teorema que voy aenunciar.

Teorema. El producto de dos signos semejantes es siempre +, y €
producto de dos signos opuestos es siempre -. (p. 407)
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298 BERNARDO GOMEZ

La justificacion desde la definicién del producto por un numero
negativo, de Wentworth y Smith (1900)

En la serie para escolares de Wentworth y Smith (serie de 1900) se recoge
latradicion de las deudas y se recurre ala conservacion de la coherencia de
la propiedad conmutativa. De su definicion de multiplicar por un nimero
negativo concluye lareglainmediatamente:

Multiplicacion y division de nimeros negativos. Los nimeros nega-
tivos se multiplican y dividen lo mismo que los positivos. Si unaper-
sonaquetiene-$5 (debe $5) duplicasu deuda, tendra-$10. Asi pues,

(-$5) x 2=-%$10
-$10+2=-%$5

Multiplicacién por un ndmero negativo. Lamultiplicacion de un nd-
mero cualquiera por un ndmero negativo no puede efectuarse mien-
tras no se sepa e significado que tiene agui la paabra
multiplicacion. Hemos visto que (-2)x3 = -6. para que se cumplala
ley de que € orden de los factores no altera el producto, es preciso
que se tenga: 3 x (-2) = -6. Definiremos pues la multiplicacion por
un nimero negativo diciendo que es el producto, cambiado de signo,
que resultade multiplicar por el valor absoluto del nimero principio
(Wentworth y Smith, p.40).

La justificacion en coherencia con la propiedad distributiva, sin
hacer ninguna suposicion acerca de qué cosa son los nimeros
negativos

Crowley y Dunn (1985) en Mathematics Teacher recogen varios tipos justi-
ficaciones de laregla. Una de €ellas es una aternativa a la demostracion de
Laplace con un caracter mas formal. Esta es:

(DD = (DD + (0 = (D) + (((1+1)(D) = (D)D) +
(D@ + DA = (D(1+1) + (D) = (1)(0) + (D)D) = (D(D).

Lajustificacion delareglaen el marco en e que serehuyen
las cantidades negativas aisladas

Una posicién diferente respecto a los negativos con motivo de las contro-
versias que suscitaba la consideracién de que las cantidades negativas
tenian que ser menores que cero, buscaba evitar o rehuir las cantidades
negativas aisladas. En este marco donde los negativos son cantidades que
hay que sustraer se sitlian las siguientes justificaciones:

La justificacion a partir de la definicion de multiplicacion por
negativo, de D’ Alembert (1717-1783)

D’ Alembert, en el articulo titulado Negativo aparecido en la Enciclopedia
de Diderot, sefialaba que las cantidades negativas en el célculo lo que real-

OCoo~NOUTRhWNE

NRERRRRRRRE R
QOWONOUIRWNRLO

N NN NN N
OO WNE

WWWWWNINN
AP WNRFPRPOOON

QOISR DEADIMDIAADNDMOWOWWW
WNPFRPOOONOUITRWNERLPOOONO U

(6]
A

oo agl
NFRPOOO~NO U



LA JUSTIFICACION DE LA REGLA DE LOS SIGNOS EN LOS LIBROS DE TEXTO: 299
¢POR QUE MENOS POR MENOS ES MAS?

mente indican son cantidades positivas, pero que se ha supuesto en una
falsa posicién. “El signo - que encontramos delante de una cantidad sirve
para corregir un error cometido en la hipétesis’. Apoyandose en esta idea
su justificacion de la regla se sustenta en que multiplicar por una cantidad
negativa equivale a sustraer tantas veces como indica esa cantidad.

Readl y absolutamente no hay cantidades negativas aisladas: -3 toma-
do en abstracto no significa ninguna idea para el espiritu; pero si
digo que un hombre ha dado a otro -3 ecus, eso quiere decir en len-
guajeinteligible, que le hacogido 3 ecus.

He aqui porque el producto de -a por -b da+ab: porque ay b estando
precedidos del signo por lo supuesto, es unamarca de que las can-
tidades a, b, se encuentran mezcladasy combinadas con otras con las
gue se comparan, puesto que si estuvieran consideradas como solas
y aisladas, los signos - que las preceden, no significarian nada para
el espiritu. Luego esas cantidades -ay -b no se encontrarian precedi-
das del signo -, mas que porque hay cierto error tacito en lahipotesis
del problema o de la operacién: si e problema estuviera bien enun-
ciado, esas cantidades -ay -b, deberian encontrarse cada una con €
signo +, y entonces €l producto seria +ab, ya que ¢qué significa la
multiplicacion de-apor -b?, significaque serestab veceslacantidad
negativaa: pero que hemos dado aqui arribade cantidades negativas,
afadir o poner una cantidad negativa equivale a restar una positiva,
y por lamisma razén restar una negativa, equivale a afiadir una po-
sitiva.(cit. Glaeser, 1981, p. 324)

La justificacion a partir de la definicion de multiplicacion por
negativo, de Lacroix (1766-1846)

Lacroix, en su Curso completo elemental de Matematicas Puras (1846, 6°
ed), parte de que la multiplicacién algebraica es lo mismo que la multipli-
cacién aritméticay basa su argumentacion en laviejaidea de que las canti-
dades negativas se generan como resultado de la sustraccion de una
cantidad que es mayor que aguella de que se quiere sustraer. Por eso trabaja
sobre productos de la forma (a-b)(c-d).

Mientras no consideremos alas | etras sino como simbol os de nime-
ros, deberemos formarnos de la multiplicacion algebraica la misma
idea que de lamultiplicacién aritmética. Por manera que multiplicar
apor b es halar, o mejor decir, es representar una tercera cantidad
que se haya con respecto a cua quiera de aquellos dos factores, del
mismo modo que el otro factor se ha con respecto alaunidad,...

Si el multiplicando tuviese algunas partes sustractivas, |os productos
de estas partes deberén restarse de los demas, o o que equivale alo
mismo, se les deberd poner e signo - para indicar aquella sustrac-
cion. Si por ejemplo nos proponemos multiplicar a-b por c, € pro-
ducto serd ac - bc,... Supongamos ahora que e multiplicador tenga
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términos sustractivos, siendo aditivos todos los del multiplicando; y
aungue tratandose, como aqui setrata, de nimeros abstractos, pudié-
ramos tomar por multiplicando el multiplicador, y hallar por las re-
glas establecidas €l producto, propongdmonos determinarlo sin
necesidad de hacer aguellainversion. Hayamos por ejemplo de mul-
tiplicar

a

por b-c
Producto ab-ac

Puesto que e multiplicador no es ni b ni ¢, ni la suma de estos dos
numeros, sino que es el residuo que quede en quitando c de b, €l ver-
dadero producto no deberaser ab, ni ac, ni ab+ac sino ab-ac, esdecir,
€l multiplicando atomado tantas veces como unidades hay en b, me-
nos el mismo multiplicando a tomado tantas veces como unidades
hay en c; de cuya sustraccién debe resultar e multiplicando atoma-
do tantas veces como unidades hay en b-c, y de consiguiente el pro-
ducto que buscamos,... Supongamos por Ultimo que tanto e
multiplicando como & multiplicador tengan términos sustractivos,
proponiéndonos por ejemplo multiplicar

ab
por c-d
y el producto sera ac-bc-ad+bd

porque todo el multiplicando a-b se ha de multiplicar primeramente
por laparte c del multiplicador; después se debe multiplicar todo el
multiplicando por la otra parte de del multiplicador; y siendo sus-
tractiva esta segunda parte, deberemos restar del primer producto
parcial el segundo. Ahorabien, el primer producto parcial es ac-bc;
€l segundo es ad-bd; y cambiando los signos de este para representar
el residuo resultael producto que buscabamos, cual 1o hemos repre-
sentado. (p. 60-70)

La justificacion a partir de la definicion de multiplicacion
algebraica, de Vallgjo (1779-1846)

Vallgio, en su célebre Tratado Elemental de Mateméticas (1841 p. 185-
199), matiza la idea de cantidad negativa en estos términos: “Las cantida-
des negativas son una manera de ser de las cantidades algebraicas contraria
al propdsito que se propone en la cuestion”. También matiza la de multipli-
cacion algebraica, que define por extension de la aritmética pero con la
Unica diferencia de introducir en ella la condicion del signo: “Multiplicar
en Algebra es tomar una cantidad tantas veces como diga otra; y tomarla
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del mismo modo que diga se debe tomar”; esto le permite obtener la regla
casi de modo inmediato como consecuencia de la definicion.

Multiplicar en Algebra es tomar una cantidad tantas veces como
digaotra; y tomarla del mismo modo que diga se debe tomar. Afia-
dimos aqui esta circunstancia, porque como en el Algebrano solo se
atiende al valor absoluto de las cantidades, sino también a su modo
de existir, el multiplicador con sus unidades nos dice las veces que
debemos tomar el multiplicando y, con su signo el modo con que le
debemos tomar...

Para demostrar nosotros la regla de los signos, nos propondremos
multiplicar +apor +b, o paramayor sencillez y claridad, tomaremos
por multiplicador launidad; y asi indicaremos nuestra operacién de
este modo: +ax +1; ahora, el multiplicador +1 nos dice con sus uni-
dades que tomaremos unavez a multiplicando, y con su signo + nos
dice que le tomemos como €l sea; el multiplicando +a es positivo
luego le deberemos tomar una vez positivamente, y sera por consi-
guiente el producto +1a o +a, omitiendo e coeficiente 1; luego
+ax+1=+a; que en cuanto alos signos en abstracto da +x+=+.
Supongamos ahora que € multiplicador sea -1, y tendremosindica-
da nuestra operacion de este modo +a x-1, aqui € multiplicador con
sus unidades nos dice que debemos tomar unavez a multiplicando,
y con su signo que le tomemos a contrario de como él sea; el mul-
tiplicando es positivo, luego le deberemos tomar una vez negativa-
mente, y setendré: +ax-1=-1a= -g; lo que en punto alos signos da:
+X-=-

Supongamos ahora que el multiplicando sea negativo tal como -a, si
el multiplicador es +1, tendremos indicada la operacidn de este mo-
do: -ax +1; donde € multiplicador +1 nosdice con sus unidades que
debemos tomar una vez al multiplicando, y con su signo que le de-
beremos tomar una vez negativamente, y sera -ax +1=-1la=-g; lo
que da paralos signos: -x+=-.

Finalmente si el multiplicador fuese -1 tendriamos indicada la ope-
racion de este modo: -ax -1; donde el multiplicador -1, nos dice con
sus unidades que debemos tomar el multiplicando unavez, y con su
signo que le debemos tomar al contrario de como €él sea; e multipli-
cando es negativo, luego le deberemos tomar positivamente, y se
tendra -ax -1=+1a=g; lo que daparalossignos. - x - = +.

El modelo usado por Vallgjo va a ser reproducido por los autores espafioles

mas importantes hasta bien entrado el siglo XX, como por gjemplo, Picatos-
te (1907), Miguel y Gonzédlez (1931), o Mataix (1941). El Unico cambio re-
saltable eslaactualizacion del lengugjey laincorporacién de los paréntesis.

... s e multiplicador es una cantidad positiva, € producto seré del
mismo signo que el multiplicando, y tendremos dos casos: (+ &) x (+
b)=+aby (-8 x (+b)=-ab.
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Si el multiplicador es negativo, por ser de signo contrario de la uni-
dad positiva, e producto ha de ser también de signo contrario a del
multiplicando, y tendremos estos otros dos casos: (+ a) X (-b) = - ab
y (- @) x (- b) =+ ab. (Miguel y Gonzdlez, 1931, p. 75)

Lajustificacion delareglaen el marco delateoriadepares
ordenados

Con € tiempo, €l proceso de reconceptualizacion de la nocién de nimero
seguiria su curso hasta culminar en el alejamiento definitivo de la realidad
fisica. Hoy, las mateméticas han dejado de ser consideradas como la cien-
cia de los cantidades o de los nimeros. La palabra nimero ha sido redefi-
nida, asi como sus dos operaciones fundamentales. En este contexto se
enmarcala siguiente justificacion:

Roanes, en Didéactica de las matematicas (1976, p. 274-293), basa su
argumentacién en lateoria de los pares ordenados, donde lareglano es més
que una consecuenciade ladefinicion del producto: (a, b) x (c, d) = (ac+bd,
ad+bc).

Define sobre el conjunto NxN, comprendido el cero, una relacion:
(a, b) ~ (¢, d) < at+d=c+h. Prueba que es de equivalencia; es decir,
que esreflexiva, simétricay transitiva. Define los nimeros enteros Z
como cada unade las clases del conjunto cociente NxN/~. Definelo
representantes canoénicos: (m, 0), (0, n) y define los nlmeros enteros
positivosy negativos. Prueba quetodas|as clasestienen un represen-
tante canonico. Establece una aplicacion inyectiva de N en Z que
asociaa conjunto de nimeros 1, 2, 3,...; e conjunto de los nimeros
enteros positivos, paraidentificar los positivos con +m y |os negati-
vos con -n. Define las leyes de composicion internas y prueba que
con ellas Z tiene estructura de anillo conmutativo con elemento uni-
dad.

Adicion: (a, b) + (c, d) = (a+c, b+d). Demuestrala propiedad unifor-
me o propiedad de estabilidad delasumafrente alarel acién de equi-
valencia (la suma es independiente de los pares elegidos).
Demuestra que (Z, +) es un grupo aditivo. Demuestra que la corres-
pondenciade N — Z+ es compatible con la adicién. Por tanto am-
bos grupos son isomorfos.

Multiplicacion: (a, b) x (c, d) = (act+bd, ad+bc). Demuestra la pro-
piedad uniforme o de estabilidad del producto frente alarelacion de
equivalencia. Demuestra que Z es un semigrupo multiplicativo con-
mutativo y con elemento neutro.

Deladefinicion del producto deduce lallamada regla de los signos:
Sear un entero positivo y (p, 0) su representante candnico.

Sea s un entero negativo y (0, g) su representante canénico.
R-s={{(p, 0}}{{(0, @)}}={{(p-0+0-q, p-q+0-0)}} = {{(O, pa)} }
gue es negativo, ya que el natura pq es distinto de cero, por serlo p
ya.

OCoo~NOUTRhWNE

NRERRRRRRRE R
QOWONOUIRWNRLO

N NN NN N
OO WNE

WWWWWNINN
AP WNRFPRPOOON

QOISR DEADIMDIAADNDMOWOWWW
WNPFRPOOONOUITRWNERLPOOONO U

(6]
A

oo agl
NFRPOOO~NO U



LA JUSTIFICACION DE LA REGLA DE LOS SIGNOS EN LOS LIBROS DE TEXTO: 303
¢POR QUE MENOS POR MENOS ES MAS?

Lajustificacion delareglaen € marco delas
modelizaciones intuitivas

En los libros de este siglo, con una orientacion mas intuitiva o divulgativa,
es posible encontrar otras justificaciones basadas en la modelizacion fisica,
geométrica o numerica. Lo atractivo de estos Ultimos modelos es que son
consistentes con nuestra experiencia personal y ayudan a los estudiantes a
hacer plausible la regla, pero no son demostraciones. En este marco cabe
Situar las siguientes.

La justificacién desde |a modelizacién geométrica sobre rectangulos
deKlein

Klein, en Matematica elemental desde un punto de vista superior (1908),
recurre a este modelo, ya visto en Stevin, como un primer acercamiento
para su posterior generalizacion. Primero justifica la llamada “regla del
paréntesis’ y después hace el paso alaregla de los signos razonando sobre
un rectangulo donde | os factores de unarestaindicada representan los lados
y los productos las areas. Con esto logra un primer acercamiento que des-
pués generaliza:

Seaa>b y c>d; en cuyo caso también a-b y c-d son nimeros enteros
positivos. Veamos qué ocurre con el producto (a-b)(c-d). Para ello
tracemos un rectangulo de lados a-b y c-d, cuya area es € ndmero
(a-b)(c-d) buscado; este rectéangulo es una parte del deladosay c.

- -
£

s
Ll s

Para obtener aquél partiendo de éste, quitaremos € rectangulo supe-
rior que aparece rayado horizontalmente y vale ad; después el rec-
téngulo de la derecha de rayado vertical bc; estos dos tienen uno en
comun; el rectangulo bd, que, por consiguiente, aparece quitado dos
veces, de modo que habra de ser agregado una para obtener el (a
b)(c-d), con lo cua queda demostradalaformula
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La justificacion desde la modelizacion fisica sobre desplazamientos,

BERNARDO GOMEZ

(a-b)(c-d) = ac - ad - be + bd (2).

Observemos en este punto que con la introduccion de los nimeros
negativos se manifiesta claramente |la facultad de generalizacion de
que esta dotada la mente humana, por virtud de la cual, sin darnos
cuenta de ello, nos sentimos inclinados a extender y aplicar a cues-
tiones més general es conceptosy reglasdeducidosy validos paraca-
sos particulares. EstatendenciaaplicadaalaAritmética, cristalizaen
el Ilamado Principio de permanencia de las leyes formales, explici-
tamente enunciado por primeravez por Hermann Hankel en suinte-
resantissima y muy recomendable obra Theorie der Komlexen
Zahlsysteme.

Este principio general aplicado a caso que ahoranos ocupadel paso
a los nimeros negativos, nos diria que basta prescindir en las
formulas (1) y (2) de las relaciones de magnitud de ay b, y aplicar
dicho principio a otros casos. Si, por gemplo, en laférmula(2), ha
cemosa=c =0, caso en que laférmula no estd demostrada, se ob-
tiene (-b)(-d) = +bd, es decir, la regla de los signos de la
multiplicacién de nimeros negativos.

de Rey Pastor y Puig Adam

Rey Pastor y Puig Adam, en Nociones de algebra y trigonometria.(1946 p.
19y 20), se basan en € desplazamiento que se modeliza situando un objeto
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0 persona sobre e cero de una recta graduada. Un desplazamiento a la
izquierda se interpreta como un movimiento en direccion negativa; un des-
plazamiento ala derecha se denota como un movimiento en direccion posi-
tiva. El tiempo futuro se denota con un valor positivo, y €l tiempo pasado se
denota con un valor negativo.

Observemos el movimiento detrenes entre Zaragozay Madrid, y vi-
ceversa, desde una estacion intermedia, por ejemplo Calatayud, que
tomaremos como origen.

En este punto circulan trenes en los dos sentidos, de modo que po-
demos considerar como positivas las distancias y velocidades hacia
Madrid, y negativas las contrarias.

Tomemos también un origen de tiempos en un momento dado, y
consideremos como positivos los tiempos transcurridos después de
este instante y negativos | os transcurridos anteriormente.

Supongamos un tren corriendo a 60 Km. por hora hacia Madrid (ve-
locidad +60). ¢A qué distancia de Calatayud estara dos horas des-
pués (+2) de su paso por éste? Sera 60x2 = 180 km. hacia Madrid,
es decir +120, y expresaremos abreviadamente la operacion asi:

(1)(+60)-(+2) = +120
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En cambio, dos horas antes (-2) estaria también a 120 km. del lado
de Zaragoza, es decir, -120, y pondremos andl ogamente:

(2)(+60)-(-2) = -120

Si, por el contrario, €l tren vahaciaZaragoza (velocidad -60) los sig-
nos seinvierten, y escribiriamos:

(3)(-60)-(+2) = -120
(4)(-60)-(-2) = +120

Las multiplicaciones simbdlicas (1), (2), (3) y (4) expresan de un
modo abreviado la resolucién del problema en los cuatro casos que
cabe considerar, seglin €l sentido del movimientoy el tiempo. Vemos
queenla(l)y (4) losdosfactores son del mismo signo, y € produc-
to es positivo, en cambio en las (2) y (3) los factores son de signos
contrariosy el producto es negativo.

Estamismaregla, Ilamadaregladelossignos, esvalidaen otrascla
sesde productos de cantidades positivasy negativas que se presentan
en las Ciencias de aplicacion, como, por ejemplo, en los momentos
delasfuerzas, el trabajo, etc. Parece, pues, natural enunciar esta de-
finicion abstracta:

Se Ilama producto de dos niimeros a niimero gque se obtiene multi-
plicando los valores absolutos y dando a producto el signo+ o€l -,
seglin que los factores sean deigual o distinto signo.

305

La justificacion desde la modelizacion geométrica sobre la linea

numérica, de “ El obrero mecanico”

En El obrero mecanico (1938, pp. 263-266), se parte de la modelizacion de

los ndimeros positivos y negativos como puntos sobre la linea numérica a

partir de un punto origen, y de que el producto por -1 es convertir un

ndmero en su simétrico.

NUmeros negativos. Un punto cualquiera, O, de una recta define so-
bre ella, como se sabe, dos sentidos opuestos cuyo origen comun es
¢l citado punto.

Si a partir de él, en cada punto de ambos sentidos y con la misma
unidad, se sefidlan los puntos 1, 2, 3, 4..., € caracter de oposicion se
hace evidente afectando de signo menos a los puntos que aparecen a
laizquierda del origen.

Larecta, en estas condiciones, recibe el nombre de gje.

El segmento 3 estara representado por OP'y el segmento -4 por ON.
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NuUmeros opuestos son los que, teniendo igual valor, su sentido es
también opuesto: son de signo contrario y simétricos respecto a ori-
gen...

Con estos convenios es posible redlizar la diferencia de dos segmen-
tos cualesquiera, sin ningln género de restricciones. Si se restagra-
ficamente de un segmento de 7 unidades otro de 3, €l resultado sera
4, porque €l sentido del segmento resultado aparece, a partir del ori-
gen, dirigido hacialaderecha. El calculo seria 7-3=4. Si se pretende
efectuar ladiferenciaentrelos segmentos 2y 5, el resultado seriaun
segmento que, medido a partir del origen, vendria expresado “por €
segmento -3y seria2-5=3. En estos cél cul os se tiene sobreentendida
launidad u. Si hubiéramos querido ponerlade manifiesto, se hubiera
escrito en los dos casos anteriores: 7u-3u=4uy 2u-5u=-3u. Deigual
modo si launidad, o magnitud de referencia, hubiera sido otra cual-
quiera se hubieratenido 12a-5a=7a, 3'5x-7'5x=-3"7x
Multiplicacion algebraica. Si un segmento de 3 unidades lo vamos
Ilevando, sucesivamente, a partes del origen, 4 veces en su mismo
sentido, se haobtenido otro nuevo segmento cuyo valor esde 12 uni-
dades; esto es, 4x3=12. Realizando la misma operacion con el seg-
mento -3, 4 hubiera formado un segmento de -12 unidades; esto es,
4 veces -3 unidades: 4(-3) =-12

Multiplicar por -1 un nimero cualquiera es convertirlo en su smé-
trico. Asi: (-1)4 = -4, (-1)(-5) = 5. Multiplicarlo por -2 es duplicarlo
einvertirlo: (-2)4 = -8. En general, multiplicar un factor negativo por
un nimero cualquiera, es efectuar el producto, como si aquél fuera
positivo, y a resultado seinvierte el signo paraobtener su simétrico.
Asi: (-4)3=-12, (-5) (-3)=15

Resumen: El producto de dos factores del mismo signo es positivo y
el de dos factores de signo contrario es negativo.

La justificacién desde la modelizacion numérica
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Crowley y Dunn (1985) en Mathematics Teacher presentan una alternativa
gue consiste en modelizar un patron numérico conducente a una conjetura
suficientemente fiable para ayudar a los estudiantes a hacer plausible la
regla. Se da por conocido €l producto de dos nimeros positivos y de dos
nimeros con signos y se propone una actividad de descubrimiento del
patron como la que sigue:

Actividad:
Completael patron:
(-3)0(+3) =-9
(-3)0(+2) =-6
(-3)0(+1) =-3
(-30(0)= 0
(-3)0(-1) =
(-3)0(-2) =
(-3)0(-3) =
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El patron que se ve es que los productos aumentan de 3 en 3.

OBJECIONES

Todas estas justificaciones se pueden agrupar en cuatro grandes categorias.
A saber:

« Comprobaciones.

 Consecuencia de la coherencia con alguna propiedad aritmética,
normalmente la propiedad distributiva.

 Consecuencia de alguna definicién previa, como cuando se uti-
liz6 la definicion de cantidad algebraicay la definicion de multi-
plicacién algebraicay més recientemente la de nimero negativo
y lade multiplicacién de nUmeros negativos.

* Modelizaciones con ayuda de alguna situacion geométrica,
fisica o numérica.

Todas ellas han podido ser consideradas como apropiadas por razones dife-
rentesy en momentos diferentes. Encontrar las razones de su abandono, sus
debilidades y sus aportaciones no es una tarea f&cil, es un desafio para un
trabajo posterior. No obstante, se pueden adel antar algunas de estas razones:

« Las comprobaciones son demasiado ingenuas.

« Lasjustificaciones en coherencia con las propiedades argumen-
tan llevandolas de un campo numérico a otro diferente. Euler o
Laplace, por gemplo, plantean la conmutatividad sin darse
cuenta de que en su razonamiento estan ante unaley externa.

Las justificaciones en coherencia con una definicién o no se
sitélan en un plano suficientemente formal o son demasiado for-
males. Lacroix concluye que para tener e producto (b-c)a es
necesario quitar ac de ab, pero esto no explica por qué -c por aes
-ac. Cauchy establece la multiplicacion de signos pero no la
multiplicacion de negativos.

Las modelizaciones preparan a los estudiantes, de un modo
intuitivo, a aceptar la razonabilidad del resultado, pero no ofre-
cen ninguna informacion acerca de la necesidad matemética de
laregla.
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CONCLUSIONES

Pero, ¢se puede demostrar que - por - es +? Lo anterior muestra que 1os
matematicos asi 1o han creido, porque lo han intentado innumerables veces
y de diversas formas. Sin embargo, en la actualidad se suele decir que la
regla no se demuestra sino que es una consecuencia de la definicién de
nlmeros negativos. Estaidea, que esta presente en el estilo de justificacion
gue seimpuso en € siglo XX, no parece que sea escolarmente hablando la
maés apropiada. ¢Acaso no seria mejor recurrir a alguna de las cuatro cate-
gorias de justificaciones histéricas, mas 0 menos actualizada, segin sea €l
nivel derigor exigido? Larespuesta a esta pregunta puede venir de lamano
de argumentos fundamentados en la investigacion didactica.
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