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Resumen. Uno de los aspectos que hacen dificil la transicion de la aritmética al algebra es el uso diferente
que se hace de los signos de las operaciones. En el caso del signo radical este uso diferente produce un dilema
que suele pasar desapercibido. En este trabajo, que se sitia en la linea de investigacion histérica en educacion
matematica, se identifican las cogniciones petrificadas que sustentan este dilema. Finalmente, se discuten los
problemas matematico y didactico que se derivan de estas cogniciones.
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petrificadas, problemas matematicos y didacticos.

Abstract. One of the aspects that make difficult the transition of the arithmetic to algebra is the differences in
the way signs are used. In the case of the radical sign, this different use produces a dilemma that happens
unnoticed. In this work, that it is placed in the line of historic and mathematics education research, has
allowed identifying the cognitions petrified that hold this dilemma. Finally, the mathematical and didactic
problems that come from this are discussed.

Key words: History and mathematical education, the square root and the radical sign, petrified cognitions,
mathematical and didactic problems.

INTRODUCCION:

Sobre la observacion y analisis de los procesos de aprendizaje

Hace 30 afios, Freudenthal (1981) formul6é los problemas principales en la educacion
matemadtica en forma de preguntas. La primera fue: “;Por qué Juanito o Maria no sabe
matematicas? o ;por qué hay tantos nifios que no saben las matematicas se espera que
sepan?” Las siguientes preguntas fueron: “;Como deberian aprender los nifios? o ;coOmo
aprende la gente? y, ;qué es digno de ser ensefiando? o ;qué debiera ser ensenado”. Para ¢l,
una manera de responder podria ser: “observando procesos de aprendizaje, analizandolos y
documentado paradigmas”.

La observacion de los procesos de aprendizaje se puede hacer mirando a los estudiantes, a
los profesores, o a lo que Freudenthal llam6 el mas grande de los procesos de aprendizaje,
el de la humanidad, que también es un aprendiz (op. cit. p, 137). Para observar los procesos
de aprendizaje de la humanidad es preciso regresar a la historia, y para ello los tnicos
documentos disponibles son los textos historicos. Una manera de hacerlo podria ser
analizandolos “como cogniciones, de la misma manera que analizamos las producciones de
los estudiantes, que de hecho constituyen textos matematicos” (Gallardo, 2008).

El analisis de textos de épocas pasadas permite identificar lo que Puig (2006) denomina
“cogniciones petrificadas”: “Petrificadas porque estan ahi, en el texto que nos ha legado la
historia, como en los monumentos de piedra de los que no cabe esperar que digan mas de lo
que ya esta en ellos. Cogniciones, porque lo que queremos leer en esos textos no es el

! Esta aportacion se sustenta en un proyecto de investigacion financiado por el MEC. Ref.: EDU2009-10599
(subprograma EDUC).



despliegue de un saber, las matematicas, sino el producto de las cogniciones (matematicas)
de quien se declara como su autor” (Op., cit., p.113).

MARCO TEORICO:

La investigacion precedente ha puesto de manifiesto que son varios los aspectos que hacen
dificil para los estudiantes la transicion de la aritmética al dlgebra. Entre ellos, destacan los
tres siguientes: la manera diferente en que los mismos simbolos se usan en aritmética y
algebra, el cambio de significado de simbolos clave, como el signo igual; y la aceptacion de
expresiones sin clausura como representacion, no solo de las operaciones, sino también del
resultado de las operaciones (Kieran, 2006).

En relacion con el signo radical, estos aspectos determinan una naturaleza dual, polisémica
y ambigua’, que es fuente de conflictos y malentendidos fuertemente arraigados y que
pasan desapercibidos en los manuales de ensefanza.

Ante esta situacion cabe plantearse dos preguntas: ;Esta clara la naturaleza dual, polisémica
y ambigua del signo de la raiz cuadrada? y ;se es consciente de los problemas matematicos
y didécticos inherentes a esa naturaleza?

Para responder a estas dos preguntas se ha hecho un estudio exploratorio, cualitativo y
descriptivo, que se situa en la linea de investigacion historica en educacidon matematica.
Este estudio ha permitido identificar las cogniciones petrificadas del signo radical que
sustentan una tradicion de ensefianza que favorece la concepcion dual, polisémica y
ambigua de este signo.

Rastros historicos del uso dual de los signos de las operaciones

En los textos del algebra sincopada, para expresar las operaciones calculables, como
cuando se trata de sumar nimeros determinados, se usaban palabras de la lengua vernacula:
“con” y “de”. Pero cuando no eran calculables, como cuando se trata de sumar o restar
cantidades algebraicas no homogéneas, se usaban simbolos como “p”y “m”.

Un ejemplo de este uso, se encuentra en el siguiente texto (imagen I) tomado de “La

Summa” de Pacioli (di Burgo, 1494).
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Imagen 1 (op. cit. Distinctio octava. Tractatus Primus, fo. 112)

Por esta época, en los textos de los algebristas alemanes se usan con el mismo fin los signos
“+7 y “* en vez de “p” y “m”, y con el mismo fin, el de expresar el resultado de
operaciones no calculables. Asi aparece, por ejemplo, en el siguiente texto del aleman Marc

Aurel (1552) (Imagen 2), que es el primer libro de algebra impreso en Espaiia.

? Dualidad: Existencia de dos caracteres o fenomenos distintos en una misma persona o en un mismo estado
de cosas.

Ambiguo: Que puede entenderse de varios modos o admitir distintas interpretaciones y dar, por consiguiente,
motivo a dudas, incertidumbre o confusion.

Polisemia: Pluralidad de significados de una palabra o de cualquier signo lingiiistico (RAE).




Asi mesmo quiero sumar 3x con 2y no podemos
decir que son 5x ni S5y: mas forzadamente
diremos que son 3x, y mas 2y: o 2y, y mas 3x,
pues no sabemos quanto vale la x ni el y. Por
tanto para tales sumas de los caracteres no sera
menester otor sino decir 3x+2y o 2y+3x, como
veras

mmas tres ducados. Afsimelmo quiero fummar 3 12, con 2 3
nopodemos dezir que for y12, i § % :mas for damenre,
diremos que fon 51, ymasz ¥:0 2 ¥,y mas 542, pues no
fabemos quantovalela 2, niel . Por tanto para tales fumo
mas dclos caracteres no fera menefter otro,fino dezir, 3 1+
2 ¥ 02 %5 I, COMO Veras, .

Imagen 2 (op. cit. fo 71)
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En el mismo texto, Aurel también usa el signo radical’ (Imagen 3). Lo mads interesante para
nuestro proposito es que lo hace de un modo dual, ya que lo usa para denominar de modo
abreviado la operacion raiz cuadrada de un numero (imagen 3)

Declaracion de algunos caracteres, que para las
rayces seran necesarios

Para tratar de tales nimeros, y otros semejantes,
seria cosa larga, y no galana, poner los tales
nombres a la larga: mas deseando huyr esto y
evitar toda prolixidad, procure poner aqui algunos
que para en esta arte eran necesarios. Y son \

(..)

De los quales, el primero significa y quiere decir
rayz cuadrada

(...).

Exemplo, V4 quiere decir rayz cuadrada de 4, que
es2...
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Imagen 3 (Op. cit. Libro VII, capitulo III, fo 43)

y también para expresar los nimeros irracionales (imagen 4).

Otra manera de sumar irracionales

De otra manera podras sumar dos numeros o
rayzes irracionales, pues asi como asi vendra
binomio

Exemplo. Quiero sumar V6 con 2 diras
simplemente que viene V6 +2...

B Dtramanera de fumar irracionales.

#as De otramenera podras fumar dos numeros, 0 fayzes irta
cionales puesafsi como afsi venaa binomino,

e Exemplo. Quiero fumar /6 con v 2:diras {implemens
te,quevienc v 7-++ z.Effo ninguno podranegar: porque €5

Imagen 4 (op. cit. Libro VII, capitulo III, fo 44)

Sobre la dualidad proceso/objeto

El doble uso del signo radical que hace Aurel, para expresar la operacion raiz cuadrada y
para expresar los objetos matematicos denominados niimeros irracionales, apunta a una
dualidad inherente a los signos de las operaciones, que puede ser interpretada a la luz de
diferentes teorias: proceso/producto (Kaput, 1979; Davis, 1975), proceso/concepto (Gray y

Tall, 1994), o proceso/objeto (Sfard, 1991).

Bajo estas teorias, lo que se da a entender es que cuando las operaciones no son calculables,
como cuando se opera en algebra con letras y no es posible cerrar la operacion, los signos

3 Recordemos que la introduccion de este signo se atribuye a Cristofol Rudolf (Die Coss, 1525)




de las operaciones se usan para expresar el resultado de esas operaciones; es decir, para
representar objetos matematicos. Asi ocurre, por ejemplo, cuando se escribe que la suma de
aybesatb.

Por contra, cuando las operaciones son calculables, como cuando se trata de operar con
numeros determinados para los cuales hay un numero que da respuesta a la operacion, ya
no se necesitan signos para representar los resultados.

En cierto modo, esta ausencia de necesidad de los signos cuando las operaciones son
calculables, explica que se retrasara su uso generalizado en la Aritmética hasta el siglo XIX
(Cajori, 1993, p. 235), y que cuando la Aritmética asumid los signos de las operaciones lo
hizo en un sentido diferente al del dlgebra, como es el de abreviar la manera de indicar la
operacion; es decir, para representar pocesos matematicos. Asi ocurre, por ejemplo, en 2+4.
En la ensefanza, el recorrido historico se invierte, los signos de las operaciones se ensefian
primero en la Aritmética, como procesos; y cuando los estudiantes ya estan familiarizados
con ellos se extienden al Algebra, como objetos. De esta manera la razon de ser algebraica
queda en segundo plano y se ve oscurecida o eclipsada por la razon aritmética sobrevenida.

En relacion con esta inversion, Sfard (1991), dice que el tratamiento de una nocion
matematica como objeto conduce a un tipo de concepcion estructural, mientras que
interpretar una nocion como proceso implica una concepcion operacional. Cuando una
persona adquiere una nueva nocién matematica, la concepcion operacional es normalmente
la primera que desarrolla, mientras que la concepcidn estructural sigue un largo y dificil
camino que necesita de intervencion externa, ya sea de un profesor o de un libro de texto
(op. cit., p.17), para ayudar a dar el salto, el “cambio en la perspectiva, por medio del cual
un proceso se “reifica”’como objeto (Kieran, 2007, p. 723).

COGNICIONES PETRIFICADAS DEL SIGNO RADICAL

En el caso del signo radical, la dualidad proceso/objeto, operacional/estructural, va
acompanada de un fendmeno de polisemia y ambigiliedad que se puede rastrear a través de
las cogniciones petrificadas de los matematicos mas influyentes.

Euler

En un texto historico tan influyente como el “algebra” de Euler, publicada por primera vez
en 1770 bajo el titulo de Vollstandige Anleitung zur Algebra [Instruccion completa de
Algebra], se destila una concepcion del signo radical que es dual, polisémica y ambigua
(imagen 5):

| ] . i . - 150.- Do mmm aber nad ber Yumerhuing (122) e
a raiz cuadrada de cualquler. _umero tiene Emabratiourgel jeber BoET lmmer cinen boppelten Fexth
siempre dos valores, uno positivo y el otro Bot, nimlid) jo mofl nmegativ al8 aud pofitiv genomnten
o \/— . toerben fanm, inbem 3, B, ¥4 o wohl + 2 ol ond —2
negativo; esto es que 4, por ejemplo, es ifly unb Hberbaupt fliv bie Quabrationrzel aud a'fs wopl
igualmente 2 y -2, y en general, se puede adoptar + Vaald and) — Vo gefdrichen werben Yann, fo ‘gilt
B \/— \/— ) bied pudy bei ben unmbglichen Sahlens und die Ouwabreat-

tanto a como ++/a@ para la raiz cuadrada ‘wucyel aug— & ift o woh! + 1 — », al8 auy — ¥ — g,
de a. mwobei man ble Beidhen 4 unb -, weldhe bov bag Reiden V'
gefest toerber, wou bem Beidien, bas Binter vem V- Beidhen

ficht, tooBl unter{deiden nuuf, - :

Imagen 5 Euler (1770, vol. I, p.62)

En este texto de Euler, cuando el signo radical se aplica a un numero concreto, 4, se asocia




a un conjunto de dos valores numéricos: +2 y -2; mientras que cuando se aplica a una letra,
a, se asocia a un valor absoluto: v/a, susceptible del doble signo + y -. En el primer caso, el
sentido de uso del signo radical es el de proceso ya que indica la operacion raiz cuadrada de
4; mientras que en el segundo caso, el sentido de uso es el de objeto, ya que expresa el
valor absoluto del resultado de la operacion raiz cuadrada de a. Esta dualidad, hace que se
pueda decir que el signo radical es polisémico ya que representa cosas diferentes: operacion
o resultado, segun el contexto, que en este caso es numérico o literal.

Pero, ademas, el signo radical cuando se aplica a 4, es un signo de ambigiiedad, ya que
expresa una operacion que no tiene un resultado, sino dos: V4 = +2 *.

En definitiva, las cogniciones petrificadas de Euler plantean que el signo radical es dual,
polisémico y ambiguo.

Peacock

En el siglo XIX, cuando se estan desarrollando las bases de las matematicas actuales, uno
de los mas influyentes matematicos, Peacock (1791-1858), hace mencion a la ambigiiedad
del valor de la raiz cuadrada en estos términos (Imagen 6): “Al pasar del cuadrado a la raiz
cuadrada siempre encontramos dos raices, que solo difieren en su signo (...). Ya hemos
tenido ocasién de observar estas ambiguas raices cuadradas en el Algebra Aritmética”
(Peacock, 1845, vol. I1, p. 67).

Capitulo XVII CHAPTER XVIL

De la extraccion de la raiz cuadrada en el Algebra
ON THE EXTRACTION OF SQUARE ROOTS IN SYMBOLICAL ALGE-

Simbdlica: origen de raices ambiguas, y del signo

V=1

Se sigue de la regla de los signos que en el Algebra
Simbolica, hay siempre dos raices, que difieren una
de otra solo en su signo, correspondientes a la misma
raiz

BRA: ORIGIN OF AMBIGUOUS ROOTS, AND OF THE BIGN

Jou

645. It will follow, from the Rule of Signs, (Art. 569} 5‘:::! .::o
that, in Symbalical Algebra, there are always two roots, differ~ roots, with
ing from each other in their sign only, which correspond to the Jifferent
mme square: thus a' may equally arise from the product a x4 which pro-
md —ax-a: (a+b)" may equally arise from the pmdulci:f,f.e.f,IIM
(a+8)x(a+8), and ~(a+B)x~(a+5): (a—B5) may egually sauere.
arise from the product (a-6)x(a~8) and (b—a)x(b-a),®

(... and similarly for all other squares. It follows, therefore, that
Ya hemos tenido ocasion de encontrar estas In passing fron 1he aqdace to the ddare voot, e, shall alveyy

: ’ 4 . L. find two roots, which only differ from each other in their sign;
ambiguas raices cuadradas en el Algebra Aritmética but it is the poritive square root alone which is recognized in Avithmes-
Arithmetical Algebra, and which may therefore be called the :u.it:qm

p. 67 arilkmetical root.

646. We have already had occasion to motice these am- Occurmence
biguous square roots in Arithmetical Algebra (Art. 388) in s mute
deducing the square roots of squares, such as +*— 2az+4® and foots in

p. 67 Avithmati_

Imagen 6 (Op., cit., p. 67)

, . . . 1 2
Previamente ha establecido que a”* y va tienen idéntico significado, y que: (a?)z = az =
a = Va?. Llegado a este punto, en una nota a pie de pagina advierte que la raiz cuadrada de

* El término polisemia ha sido usado por Mamolo (2010), para referirse a las ambigiiedades que estan
conectadas a definiciones que dependen del contexto. Por su parte, Filloy (1999), lo ha usado en lo que
denomina polisemia de la x. El habla de la “polisemia de la x”” cuando los estudiantes, a los que se les ha
pedido que inventen un problema para las ecuaciones x + x/4 = 6 + x/4 6 x+5= x+X, interpretan que la
incognita no representa lo mismo en el contexto del problema, y le asignan valores distintos. La primera x es
una incégnita y la segunda es un nimero generalizado (puede admitir mas de un valor).




a es tanto —a como +a (op. cit. p. 62 y 64). Este Gltimo parrafo es enigmatico, porque
siembra la duda sobre si Va2 = a 6 + a (Imagen 7)

1/2? Interprets- 636, What is the meaning of ai?

(Cual es el significado de a :
tion of af.

The product af x at=atti-a'=q, (Art. 42) by the “prin-
El producto de a1/2><a1 124172 _ al=a por el ciple of indices” (Art.635): and it likewise appears that,/ax,/a=a,
et e s T . ’ where ,/a denotes the square root of a (Art. 228): we conclude,

principio de los indices”: y asimismo aparece que Voo L : . .

) therefore, that a3 is identical in meaning with ,/a, inasmuch

VaxVa=a. donde Va denota lal/galz cuadrada de a: as when multiplied into itself, it produces the same result®,
concluimos, por tanto, que a '~ es idéntico en su &
significado que +Va, puesto que cuando se | P-

SIhe: que Y&, P d : It follows, therefore, that
multiplica por si mismo produce el mismo

1 2

resultado- (@)si=ai=a=,/a**
p. 62.

n_y

(@) =a= = Ja"
(ai) i=ai= a.

(a~9)-i=ai=Ya.

1 2
Se sigue, por tanto, que (a?)z = az = a = Vaz *
p.64

La raiz cuadrada de a’ puede ser tanto —a como +a
p. 64 p. 64

* The square root of «® may be —a as well as + g.

p. 64

Imagen 7 (Op., cit., p. 62 y 64)

Mias adelante la duda queda despejada, ya que Peacock escribe explicitamente que Vb2 =
+b (Imagen 8).

De nuevo, ya que la raiz cuadrada de un producto Again, since the square root of & product is equal to the
es igual al producto de as raices cuadradas de los | product of the square roots of its factors, it follows that
factores, se sigue que: VH2V1 X b2 = /1 x JB=JTxB= /1 xb=s1x b=k,
b=41Xb=+b

Imagen 8 (Op., cit., p. 72).

No obstante, no dice nada acerca de la incoherencia que supone aceptar que: Vb% = b,y

. . 1 2
al mismo tiempo que (a?)z = az = Va?=a.
Es mads, al trasladar la ambigiliedad de la raiz cuadrada a la resolucion de las ecuaciones
cuadraticas no respeta la practica habitual, ya que de x’=q deduce x = \/_ = +a, y no

x = iﬁ.

En efecto, después de establecer la equivalencia entre el proceso de extraer la raiz cuadrada
de un niimero  y la solucion de la ecuacion cuadratica X2=q, Peacock dice: “el valor de x
determinado por esta ecuacion es Vq o la raiz cuadrada de q, y esta raiz, como ya hemos
visto, posee dos valores que difieren solo en su signo, asi, si a representa una raiz, —a
representa la otra” (imagen 9).




Capitulo XIX

De la teoria general y solucion de las ecuacion
cuadratica

El proceso de extraccion de la raiz cuadrada de un
nimero g, es equivalente a la solucion de la ecuacion
binomial cuadratica

x’=q, 0 x*-q=0

El valor de x determinado por esta ecuacion es Vq o
la raiz cuadrada de q, y esta raiz, como ya hemos
visto, posee dos valores que difieren solo en su
signo, asi, si a representa una raiz, —a representa la
otra

Imagen 9 (Op., cit.,, p. 77)

En definitiva, las cogniciones petrificadas de Peacock plantean que hay ambigiiedad en la
operacion raiz cuadrada y en el signo: Vb? = +b ; y ademas, que en la resolucion de la
ecuacién cuadratica el doble signo + no afecta al signo radical: x’=q — x = \/E = ta.

Lacroix
Lacroix (1831, p. 123) también dice que la raiz cuadrada es ambigua, pero adopta una
posicion contraria a Peacock en cuanto al doble signo + en la soluciéon de la ecuacion

cuadratica x’=q, ya que para ¢l x = +./q; ademas, también difiere en el valor de
Vx?que es x yno + x (Imagen 10).

En relacion con los signos, que pueden afectar a las which approaches the truth very nearly. But in regard o the
. , . signs, with whick antities may be affected, there remaing,
cantidades, lo que queda después de sacar la raiz S, L WAL A0, JTRCERY. JAY. Sio eeing, Mleto PR,
o, . after the square root is extracted, an ambiguity, in consequence of
cuadrada es una ambigiiedad, como consecuencia de which every equation of the seeond dexree admits of two solutions,
lo cual toda ecuacion de segundo grado admite dos “’ljJTehlh"s'-' of the first degres ﬂi;ﬂit of only ane.
. i iy 2] ol ine the
soluciones. 03 in the general equation 2* = 26, the valee of &, being the

quantity, which, raised to its square, will produce 25, may, il we
consider the quantities algebraically, be affected either with the

(, . ) sign - of — 3 for whether we take 4 5, or — 5, for this value,
we have for the square
4+56x +5=+425 o —bx —5=-+425;
De esto se deduce que como regla general se debe we may tharefore 1aka
considerar que el doble signo + afecta a la raiz =
. . . ar E=—0D
cuadrada de cualquier cantidad cualquiera que sea. For the same renson, from the general equation
A=29
5
wa have )
=4 [,
NP
or

v —Jﬁﬂfff,
P

Both these expressions are comprehended in the following ;

r= r"_'?’
in which the double sign &= shows, thatthe oumerical value of
i
P

may be affected with the sign 4+ or —.

From what has been said, we deduce the general rule, that the
double sign = is to be considered as affecting the square root of
every quantity whatever,

Imagen 10 (Lacroix, 1831, p. 122)




Entonces, se pregunta “;por qué x, que es la raiz cuadrada de x?, no est4 afectado del doble
signo?” Es decir, por qué al resolver x’=b, y tomar la raiz cuadrada a los dos términos se

escribe Vx2 = x, y no Va2 = +x

Entonces dice que la respuesta que propiamente deberia darse: +x = +vb , no aporta
ninguna solucion nueva a la que usualmente se da: x=t\b, porque en el primer caso hay
dos soluciones que son iguales a las otras dos (imagen 11)

“si al resolver la ecuacidn x>=b escribimos +x

. Equati the Second Deg ith Unk ity. 13
=+\b, al arreglar esas expresiones de todas las il Seve Rereemihone Tnlwon Ruunely: Vi

formas posibles, a saber: that the letter 2, having been taken without a sign, that is, with
4x = +\/b, x=-b the sign -, as the representative of the unknewn quantity, it is its

value when in this state, which is the subject of inquiry 3 and that

N x =+ ’ r i Y i 3

X . \{b’ X \/b when we seek a number @, the square of which is 6, for example,

no obtepemos ningln nuevo r.esultado que there: can be only ‘two possible solutions; == < 4/F, @ == —
transponiendo todos los términos de las &b Again, if in resolving the equation a? = b, we write =2 =
ecuaciones —x=-\b , X = +\/b’ o lo que es lo == 4/B, and arrange these expressions in all the different ways, of

which they are capable, namely,

Fr=4vh —3=—47

Tr=—wh —r=+h
we come to no new result, since by transposing all the terms of
the equations — & = — 4/T, — @ = =~ 4/b, or which is the same
thing, by changing all the signs (57), these equations become iden-
tical with the first.

mismo, cambiando todos los signos, esas
ecuaciones se vuelven idénticas a las primeras”.

Imagen 11 (op. cit. p. 123)

Aunque esta explicacion es discutible, ya que dota la ecuacion de segundo grado de cuatro
raices, aunque sean iguales dos a dos, ha sido aceptada por autores posteriores, como por
ejemplo Cortazar (1852, p142 y 143) que la recoge literalmente (imagen 12):

para resolver la ecuacién ax’=b, dividiremos por
a, y serd x’=b/a. Extrayendo ahora la raiz

cuadrada de ambos miembros, sera e s
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O bien . . '. oy
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Mudando en esta segunda ecuacion los signos
de ambos miembros sera

x ==

SIS

Y esta ecuacion nos da para x dos valores
idénticos a los que da la ecuacion
b
x== [—
a
Luego, al extraer la raiz cuadrada de los dos

miembros de una ecuacion, no hay necesidad de
poner el signo + mas que a un solo miembro.

Imagen 12 (Cortazar, 1852, p. 142 y 143




El dilema
Las cogniciones petrificadas en relacion con la raiz cuadrada y el signo radical que se
acaban de exponer ponen de manifiesto un dilema, representado por las dos posiciones

contrarias de Peacock y Lacroix, ya que plantea una disyuntiva sobre el valor de vx? .

a) Va2 = +x
b) VxZ =x

UN PROBLEMA MATEMATICO Y UN PROBLEMA DIDACTICO

Esta disyuntiva tiene consecuencias ya que plantea un problema matematico y un problema
didactico. El problema matematico es que desentrafiar el dilema acarrea complejidades y
sutilezas que tienen que ver con los requisitos formales de la definicion de exponente
racional y con la definicion de las operaciones en R y sus inversas (ver Even & Tirosh,
1995; Gémez y Buhlea, 2009; Gémez y Necula, 2011; Gomez, 2011); mientras que el
problema didéctico, que es el que interesa aqui, es que es una fuente de incoherencias e
inconsistencias que suelen pasar desapercibidas en la ensefianza practica..

El problema didactico: Incoherencias e inconsistencias

La mayoria de los estudiantes (Roach, Gibson y Weber, 2004), profesores, futuros
profesores (Gémez y Buhlea, 2009, Gomez y Necula, 2011; Gémez, 2011), y autores de
libros de texto (Anaya, 2004, SM, 2002, Santillana, 1999; Oxford, 2003), creen que

V4 = +2, y también creen que Vx2 = x. Lo sorprendente es que no se dan cuenta que esto
es incoherente, porque ambas cosas no pueden ser ciertas a la vez, ya que para x=4=27 se
tendria que 2 = V22 = V4 = +2.

Pero ademas, cada una de estas creencias, por si solas, llevan a nuevas incoherencias. Por
ejemplo,

1. SiVx2 = x, entonces +2 = /(+2)2 = V4 = /(=2)2 = =2
2. SiV4 = +2, entonces:

VA +V4 = (£2) + (£2) = {+2,0, -2}
y

V4 — V4 = (£2) - (£2) = {+2,0,-2},

Vi+Va=+4-+a
Estas creencias también estan en el origen de algunas inconsistencias. Por ejemplo, la
mayoria de los estudiantes y profesores saben que la razon que justifica la regla para “pasar
al otro lado de la igualdad”, en el proceso de despejar la incognita, es que se aplica la
misma operacion a ambos lados del signo igual, como se muestra en el siguiente ejemplo:
x—a=0ex-ata=0+a o x=+a.
Esa justificacion también vale para la ecuacion cuadratica x’=q. Sin embargo, cuando
despejan la incdgnita en esa misma ecuacion cuadratica creen que el doble signo solo hay
que ponerlo a uno de los dos miembros de la igualdad, de modo que escriben x= +\q y no

Y de aqui

+Vx? = +,/q, que seria mas consistencia con su forma de pensar.



Otra inconsistencia, ficilmente observable, es que creen que V32 = /3 , porque son
radicales equivalentes, y al mismo tiempo creen que como el indice del radical a la
izquierda del signo igual es un nimero par tiene dos soluciones (una opuesta a la otra);
mientras que como el indice del radical a la derecha del signo igual es impar solo tiene una
solucion. ;Entonces?

Conclusiones

La naturaleza dual, polisémica y ambigua de la raiz cuadrada y del signo radical se sustenta
en cogniciones petrificadas que estan fuertemente arraigadas. Estas cogniciones plantean un
dilema que se manifiesta en un problema matematico y otro didactico.

Los matematicos’ han decidido resolver el problema desde el punto de vista formal
asignando a la expresion v/x, x>0, un solo valor, una de las dos raices de x, la raiz positiva
o raiz principal. Con esta restriccion lo correcto es escribir

Va=2ynoVv4 =42

\/F = |x| yno «/ﬁ =X
Pero los matematicos no suelen dar las explicaciones del porqué de esta restriccion, por lo
que aunque han resuelto el problema matematico no se puede decir lo mismo del problema
didactico, ya que al parecer la ensefanza esta tanto o mas influida por las cogniciones
petrificas que por las definiciones formales de los desarrollos matematicos actuales.
Esta observacién apunta a la necesidad de mejorar la ensefianza de raices y radicales
teniendo en cuenta no solo las exigencias formales de la concepcion funcional de las
operaciones y sus inversas, o de la definicion de exponente racional, sino sobre todo las
incoherencias e inconsistencias que hay detras de las cogniciones petrificadas que la
ensefianza tradicional arrastra.
Conviene afiadir que en matematicas el aprendizaje no debe confiarse exclusivamente a lo
que esta escrito en los manuales, ya que a menudo arrastran cogniciones, como las que se
han discutido aqui, que producen confusion, por omisién de informaciéon o por la misma
informacion que reproducen.

Igualmente
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