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RESUMEN

Este articulo se enmarca en los estudios realizados por nuestro grupo de
investigacion en Pensamiento Numérico y Algebraico. Se ubica en una corriente de
investigacion que considera la construccion de conceptos matematicos como su objeto
central de estudio, poniendo énfasis en sefialar las dificultades que entrafian dichas
construcciones.

El trabajo que se presenta aqui forma parte de un amplio estudio sobre razén y
proporcion, realizado mediante el analisis de las respuestas de estudiantes de distintos
niveles educativos a un cuestionario de tareas especificas de esta temética. En particular,
se describen las dificultades de comprension de la razdn en semejanza a partir del
analisis de la tarea denominada “el perrito”.

ANTECEDENTES Y FUNDAMENTOS

Este articulo se enmarca en los estudios realizados por nuestro grupo de
investigacion en Pensamiento Numérico y Algebraico, en el marco del convenio entre el
Departamento de Didactica de la Matemética de la Universitat de Valencia y el
Programa Nacional de Formacion y Actualizacion del Profesorado y el Centro de
Investigacion y Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional de México.

Convenio, que de una forma colateral permitid, al que suscribe, iniciar una
entrafiable amistad con las personas de Jorge Cazares y su esposa, a la sazon miembro
de un entusiasta grupo de maestras de la ciudad de Morelia a las cuales Jorge dirigia con
gran carifio y dedicacion, en un proyecto de innovacion educativa denominado La
ensefianza y el aprendizaje de la aritmética en tercero de Preescolar. Era Enero de
1995.

Nuestra posicion teorica se podria ubicar en una corriente que tiene su origen en
los cambios que se producen a mediados de los 70, cuando se toma consciencia de que
la investigacién conductista y la teoria conductista no daban cuenta de los procesos de
aprendizaje en si mismos de una manera convincente. Los cambios se orientaron hacia
acercamientos constructivistas que provenian inicialmente de la corriente derivada de la
epistemologia genética de Piaget, los cuales “imprimieron a la tarea investigadora en
educacion matematica de la década de los 70 un sello particular, el de considerar la
construccion de conceptos como su objeto central de estudio ..., (poniendo) énfasis en
sefalar las dificultades que entrafian dichas construcciones” (Rojano, 1994, p. 46).

Una parte de los trabajos realizados (ej. la investigacion del CSMS: Hart; Brown,
y Kiichemann, 1981) se plantearon para presentar una vision de la comprension de las
matematicas de los nifios que fuese representativa. Estos se sustentaron en la
descripcion de procesos de actuacion de los estudiantes, a traves del analisis de las
respuestas a un cuestionario de tareas especificas de una misma tematica 0 materia
(métodos utilizados, errores que cometen, estrategias que conducen a las respuestas).
Con el anélisis se pretendia elaborar modelos locales explicativos de las realizaciones
individuales en los diferentes niveles de desarrollo y establecer niveles o jerarquias de
los temas y tareas de los tests que pudieran dar cuenta de lo que los estudiantes parecian
entender, no estableciendo un simple orden de dificultad de las mismas sino buscando
un método mediante el cual pudieran ser agrupadas para formar un “tipo”.

Algunos de los resultados obtenidos, pusieron de manifiesto que, a diferencia, de
lo que presuponia la ideologia dominante hasta entonces, no hay una relacion de



transferencia simple de la ensefianza al aprendizaje, sino que ésta es mas bien compleja.
Esta complejidad se manifiesta, como se ha evidenciado, en “las caracteristicas de los
conocimientos construidos por los alumnos, que no estan contenidas en el discurso de la
ensefianza” (Laborde, 1992, p. 167). De ahi que, la preocupacién de buena parte de los
investigadores se enfocara a entender y evaluar esta complejidad.

En este marco investigador se desarrolla nuestro trabajo. Se centra en los
conceptos de razén y proporcion que se estudian en la escuela primaria y secundaria. Su
importancia e interés radica en que razon y proporcion intervienen en parte de los
conocimientos de aritmética y geometria que se estudian en la escuela primaria y
secundaria y constituye una base necesaria para acceder a la comprension del algebra y
otras areas de la matematica, en particular para explicar fendmenos en los que interviene
la variacién funcional, relacionados con la comprensién del mundo fisico y social.

Los estudios que dan origen y sustentan el trabajo se realizaron inicialmente en
México durante el periodo 1993-96 (ver Gomez, H., 1996, Jiménez de la Rosa, 1996 y
Mufioz, 1996) en un proyecto de investigacion, dirigido por la doctora Olimpia
Figueras, disefiado inicialmente para entender mejor como los nifios de la escuela
primaria - seis a doce afios - usan su conocimiento para resolver tareas de razon y
proporcion. Asi como también, para identificar las dificultades que encuentran mientras
los resuelven y tratan de explicar sus maneras de pensar.

Como los procesos de comparacion son los componentes fundamentales para el
razonamiento proporcional, el propdsito principal de estos estudios fue explorar las
percepciones particulares de los nifios en tareas de un cuestionario asociadas con el
cambio en diferentes contextos matematicos propios del disefio curricular de la
ensefianza primaria: transformaciones de cantidad, secuencias numéricas ascendentes y
descendentes, regularidades y pautas numéricas, semejanzas, densidades, mezclas,
velocidades, trueque, tablas de ingredientes de una receta, ...

Estos estudios obtuvieron un primer acercamiento a la identificacion,
categorizacion y evolucion de clases de actuaciones de alumnos de una escuela primaria
al resolver tareas vinculadas a la razén y proporcion y nociones consideradas
precursoras de éstas, que permitian derivar hipdtesis de trabajo para fundamentar
propuestas de ensefianza.

Durante mi visita en 1995 al CINVESTAV del IPN en México, contribui a abrir
nuevas perspectivas a este trabajo. En particular ayudando a articular un esquema de
interpretacion de las respuestas de los estudiantes que transitd de un modelo de
descripcion de actuaciones aisladas hacia otro de agrupamiento de tipos de
comportamiento identificados de acuerdo con caracteristicas comunes desde un enfoque
relacional. Esto es, un enfoque que mira las relaciones en juego entre los elementos de
la informacion numeérica, verbal, grafica y pictorica de la tarea propuesta y los aspectos
en los que los estudiantes centran su atencion para resolverla.

Este modelo permitié articular los datos en cuatro grandes categorias que agrupan
a su vez, subcategorias y clases para diferenciar comportamientos de acuerdo a
elementos particulares. A saber.

1. Percepcion relacional de los elementos de la informacion
2. Percepcion aislada de los elementos de la informacion

3. Dificultades en la descodificacion

4. Respuestas singulares

El modelo, que ha sido pertinente para poder derivar conclusiones y supuestos
sobre las tendencias del comportamiento y las competencias de los nifios, ha constituido



el punto de partida del desarrollo de una investigacion posterior realizada en Espafia
durante el periodo 96-97 (Fernandez, A.; Gomez B. y Margarit, J., 1997; Fernandez, A.;
Figueras, O.; GOmez, B. y Margarit, J., 1997; Fernandez, A., Gémez, B., Figueras, O.,
Margarit, J., Puig, L., Monzo, O. y Ruiz, E., 1998), cuyo objetivo principal inicial era de
tipo comparativo.

Se pretendia contrastar el desempefio de los nifios de ambos paises frente a las
mismas tareas, relacionadas con las nociones mencionadas. La intencion era encontrar
evidencias para sustentar o desechar la hipdtesis en la que se supone que diferencias en
determinados aspectos, tanto de la ensefianza como de las formas de expresion,
favorecen diferencias en las competencias que manifiestan los estudiantes.

Este estudio, que en otras palabras trataba conocer cuéles de los comportamientos
identificados pudieran ser achacables a las caracteristicas de las diferentes formas de
ensefianza y cuéles serian independientes de la instruccion, abrié nuevas perspectivas
que condujeron a una fase posterior de ampliacion de las tareas del cuestionario y del
estudio.

Como resultado de ello, se continud la investigacién, abordando aspectos
vinculados a la razon y proporcion que no habian sido tratados en el cuestionario de
primaria y la prolongacién del estudio con estudiantes de secundaria.

Tomando como referencia el marco teodrico desarrollado por Freudenthal en la
Fenomenologia Didactica de las estructuras matematicas (1983, 2001), se observaron
carencias en relacion con los aspectos fenomenoldgicos que llevaron a una ampliacion
de los item para completar el estudio del desarrollo del “razonamiento proporcional” de
los estudiantes.

Esta ampliacion se centrd, por una parte, en los problemas de densidad estudiados
en la tesis doctoral de Alejandro Fernandez, Precursores del razonamiento
proporcional: Un estudio con alumnos de primaria, leida en la Universitat de Valéncia
en 2001 (ver Fernandez, A. y Puig, L. 2002); y, por otra parte, se centré en los
problemas de razén en semejanza que forman parte de la tesis doctoral en fase final a
fecha de hoy de Juan Margarit (ver Margarit, Figueras, Gémez, 2001).

RAZON, PROPORCION Y FUNCION LINEAL

Razén y proporcion

Como dice Freudenthal (1983, 2001), una razén se puede definir como una
funcion de un par ordenado de nimeros o valores de magnitud. Pero, también los son la
suma, la diferencia, el producto y el cociente, aunque éstas lo son en sentido
algoritmico: hay una receta para obtener el valor de la funcion correspondiente a un par
determinado. Ciertamente, “la razén también puede obtenerse: transformandola en un
cociente, esto es, leyendo como 3 es a 4 como si dijera 3 dividido por 4, pero esto es la
violacion de la razon”. Si se hace, si se identifica a la razén con cociente, se priva a la
razén de lo que la hace valiosa como razon.

“El significado propio de la razén es hablar sobre igualdad (o desigualdad) de
razones sin conocer el tamafio de la razén, ser capaz de decir con sentido a es a b como
c es a d sin anticipar que a es a b puede reducirse a un niamero o valor de magnitud”. De
esta manera, “el estatuto logico de la razon en su contexto fenomenoldgico se
parafrasearia como sigue: la razon es una relacion de equivalencia en el conjunto de
pares ordenados de numeros (o valores de magnitud)”.

La proporcionalidad se entiende como una proposicion sobre razones, donde de la
misma forma que la razén depende en principio de dos datos, la proporcionalidad
depende de cuatro.



Los nexos de union entre razon, proporcion y funcion lineal.

Razdn, proporcion y funcion lineal son nociones que presentan nexos de union,
para ilustrar estos nexos, tomamos las ideas de Vergnaud (1991) en relacién con la
categoria de problemas de estructura multiplicativa que denomina Isomorfismo de
Medidas.

Un espacio de medida puede considerarse como un par formado por un conjunto y
una medida . Es pues, una estructura en la que intervienen: un tipo de objetos, una
cualidad comparable de esos objetos (magnitud), una unidad (objeto elegido como
elemento de comparacién) y un proceso para asignar un valor numérico o medida a esa
cualidad.

Un isomorfismo de medidas (IM), es una estructura que consiste en una
proporcion simple directa entre dos espacios de medida M; y M,. En esta categoria
entran en juego dos magnitudes y cuatro cantidades, dos son medidas de una magnitud y
otras dos son medidas de la otra, todas ellas pueden ser nimeros naturales, fraccionarios
0 decimales.

Para representar esta categoria de problemas Vergnaud utiliza la siguiente tabla de
correspondencia

M | M
X y=fx)
X’ y’=f(x’)

en la que la entran en juego cuatro cantidades, dos son medidas de una cierta clase y
otras dos son medidas de otra clase, todas ellas pueden ser nimeros naturales,
fraccionarios o decimales. La funcién f: M; en My, es una funcion lineal.

Vergnaud (1994) sefala varios enfoques de resolucion en esta categoria, aqui nos
interesamos por dos de ellos:
-. El enfoque de resolucion interno o escalar consiste en buscar el operador que liga x
con X’ en My y transportarlo para pasar dey ay’ en M,

M | M,
X y=fXx)
X'Ix 4 X'Ix 4
X’ y’=f(x’)

Este operador es una razdn escalar ya que es la razén de crecimiento o
decrecimiento entre dos cantidades del mismo espacio de medida. Por tal motivo se
denominan razones internas

Se sustenta en la propiedad caracteristica de la funcion lineal : f(Ax) = Af(X) ,
(garantiza que para pasar de f(x) a f(Ax) basta con calcular Af(x)). En el esquema de la
tabla de doble entrada seria

M; | M,
X f(x)
A A

Ax | f(Ax) = Af(X)
y en términos de proporcion seria:
AXIX = M(X)/f(X) = F(OX)/F(X)
-. El enfoque de resolucion externo o funcional consiste en buscar el operador que
liga x de M; con y de My, y transportarlo para pasar de x’ de M; ay’ de Ma.
M; | M,
X‘ -yIx— y




X’ -yIx— y1

Este operador es una razén funcional ya que representa el coeficiente de la
funcién lineal de M; a M, , que es una constante que da la tasa o relacion entre dos
cantidades de diferente espacio de medida. Por tal motivo se denominan razones
externas
Se sustenta en la propiedad caracteristica de la funcion lineal: y/x = k cte., (garantiza
que para pasar de X’ a f(x’) basta con calcular kx’. En el esquema de la tabla de doble
entrada seria

M, ‘ M,
x| k> kx
X'l k= kX

Las estrategias de los estudiantes en tareas de razén y proporcion

La tradicion, o la costumbre consolidada durante afios, ubicé la ensefianza de la
razén y proporcién en el marco de las magnitudes proporcionales y, en particular, en los
problemas de regla de tres, bajo un enfoque que enfatiza méas lo reglado (procedimientos
en los que la justificacién de sus pasos queda oculta) que lo conceptual. Como
consecuencia muchos estudiantes aprendian o memorizaban las reglas que prescriben
como manipular los simbolos numéricos en estas formas particulares de problemas, sin
crear significados apropiados para las nociones de razén y proporcion.

Por lo visto, la precariedad del enfoque escolar tradicional, como subraya
Streefland (1985), constituye un grave obstaculo para el aprendizaje de los conceptos de
razén y proporcion. Podria decirse que su ensefianza tiende a descuidar la comprension
inicial que los nifios aportan y a explorar un solo tipo de conocimiento, el formal. Sin
embargo, tal y como se desprende de algunas investigaciones (ej. Hart, 1981, Carraher,
1986, ...), en vez de los métodos formales, los estudiantes parecen desarrollar una
multitud de métodos informales, con diferentes grados de efectividad para abordar las
tareas de razon y proporcion. Un ejemplo bien conocido de estos métodos es la
denominada “estrategia aditiva”. Citando a Kiichmann (1989, p. 119), esta estrategia es
para Piaget indicativa de un nivel cognitivo, pero para Karplus et al (1974) es mas
indicativa de un estilo cognitivo, ya que el uso de las estrategias también depende de las
diferentes caracteristicas de la tarea planteada, en particular de los ndmeros y el
contexto.

En consecuencia, se considera interesante plantear a los estudiantes una amplia y
variada gama de tareas de razon y proporcion, con el fin de que tengan la oportunidad
de hacer emerger las diferentes estrategias que han construido, y hacerlas explicitas,
tanto para el profesor como para él mismo. Esto brinda la oportunidad de que las
estrategias sean evaluadas, se hagan compatibles o se eliminen, y se determinen cuales
son o no apropiadas (p. 122).

LA RAZON EN SEMEJANZA

La raz6n en semejanza es harto conocida por su importancia y uso cotidiano como
regla de representacion a escala. Como tal, como factor de escala, la razon en semejanza
es una razén externa, en el sentido sefialado antes, aunque no lo es en el sentido griego.

También es conocida la importancia y uso en matematicas de la razén en
semejanza como pendiente o medida de la inclinacién. Como pendiente es una razon
interna, también en el sentido sefialado antes.

Por Gltimo, la razon en semejanza es utilizada en la determinacion de distancias
inaccesibles. Esta aplicacion préctica se sustenta en las propiedades de los triangulos en
situacion de Tales.



En los textos escolares y en el curriculum de secundaria la razon en semejanza
aparece pronto al estudiar las figuras semejantes —principalmente los tridngulos
semejantes- y se espera que los estudiantes aprendan qué es la semejanza, reconozcan
cuando dos figuras son semejantes, conozcan sus propiedades y sepan usarlas en
algunas de sus aplicaciones mas comunes, como por ejemplo en la determinacion de
distancias inaccesibles.

Bien entendido que, de acuerdo con Hart, Brown y Kiuchmann (1981, p. 98 y 99,
en su estudio CSMS con estudiantes de secundaria), en realidad la palabra “semejante”
es una nocidn dificil, dado que para muchos estudiantes significa vagamente la misma
forma La “misma forma” es también una nocién dificil cuando se trata de figuras
rectilineas, ya que todos los tridngulos tienen la “misma forma” en el sentido de que son
todos triangulos.

Con el fin de presentar una vision de la comprensién y uso de la razon y
proporcion en semejanza de los estudiantes, que sea representativa de la poblacion
escolar y de otros niveles superiores, nos planteamos la descripcion y caracterizacion de
sus procesos de actuacion, a traves del andlisis de sus respuestas a un cuestionario de
tareas asociadas a esta tematica (métodos utilizados, errores que cometen, estrategias
que conducen a las respuestas). Con este andlisis se pretende dar cuenta de lo que los
estudiantes parecen entender, y lo que pueden y no pueden hacer, agrupando sus
respuestas en tipos de acuerdo con nuestro modelo de interpretacion de las respuestas
experimentado en nuestra investigacion precedente. Creemos que esta caracterizacion
nos servira para, posteriormente, construir modelos de ensefianza consecuentes con los
resultados obtenidos.

EL PERRITO

Descripcion de la tarea.

Como ilustracion de nuestra manera de trabajar, presentamos a continuacién los
resultados obtenidos con una de las tareas de nuestro cuestionario. Es el caso de la tarea
denominada “el perrito”.

“El perrito”, es una tarea que fue planteada inicialmente para formar parte del
cuestionario en el estudio realizado en México (Gomez, H., 1996; Jiménez de la Rosa,
1996 y Mufioz, 1996) y que, como ya se ha dicho, tuvo continuidad en Valencia.
Cuestionario que se configuro a partir de la seleccion y adaptacion de tareas procedentes
de dos fuentes: las formuladas por los investigadores que han realizado estudios sobre
razonamiento proporcional (Hart, K, 1985; Noelting, G. 1980; Karplus et al. 1983, ...) y
las que aparecen en los libros de texto mexicanos vigentes en 1992,



7)  Enconlamos una pildora que hace qua las cosas crezcan al doble
de su tamana.
El porro que astd dibujado se va a comer la pildora.
&Cémo quedard el perro después de comerse esa pildora?

BibGjalo

Encontramos una pildora que hace que las cosas crezcan al doble de su tamafio.
El perro que esta dibujado se va a comer la pildora.

¢Como quedara el perro después de comerse esa pildora?.

Dibujalo

En “el perrito”, la informacién de la tarea se presenta en forma grafica, se pide
dibujar una figura lineal formada por rectangulos sobre una reticula. Se trata de una
figura bidimensional en forma de perro del que se pueden determinar sus dimensiones.
Se demanda reproducirlo teniendo en cuenta que la razén entre los tamafios es 2 a 1. La
tarea pone en juego diversas nociones mas o menos vinculadas a la semejanza: forma,
similitud, tamafio, engrandecimiento, factor de escala, razon entre areas. La razon de
cambio viene dada explicitamente bajo la forma verbal “el doble”, para evitar
tecnicismos. Por el contrario se utiliza tamafio por ser una forma mas coloquial que
otras que podrian inducir una respuesta automatica producto de una ensefianza previa.

La figura del perrito no alienta la aplicacion puramente mecénica de la técnica que
consiste en aumentar una figura utilizando un centro de engrandecimiento. Por otra
parte se ha huido de utilizar explicitamente las palabras semejante y forma, dado que
como se ha dicho antes son nociones dificiles. Semejante porque para muchos significa
vagamente la misma forma. Y porque la “misma forma” es confusa cuando se trata de
figuras rectilineas, ya que todos los rectangulos tienen la “misma forma” en el sentido
de que son todos rectdngulos. También la palabra “tamafio” es dificil, pero esta no se ha
podido evitar, dado que se asocia unas veces a longitud, otras a area y otras a volumen.

La tarea el perrito ha sido presentada para su resolucién a estudiantes de distintos
niveles educativos: desde Primaria a los udltimos cursos de la Licenciatura de
Matematicas, y también a estudiantes de CAP, estudiantes de doctorado y profesores en
ejercicio. La metodologia para su aplicacién ha variado en funcién del tipo de
estudiantes. En primaria se hizo un muestreo aleatorio de diez estudiantes por curso,
mientras que en los cursos de licenciatura CAP y doctorado se sometié a todos los
estudiantes presentes en el aula, dado que son grupos reducidos. Dado que lo interesa es
identificar comportamientos y no establecer porcentajes, evitaremos dar cifras con las
frecuencias obtenidas en cada caso. Los datos de primaria proceden del estudio
realizado en el proyecto de investigacion Razdn y proporcién: Precursores de los
conceptos, tendencias cognitivas de los alumnos, resolucion de problemas vy



acercamientos metodoldgicos. Un estudio con alumnos de la ensefianza obligatoria. PB
96-0790, 1997-2000.
Meétodos y estrategias de los estudiantes

La respuestas observadas en los estudiantes de Primaria fueron agrupadas
inicialmente bajo el esquema de interpretacion de nuestro grupo. Al observar que
algunas de estas respuestas se reproducian en sujetos de formacion superior se
profundiz6 en el anélisis de los métodos y estrategias que conducen a las respuestas
observadas. Estos son:
1.Métodos de escala lineal

Bajo este epigrafe agrupamos las respuestas de los estudiantes que interpretan el
enunciado como un problema de escala.
1.1 Aumento de los lados de la figura al doble de su longitud

En esta estrategia los estudiantes efectian un aumento bidimensional, donde lo
que mide uno de alto o ancho en el original en el dibujo mide dos.
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En nuestro estudio esta respuesta aparecié desde segundo de Primaria, en los
primeros cursos esporédicamente y aumentando de frecuencia a medida que aumentaba
el nivel académico. Sin pensar mas, se podia interpretar como respuesta correcta ya que
implica el uso de una estrategia académica basada en un procedimiento ensefiado en los
problemas de escala.

1.1 Aumento de la figura sensible al contexto

En esta estrategia los estudiantes efectian un aumento bidimensional del cuerpo
del perro, no asi de la oreja y la cola, que por ser cuadrados unitarios generan
dificultades al contradecir el pensamiento discreto donde el doble de uno es dos y no
cuatro como resultaria siendo coherente con lo realizado en el resto del cuerpo.



fig. 1
En esta estrategia el estudiante debe decidir cual es la orientacion correcta de la
oreja y el rabo, lo que da lugar a respuestas alternativas, como se evidencia en as
iméagenes siguientes:
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fig. 2 fig. 3 fig. 4

Cuando se preguntd a los estudiantes qué criterio habian seguido para optar por
una u otra orientacion, intentando asi provocarles la desestabilizacién cognitiva
necesaria para ver si modificaban su respuesta en un sentido mas coherente con el
aumento realizado en el cuerpo y patas del perrito, se manifestaron de diversas formas:
uno dijo que la orientacion era irrelevante ya que el perro suele mover las orejas; otros,
los que dibujaron la oreja y rabo en diagonal (fig. 3) dijeron que lo que importa es que
el perro dibujado alcance altura y anchura doble; por Gltimo, hubo quien evitd este
problema dibujando una oreja y rabo algo mayor, evitando asi la métrica de la reticula
(fig. 4).

Igual que en el caso 1.1, este tipo de respuestas se observaron desde el primer
ciclo de Primaria, aunque solo se dieron con una frecuencia significativa en los niveles
académicos superiores.

2.Métodos de area
Aqui agrupamos las respuestas de los estudiantes que centran su atencion sobre el

area y sobre una de las dos direcciones, evidenciando un patrén de aumento
unidimensional.
2.1 Aumento en una dimensién hasta obtener otra figura de area doble

En esta estrategia los estudiantes dibujan un perrito de &rea 46 (cuadritos), que es
el doble del area de la figura original que es 23 (cuadritos). Es coherente con la idea de



que un perro de tamafio doble no debe ser tan grande como el dibujado en el caso 1,
pero, en cambio, los perritos dibujados parecen perder la forma.
2.1 Aumento de un lado de la figura hasta obtener otra de area doble :.

En una variante de esta respuesta se presentan figuras de area doble del original en
las que la orientacién de la oreja y el rabo son coherentes con el sentido del aumento. En
el ejemplo de la izquierda el aumento es en horizontal y en el la de la derecha en vertical

con un posible error en el cuello que no aumenta.

fig.5

fig. 6

En otra variante, la orientacion del rabo y de la oreja no es coherente con el
sentido del aumento.

fig 7 fig 8

Este comportamiento, en sus dos variantes, se observo en los estudiantes de nivel

educativo superior, en ningin cado en los estudiantes de primaria.
2.2. Aumento arbitrario de las dos dimensiones hasta obtener otra figura de &rea doble.

En el perrito dibujado no se considera necesario guardar la y no se observa un
patron de crecimiento lineal o bidimensional.
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El perrito de la figura 9 ha perdido del todo el referente de la forma, no asi el de la
figura 10, aunque para obtener el doble de area se han eliminado dos cuadritos de la
parte trasera dando como resultado una joroba. Este tipo de respuestas tampoco han sido
observados en primaria.

2.3. Aumento de la figura hasta obtener otra de area aproximadamente el doble

Esta estrategia parece ser el resultado del intento de conjugar el aumento de area
doble, la conservacion de la forma y la métrica inducida por la reticula, pero como el
estudiante no logra opta por hacer un dibujo que sélo es una aproximacion de la
respuesta deseada.
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fig 12

fig. 11

El perrito de la figura 11 mide 48 cuadritos mas del doble del original (46). El de
la figura 12 mide 47 cuadritos y parece que se realiza engrandeciendo el dibujo original
como en la proyeccion de una diapositiva, desde un foco, tal vez el perrito original.
Persisten las dificultades con la forma de la oreja y el rabo. Estos comportamientos no
han sido observados en primaria.
2.4.Aumento aditivo hasta obtener una figura de &rea doble

En esta estrategia se efectla un aumento sisteméatico de un numero fijo de
unidades en cada una de las dos direcciones, alto y ancho, que marca la reticula.
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fig. 13

Obsérvese que la pauta de aumento es de una unidad en las dos dimensiones,
salvo en las patas que so6lo aumenta en el ancho y el cuello que lo pierde para lograr que
el &rea sea doble de la original, 46 cuadritos. En la imagen reproducida aparece tachado
el dibujo realizado con la estrategia 1 que produce el perrote, lo que es una distorsion
seria para el estudiante, quien consciente de que es demasiado grande, lo tacha y
responde con un método aditivo.

Esta estrategia podria corresponder al nivel 11 de respuesta descrito por Piaget
(1968), y observado por el equipo del CSMS en Secundaria, en el capitulo dedicado a



razén y proporcion, (Hart, Brown y Kiichmann, 1981), pero difiere en que el aumento
tiene como referencia el area doble.

Dado que en nuestro estudio esta respuesta corresponde a un estudiante de nivel
universitario, cabe pensar que estamos ante un estilo cognitivo més bien que ante un
nivel cognitivo.

2.5. Aumento de la figura hasta obtener otra de &rea aproximadamente el doble
renunciando a la métrica inducida por la reticula

Aqui agrupamos las respuestas de los estudiantes que interpretan que hay que
aumentar el area al doble y al mismo tiempo conservar la forma, pero como encuentran
dificultades para conjugar estas dos condiciones renuncian a la métrica de la reticula y
hacen un dibujo que es una aproximacion de la respuesta deseada.
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fig 15

fig 14

fig 16

Este tipo de respuestas no han sido observadas en Primaria.
3. Métodos ingenuos

Las respuestas mas candidas e ingenuas fueron aquellas en las que los estudiantes
solo tenian en cuenta que habia que aumentar la figura, sin mas criterio.
3.1 Aumento aditivo parcial

En esta estrategia se efectla un aumento sisteméatico de un numero fijo de
unidades, “sumar uno”, en partes de la figura. No necesariamente en las dos direcciones
que marca la reticula.

fig 17

El perito dibujado presenta aumentos de una unidad: la cabeza y el tronco
aumentan 1 unidad en alto y en acho, las patas una unidad solo en alto, el cuello
desaparece y la oreja y el rabo permanecen invariantes. S6lo se ha observado en 2° ciclo
de Primaria.



Esta estrategia de “sumar uno” es coherente con lo observado por Piaget (1968) y
con lo observado en el estudio realizado por el equipo del CSMS con estudiantes de
Secundaria, en el capitulo dedicado a razén y proporcion (Hart, Brown y Kiichmann,
1981, p. 97). Piaget la describe como una respuesta tipica de un nifio al nivel concreto
tardio.
3.2.Aumento lineal

En esta estrategia se aumenta la figura indiscriminadamente en una sola de las dos
direcciones: alto o ancho, sin tener en cuenta la conservacion de la forma, ni el area, ni
el carécter bidimensional que se infiere de la reticula.

fig 19

fig. 18

Estas respuestas (2° y 3° de Primaria) son figuras en las que se ha incrementado
solo la altura sin ningdn patron observable. También se ha observado este
comportamiento en un estudiante de 5° de licenciatura)

3.3. Aumento de altura doble

En esta estrategia se aumenta la figura hasta lograr el doble de altura, sin

considerar ni area ni forma.

fig 20

La respuesta es un dibujo de un perro que es el doble de alto, pero ha diferencia
del caso anterior, 3.2, también ha aumentado el ancho. S6lo se ha observado este
comportamiento en primer ciclo de primaria
3.4. Aumento arbitrario

En esta estrategia el aumento es arbitrario sin ningun patron observable.
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fig 23 fig 24
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Este comportamiento se ha observado significativamente en segundo de primaria
y disminuyendo de frecuencia a medida que se avanzaba de curso y de nivel, aunque
todavia se observo esporédicamente en el nivel académico superior al que corresponde
la figura 24.
4. Meétodos idiosincrasicos

Bajo este epigrafe agrupamos las respuestas de los estudiantes que interpretan la
pregunta de una manera singular. Suelen ser comportamiento candidos propios de
estudiantes de primer ciclo de Primaria.

fig 25 fig 26

En la figura 25 hay dibujado un perro que es igual que el original, el estudiante se
centrado en la idea de que la mencion que hace el enunciado de la tarea a el doble se
refiere a hacer una réplica o copia, por analogia tal vez con el uso coloquial del término
cuando se habla del doble de un actor. Este comportamiento sélo se ha observado en 1°
de Primaria y una vez en un estudiante universitario.

En la figura 26, el dibujo es una imagen totalmente distorsionada que deja
invariantes la cola, oreja, cabeza y patas, mientras que el tronco aparece dibujado con
lineas curvas. Al parecer la idea es que, como se comid la galleta, lo que le ha crecido es
la panza (3° de Primaria).
5.Métodos formales. Razon de semejanza 2

En esta estrategia los estudiantes efectian un aumento bidimensional utilizando la
diagonal del cuadrado unitario. Dado que ésta mide V2 el area del perrito dibujado es
exactamente el doble del original
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fig 27
Esta interpretacion corresponde a una estrategia académica de estatus matematico
elevado, que s6lo apareci6 dos veces entre las multiples veces que ha sido sometida la
tarea para su resolucion, y corresponde a dos estudiantes del nivel académico superior.

CONCLUSIONES

Formay tamafio

Cuando tienen que cambiar el tamafio de un figura rectilinea formada por rectangulos,
como se les pide en la tarea del perrito, muchos estudiantes consideran que no es
necesario conservar la forma.

Esto es coherente con algunas de las conclusiones del estudio sobre razon y
proporcién del CSMS (Hart, Brown y Kiichman, 1981)) con estudiantes de secundaria:

“al aumentar figuras existe el peligro de que el nifio esté tan concentrado en el

método que ha de utilizar que ignore el hecho de que las figuras resultantes tienen

que tener la misma forma que la original, ...

Cuando el aumento implica dibujar figuras, los nifios son muy a menudo

incapaces de comparar la forma de la nueva figura con la del original y producen

figuras que muestran considerable desemejanza” (p. 103).

Lo que ha evidenciado este estudio es que este comportamiento persiste con
estudiantes de los niveles educativos superiores.

Niveles de comprension

De los datos obtenidos no creemos que pueda derivarse la existencia de niveles de
comprension, dado que las estrategias que explican las respuestas de los estudiantes se
observaron précticamente en todos los niveles educativos, si bien con diferencias
significativas de frecuencia, por lo que nos inclinamos a pensar mas bien en un estilo
cognitivo, reflejo de un estado momentaneo o parte de la secuencia de comprension .

En lo que parece un estilo cognitivo sorprende la persistencia de las dificultades
asociadas a los cuadrados unitarios de la oreja y el rabo que estd presente en todo el
espectro de edades estudiado.

De la misma manera que la estrategia aditiva descrita por el equipo del CSMS
(Hart et al, 1981) se basa en sumar una cantidad fija teniendo en cuenta el valor a-b en
un problema de razon a/b, en la tarea el perrito se observd una estrategia consistente en
sumar una cantidad fija, teniendo en cuenta que el area final fuese el doble de la del
perrito original.

Implicaciones educativas

Las nociones de razon en semejanza que se usan en la tarea “El perrito” se asocian

a significados diferentes que propician una amplia gama de respuestas. Estas estan



asociadas a una variedad de estrategias, que las usan indistintamente sujetos de un

amplio abanico de edades y de formacién, que va desde el nivel de la Primaria hasta el

nivel superior de los licenciados en matematicas y estudiantes de CAP y doctorado.

Estas actuaciones revelan también una problematica ligada a la forma en que los
sujetos interpretan la tarea, que suele estar fuertemente interiorizada y que no es de facil
eliminacion. Plantearles que estan equivocados y decirles que su respuesta no es la
correcta es insuficiente. No podemos esperar que abandonen su método o modifiquen su
forma de pensar, si no tienen una experiencia frustrante ante la percepcion de que su
estrategia no funciona como ellos creian, por eso una posible estrategia de erradicacion
consiste en mostrar las distorsiones o incoherencias de su respuesta

Una consecuencia evidente es que la ensefianza tradicional en el caso de la razén
en semejanza se revela insuficiente y sus efectos pasan desapercibidos incluso entre
estudiantes que alcanzan un nivel de matematicas superior. Esto pone de manifiesto que
es necesario actuar sobre esta ensefianza para, aprovechando la riqueza del
razonamiento visual, favorecer la construccion de objetos mentales méas cercanos al
concepto de razon en semejanza

Otra consecuencia es que la comunicacion, entre los profesores, los estudiantes, y
los profesores y los estudiantes entre ellos, es compleja y plantea la necesidad de
compartir significados, para evitar los diferentes modos de interpretar un mismo
enunciado, segun las circunstancias en las que sirve y segun la persona que se sirve de
él.

Finalmente, una tercera consecuencia interesante de este tipo de estudios para
avaluar la comprension de las nociones de raz6n y proporcion es que aportan tareas
originales para la instruccion, es decir, tareas que pueden ser utilizadas ademas de para
la investigacion para el trabajo en el aula, .

La tarea presentada aqui muestra un camino para crear situaciones que hagan
emerger las concepciones de los estudiantes, sorprendiendo y provocando el conflicto y
la discusion con sus juicios iniciales, su critica y su correccion.

El reto, para nosotros como profesores, es saber aprovechar esta informacion para
desarrollar una instruccion mas eficaz, insistiendo en aquellos aspectos donde se
esperan fallos, anticipandose a las respuestas y disefiando estrategias para la correccién
de las mismas.
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