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Resum

Les classes de Stiefel-Whitney sén uns invariants topologics dels fibrats vectorials associant
a cada fibrat una tnica classe de cohomologia de ’espai de la base. L’objectiu d’aquest
treball és estudiar les tres maneres d’entendre les classes de Stiefel-Whitney: la definicié
axiomatica, la construccié com a classes caracteristiques i la construccié directa mitjancant
I'isomorfisme de Thom, per a després vore que sén equivalents. A més, vorem importants
aplicacions a la topologia i a 1’algebra.

Abstract

Stiefel-Whitney classes form a topological invariant for vector bundles, taking each bund-
le to a unique cohomology class of the base space. The goal of this project will be to
study the equivalence between three interpretations of Stiefel-Whitney classes: the axi-
omatic approach, the construction as characteristic classes and direct construction using
Thom’s isomorphism. Furthermore, we will see some important applications on topology
and algebra.

Resumen

Las clases de Stiefel-Whitney definen un invariante topoldgico de los fibrados vectoriales
asociando a cada fibrado una tinica classe de cohomologia del espacio de la base. El objetivo
de este trabajo es estudiar las tres maneras de entender las clases de Stiefel-Whitney: la
defincién axiomatica, la construccién como clases caracteristicas y la construccion directa
mediante el isomorfismo de Thom, para después ver que son equivalentes. Ademads, veremos
importantes aplicaciones a la topologia y al algebra.
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Introduccio

Les classes de Stiefel-Whitney sén uns invariants topologics dels fibrats vectorials associant
a cada fibrat una tunica classe de cohomologia de I’espai de la base. Encara que dificil de
definir com ja vorem més tard, tenen gran interés ja que s’han pogut aplicar de formes
variades i sorprenents:

e Un dels primers problemes per als quals es van aplicar va ser el problema de la
immersié. Aquest consisteix en trobar la menor k tal que existeix una immersié d’una
varietat M de dimensié n a R"**. Whitney va provar que si era compacta k < n— 1,
ara bé mirant la classe de Stiefel-Whitney del tangent dels espais projectius RP?" es
comprova que aquesta fita és exacta i per tant no es podria millorar en general.

e Altre problema és 'existencia d’algebres de divisié reals, una qiiestié purament alge-
braica. Doncs, les classes de Stiefel-Whitney ens proporcionen un criteri per saber
si una varietat diferenciable no és paral-lelitzable. Es pot demostrar que si existeix
un algebra de divisié en R” (no necessariament associativa) aleshores RP"~! és pa-
ral-lelitzable. Amb aixd, Whitney va donar la primera demostracié! que no existeixen
algebres de divisié reals més enlla dels octonions. Un teorema d’algebra provat amb
tecniques de topologia.

e Amb les classes de Stiefel-Whitney i la classe fonamental d’homologia es defineixen els
nombres de Stiefel-Whitney, amb aquestos es soluciona el problema del cobordisme
de comprovar si dos varietats diferenciables compactes de la mateixa dimensié sén
vora d’una varietat diferenciable amb vora de dimensié superior. Aix0O passara si i
només si els seus nombres de Stiefel-Whitney sén iguals.

A banda de moltes altres aplicacions com en teoria K, teoria de l’obstruccié, teoria de
singularitats...

L’estudi de les classes caracteristiques comenca a fer-se en 1935 per Hassler Whitney i
Eduard Stiefel de manera quasi simultania pero independent. Stiefel estudiant els camps
vectorials sobre el tangent de S™ va considerar unes classes d’homologia “caracteristiques”.

ISimultaniament, de forma independent i també gastant la topologia algebraica Michel Kervaire va
arribar a la mateixa conclusié.



Whitney considerava el fibrat arbitrari d’'una esfera i va definir un homomorfisme entre
grups d’homologia que intuia la correspondencia de les classes, ja en 1937 va gastar la
recentment inventada cohomologia per definir les classes caracteristiques de cohomologia i
en 1940 va enunciar el teorema del producte de Whitney.

L’estudi de les classes caracteristiques va ser continuat principalment per Wu Wen-Tsiin i
Chern Shiing-Shen que van provar la majoria de resultats basics i amb I'estudi del calcul
de Schubert de lescola italiana i les aportacions de Lev Potrjagin es va donar forma a la
teoria de les classes caracteristiques (per a més informacié sobre la historia vore [Die89]).

L’objectiu d’aquest treball és estudiar les tres maneres d’entendre les classes de Stiefel-
Whitney, la definicié axiomatica, la construccié com a classes caracteristiques i la cons-
truccié directa mitjancant l'isomorfisme de Thom, per a després vore que les tres sén
equivalents. L’estructurarem de la segiient manera:

1. El primer capitol es centrara en definir els fibrats vectorials i provar que el Grassman-
nia infinit és un fibrat universal amb el qual poder definir classes caracteristiques.

2. El segon capitol tractara de construir la maquinaria técnica de cohomologia ne-
cessaria, provar l'existencia de l’isomorfisme de Thom i definir les operacions de
quadrats de Steenrod.

3. Al tercer capitol definirem ’axiomatica de les classes de Stiefel-Whitney, provarem
que unes classes de cohomologia definides amb I'isomorfisme de Thom i les operacions
de quadrats de Steenrod satisfan ’axiomatica anterior i vorem que defineixen unes
classes caracteristiques.

Finalment vorem algunes aplicacions immediates i algunes aplicacions classiques, en parti-
cular les tres primeres que hem citat al principi de la introduccié.

En la mesura del possible hem intentat desenvolupar tots els conceptes i definicions de
manera que tot lector amb el nivell de coneixement del grau puga seguir els raonaments, a
pesar de I’amplaria de requeriments tecnics necessaris per fer algunes de les construccions.



Capitol 1

Fibrats Vectorials

La motivacié d’aquest capitol és primerament definir els fibrats vectorials reals i vore alguns
exemples i propietats elementals, en particular construir el Grassmannia finit com a varietat
diferenciable i definir el fibrat tautologic sobre el Grassmannia.

Finalment definirem la nocié de fibrat universal, definirem el Grassmannia real infinit
i provarem que per als R™-fibrats vectorials amb una base paracompacta i Hausdorff el
fibrat tautologic sobre el Grassmannia infinit és un fibrat universal. Aquest capitol hem
gastat com a referéncia principalment [MS74], les seccions 1.1, 1.2 1 1.3 als capitols (2), (6)
i (31 6) respectivament.

Nota 1.1. Per a aquest capitol es gastaran alguns conceptes sobre varietats diferenciables
amb els quals s’assumeix que el lector esta familiaritzat, no obstant aixo, en cas contrari
pot consultar ’apendix A on trobara les propietats elementals per tal de seguir les demos-
tracions. També es gastara un poc el vocabulari de teoria de categories, el lector que no
estiga familiaritzat es pot referir a I’apendix C.

1.1 Fibrats vectorials

Siga B un espai topologic anomenat com espai base. Aleshores definim:

Definicié 1.2 (Fibrat vectorial topologic real). Un fibrat vectorial real topologic & sobre
B és una aplicacié E = B, complint el segiient:

1. E = E(§) és un espai topologic anomenat espai total.
2. m: E — B és una aplicacio continua, li direm projeccio.

3. Per a cada b € B tenim que 7= 1(b) té estructura de R-espai vectorial. Aquest I’ano-
menarem fibra sobre b i la denotarem Fy(§).

3



4. Per a cada b € B existeir U C B obert, b € U, n € N i un homeomorfisme
0:UxR" = 77 YU) (1.1.1)

de manera que, per a tot b € U, la seccio gp(x) = p(b,x) és un isomorfisme entre
R™ i 7=1(b). Aquesta condicié es coneir com trivialitat local, a I’homeomorfisme
@ com a trivialitzacio local i a 'obert U li direm obert trivialitzant.

Nota 1.3. Li diem topologic per diferenciar del fibrat vectorial suau que es defineix de la
mateixa manera pero afegint les condicions de que F i B sén varietats diferenciables i a
més 7 i les trivialitzacions locals sén suaus.

La distincié de real és per la possibilitat de definir un fibrat vectorial complex exigint que
les fibres siguen C-espais vectorials i el domini de les trivialitzacions siga amb C.

En aquest treball anem a treballar sempre amb fibrats vectorials topologics reals i per
economia del llenguatge els direm simplement fibrats vectorials.

La condicié de ser localment trivial ens assegura que la dimensié de Fj, és localment constant
en funcié de b pero per a la majoria de casos que ens interessen la dimensié sera constant
en tot B, en eixe cas parlarem d’un R"-fibrat si la dimensié és sempre n. Direm que n és
la dimensié o el rang del fibrat.

Anem a vore com podem relacionar dos fibrats els fibrats entre ells.

Definicié 1.4. Considerem dos fibrats ¢ = E(¢) & B in = E(n) ™ B. Un morfisme
de fibrats vectorials és una aplicacio continua f : E(§) — E(n) que de manera que

1. f(Fy(§)) C Frpy(n) per a totb € B.

2. f|F,,(§) és una aplicacid lineal entre espais vectorials.

Notem a més que al ser f lineal entre fibres aixo ens determina univocament una f : B — B’
de manera que fa commutar el segilient diagrama:
f
E(§) —— E(n)
/ (1.1.2)

K K
i

B——— B

A més per continuitat de les projeccions es dedueix que f €és continua. Fent un abis de

notacio escriurem f : & — .

Amb les condicions anteriorment esmentades:

e Si f actua com a monomorfisme entre fibres direm que és un transformacié de
fibrats.



e Si f és un homeomorfisme i actua com a isomorfisme entre fibres direm que és un
isomorfisme de fibrats, a més direm que & i n son isomorfs denotat com £ = n.

De manera natural es defineix la composicié entre morfismes, a més veiem que es pot de-
finir una identitat que a més és isomorfisme. Aleshores, definim la categoria dels fibrats
vectorials, que té com a objectes els fibrats vectorials i com a fletxes els morfismes entre
fibrats vectorials. A falta de trobar bibliografia que la definisca com a tal, la denotarem
nosaltres com a TopBundler. A partir d’aquesta categoria podem definir la subcategoria
7 Bundleg, com la subcategoria ampla amb els morfismes sent només transformacions de
fibrats.

Definicié 1.5. Siga € un fibrat vectorial de dimensid n, si exristeir una trivialitzacio local
que té com a domini B x R", direm que & és un fibrat trivial.

Exemple 1.6. El fibrat trivial canonic sobre B denotat com ep

Si definim F =B xR"in: B xR" — B on 7(b,v) =b amb lestructura d’espai vectorial
donada per

t1(b,z1) + ta(b, z2) = (b, t1z1 + toxa) (1.1.3)

és clar que aquest és un fibrat trivial, el denotem com a e';.
A més, un altre R"-fibrat trivial sobre B és isomorf a ¢';, simplement cal considerar 'iso-
morfisme induit per la trivialitzacié local que compleix que el seu domini és B x R".

Exemple 1.7. EI fibrat tangent 7);.

Donada una varietat diferenciable M de dimensié k, a I'apendix A vam demostrar que era
una varietat diferenciable, gastant 1’estructura suau alla definida i la nomenclatura d’eixa
s podem introduir: m : TM — M de manera que m(v) = «(0) on [a] = v. L’estructura
d’espai vectorial a 7~ !(z) = T, M ’dbvia.

Aplicant la representacié local, amb la notacié de A.26 podem vore que és suau i per tant
continua:

k
wzsoowogbl(u,a):soow(Zaia

5] )) — ol (W) = u (1.1.4)
=1 U

o1
Faltaria demostrar que és localment trivial. Gastant la notacié de A.26, si considerem
Yo : Uy x R™ — V, definida com ¢! o (¢4 X idgn ), és homeomorfisme perque és composicié

d’homeomorfismes. A més, la restriccié és lineal, perque donats x € U, C M, v,w € R”,
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a € R, tenim que:

Ya(z,av +w) = 65 (¢a(2),av +w) =

(avy + wr) + ... + (avy, + wy) 0
a@a ‘:9;10‘1904(37) ! ! 8SOZ gaalogoa(x)
a <v ? +...+v 9 > +w 9 +...+w
= 1 —— —_— 1 =— .. =
904 |, " opn |, 904 |, " opn|,

= atho(x,v) + VYo (x,w) (1.1.5)

Per tant és localment trivial. Notem que no només hem demostrat que continuitat sind
també suau, aquest és de fet un fibrat vectorial suau.

Exemple 1.8. El fibrat normal v d’una subvarietat diferenciable M C R"™.

Si considerem E C M x R" el conjunt dels parells (z,v) on z € M i v € T,M~*. Aleshores
podem definir:
:E—M, w(z,v)=z = Yz)={z}xT,M" (1.1.6)

amb {z} x T, M+ amb l'estructura d’espai vectorial donada per:
tl(IL‘,Ul) —I—tQ(IL‘,UQ) = (m,tlvl —I—tz’Uz) (1.1.7)

Es clar que 7 és continua per ser projeccié només falta comprovar la condicié de trivialitat
local. Aquesta la comprovarem més endavant a I’exemple 1.36.

Exemple 1.9. El fibrat tautologic . sobre RP™.

Amb pla projectiu real RP™ := S™/(—x ~ z) amb la topologia com a quocient de S™ C
R™*1 definim 7! de la segiient manera:
Triem E(v)) = {({£z},  \z) € RP" x R"*1/ X\ € R, {#x} € RP"} i definim

m: B(y)) = RP" n({*z},v) = {z} (1.1.8)

aleshores 71 ({#x}) = {({&x}, \z)/ A € R} li podem donar 'estructura d’espai vectorial
com als exemples anteriors. La continuitat de m és trivial per ser una projeccié, queda
demostrar que és localment trivial.

Siga U C S™ un entorn obert de z € S™ de manera que no conté cap parell de punts
antipodals i siga V' la projeccié de U sobre el quocient. Aleshores definim:

0: VxR —=a Y V), o{xz},t) = ({xz} tzx) (1.1.9)

Ara que ja coneixem uns pocs fibrats anem a continuar estudiant la seua estructura i
propietats.
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Definicié 1.10. Direm que s : B — E(§) és una secci6 si és una funcié continua de
manera que o s(b) = b, és a dir, s(b) € Fyp(§).

Direm que s és no nul-la si s(b) és diferent de Op,¢) per a tot b € B. Si & és el fibrat
tangent d’una varietat diferenciable una seccio rebra el nom de camp vectorial.

Exemple 1.11. Sin és senar aleshores S™ admet un camp vectorial no nul.

Per I'exemple A.25 tenim que 7,58" = (21, ..., )" aleshores si considerem

v(x) = (T, —T1, T4, —T3, ey Tpt1, Tn) (1.1.10)
Aquest és un camp vectorial no nul.
Teorema 1.12. El fibrat v} sobre RP™ és no trivial per an > 1.

Demostracié. Es clar que donat B un espai topologic aleshores 5}9 té una seccié no nul-la,
simplement s(b) = (b,1). El que anem a demostrar és que de fet 7. no admet cap seccié
no nul-la i per tant no poden ser isomorfs. Siga

s:RP" — E(7}) (1.1.11)

. . . . .2 D, . . . s
una seccié qualsevol, i considerem la projeccié S™ = RP". Aleshores existeix una funcié
continua ¢ : S™ — R tal que

sop(x) =s({£zx}) = {£z}, t(z)x) (1.1.12)

Com que s és una seccié tenim que s o p(x) = s o p(—=z), aleshores —t(—z) = t(x) i per
tant tenim que ¢ és una funcié senar. Com a conseqiiencia del teorema de Borsuk-Ulam
(vore el corol-lari A.27) en tenim que existeix z¢ € S™ de manera que t(z¢) = 0 i per tant
s({zo}) = ({£x0},0), aleshores la seccié no és no nul-la i per tant ~. és no trivial. O

Definicié 1.13. Direm que les seccions s1, ..., S, son independents si per a cada b € B
els vectors s1(b), ..., sn(b) son linealment independents. Si només n’hi ha una li exigirem
que siga no nul-la.

Lema 1.14. Siguen £ i n fibrats vectorials sobre B i siga f : E(§) — E(n) una funcid
continua de manera que actua com a isomorfisme entre Fy(§) i Fy(n). Aleshores f és un
isomorfisme i € = n

Demostracid. Siga by € B, siga g : U x R® — 77 1(U) una trivialitzacié local de ¢ i
h:V xR" = 7, }(V) una trivialitzacié local de 1, de manera que by € U N'V. Aleshores
si demostrem que h='o fog: U x R® — V x R” és homeomorfisme ja el tindriem.

Si definim h=1(f(g(b,x))) = (b,y), com que f era isomorfisme lineal entre F,(£) i Fy(n)
tenim que y es pot expressar com:

n

vi=>_ fij(b)z; (1.1.13)

=1
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amb f;;(b) una matriu real n x n invertible, a més f és continua per tant f;;(b) canvia de
manera continua. Ara veiem que la inversa siga continua, si considerem la matriu inversa
definida per Fjj;(b), tenim que és continua component a component ja que l'operacié les
entrades depenen de manera continua de f;;(b) i el calcul de la inversa per Crammer. Per
tant si definim:

n

i=1
sabem que és continua i per tant tenim que (¢! o f~! o h)(b,y) = (b,x) és continua,
QED O

Teorema 1.15. Un R™-fibrat £ és trivial sii admet n seccions independents.
Demostracio. (<) Siguen s, ..., s, seccions independents de £. Definim la funcié:

fi BxR" — E
(1.1.15)
(b,x) +—— x151(b) + ... + Tpsn(b)

Per definicié les seccions sén continues i per tant f és continua i és clar per a cada fibra de
el actua com a isomorfisme sobre les fibres de £. Com a conseqiiencia del lema 1.14 tenim
que f és isomorfisme i per tant & és trivial.

(=) Suposem que £ és trivial i per tant existeix una trivialitzacié local definida en tot B
h:BxR"— E(£). Si definim:

si(b) := h(b,e;) € Fp(€), e =(0,...,0,1,0,...,0) (1.1.16)

Es clar que s; és continua i que a més sén independents entre elles pel fet que h actua como
isomorfisme entre R™ i les fibres.

O]

Exemple 1.16. El fibrat normal d’una esfera és trivial. Sabem que 7,.S™ = {z}* és clar
que v(x) = x és una secci6é no nul-la i al ser de dimensié 1, per la proposicié anterior és
trivial.

Definicié 1.17. Si M és una varietat diferenciable i el fibrat tangent Tp; és un fibrat tri-
vial, aleshores direm que M ¢és paral-lelitzable.

Exemple 1.18. Si M C R" un obert, aleshores TM = M x R™ és trivial i per tant, M és
paral-lelitzable.



Exemple 1.19. Les varietats S' i S sén paral-lelitzables.

Aplicant la proposicié d’abans podem considerar S!, com a seccié s(x) = (z, (—x2, 1)) és
no nul-la i dim S' = 1 tenim que el fibrat tangent és trivial i per tant S' és paral-lelitzable.
Al cas de S3 considerem:

s1(x) = (—w2, 1, —4,x3)

so(x) = (—ws3, 24,21, —22) (1.1.17)

s3(x) = (=4, —13, 72, 21)

Es clar que sén no nulles i al fer el producte escalar usual de R* es comprova que com a
vectors sén ortogonals i per tant linealment independents per a tot z € S3.
Exemple 1.20. S C R™*! no és paral-lelitzable, per a n > 2 si n és parell.

Anem a dividir la prova en dos passos, primer que si S admet un camp vectorial no nul
aleshores 'aplicacié antipodal és homotopica a la identitat.
Suposem que S™ admet un camp vectorial no nul aleshores considerem:

F: S"x[0,71] — S"

(z,1) —>  xcos(t) + s g gllsm(t) (1.1.18)

Vejam que esta ben definida, per aixd recordem que T,S™ = {z}* i per tant = - s(z) = 0
per a tot x € S™:

— (& 2)eost(t) + (5(2) - 2) () + (2 s@)() + s(ﬂx;g)smg“) -

§%(t) + sin*(t) =1 (1.1.19)

Per tant esta definida i és trivial que és una homotopia entre idgn 1 —tdgn.
Ara bé si n és parella aleshores 'aplicacié antipodal és homotopica a la reflexio

T(l’l,...,l'n) = (—xl,xg,...,xn+1) (1120)

que té grau -1 i per tant l’aplicacié antipodal té grau -1 i no pot ser homotopica a la
identitat (comparar amb [GP74, Capitol 2, secci6 3)]).

Sin és parella, definim r; i 6; com les coordenades polars de (z;, z;4+1) i amb aix0 considerem
I’homotopia:

F: S"x[0,1] — &"

(x,t) — (=1, m9c08(tm — O3), 981N (03 — t70), ..., 08 (tT — O, rysin(6, — tw)
(1.1.21)
Aquesta té sentit perque n + 1 és senar. Per propietats elementals de la trigonometria es
comprova facilment que esta ben definit sobre S™ i que F(x,0) = r(x) i que F(x,1) = —idgn

9



1.1.1 Fibrats Vectorials Euclidians

La majoria de fibrats que anem a estudiar resulta que les fibres sén espais euclidians, aixo
ens dona unes propietats interessants que ens seran 1tils per a treballar sobretot als fibrats
derivats de varietats.

Recordem rapidament el concepte de metrica euclidiana.
Siga V un R-espai vectorial i p: V' — R direm que p és quadratica si existeixen l;, I} : V —
R, i=1,..,dim(V) funcions lineals de manera que:

nw) = 3 L)) (1.1.22)
A partir d’aquesta podem definir el producte:
1
vew = E(u(v +w) — pv) — pw)), v,weV (1.1.23)

es comprova que - és una forma bilineal i simétrica, a més direm que si p(v,v) > 0 és
definida positiva.

Definicié 1.21. Un espai vectorial euclidia és un espai vectorial real V' i una funcio
quadratica definida positiva p : E(§) — R tal que la restriccid de v a cada fibra és definida
positiva © quadratica. p rebra el nom de métrica euclidea.

Exemple 1.22. Al cas d’un fibrat tangent 7p; d’una varietat diferenciable una metrica
euclidiana p : TM — R és diu metrica riemanniana i el parell de M i la metrica es diu
varietat riemanniana, aquestes sén un dels objectes d’estudi de la geometria diferencial.

Exemple 1.23. El fibrat trivial €% es pot definir en la metrica euclidiana
b, z) =+ ... 422 (1.1.24)

Exemple 1.24. Pel teorema d’encaix de Whitney tota varietat diferenciable es pot con-
siderar com a subvarietat de RY per a algun N € N suficientment gran, és a dir, TM <
TRYN = RN, Com que el tangent de R és trivial, podem dotar de una metrica riemanniana
a qualsevol varietat al considerar I'heretada de RN

Teorema 1.25. Siga £ un fibrat trivial de dimensio n sobre B iy una meétrica euclidiana
sobre & Aleshores existeizen n seccions que son ortogonals en el sentit que

Si<b)8j(b) = (51']', Vbe B (1.1.25)

Demostracio. Es trivial sii admet sy, ...,s, seccions independents, si apliquem 1’algoris-
me d’ortonormalitzacié de Gramm-Schmidt obtenim s, ..., s}, seccions ja que el procés és
continu i a més resulten ser una base ortogonal de Fy(§). O
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1.1.2 Grassmannia i fibrat tautologic

Anem a vore un exemple de fibrat vectorial especial que cobrara gran importancia durant
tot el treball.

Definicié 1.26. Definim el Grassmannia, G(n,k), on n,k € N, com al conjunt dels
espais vectorials de dimensié n o R"*1. Es o dir,

G(n, k) :=={V <R"™/ dimV = n} (1.1.26)

Anem a vore que aquest és una varietat diferenciable i per a aix0 primerament anem a
dotar-lo d’una topologia.

Primerament definim un n-marc en R"** com una n-tupla de vectors linealment indepen-
dents de R™*. Si considerem R™™* x ... x R*™* el conjunt de tots els n-marcs en R*+%
és un subconjunt obert en R"* que es coneix com la varietat no compacta de Stiefel
i la denotarem com a

Vi (RTF) (1.1.27)

El subconjunt de la varietat no compacta de Stiefel donat pels n-marcs ortonormals es
coneix com a varietat de Stiefel.

VOR™MFY C V;, (RHF) (1.1.28)
Per definicié de Grassmannia és clar que podem definir la funcié:
q: Vo(R") = G(n, k) (1.1.29)

que a cada n-marc li fa correspondre el subespai generat per eixos vectors. Definim la
topologia de G(n, k) com la minima topologia de manera que g és una aplicacié continua.
Es a dir U C G(n, k) és obert sii ¢~*(U) és obert.

Notem que si restringim ¢ a V2(R"**) obtenim una aplicacié gy := qlvomn+ry que ens
permet identificar la varietat de Stiefel amb el Grassmannia. Les dos maneres ens donen
la mateixa topologia obtenint el diagrama commutatiu:

Vi, (Rn+k> Gramm—Schmidt V,? (Rn+k)

N % (1.1.30)
G(n, k)

Com que VO(R™F) és compacte, ja que VO(R"HK) < gntktl yom) s gntktl per tant
fitat i tancat, ja que si tenim una successié de n-marcs ortogonals {((vi)i_;)k}3>q, per la
continuitat del producte escalar:

lim <of,of >=1, lim <of,0f >=0, i#j (1.1.31)

k—o0 k—o0

YEn alguns llibres G(n, k) fa referéncia al conjunt d’espais vectorials de dimensié n en R amb k > n
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Per tant és tancat per successions. Aleshores com que ¢y és continua i
go(V) (R™)) = G(n, k) (1.1.32)
tenim que G(n, k) és compacte.

Teorema 1.27. El Grassmannida G(n, k) és una varietat diferenciable de dimensio nk i és
un espai normal.

Per a aquesta demostracié hem gastat com a referéncies [Leel2, Exemple 1.36] i [MS74,
Lema 5.1].

Demostracid. Siga X € G(n,k) aleshores tenim que X @ X+ = R"**  Si considerem
T : X — X1 una aplicacié lineal qualsevol, aleshores la grafica, ens indueix un espai
vectorial:

NT)={(z,Tz)/r e X} »Tr:={x+Tz/x € X} (1.1.33)

Es clar que I'r < R"* de dimensi6 k i a més, T'r N X+ = {0}.

Per altra banda, considerem les projeccions ortogonals m; : R"t% — X i 1y : R*F — XL
Siga Y < R"** tal que Y N X+ = {0}, aleshores tenim que 71(Y) = X. Com que 7
és sobrejectiva i lineal 1 dim X = dimY tenim que m|y és isomorfisme. Donat y € Y,
per ser X & X+ = R"* existeixen z € X i w € X+ tals que y = = + w aleshores
mly'(z) =y =2 +w on w € X*. Podem definir:

7r|71
Ty: X 2% ycorete Xy

(1.1.34)
r — xr +w _— w
Es clar que aquesta esta ben definida, és lineal i a més
Tp, ={z+Tyz/z € X} ={z+w,/z c X} =Y (1.1.35)

El conjunt Ux C G(n, k) dels Y < R™* espais vectorials tals que Y N X+ = {0} és obert
en G(n,k). Acabem de demostrar que ¢x : Ux — Hom(X,X1), ¢x(Y) = ', és una
bijeccié. Ara bé podem identificar Hom(X, X*) amb R™ de manera que si provem que
¢x és homeomorfisme tindrem que el podem gastar com a carta.

Primer mirem si ¢ és continua, fixem una base ortonormal de R"** {x1, ..., 2,41}, de mane-
ra que {1, ...,2,} és base de X i {&py1,..., 2pqk} és base de X+. Per definicié de la topo-
logia de G(n, k) tenim que ¢ és continua sii ¢x oq : V;,(R™™*) — Hom(X, X 1) és continua.
Donat Y € Ux existeixen {uy, ..., u,} € V,,(R*™*) tal que q(u1,...,u,) = Y. Aquestos vec-

tors els podem escriure en la base que hem fixat {Z?:lk aij(ur)xj, ..., Z?;k nj (un)x]}
mly Y 5> R L X —rm|y =m0y (1.1.36)
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1y és simplement un canvi de base de la base uy,...,u, a la base de x1, ..., Tptk, per tant
podem escriure’l en forma matricial:

aii(ur) - ayptr(ur)
mily =moiy = (In | Opxr ) : : =11 A(u) (1.1.37)

an,l(un) o Anondk (un)

On II; és la primera matriu i A(u) la segona. Analogament,

ai,i(ur) -+ arpyr(ur)
Toly = mp0iy = ( Opxn | Ix ) : : = Iy A(u) (1.1.38)
an,l(un) o Apontk (un)
I per tant
bx 0 qur, ..y upn) = maly o m |yt = (Mo A(u)) (T A(u)) (1.1.39)

Ara bé com que a;j(u) depén continuament de u, el producte de matrius és continu i regla
de Crammer és continua també per tant tenim que ¢x o g(u) és continua. Aleshores ¢x és
continua.

Si considerem ¢~! : Hom(X, X+) — Ux, donat T considerem el pla generat pels vectors
yi =x; +Tx; i = 1,...,n és clar que y; depén de forma continua de 71" i per tant Y = I'p
depén continuament de 7. Per tant, ¢x és un homeomorfisme.

Sén compatibles les cartes? Siguen X, Xg € G(n, k) i siguen U, = Ux, i Ug = Ux,
definits com abans. ¢; := ¢y, : (X;,G(n,k)) — R i = a, 3 les cartes associades que hem
definit abans. Anem a vore que ¢, oqﬁgl : (pp(Xa), R™) — R"* és suau. . Siga 21, ..., Tnrk
i U1,...,Unqr les bases associades de R™*, de manera que {z1,...,xn} és base de X, i
{Y1, .-, yn} és base de X5 on P71 és el canvi de base entre les dos. Donat B € ¢5(Un,NUp)
velem que podem identificar

[(B) — V:=¢;(B) =< uyi + By1, ..., Yyn + Byn > (1.1.40)

Aleshores {v1 = P~ (y; + By1), ..., vn = P~ (yn + By,)} és una base de V expressada en
termes de la base {z1, ..., Tp1+k}-

Tenim que B’ = qﬁa(d%l(B)) = ¢o(V) = 75|y o (7¢]y)~L. Com que ja en tenim una base
de V en la base {z1,..., Zp+1}, seguint la nomenclatura matricial que hem gastat a 1.1.37
i1.1.38, B = (N2 A(v1, ..., vn)) (1 A(v1, ..., vy)) 7L i per tant:

—1
ari(v) o arpyk(vi) ar1(vi) o arppk(vi)

B =TI, : : I,
an,l(vn) t an,n—i—k(vn) an,l(vn) T an,n—i—k(vn)

1.41)
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Com que v; = P~(y;+ By;) és clarament suau respecte de les components de B, tenim que
a;j(vj) és suau respecte de les components de B i a més el producte i la regla de Crammer
sén funcions suaus podem concloure que B’ és diferenciable respecte de B. Per tant qﬁaod)gl
és suau, raonant igual obtenim que la inversa és suau i per tant és un difeomorfisme.

Es 2AN? Com que G(n,k) és compacte al considerar el recobriment {Ux}xec(nk) per
oberts existira un subrecobriment finit {Ux,}? , i cadascun d’eixos és homeomorf a R™
com que R™ és 2AN, siga B = {A;}ien la base d’oberts numerable, aleshores B' =
{67 (A) bien U ... U {7 (A;) }ien és una base d’oberts numerable de G(n, k).

Es Hausdorff perque donats X,Y € G(n,k) podem trobar P € G(k,n) de manera que
X NP ={0} =Y NP, aleshores Y, X € Up. l'obert trivialitzant de P+, com que Up. és
homeomorf a R™ que és Hausdorff, podem trobar dos oberts que separen a X i Y. Per
tant, G(n, k) és una varietat diferenciable de dimensié nk. Notem que al ser compacta en
particular és paracompacta, a més és Hausdorff aleshores per la proposicié B.6 tenim que
és normal. O

Ens adonem que el cas particular G(1,k) = RP*, igual que vam definir el fibrat ’y,}: sobre
RP*, definim el fibrat tautologic sobre G(n, k)

A (R™HF) (1.1.42)
Primerament definim ’espai total:
E(™(R"*) = {(V,v) € G(n, k) x R"F /v € V} (1.1.43)

La topologia que li donem és la del producte, definim la projeccié 7 : E — G(n, k) com
a m(V,v) =V que és continua per ser una projeccié de un producte. L’estructura d’espai
vectorial, és la del subespai t1(V,v1) + ta(V,v2) = (V, t1v1 + tava).

Proposicié 1.28. El fibrat tautologic v, (R™*) sobre G(n, k) és localment trivial

Demostracié. Siga X € G(n,k) i U 'entorn obert que hem gastat en la demostracié de
la proposicié anterior, com que X és difeomorf a R", és indiferent que el domini de la
trivialitzacié siga U x X, aleshores podem definir directament:

h: UxX — 7 YU)
(1.1.44)
(Y,2) — (Y,p'(y))

on p : R"* — X ésla projeccié sobre X. Raonant com a la proposicié anterior ens adonem
que A(Y,z+T(Y)z) que per la demostracié de anterior proposicié sabem que és continua.
A més, la inversa ve donada per h=1(Y,y) = (Y,p(y)) que és continua per ser la projeccié
una aplicacié continua. O

Per tant tenim que el fibrat tautologic és un fibrat vectorial.
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1.2 Construcci6 de fibrats i suma Whitney

A la seccié anterior hem definit els fibrats vectorials, el que anem a vore en aquesta secci
és com relacionar fibrats i crear-ne nous. En particular la suma Whitney sera especialment
important ja que es necessita per al tercer axioma de les classes de Stiefel-Whitney.

Restringir la base d’un fibrat

Suposem que tenim el fibrat § definit per 7 : E' — B si considerem B C B, podem definir
E = n7}(B) ilaplicaci6 # = 7| ;. El que obtenim és un fibrat vectorial anomenat restriccié
de ¢ a B i denotat com €l Es clar que Fy(&|5) = Fp(§) per a tot b e B.

Exemple 1.29. Siga M una varietat diferenciable i N subconjunt obert de M, aleshores
tenim que 7 = Tp|N-

Exemple 1.30. Siga & un fibrat vectorial i U un obert trivialitzant de £ aleshores &|y és
un fibrat trivial.

Ens adonem que estem en el cas en que tenim 'aplicacié ¢ : B < B, pero que passa si
tenim una aplicacié qualsevol? Aixo ens du al segiient apartat:

Fibrats induits

Siga € un fibrat de la forma 7 : £ — B, f : X — B una aplicacié on X és un espai
topologic. Aleshores definim el fibrat induit

1 (1.2.1)
Definim l’espai total:
E* = {(w,¢) € (X, B)/ [(x) = ()} (1.2.2)
Definim 7* : E* — X com a m(x,e) = x. Aleshores, a partir del segiient diagrama:
«
Fr— F
’T*i l,r (1.2.3)
x 1.8

podem definir f (z,e) = e, aleshores el diagrama sera commutatiu, perque ( f)(x, e) =
n(e) = f(x) = n*(z, ). Definim Pestructura d’espai vectorial de 7~!(b) com solem fer:

tl(x,el) +t2(.’£,62) = (b,t161 —i—tgeg) (1.2.4)
Aleshores f actua com a isomorfisme entre Fy(f*€) i Fp(z)(§)-
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Ens queda provar que és localment trivial, donat ¢ : U x R® — 771(U) una trivialitzacié
local de & podem definir U* = f~1(U) i:

v U xRY — (7%)"Y(U)
(1.2.5)
(z,0) = (b o(f(z,v)))

Com que ¢ és una trivialitzacié local és clar que ¥ també ho és i per tant f*¢ és localment
trivial.

El diagrama commutatiu d’abans, és igual al de la definicié de morfisme de fibrats aleshores
que passa si en comptes de f : X — B en tinguérem f : E(n) — E({) una transformaci6
entre fibrats? Anem a vore quina relacié en té amb el fibrat induit.

Proposicié 1.31. Si f : E(n) — E(§) és una transformacid de fibrats sobrejectiva, i g és
Uaplicacio induida per f de manera que commute amb les projeccions, aleshores

n= g (1.2.6)
Demostracié. Definim 'aplicacié:

h:  E(m) — E(g*¢) o)
1.2.
e+ (m(e), f(e))

on 7 és la projeccié de n. Tenim que h és continua perque cada component és continua i a
més com que f actua com isomorfisme h també. A més, per definicié de ¢*¢ tenim que és
bijectiva per tant pel lema 1.14 tenim que h és homeomorfisme i per tant n = g*&. O

Producte Cartesia

Si tenim dos fibrats vectorials 1, &2, definits com 7; : E; — B; i € {1,2} aleshores podem
definir el fibrat producte cartesia

&1 X & (1.2.8)

Aquest el definim mitjangant:

T X 79! E1 XE2 —)Bl XBQ (129)
cada fibra (71 x7m2) "1 (b1, b) = Fy, (£1) X F, (£2) té estructura d’espai vectorial del producte
d’espais vectorials. Aleshores &1 X & és clarament un fibrat vectorial, ja que la condicié de

trivialitat local es comprova de manera immediata.
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Suma Whitney
Considerem dos fibrats vectorials &1, & sobre B i l'aplicacié A : B — B x B, amb A(b) =
(b,b). Aleshores definim la suma Whitney com:

£ ® & =d" (& x &) (1.2.10)

Per definicié E(& @ &2) = {(b,e1,e2) € (B, E1, E2)/ (m(e1),m2(e2)) = (b,b)} i aleshores
7 H(b) x Tt (b) = Fy(€1) x Fy(&2) = Fy(&1) @ Fy(&2). Per tant,

Fy(§1 @ &) = Fy(&1) @ Fi(&2) (1.2.11)

Definicié 1.32. Siguen £ i n fibrats vectorials sobre B tals que E(§) C E(n), tals que
Fy (&) < Fy(n), aleshores & és un subfibrat de n i el denotem com a & C ).

Lema 1.33. Siga n un fibrat vectorial i £1,&2 C n tals que Fyp(n) = Fy(&1)® Fp(&2) aleshores
n=& @&

Demostracid. Definim

fr E&Go&L) — En)
(1.2.12)
(b, 61,62) —> e1+ e

Es continua i actua com isomorfisme entre fibres per tant pel lema 1.14 és un isomorfisme.
O

Corol-lari 1.34. Siguen &1, ..., &, fibrats sobre una base B aleshores, &1 X ... X &, €s isomorf
a (&) ® ... &7, (En)

Aleshores si tenim dos subfibrats de manera que la fibra del total és la suma directa de les
fibres tenim que el fibrat és isomorf a la suma Whitney pero que passa si tenim només un
fibrat? Podriem d’alguna manera trobar un subfibrat que actue com a complement?

Complement Ortogonal

Si n és un fibrat amb una metrica euclidiana, i £ C 1 anem a construir el complement
ortogonal de &:
¢t (1.2.13)

Com que 7 té una metrica euclidiana, donat F,(£) < Fy(n) podem definir Fy(¢t) =
(Fy(€))* a partir del complement ortogonal i I’espai total com E(£1) C () com a unié de
les fibres Fy(£41).

Teorema 1.35. E(&1) és Uespai total d'un subfibrat & Cnia mésn = €@ EL.
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Demostracio. Per definici6 és clar que Fy(n) = Fy(€) @ Fp(¢4). Voldriem aplicar el lema
1.33, aleshores només cal comprovar que &+ és un subfibrat de 7, si definim com a projeccié
7' = T|pe1y és clar que és continua i que 7' (Fy(€1)) = b, estructura d’espai vectorial ve
donada per la del complement ortogonal, per tant només caldria comprovar la condicié de
trivialitat local.

Siga by € B i U un entorn obert de by suficientment xicotet com per a que siga trivialitzant
per a & in. Aleshores £|y 1 1|y, sén trivials pel teorema 1.25 existeixen 1, ..., S 1 87, ..., 8,
seccions ortonormals de &|¢7 1 |y respectivament, amb m i n les dimensions respectives.
Definim la matriu:

Mij = Si(bo) . S;(bo) (1214)

Sabem per algebra lineal que aquesta matriu té rang m, aleshores fent una reordenacié dels
5; podem assumir que les primeres m columnes sén linealment independents.

Com que el determinant és una funcié continua sabem que existeix V' C U entorn obert de
by de manera que les primeres m columnes continuen sent linealment independents. Com

a conseqiiéncia les seccions sy, ..., Sm, Sh, PR sh de n|y sén independents. Si apliquem

I'algorisme d’ortonormalitzacié de Gramm-Schmidt a aquestes obtenim s1, ..., $m, S5, 41, 5

seccions ortonormals de n|y. Amb aixo definim Iaplicacié:

o: E(VxRY™) — E(Y)
(1.2.15)
(b, x) — a1, (D) + .+ Ty (b)

Aquesta és continua per ser continues les seccions i a més si fixem b és un isomorfisme

lineal per ser 7, (b)), ..., s (b) una base de Fy(£)*. A més es comprova a simple vista que

e~ (e) = (m(e), (e sy (7(€)), ooy e - i(m(e)))) (1.2.16)

és la seua inversa i també és continua. Aleshores ¢ és un homeomorfisme, per tant £ és
localment trivial i per tant un fibrat. Pel raonat abans hem acabat la prova. O

Exemple 1.36. Siga N varietat diferenciable, M subvarietat de N, sabem que per ser va-
rietat diferenciable N podem donar-li una metrica riemanniana. Sabem també pel principi
de la seccié que Tpr = 7n|as. Aleshores podem definir el complement ortogonal T]\J/‘[ C 7N|m
i 'anomenem com a fibrat normal v de M en N, aquest coincideix amb el que hem vist a
la seccié anterior i pel teorema anterior si satisfa la condicié de ser localment trivial que
no haviem verificat. A partir del teorema anterior tenim que esta ben definit i que a més:

™ DV ETN|M (1.2.17)
De forma més general:
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Exemple 1.37. Si tenim una immersi6 entre dos varietats diferenciables f : M — N si N
és una varietat riemanniana. Aleshores df (T M) < Ty(,)N i té un complement ortogonal.
Per tant, al fibrat f*7ry sobre M, li podem aplicar el teorema anterior i obtenim:

N2y @vp, onvp =Ty C ffra (1.2.18)

Exemple 1.38. Si tenim una submersié f : M — N entre varietats diferenciables. Podem
construir el subfibrat £y C 7ps a partir de ker(df,). A més si M riemanniana

TM g,‘@f@f*ﬁ\[ (1.2.19)

Siw/: TM — M és la projeccié de I'espai tangent definim

E(Hf) = U keI‘dfg;7 = W/’E(nf) (1220)
zeM

Tenim que 7 és continua per ser restriccié de continua, que 771 (x) té I'estructura d’espai
vectorial heretada de T'M, per demostrar que és un fibrat només falta vore que és localment
trivial.

Com que f és submersié, en particular té rang constant aleshores pel teorema del rang
constant (Teorema A.19) tenim que existeixen cartes ¢ : (M, z) — (R”,0) i : (N, f(x)) —
(R*¥,0) tals que el representant de f

fo (R0 (R¥,0)

—
(1.2.21)
(U1y ey ttp) > (ugy .. ug)

Es a dir la matriu jacobiana és de la forma (%), aleshores si les funcions coordenades de

¢ sén x1, ..., T, tenim que

0 1, iie{l,.,k
df s < ) E sti €l k) (1.2.22)
x|, 0, siie{k+1,..,n}
Per tant { 82_ } és una base de ker df;, per tant, si U és un entorn obert suficientment
Yl ) i=k+1

xicotet com per a que estiguem en el domini de les cartes del teorema, podem definir:

@: U x R+ — 7 YU)
(1.2.23)

9 o)
(2,01, Unk) = V1 G| et Unk g
T

x
Aquesta funcié és un continua i actua com a isomorfisme entre R"* i ker df,. Finalment
té com a inversa:

1 (4 0 0
® 1 Dpit

4+ ...+ Un—k aigjn

) = (z,v1, ..., Up—k) (1.2.24)

x x

19



que és continua.
Aleshores ky és un fibrat vectorial. A més, pel primer teorema d’isomorfia sabem que
™~ = dfx (T M) = T, M/ ker df,, i per tant si M és riemanniana:

T M = ker df, & Fm(f*TN) = Fx(”f) D Fx(f*TN) (1'2'25)
™ =k ® fTTN (1.2.26)

1.3 Fibrats Universals

Ara que ja tenim ferramentes de sobra per tractar els fibrats anem a per la missié principal

d’aquest capitol és trobar un fibrat universal, és a dir un fibrat vectorial de manera que
)

qualsevol fibrat el puguem “inserir” de manera ‘“Unica” i aleshores poder treballar sobre el

fibrat universal per després “tornar” al fibrat inicial.

A que ens referim al dir de manera “tnica”, aix0 va resultar ser llevat d’homotopia, i aixi

que hem de definir-lo.

Definicié 1.39. Donades f,g : & — n transformacions de fibrats direm que son ho-
motopiques o fibrat-homotopiques, denotat com f ~ g, si existeir

h:E(E) % [0,1] — E(n) (1.3.1)

tal que hy és una transformacio entre fibrats per a tot t € [0,1] i h és continua respecte
de les dos variables. Al igual que [’homotopia en espais topologics [’homotopia de fibrats
defineix una relacié d’equivaléncia.

Amb aquesta definicié podem definir la categoria 7 Bundler, la qual té com a objectes
els fibrats vectorials reals i com morfismes les classes d’homotopia de transformacions de
fibrats, amb la composicié [f] o [g] = [f o g]. Es clar que aquesta és una categoria.

A més si considerem la categoria 7 Bundlegr obtenim un functor Htp : 7 Bundleg —
J€ Bundleg, que deixa els fibrats vectorials invariants i a cada transformacié de fibrats li
associa la seua classe d’homotopia.

Notem que si tenim una subcategoria S de 7 Bundleg li podem aplicar el functor Hip i
obtenim una subcategoria de J# Bundler, que igual que abans tindra els mateixos fibrats
que S pero els morfismes seran les classes d’homotopia, el denotem com Hip(S).

Definicié 1.40. Direm que & és un fibrat universal de S, subcategoria 7 Bundleg, si
& és terminal en Htp(S), és a dir, si per a tot fibrat n € Ob(S) existeix una unica classe
d’homotopia de transformacio de fibrat f :n — €.

Definicié 1.41. Direm que {,n € Ob(.7 Bundler) sén homotopicament equivalents si
son isomorfs en H Bundlegr. Aixo és equivalent a dir que existeizen f € 7 Bundleg(§,n)
i g € I Bundlegr(n,§) tals que:

fog~id,, gof~id (1.3.2)
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Com a conseqiiencia d’aquesta definicié per la proposiciéo C.10 tenim que dos fibrats uni-
versals d’una subcategoria completa sén homotopicament equivalents.

L’objectiu d’aquesta seccié sera trobar-ne una subcategoria de .7 Bundleg de manera que
trobem també el seu fibrat universal.

Recordem que en geometria diferencial es definia I'aplicacié de Gauss a partir d’una 2-
superficie, N : S — 52 que a cada punt li associava el vector normal al pla tangent en
cada punt. De forma més general, si tenim M C R"** varietat diferenciable de dimensié
n definim ’aplicacié generalitzada de Gauss:

g: M — G(n,k)
(1.3.3)
z — T, M

Aquesta aplicacié ens indueix una transformacié de fibrats sobre y*(R"*+*) el fibrat tau-
tologic sobre G(n, k),
fi TM — ~"(R™F)
(1.3.4)
(x,v) — (TyM,v)

Aquesta f indueix com a aplicacié entre les bases que commuta amb les projeccions a g. Si
considerarem la subcategoria de .7 Bundleg donada pels fibrats tangents de les n-varietats
diferenciables de R"** i 4*(R"+*). Tindriem que 7"(R"*¥) és el fibrat universal d’aquesta
categoria (si comprovarem que aquesta aplicacié és tnica llevat d’homotopia).

Encara podem fer-ho més general, anem a generalitzar a espais paracompactes i Hausdorff.

Nota 1.42. A Papendix B tenim algunes definicions i propietats sobre els d’axiomes de
separacio i sobre espais paracompactes i Hausdorff, aquestes cobren especial utilitat en
les proximes pagines de manera que si el lector esta interessat en la deduccié d’aquestes
propietats o no esta familiaritzat amb aquestes definicions pot consultar-les.

Definicié 1.43. Donat un espai topologic normal X direm que la seua dimensié to-
pologica és n € N si n és el menor natural per al qual tot recobriment per oberts té un
refinament de manera que cap punt x € X esta contingut en més de n + 1 oberts del
refinament.

Per la proposicié B.6 sabem que un espai Hausdorff i paracompacte és normal aleshores
té sentit considerar que siga de dimensié finita. En particular, els espais compactes sén
d’aquest tipus.

Teorema 1.44. Donat & un R"-fibrat sobre una base B paracompacta, Hausdorff i de
dimensio topologica finita, aleshores existeix k € N* i una transformacio de fibrats f : & —
A (R™F). En particular és cert quan B és compacta.

Aquesta demostracié junta les idees de [MS74, Lema 5.3] i [MS74, Lema 5.9] per donar
una versiéo més general del primer, que és el cas de que fos compacta.
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Demostracio. Com que £ és localment trivial sabem que existeixen {U;}; € I oberts que
recobrixen B tals que &|y, son trivials per a tot i € I. Com que B és paracompacte i Haus-
dorff podem aplicar el teorema B.9, aleshores existeix {V;};cr refinament obert localment
finit de {U;}ic; amb V; C U; i una particié de la unitat subordinada {)\; : B — [0,1]}ses
de manera que per a cada ¢ € I, existeix un obert W; amb

WiCVi, Ailg, =1, Ailgy, =0 (1.3.5)

Com que la dimensié topologica és finita, dim X = m, podem suposar que {U;}icr és
suficientment fina com per a que donat x € X com a maxim U;,,...,U;  intersequen a x,
és a dir que com a maxim A;, ..., A;,, son no nul-les.

Siga S C I tal que |S| < m i considerem:

U(sS):= {b € B/ E%iél)\i(b) > r%aSX/\a(b)} (1.3.6)

Cada U(S) és clarament obert, a més és trivialitzant perque si i € S aleshores U(S) C
Vi C U; que és trivialitzant. A més, U(S) és disjunt a altre U(S’) amb S’ C I, |S| = |S|
iS#S jaque sien tingueren un punt zp en comu existirien almenys a,b ¢ SN S’ i per
tant tindriem simultaniament que Aq(xo) > Ap(z0) > Ag(7o) que seria una contradiccid.
Per tant si definim,

Aj = Uscr, 151=U (5) (1.3.7)

Es obert unié d’oberts disjunts trivialitzants i per tant Ay, ..., A, sén oberts trivialitzants.
A més, B= ApU...UA,, ja que en un punt com a maxim sén no nul-les m particions de
la unitat, si S = {i1,...,4;} sén els indexs de les particions no nul-les en x aleshores x € A4,
il <m.

Aplicant el teorema B.9 al recobriment { Ay, ..., Ay, }, tenim que existeix un particié de la
unitat subordinada finita (al ser subordinada i el recobriment finit tenim que sera finita
lflparticié). Es a dir, {V/}1 i {W]}]Ly, recobriments oberts de manera que W; c Vi,
V', C Aj i funcions continues:

{mj + X —[0,1]}7L,, tals que Zuj =1, MJ"W; =1, Mj’B\Vj’ =0 (1.3.8)
j=0
Ara siguen hj : 71(A;) — B x R" les trivialitzacions en cada entorn A;, podem definir:
fis B — R"
. 1.3.9)
0 Vi (
e si m(e) ¢ Vj .
pi(m(e)) - p(hjle))  sim(e) € A;
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onp: B xR"— R" és la projeccié. Es clar que f; és continua i també que és un lineal en
cada fibra per ser h; isomorfisme en cada fibra. Definim:

o B© —» ROwOR

(1.3.10)
e (fole),., fm(e))
Aquesta és continua i actua com a monomorfisme entre fibres.
Per tant si definim:
fr B — (RO
(1.3.11)

e (f@'({m(e)}), f()),)
és una transformacié de fibrats. Siga k = (m + 1)n — n = mn aleshores tenim la hipotesi

del teorema. ]

Aquest teorema és prou més fort que 'aplicacié de Gauss generalitzada, es podria com-
provar la condicié d’homotopia, perd veiem que encara tenim un limit el de forcar que la
dimensio siga finita i també esta el problema que la k és diferent per a cada fibrat aleshores
per definir el fibrat universal tenim que afitar les dimensions topologiques. Si poguérem fer
tendir la k a infinit segurament podriem fer el mateix procés per a tots els fibrats Hausdorff
i paracompactes. Aixo és el que anem a fer en la seccié segiient.

1.3.1 Grassmannia infinit

Siga R* el conjunt de les successions {z;}?°; C R que sén sempre 0 llevat d’un nombre
finit de x;, és clar que té estructura de R-espai vectorial de dimensié infinita. A més, si
fixem un k es pot identificar de forma natural el subespai:

{(z1,....,25,0,0,...) /z; € Ri=1,....k} 2 R (1.3.12)
Aleshores, observem que R! ¢ R? C .... i la unié de tots sera R*®. Anem a definir el
Grassmannia sobre aquest espai vectorial.
Definicio 1.45. La varietat topologica del Grassmannia infinit
Gp = Gr(R®) :={V <R*/ dim V = n} (1.3.13)
li donem la topologia del limit directe o topologia de Whitehead donada per:
G(n,0) C G(n,1) C G(n,2) C G(n,3) C ... (1.3.14)

és a dir que un conjunt de G, és obert sii la interseccié amb G(n, k) és oberta per a
tot & € N, analogament per als tancats?. Sabiem que G(n,k) = RP¥, doncs resulta que
G1 = RP*>.

2 A Texemple C.28, comprovem que la topologia del limit directe d’una familia dirigida d’espais topoldgics
encaixats amb la inclusié com a fletxes coincideix amb la topologia de Whitehead.
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Observacié 1.46. Igual que hem fet amb el Grassmannia, podem dotar a R* d’una
topologia aplicant el limit directe a la familia dirigida: R C R? C ....

El nostre objectiu continua sent la cerca del fibrat universal tal com hem proposat abans
hem fet tendir la k£ a infinit ara queda vore si aix0 ens proporciona el fibrat universal que
buscavem.

Definicié 1.47. Definim el fibrat tautologic v sobre G,:

e Com a espai total considerem E(y™) = {(V,v) € G, x R®/ v € V'}, amb la topologia
del producte.

e La projeccio m : E(y") — G, com w(V,v) = V, la qual és continua per ser una
projeccio.

o L’estructura d’espai vectorial en les fibres com t1(V,v1) + t2(V,v2) = (V, t1v1 + tava)

Per a que siga un fibrat vectorial tenim que demostrar que és localment trivial per a aixo
abans necessitem un lema, per poder treballar millor amb la topologia de E(y™).

Lema 1.48. Siguen A1 C Ay C ... i By C By C ... families dirigides d’espais localment
compactes amb limits directs A i B respectivament. Aleshores, la topologia del producte

cartesia A X B coincideix amb la topologia del limit directe associada a la familia dirigida
A1 x By C Ay x By C ...

Demostracié. Siga W un obert en la topologia del limit directe i (a,b) € W. Si (a,b) € A; X
B;, com que sén localment compactes, tenen una base d’entorns compacta i per tant, exis-
teixen K; i L; entorns compactes de a i b respectivament, tals que K; x L; C W N (A; x By).
Ara construim K41 de la seglient manera, considerem el recobriment compacte de K; do-
nat per {U:},ck, de manera que UL C A;,1, que existeix per ser A;;1 localment compacte,
ara bé com que K; és compacte en A; i K; C A;, sera compacte en A;41, per tant, existeix
un subrecobriment finit U;l, s U;k de K; en A;y1, ara si definim K, = Ug?:lU;:, és clar
que és un entorn compacte de a i que K;+1 C A;+1. Analogament, podem construir L;41
entorn compacte com abans i K;11 X Liy1 C W N (Aj+1 X Biy1). Recursivament podem
construir entorns compactes K; C K;y1 C ...1 L; C Ljv1 C ...

Siguen U i V la unié dels K; i L; respectivament, tenim que sén entorns de a i b respecti-
vament i que

(a,b) eUXV CW (1.3.15)

Per tant W és obert en la topologia producte. ]

Proposicié 1.49. " satisfa la condicio de ser localment trivial.
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Demostracio. Siga Xog C R*, siga p : R® — Xj la projeccié ortogonal sobre Xj i siga
U C Gy, el seglient:

U={Y €Gn/p(Y)=Xo}, Up:=UnG(nk) (1.3.16)

Sabem que U és obert com a la demostracié de la proposicié 1.27, per tant U = UgenUs
és obert. Si ara definim:

h: UxXqg — 7 YU)
(1.3.17)
(Y,2) — (Yip~'(y))

hem demostrat que h|y, xx, és una trivialitzacié en G(n,k), en particular continua, pel
lema anterior tenim que h és continua.

Es comprova que té inversa i que aquesta ve donada per h=1(Y,y) = (Y, py), pel mateix
raonament és continua. Per tant, h és un homeomorfisme, finalment h actua com a iso-
morfisme entre fibres perque h|y, « x, actua com a isomorfisme i per tant el limit també és
lineal i a més hem vist que és bijectiva. Aleshores, és una trivialitzacié. ]

Ja per fi hem construit el fibrat tautologic v queda demostrar que de fet és universal, per
a aixo el primer que hauriem de demostrar és que G, és Hausdorff i localment compacte.
Per a aix0 anem a gastar els resultats auxiliars:

Teorema 1.50. Si un espai topologic reqular €s la unié numerable de subconjunts compac-
tes i Hausdorff, aleshores és paracompacte.

Vore [Mor56] per a la demostracié.

Corol-lari 1.51. El limit directe de la successic K1 C Ko C ... d’espais compactes és
paracompacte i Hausdorff. En particular Gy, és paracompacte i Hausdorff.

Per aplicar el teorema de Morita només cal comprovar el que G, és regular, per [Whi49,
p. 204] tenim que si K; és tancat en K;;1 i tots sén Hausdorff i paracompactes aleshores
el limit directe és normal (en particular regular), les hipotesi del teorema de Morita es
satisfan i obtenim el resultat automaticament.

Definicié 1.52. Denotem a la subcategoria plena de 7 Bundler que té com a objectes
els R™-fibrats sobre una base paracompacta i Hausdorff com ParaBundlegn. Aplicant el
functor Htp :  Bundleg — 5 Bundler sobre ParaBundlegn obtenim una subcategoria
de S ParaBundlegn := Hitp(ParaBundlegn).

Teorema 1.53. Qualsevol §& € Ob(ParaBundlegn) admet una transformacio de fibrats
f & — 4" A més, qualsevol parell de transformacions de fibrats f,g : &€ — ~™ son
homotopiques. Es a dir, v és terminal en € ParaBundlern, el qual és equivalent a dir
que és universal en ParaBundlegn.
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Nota 1.54. Tal com hem fet a la prova del teorema 1.44. Observem que donada una
transformacié de fibrats f : € — 4" determina univocament una aplicacié f : E (&) —» R
continua i que actua com a monomorfisme entre fibres. Reciprocament donada f : E &) —
R continua determina univocament f un morfisme de fibrats definit com:

fle) = (F(a ({m(e)})). f(e)) (1.3.18)

Demostracio. Teorema 1.53.

Existéncia.

Fent exactament el mateix raonament que en la demostracié del teorema 1.44, simplement
que a ’hora de definir A; ja no tenim fitada la j, aleshores arribem a que existeixen
Ag, ..., Ag, ... un nombre numerable d’oberts trivialitzants que recobreixen B. Igual que
abans, al estar en una base Hausdorff i paracompacta, existeix una particié de la unitat

localment finita subordinada al recobriment Ay, ..., 4;,.... Aleshores, existeixen {VJ/ G i
{WJ’ 720, recobriments oberts de manera que W; C Vj’, V; C A, i funcions continues:
oo
{nj: X =02, D om=1 mlg =1 ply =0 (1.3.19)
7=0

Ara siguen h; : 7T_1(Aj) — B x R" les trivialitzacions en cada entorn A;, podem definir:

fi+ E§ — R»

o {0 siw(e) ¢V
pi(m(e)) - p(hjle)) sim(e) € A;

(1.3.20)

onp: B xR" — R" és la projeccié. Es clar que f; és continua i també que és lineal i
injectiva en cada fibra per ser h; isomorfisme en cada fibra. Definim:

f: E() — R*
(1.3.21)

e +— (fole),..., fm(e),...)

Aleshores aquesta és continua per ser cada component continua i a més actua com a
monomorfisme sobre cada fibra.
Per tant si definim:

(1.3.22)

és una transformacio de fibrats.
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Unicitat de la classe d’homotopia

Siguen f,g : & — <™ dos transformacions entre fibrats qualssevol. Per la nota 1.54, ens
defineixen g, f : E(¢) — R*™.

Primerament suposem que f # Aj(e) per a tot A €] — 00,0[ i per a tot 0 # e € E(£).
Aleshores, anem a vore que la segiient aplicacié defineix una homotopia:

hi(e) = (1 —t)f(e) +tge), 0<t<1 (1.3.23)

Com que g, f sén continues per hipotesi només cal vore que la suma i la multiplicacié per
escalars en R™ sén continues perod pel lema 1.48 al ser continues en R* x R¥ per a tot k € N
deduim que sén continues en R x R,

Aleshores, considerem h : E(§) x [0,1] — E(n) definida com en la nota 1.54. Per tal de
provar que és continua és suficient provar que la induida en les bases és continua

h:B(€) x[0,1] = G, (1.3.24)

Si considerem x € B(§) aleshores existeix U un obert trivialitzant que el conté, siguen
S1, ..., S, les seccions independents de £|U aleshores tenim que si V,,(R*°) és el limit directe
de V;,(R"*) les varietats de Stiefel aleshores

Ausoy: Ux[0,1] — Vi (R) - Gy
(b,t) > (he(b)s1(b), ..., he(D)sp (b)) +—— < he(b)s1(D), ..., hi(b)sn(b) >
(1.3.25)
La primera aplicacié és continua perque h és continua i les seccions sén continues, final-
ment al ser ¢ continua en dimensions finites pel lema s’estén a tot el domini. Per tant h és
continua, aleshores h és continua. Per altra banda com que f i g actuen com a monomor-
fismes entre fibres i per a una t fixa I’homotopia és lineal, aleshores tenim que per a cada
t € [0,1] hy és una transformaci6 de fibrats.
Ara llevem la hipotesi que haviem posat sobre f(e) i g(e). Considerem la transformacié
dy : v — 4™, que mana la component i-essima a la (2i — 1)-éssima. i dg : 4" — " que
mana la component i-essima a la 2i-éssima. Aleshores és clar que
e fidiof.
e diofidyog.
e dyogig.
compleixen la hipotesi del cas que ja hem provat.
Com a conseqiiencia tenim que f ~dio f ~dsog~ gipertant f ~g O

Corol-lari 1.55. Per a tot £ € Ob(ParaBundlern) existeix un unica classe d’homotopia
d’aplicacions: _
fe:B(€) = Gn (1.3.26)

Demostracié. Pel teorema anterior tenim f¢ : { — 7™ transformacié entre fibrats tnica tret
d’homotopia, siga f, I'aplicaci6 induida sobre les bases. O
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Hem trobat ja el fibrat universal que estavem buscant ara el seglient pas seria definir
les classes caracteristiques associant al fibrat universal una classe de cohomologia, ara bé
encara no sabem que és la cohomologia, aleshores haurem d’esperar un poc més per definir
les classes caracteristiques.
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Capitol 2

Cohomologia

Aquest capitol es centra en l’estudi de la cohomologia tant la seua definicié i propietats
com les aplicacions necessaries per després construir les classes de Stiefel-Whitney i provar
la seua unicitat.

Primerament anem a treballar un poc d’algebra homologica i ja en aixo passarem a ’estudi
de complexos de cadenes i 'homologia. Després passarem a considerar ’homologia d’espais
topologics prestant especial atencié a I’homologia singular.

El plat fort sera definir la cohomologia i la cohomologia singular, estudiar algunes de
les seues propietats i dotar a la cohomologia singular d’un producte per tal de donar-li
estructura d’anell, comprovant que és un algebra anticommutativa.

Finalment vorem dos principals aplicacions necessaries,

1. Estudiar D'estructura cel-lular del Grassmannia i calcular la cohomologia de RP*°,
provant les propietats de cohomologia/homologia de CW complexos que faga falta.

2. Definir el producte en creu, demostrar el teorema de 'isomorfisme de Thom i descriure
les operacions de quadrats de Steenrod, els ingredients claus per construir les classes
de Stiefel-Whitney.

Nota 2.1. Al lector que no estiga familiaritzat amb la teoria de categories recomanem
que consulte 'apendix C sobretot la seccié de limits i colimits que és lo més tecnic que es
gastara.

Notacié. D’aci endavant durant tot el capitol anem a considerar sempre que R és un anell
commutatiu unitari.

2.1 Introduccié a I’algebra commutativa

Aquesta seccié va estar dedicada a estudiar les propietats dels R-moduls i les successions
exactes, ferramentes algebraiques imprescindibles per tractar '’homologia i la cohomologia.
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Per a aquesta seccié hem gastat com a referéencies principals [AM94, Capitol 2], [Alu09,
Capitol III], [Lan02, Capitol 3] i [Hat01, pp. 120-130].

Definicié 2.2. Donat R un anell, definim un R-modul a esquerra, com un grup abelia
(M, +) i una correspondéncia - : R x M — M tal que per a qualsevol r,s € R i x,y € M
es satisfa:

rle+y) = re+ry
(r+s)z = rx+sz (2.1.1)
(rs)r = r(sx) o
lr = r

Analogament es defineix un R-modul a dreta.

Per commutativitat tindrem que els R-moduls a esquerra i a dreta coincideixen i per tant
direm simplement R-moduls.

Definicié 2.3. Definim un homomorfisme de R-moduls o R-homomorfisme com
una aplicacié f: M — M’', que actua como homomorfisme grups entre (M,+) i (M',+")
1 tal que:

flra)=rf(z), VreRNVzeM (2.1.2)

Podem definir la categoria Modg, que té com a objectes R-moduls i com a morfismes els
homomorfismes de R-moduls amb la composicié habitual d’aplicacions.

Definicié 2.4. Un submodul N de M és un subgrup de N tal que rn € N per a totr € R
1n € N, denotarem N és submodul de M com N < M

A més, si considerem el quocient M/N, aquest hereta lestructura de R-modul de M
definida per r(m+ N) =rm+Nonm € M ir € R. A més, la projecci6 al quocient és un
homomorfisme de R-moduls.

Teorema 2.5 (1¢ teorema d’isomorfia). Siga f : M — N un homomorfisme de R-moduls,
ker(f) = f71(0) i Im f = f(M). Aleshores:

M/Kerf =Im f (2.1.3)
La demostracié és un exercici elemental, siné vore [AM94, pg. 19].

Definicié 2.6. Donat un conjunt arbitrari I, definim el R-modul lliure generat per I,

denotat com @ R, com el conjunt
i€l

{(ri)ict/ mi€ RViel onr; =0 llevat d’un nombre finit de i} (2.1.4)
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Amb la suma definida com:
(riier + (ri)ier = (ri +1i)ier, 17 € R, Vi€l (2.1.5)
1 el producte - definit com:
r-(ri)ier = (rri)ier, 7,7 € R, Vi€l (2.1.6)
Un R-modul M direm que és lliure si existeix un conjunt tal que ¢ € I tal que M = @ R.
En particular, tot espai R-espai vectorial és un R-modul lliure. !

Definicié 2.7. Donat un anell R direm que és anell d’ideals principals si tot ideal és de
la forma xR per algun x € R.

Proposicié 2.8. Si M és un modul lliure ¢ R un anell d’ideals principal aleshores tot
submodul N de M és lliure.

Per a la demostracié consultar [Kap54, Lema 15].
Exemple 2.9. e 7 i Z/mZ s6n anells d’ideals principals, per a tot m € N-
e Tot anell commutatiu que siga domini d’ideals principal és anell d’ideals principal.

Definicié 2.10 (Successié exacta). Donats uns R-moduls, M,, n € {0,...,n}, i uns
homomorfismes fy, : My—1 — My, n € {1,...,n} direm que la segiient successio:

My L5 a2 vy — I, (2.1.7)

és exacta finita si Im(f;) = ker fiy1, Vi e {1,...,n —1}.
En el cas en que n =4 1 My = My = 0 direm que és una successio exacta curta:

0 — My 55 My % Mz — 0 (2.1.8)

Com que és exacta observem que f sera injectiva, g sobrejectiva i Im f = kerg.

Exemple 2.11. Si H < M la successi6 segiient és exacta curta
0— M- H-"s M/H—0 (2.1.9)

on 7 denota la inclusié i 7 la projeccié sobre el quocient.

En el cas general d’'una successié exacta curta 2.1.8, si definim A = Im f; = Kerfs,
aleshores B < My amb A = M; i pel primer teorema d’isomorfia (2.5) Ma/A = Ms.
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Definicio 2.12. Si M, n € Z son R-moduls i f, : M,—1 — M, n € Z homomorfismes,
direm que aquesta successio és exacta llarga

=N VPR VAR LN L N (2.1.10)

st es compleiz que Im f, = Kerf,4+1,Yn € Z.

. e . f-1 p L p
Proposicié 2.13. Si ... = A & B g ... és una successio exacta aleshores fo és un
monomorfisme sii f_1 = 0 i fo és un epimorfisme sii f1 = 0 i per tant fy és isomorfisme
S11 f_1 = f1 =0.

Es trivial per l'exactitud de la cadena. Aquest resultat és tan basic i comu que no el
citarem.

Per acabar aquesta seccié vorem un parell de resultats ben coneguts i molt utils de les
successions exactes.

Lema dels 5

Ara anem a considerar un teorema molt 1til i conegut:

Lema 2.14 (Lema dels 5). Considerem el diagrama commutatiu d’homomorfismes:

A1 f > A2 f2 > A3 fs > A4 f4 A5

L N P 2.1

Bl g1 N B2 g2 B3 g3 B4 94 B5

Si les files son exactes i y1,7v2,7v4 © y5 SOn isomorfismes aleshores 3 €s un isomorfisme.
Demostracid. Anem a provar:

1. 73 és epimorfisme si 5 i 4 ho sén i 5 és monomorfisme.

2. 73 és monomorfisme si o i 74 ho sén i 1 és epimorfisme.

és clar que si aix0 és cert aplicant les hipotesi del teorema obtenim que 73 és isomorfisme.
(1). Siga bz € Bs, aleshores com que 74 és epimorfisme existeix aq € Ay tal que g3(bs) =
v4(a4). Aplicant la commutativitat del diagrama vs5(fa(a4)) = ga(va(as)) = ga(g3(b3)) =0
I'dltima igualtat és per exactitud de les files, ara bé com que 5 és injectiva tenim que
fa(aq) = 0, aleshores per exactitud de la fila de dalt existeix ag € A3 tal que aq = f3(as).
Ara bé,

93(bs —3(as)) = g3(bs) — g3(y3(as)) = g3(bs) — va(fs(as)) = valas —as) =0 (2.1.12)
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Aleshores, per exactitud tenim que existeix by € By tal que b — y3(as) = g2(b2). Com que
~2 és epimorfisme existeix ay € A tal que v2(a2) = by, aleshores

v3(as + fa(az)) = y3(as) +v3(f2(az)) =
= v3(az) + g2(12(az2)) = y3(as) + g2(b2) =
= 73(a3) + b3 —y3(az) = b (2.1.13)
Per tant, v3 és sobrejectiva.

(2). Suposem que existeix ag € Az tal que y3(ag) = 0. Per commutativitat del diagrama
g3(v3(as)) = va(fs(ag)) = 0, per ser 74 injectiva tenim que f3(az) = 0, aleshores per
exactitud existeix ag € Ag tal que fa(az2) = ag. Notem que go(v2(az2)) = v3(f2(a2)) =
v3(asg) = 0, per tant existeix by € By tal que g1(b1) = v2(a2). Com que 7; és epimorfisme
existeix a; € Ap tal que v1(ay) = by. Observem el segiient:

Yo(fi(ar) —az) = v2(fi(a1)) —y2(a2) = g1(71(a1)) —v2(az2) = g1(b1) —2(az2) =0 (2.1.14)

Com que 2 és monomorfisme tenim que f1(a1) = ag. Per tant ag = fa(a2) = fa(f1(a2)) =0
per exactitud, aleshores tenim que 3 és injectiva. O

Lema de la Serp (Snake Lemma)

Siguen M, M’, N, N’ R-moduls de manera que tenim el segiient diagrama commutatiu de
R-homomorfismes:

M L m

ld' ld (2.1.15)

N I N
Aleshores f indueix un homomorfisme flxerq : kerd — kerd. Esta ben definit perque
donat 2’ € M’ tal que d'(2") = 0 aleshores df (z/) = hd'(2') = 0.
Definicié 2.15. Donada f : M — N on M ¢ N R-moduls, aleshores definim

coker(f) = N/Im f (2.1.16)

Al igual que hem raonat abans h indueix un homomorfisme cokerd’ — cokerd. Donat
1y’ € N’ projectem sobre coker, aleshores hy’ mod dM no depén de 'eleccié de 3. Aixod és
perque donat y” = 3/ + d'z’ € coker d’ aleshores:

hy" = hy' + hd'x’ = hy' + dfz’ = hy' mod dM (2.1.17)

Aleshores ens queda una aplicacié h* : N'/d’M’ = coker d' — N/dM = coker d. Es clar
que és un homomorfisme per ser h homomorfisme.
Ara considerem un cas més general, donat pel segiient lema:
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Lema 2.16 (Lema de la serp). Donat un diagrama commutatiuv amb files exactes:

M’ fM>M IM_ M 5 0

l : id id” (2.1.18)

0 N N N 9N

~

Aleshores Uaplicacid
§ : kerd” —s coker d’ (2.1.19)

0z" =9po fj\;l odo g];[l(z”), on p' és la projeccid sobre cokerd', esta ben definida, és un
homomorfisme i la successio:

kerd — kerd — kerd” % coker d’ — coker d — kerd” (2.1.20)

és exacta, on els homomorfismes entre els ker i coker son els que hem definit préviament.

Podem vore I'enunciat d’aquest lema com que a partir del diagrama 2.1.18 obtenim el
diagrama commutatiu amb files exactes:

*

f g3
ker d —5 ker d L5 ker d”

% i i 0
N v AT 9M L v 0
d d d"
0 N N NN
p/ p p//

g
coker d’ s cokerd 2 coker d” (2.1.21)

on les fletxes que ixen dels ker sén les inclusions i les que arriben als coker sén les projeccions
sobre el quocients.

Demostracié. Primer comprovem que estd ben definit, donat z” € kerd” com que la pri-
mera fila és exacta tenim que gjs és sobrejectiva aleshores qualsevol element de ker d” té
antiimatge en M, gp(2) = 2”. Apliquem d i per commutativitat tenim que gyd(z) =
d"gr(z) = d"2" =0, per tant, dz € ker gy, aleshores per exactitud dz € Im(fy), aleshores
com que és injectiva té una tnica antiimatge i després projectem sobre el quocient.

En aquest procés només hem fet una decisié que no estiga a priori univocament determi-
nada que és triar antiimatge de 2, suposem que tenim 21, 22 € g3, (2”). Aleshores, tenim
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que gar(z1) = gm(z2) 1 per tant gar(z1 — 22) = 0, aleshores z; — 29 € kergy = Im fr i
per tant, aplicant que és exacta existeixen m’ € M’ tal que f(m') = 21 — 29 ara aplicant
la commutativitat del diagrama fyd'(m’) = dfpyr(m) = dz; — dze. Per altra banda, fent
el raonament del paragraf anterior tenim que existeixen nf,n, tals que fy(n}) = dz i
fn(ny) = dzo. Aleshores, fyd'(m') = fn(n1) — fn(n2) = fn(n} —nj). Com que fx és in-
jectiva tenim que d'm’ = n —nl, aleshores nj —n,, € Imd’ i per tant n} +Imd" = nf+Imd’,
aleshores p/(n1) = p'(n2). Per tant aplicacié esta ben definida.

Es 6 un homomorfisme? Siguen 2/, 2 € kerd” per a tot my € gy, (2)), ma € g3, (24), ara
gu(my +ma) = 2{ + 24 i per tant my +ma € g71(2] + 2). Per altra banda, com que fy
és monomorfisme,

P Iy d(my 4+ m2) = p'fy' (d(ma) + d(ma)) =
=P/ (fy'd(m1) + fy'd(m1)) =
=p'fyd(mi) + ' f'd(ms) (2.1.22)
Aleshores com que d no depén de I’eleccié de my i mo
5(21) +0(25) = p'ftd(ma) + p ' d(ma) = p/ f d(my +ma) = 6(2] +25)  (2.1.23)

La commutativitat del diagrama 2.1.21 és trivial per ser projeccions i inclusions. Ara
provem l'exactitud de 2.1.20.

o kerd fﬂ kerd 2 ker d” exacta

1. Considerem z; € ker g}, aleshores per commutativitat gas(z1) = g3,;(21) = 0
per tant z; € ker gps per exactitud existeix m’ € M’ tal que fy(m') = 21, ara
per commutativitat tenim fyd'(m') = dfapr(m’) = d(z1) = 0, com que fy és
injectiva d'(m’) = 0 i per tant m’ € kerd’ aleshores ker g3, < Im f},.

2. Ara considerem, z € Im f},, aleshores existeix 2z’ € kerd’ tal que f;,(2') = =z

per commutativitat del diagrama fy/(z’) = z, ara per exactitud tenim que
z € ker gy aleshores gar(z) = 0, 1 per tant, g3,(2) = 0. Concloem que Im f5, <
ker gps.

e cokerd’ @ coker d 2% coker d” exacta

1. Siga z € kergy i n un representant de z, és a dir n. Per commutativitat del
diagrama p”gn(n) = gn«p(n) = gn«(z) = 0 aleshores gy (n) € Imd”, aleshores
existeix m” € M” tal que d"m” = gy(n) com que gy és sobrejectiva tenim
que existeix m € M tal que gps(m) = m” ara aplicant la commutativitat del
diagrama gnyd(m) = d"gp(m) = gn(n), aleshores pel fet anterior i Pexactitud
n—d(m) € ker gy = Im f, per tant existeix n’ € N’ tal que fy(n') = n—d(m).
Notem que d(m) € Imd i per tant p(n — d(m)) = p(n) — pd(m) = 2+ 0 = z.

35



Aleshores aplicant commutativitat z = p(n — d(m)) = pfn(n’) = fx (@' ().
Concloem que ker gy < Im fy

2. Siga z € Im f},, aleshores existeix 2’ € cokerd tal que fX(2') = z, siga n’ un
representant de 2/, considerem n := fy(n'), per commutativitat del diagrama
z = fxp'(n') = pfn(n'). Per altra banda, per exactitud n € Imd = kergy
aleshores, per commutativitat 0 = p”(0) = p"gn(n) = gyp(n) = gypfn(n') =
gn(2). Aleshores, Im 3 < ker g},.

PN coker d’ f—N> coker d exacta

1. Considerem 2’ € ker f,, siga n’ un representant d’aquest. Per commutativitat,
tenim que pfy(n’) = fyp'(n') = fX(2') = 0 per tant, tenim que fy(n') €
Imd. Aleshores existeix m € M tal que d(m) = fy(n'). Per commutativitat,
d" gy (m) = gn(d(m)) = 0 perque d(m) € Im f = ker gy. Per tant gas(m) €
ker d”. Aleshores,

5(gn(m)) = pofytodogyf (gar(m)) = plofytod(m) = p'ofy' fn(n') =p'(n) =2
(2.1.24)

Concloem que ker f3; <Imd

2. Considerem ¢’ € ImJ, aleshores existeix z” € kerd” tal que §(2") = ¢, per a

tot m € gy (2") per commutativitat, gyd(m) = d”gy(m) = d’(2") = 0, per
tant d(m) € ker gps. Per exactitud existeix, n’ € N’ tal que fy(n’) = d(m). Per
commutativitat, fx(p'(n')) = pfn(n') = pd(m) = 0, aleshores p'(n’) € ker fx.

Ara bé, com que ¢ no depén de l’eleccié de g;j (2"):
p(n)=p ofytodm)=p o fyodogy(2")=46(2") (2.1.25)
Aleshores, 6(2"”) € ker f i per tant Im 0 < ker f5.

o kerd 2 kerd” % coker d' exacta

1. Siga z” € kerd. Aleshores, p’ o f&l odo gﬁ(z”) = 0, per tant, per a tot
m € gy (2"), plofytod(m) = 0, aleshores fy'od(m) € Imd'. Aleshores existeix
m' € M’ tal que d'(m’) = fx'd(m), per commutativitat, d(m) = fyd'(m') =
dfar(m'). Per tant, m — fy(m') € kerd. Ara bé, per exactitud ker gp; = Im [y,
i per tant g3, (m — far(m))) = gu(m — fu(m')) = gu(m) = 2", per tant
kerd < Imgj,.

2. Siga 2" € Imgj},, aleshores per a tot z € kerd tal que g},(z) = 2”. Per tant
gv(z) = 2, ara d(z) = 0 i per tant com que fy és injectiva f~!(z) = 0,
aleshores p/(0) = 0. Es a dir, com que & no depén de leleccié de g;/[l(z” ):

§(2") =pofytodogy () =p ofytod(z) =p o fy'(0) =p'(0) =0 (2.1.26)

Aleshores, 2" € ker d, concloem que Im g}, < kerd.
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Exemple 2.17. Siguen M"” < M’ < M R-moduls. Aleshores tenim la successié exacta
curta:
0— M'/M" — M/M" — M/M' — 0 (2.1.27)

Aquesta direm que és la successi6 exacta curta de la terna (M, M’, M").!
Considerem el diagrama:

Zd "
M/

M > M 0 > 0

li/ | li// lo (2.1.28)

0 —— M —— M —2— M/M

on les 7 son les inclusions respectives i p és la projeccié sobre el quocient, és clar que el
diagrama commuta.

A més la primera fila és clarament exacta i la segona fila també per I'exemple 2.11. Si ara
apliquem el lema anterior obtenim la successié exacta curta:

ker0 =02 cokerd = M'/M" % cokerd” = M/M" P, coker 0 = M/M" -0 (2.1.29)

2.2 Complexos de Cadenes

En aquesta seccié definim els complexos de cadenes i estudiem algunes propietats, aquestos
ens serviran per definir tant I’homologia com la cohomologia. Per a aquesta seccié hem
gastat com a referéncia principal [Dol80, Capitol II].

Definicié 2.18. Direm que M és un R-modul graduat si és una col-leccio ordenada de
R-moduls {My/n € Z}. També el podem denotar com M = SpeczM,.

Si M és un R-modul graduat podem considerar-lo com la suma formal d’elements en tots
els grups, és a dir donat m € M.

m= Zrnmn, rn € Rom, € M, (2.2.1)
neZ

Donats dos R-moduls graduats M i N direm que f: M — N és un homomorfisme si és
una col-leccié d’homomorfismes

fo: My = Noyr, Vn€ELZ (2.2.2)

on r € 7 esta fix i es diu grau de f.

!Comprovar que aquesta successié és exacta curta per la definicié és molt trivial perd I’hem fet aix{ per
vore un exemple simple de com gastar el Snake lemma
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Definicié 2.19. Un complex de cadenes és un parell (C,0), on C' és un R-modul graduat
10 :C — C és un homomorfisme de grau —1 tal que 0,0np+1 = 0 per a tot n € Z al qual li
direm vora. El complex el podem expressar com la successio:

On— n On n
L Oy &0, B O 22 (2.2.3)

Notem que l'ultima condicio implica que Im Op+1 < ker 9,,. Quan no hi haja risc de confusio
escriurem O en comptes de Oy,.

Definicié 2.20. Donat un complex de cadenes (C,0) definim, els n-cicles:
Zn(C; R) := ker 0y, (2.2.4)
Definim les n-vores com les n-cadenes que son la vora d’alguna (n + 1)—cadena:
B,(C;R) :=Im0p41 (2.2.5)

Gastant el fet de que C,, és abelia i que Im 0,11 < kerd, definim el modul n-éssim
d’homologia:

H,(C;R) :=ker 0,/ Im0pt+1 = Z,(C; R)/Bn(C; R) (2.2.6)
Notacid. Si no existeix risc de confusié sobre quin anell és R ’ometrem.

Definicié 2.21. Siguen (C,0) i (C",0") dos complexos de cadenes, direm que f: C — C'
és una aplicacié de cadenes si és una successié d’homomorfismes {f, : Cp, = Cl }nez,
és a dir de grau 0, de manera que el segiient diagrama commuta:

c, —I" o

al l, (2.2.7)

fn—l /
Cn1 —— Gy

Donats ¢ % ¢ L o aplicacions de cadenes definim f o f' com (f o f')n = fno fl per a
totn € Z.

Per tant, és clar que € = Chg la categoria que té com a objectes els complexos de cadenes
i com a fletxes les aplicacions de cadenes és de fet una categoria.

La commutativitat del diagrama 2.2.7 implica que f,,(Z,(C)) C Z,(C") i que f,(B,(C)) C
B, (C") per tant, al prendre quocients f, indueix un homomorfisme:

(fn)s : Hn(C) = Hn(C"),  (fu)s([2]) := [fn(2)] (2.2.8)

és clar que:

(ff)e = Fu(f)ss (ide)s = idp,(c) (2.2.9)
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Per tant, podem definir el functor d’homologia:
Hy: Chr — GrModg (2.2.10)
Donat per H,(C) := H.(C) = ®nezHn(C) 1 Ho(f) = fo

Definici6 2.22. Si (C,0) és un complex de cadenes i tenim un R-modul graduat C' tal
que C!, < C,, per a tot n € Z aleshores:

/A oy, A Do
O O RO L 9 =0l (2.2.11)

és un complex de cadenes. A més, la inclusié i : C' — C és una aplicacidé de cadenes.
Direm que (C',0") és un subcomplex de (C,0).

Si passem als quocients, d indueix un homomorfisme:
On : Cp/Cl = Cp_y/C! | (2.2.12)

i al ser induit per 0 és trivial que 5n0n~+1 = 0. Per tant obtenim un complex de cadenes

(c/c’,d):

NS R (o AP S oM (o =N oY [/ == (2.2.13)

A més, pel que ja hem comentat en 'exemple 2.11 tenim que:
0—C -0, -2 C,/Cl — 0 (2.2.14)

és una successio exacta curta.

De forma més general, siguen ¢ i p aplicacions entre cadenes, tal que aquesta successié
0— C -5 " 25 0" — 0, és exacta curta. Pel que hem vist en Pexemple 2.11 es pot
vore com una successio de la forma de 2.2.14 llevat d’isomorfia. Pero a més, com que tenim
que les aplicacions entre cadenes commuten en I’homomorfisme vora obtenim el diagrama
commutatiu:

o' o o
0 y O Lo, —2 5 or 0
o 5 o (2.2.15)

9’ o "

Voldriem, que aquestes successions exactes curtes d’alguna traslladar-les a I’homologia. Es
pot demostrar que en tindriem la successié exacta:

H,(C) = H.(C") £ H,(C") (2.2.16)
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pero aquesta no és exacta curta, ja que en general i, no té perque ser injectiva ni py
sobrejectiva. No obstant aixo0, si fem un poc de memoria el diagrama commutatiu anterior
es pareix molt al del lema de la serp (Snake lemma, 2.16), el podem gastar per obtenir una
successié exacta llarga d’homologia.

Teorema 2.23. Donada una successié exacta curta entre cadenes 0 —s C' —— C -2

C" — 0 existeiz A : H,(C") — Hp—1(C") de manera que la successid

= Hy1 (C") 25 Ho(C) 225 Ho(C) 25 Ho(C7) 25 Hy i (C)) — ... (2.2.17)
és exacta llarga. A I'homomorfisme A li diem homomorfisme de connezid.
Per a aquesta prova hem gastat com a referéncia [Rogl6]

Demostracio. Ens adonem que per ser successions entre cadenes tenim el diagrama com-
mutatiu:

l , P la,, (2.2.18)

] p
0 C?"L—l — Cnfl ” C’Z—l — 0

Aleshores aplicant el lema de la serp 2.16 i recordant que ker 9} = Z7

» 1 que coker0; =
*_1/Im(0,) = C_,/B;; ens queda la successié exacta:

25 7, Bzl 5l B 5 Cui/Baa B CY_ B, (2.2.19)
Ara bé com que i : C], — C, és injectiva també ho és i : Z) — Z, i ara com que

p és sobrejectiva i el diagrama commuta tenim que p : C,_1/B,—1 — CI_, /Bl | és
sobrejectiva. Aleshores la successié anterior la podem completar com:

(2

02 52, 572" 5 /B |5 Co1/Bpy BC" /B! =0 (2.2.20)

Es dedueix el diagrama commutatiu:

O /B, — Cp/By s CL/B. —— 0

lg/ lg, ~ lé,, (2.2.21)

0 —— 2, | —— Zpy —2— 2|
Ens adonem que
ker0F = {[z] € C}/B}: 8z =0} = Z'/B: = H* (2.2.22)
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a més, com que 0 o0 =0, és a dir, 0B,, = 0, obtenim:
coker 3;'; = Z;_l/Im(é;‘L) =27 _,/B,_,=H) (2.2.23)

n—1

Aleshores, aplicant el lema de la serp 2.16 al diagrama 2.2.21 obtenim:
H(C') 225 Ho(C) 25 Ho(C") 25 Hy1(C1) 225 Hoylr(C) 25 Ho 1 (C7) (2.2.24)

com que aquest raonament ’hem fet per a un n qualsevol i ¢, p sén aplicacions de cadenes
tenim la successio exacta llarga:

= Hy1 (C") 25 Ho(C) 25 Ho(C) 25 Ho(C7) 25 Hoy(C1) — ... (2.2.25)
O]

Notem que aquest teorema té com a corol-lari trivial la successié exacta 2.2.16.

Homotopies de cadenes

El nostre objectiu posterior sera definir cadenes a partir d’espais topologics, pero ens
agradaria que els espais homotopics no es diferenciaren en homologia i cohomologia. Amb
aquest objectiu en ment anem a definir les homotopies entre aplicacions de cadenes.

Definicié 2.24. Siguen f,g: C — C' aplicacions de cadenes. Una homotopia h entre f
i g és un homomorfisme h : C — C' de grau 1, és a dir, hy, : Cy, — C},;, tal que:

doh+hod=f—g (2.2.26)

Si h existeix, direm que f i g son homotopiques i el denotarem com f ~ g, si volem
especificar I’homotopia escriurem h : f ~ g.

Aix{ a primera vista aquesta definicié potser sembla un poc arbitraria ni tan sols A és una
aplicaci6 de cadenes. No obstant aix0, ens adonem que ’aplicacié v = & o h + h o 9 si que
és una aplicacié de cadenes ja que té grau 0, perque la vora té grau —1 i h 11 a més:

0 0
o o / _ 50D —
Jdoy=0000oh+0 ohod=00hod+hodod=vy00 (2.2.27)

Per tant és aplicacié de cadenes i 'homomorfisme induit v, : H.C — H,(C") és ’homo-
morfisme 0. Ja que donat z € Z,, es té que:

Y(z) =0 oh+hod(z) =0 oh(z) € B, = ~([z])=0 (2.2.28)
Es a dir, si f ~ g aleshores, f — g = 0. Per tant hem provat:
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Proposicié 2.25. Si f ~g: C — C’ aleshores f. = g« : H.C — H,C".

L’homotopia de cadenes defineix una relacié d’equivaléncia. A la classe de f: C — (' la
denotem com [f] i direm que és la classe d’homotopia de f.

Proposicié 2.26. La relacio d’equivaléncia és compatible en la composicio, és a dir, si
feg:C—=Cif ~g:—C — C" aleshores fo f' ~g og.

Demostracid. Si h: f ~ g aleshores, (f oh)+ (f' oh)d = f'(0/ oh+hod) = f'(f —g) =
flof— fog, aleshores f'oh : flo ~ f'og. Analogament, ' : f' ~ ¢ implica que
Wog: f og~g og, aleshores aplicant transitivitat tenim fo f' ~ ¢ og. O

Aleshores, podem definir la composicié de classes d’homotopia de cadenes [f']o[f] = [f o f],
aixo ens permet definir una nova categoria S Chpg. Els objectes son els complexos de cade-
nes com en C'hp pero els morfismes ara son les classes d’homotopia d’aplicacions de cadenes.

2.3 Homologia d’espais topologics

Ara que ja tenim l'estructura algebraica per definir I’homologia anem a vore com podem
definir complexos de cadenes a partir d’espais topologics, en particular anem a definir
I’homologia simplicial i I'homologia singular, estudiant amb més profunditat la darrera ja
que sera la que gastarem en general. Per a aquesta seccié hem gastat com a referéncies
principals [Hat01, Capitol 2.1] i [Dol80, Capitol 3].

2.3.1 Homologia Simplicial

Definicié 2.27. Donats {vg,...,vn} C R™ punts afinament independents, i.e. {vy —
V1, .oy Uy, — U1} SON vectors linealment independents. Podem definir el simplex de dimensid
n o n—simplex com a la suma convezxa dels punts, és a dir el conjunt:

n
(V0 vy Up) 1= {tovo I tn’un/Zti =1,¢,>0,0<i< n} (2.3.1)
=0

La k-cara de (v, ...,v,) és un k—simplex de dimensio k que té com a vértex k + 1 punts
de {vo, ..., U}

Notem que els escalars {tg, ..., t,} son les coordenades baricéntriques de (vy, ..., vy).
Donat (v, ..., v,) un n-simplex definim la k-cara del simplex com el k-simplex generat per
k + 1 vertexs del conjunt {vg,...,v,}. En el cas particular de la (n — 1)-cara resultant de
triar tots menys el vertex v; el denotem com:

(V0 vey Uky ooy Up) 2= (V0 eeey Uk—15 U1y oes Un) (2.3.2)
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Definicié 2.28. Un complex simplicial K de dimensio n € N és un conjunt finit de
p-simplexs amb p < n tal que:

1. Si un simplex esta en K totes les seues cares també estan en K.

2. Dos simplexs de K o bé son disjunts o bé intersequen només en una sola cara en
coma.

Definicié 2.29. Donat K un complex simplicial, p € N definim C,(K; R) com el R-modul
lliure que té com a generadors els simplexs de dimensio p de K.

Definim 0y : Cp(K; R) — Cp_1(K; R) primerament actuant com a homomorfisme de R-
moduls i després sobre cada generador definim:

p

000, -+ 0p) = Y _(=1) (00, erry Gi oony Un) (2.3.3)

1=0

Es una comprovacié elemental que 0,_1 o 9, = 0, aleshores, donat K un complex sim-
plicial, si considerem el R-modul graduat C(K;R) = @®,czCp(K; R)? i 'homomorfisme
0:C(K;R) — C(K;R) donat per 0y : Cp(K; R) — Cp—1(K; R). Tenim que (C(K;R),0)
és un complex de cadenes i per tant podem aplicar-los la definicié de grups d’homologia, als
quals denominarem grups d’homologia simplicial i totes les propietats de la seccié anterior.
Per a distingir d’altres complexos de cadenes el denotem com (C*"P(X; R), ).

Aleshores hem definit una cohomologia sobre els complexos simplicials que venen a ser
pareguts a la idea de poliedre, podem expandir, I'is d’aquestos a molts més espais gastant
la nocié de triangulacié.

Definicié 2.30. Si (X,7T) és un espai topologic, una triangulacié és un complex sim-
plicial K, on |K|:=J,cx s C RY per a algun N suficientment gran amb la topologia del
subespai, © un homeomorfisme ¢ : |[K| — X.

Com que els homeomorfismes son isomorfismes en Top, anem a considerar que donat un
espai topologic X amb triangulacié (K, ¢), definim el complex de cadenes C*"™P(X; R) :=
C*"P(K; R).

2.3.2 Homologia Singular

(2
Si A™ és el n-simplex de R"*! generat pels punts {e, ..., en41} on ¢; := (0,...,0,1,0,...,0).
Aleshores qualsevol n—simplex (v, ..., v,) es pot transformar en A™ mitjangant 1'isomor-
fisme afi:
f: A" — (0, .ery Up)
(2.3.4)

(to,...,tn) — Z?:Otivi

2Es facil adonar-se que Cy, (K) = {0} sin < 0.
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Conseqiientment d’aci endavant només treballarem amb A™.

Definici6é 2.31. Donat A", una aplicacid continua o : A™ — X on X un espai topologic,
es diu un n-simplex singular de X.
La k-cara d’un n-simplex singular o és el (n — 1)-simplex singular segiient:

8(1) g Anfl — X

2.3.5
(toy .oostn—1) +— o(toy ooy th—1,0,tpy ooy tn_1) ( )

Definicié 2.32. Siga X un espai topologic. Definim el R-modul de les n-cadenes singu-
lars de X, C,(X; R), com el R-modul com el R-modul lliure generat simplexs singulars.

Definicié 2.33. Si o és un n—simplex singular de X, definim I’lhomomorfisme vora 0
com

Op: Cp(X) — Cph_1(X)
. (2.3.6)
o — Z?ZO(—l)Za(i)O'
Per facilitar notacio de normal escriurem només 0.

Es trivial que de fet és un homomorfisme i també es comprova facilment que 9,,_1 09, = 0.
Si considerem el R-modul graduat C(X; R) = @©,c7Cn(X; R)? i estenem ,, a un homo-
morfisme de cadenes de grau -1, 9, és clar que (C(X),0) és un complex de cadenes. Tal
com hem dit en la simplicial, aix0 fa que apliquen tot el que hem demostrat per a comple-
xo0s de cadenes. En general anem a treballar sempre amb complexos singulars, aplicant el
functor d’homologia a (C(X; R), 0) obtenim H,(X) := H,(C(X; R)) normalment ometrem
la referencia a R si no hi ha confusié, siné escriurem H,(X; R).

Teorema 2.34. Per a tot K complex simplicial tenim que H,(K) = H,.(C*"™P(K)).

Aquest és un resultat que no anem a gastar fora d’exemples per a la demostracié vore
[Hat01, Teorema 2.27].

Anem a vore que existeix un functor de Top a Chg, que du cada espai topologic al seu
complex de cadenes singular.

Definicié 2.35. Prenem X,Y espais topologics i f : X — Y wuna aplicacié continua.
Aleshores, si o és un n—simplex singular, tenim que foo : A™ =Y es un simplex de Y
ja que €s continua per ser composicié de continues. Aleshores a cada aplicacidé f li podem
associar

Ju {o/o és simplex singular de X} — {¢/¢ és simplex singular de Y} (2.3.7)

definida per fy(o) = foo. A fu li diem aplicacié induida per f.

3Com en la simplicial tenim que C,(X; R) = {0} per a tot n < 0.
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Ara estenem aquestes aplicacions a C'(X). Siga f : X — Y una aplicaci6é continua entre
espais topologics i n € Z. Definim I’homomorfisme induit per f com:

0 CuX) — CulY)

(2.3.8)
ZJEITUU — ZUEITUf#(U)

El qual podem estendre a fx : C(X) — C(Y).
D’aquesta definicié es dedueixen facilment les segiients propietats:

1. Considerem idx : X — X la identitat, aleshores (idx )y és la identitat en C(X).
2.8 f: X =Y ig:Y — Z sén continues aleshores (f o g)y = fu 0 gx.
Anem a vore que tenim el diagrama commutatiu

f(”)

al ia (2.3.9)
£y
Co1(X) s Cuy (V)

Demostracié. Com que fy és homomorfisme és suficient vore que per a tot n-simplex
singular ¢ : A" — X es verifica que 9;) o fiﬁn)(gé) = fi:fl) 0 diiy(#), per a tot i € {0,...,n}.

(£ 0 0 (@) (tos s tn1)] = [V 1(0) (t0s oo tim1, 0, iy o b 1)] =
:(fO¢)(t0,...,ti_l,o,tz‘,...,tn_l) (2.3.10)

Per altra banda,

() 0 L@ (to, s tn1)] = D) [(f © B)(t0, s ti1, 0, i, b)) =
= (f o @) (to, ...y ti—1,0,t;, ---atn—l) (2.3.11)
]

Per tant hem demostrat que donada una aplicacié continua f : X — Y, I’aplicacié induida
f# és un aplicaci6é de cadenes. Tenim també que es respecta la identitat i la composici6
aleshores podem definir el functor Sing : Top — Chpg, de manera que Sing(X) = C(X; R)

i Sing(X £ v) = c(x) % o).

Per tant, aplicant la composicié definim el functor Hy o Sing : Top — GrModgr que porta
cada espai topologic al seu R-modul graduat d’homologia i cada aplicacié continua X i> Y
a un homomorfisme de R-moduls graduats H,(X) S «(Y).
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Homologia relativa

Donat X un espai topologic i Y C X tenim Y <y X és clar que ¢ és continua aplicant

el functor Sing obtenim C(S) iy C(X) aplicaci6 entre cadenes. Com actua aquesta iy?
Resulta que si ¢ és un n-simplex singular de Y aleshores i4(¢) = (io¢) que és un n-simplex
singular de X, aleshores C'(Y') C C'(X), perd a més com que i4 és una aplicacié de cadenes
tenim que C(Y) és un submodul de C(X), aleshores per I’exemple 2.11 tenim la successié
exacta curta:

0— C(Y) 25 0(X) 25 C(X)/C(Y) — 0 (2.3.12)

On p és la projeccié sobre el quocient. Al complex de cadenes C(X)/C(Y) el denotarem
com C(X,Y) i direm que és el complex de relatives de X sobre Y, i els grups d’homologia
els denotem com H,(X,Y).

Pel teorema 2.23 tenim que existeix una successié exacta llarga:

e Hy1 (X,Y) =25 Ho (V) 255 Ho(X) 25 Hoy(X,Y) -2 Hy (V) — ... (2.3.13)

Analogament, si tenim la terna (X, A, B) espais topologics on B C A C X, tenim que
Cy(B) < C(A) < Cu(X) i per tant per 'exemple 2.17 tenim la successié exacta curta:

0 — Cu(A,B) — Cu(X,B) — C.(X,A) — 0 (2.3.14)
Aleshores aplicant el teorema 2.23 obtenim la successio exacta llarga:

o — Hpo1 (X, A) 25 Hy (A, By—Hy (X, B)—Ho (X, A) == Hyo1(A,B) —> ...
(2.3.15)

Homotopia

Teorema 2.36. Si f,g : (X,A) — (Y, B) son homotopiques, aleshores les aplicacions
induides en les cadenes fu i gu son homotopiques, com a aplicacions de cadenes.

La demostracié es pot trobar a [Hat01, Teorema 2.10] i [Hat01, Proposicié 2.19], per a una
versié més detallada vore [Quil8, Lligé 11].

L’anic que cal ressaltar de la prova que necessitarem més tard és que es defineix una
homotopia de cadenes P : Cy(X) — C.(Y) i que aquesta porta cadenes de Cp(A) a
Cr+1(B) 1 per tant al passar al quocient és una homotopia de cadenes relatives.

Corol-lari 2.37. Si f,g: (X, A) — (X, B) son homotopiques, aleshores f, = g« : Hi(X) —
H.(Y)

Demostracid. Al resultat del teorema anterior li apliquem la proposicié 2.25. O
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Definicié 2.38. Siga X un espai topologic S C X direm que S és un retracte de deformacio
de X st existeix una aplicacio continua respecte de les dos variables:

F: Xx[0,1] — X

(0.t) s Fla,t) = fi(x) (2:3.16)
tal que
1. F(x,0) = fo(t) = idx.
2. fils =idg per a tot t € 0,1] i f1(X)=S.
A f1 es denota a vegades com v : X — X, direm que és un retracte.
Corol-lari 2.39. 1. Si X és un espai topologic i S retracte de deformacic aleshores

H.(X,S) =0

2. Si X és un espai topologic B C A C X i B retracte de deformacio de A aleshores
H.(X,A) =~ H.X,B)

Demostracio. 1. Sir: X — S és un retracte aleshores ro¢ =idg i a més ior ~ idy,
oni: S — X denota la inclusié. Aquestes aplicacions les podem considerar com al
parell r : (X,S) — (S,5)1i:(5,5) — (X,S). Ara si passem a homologia tenim
que Ty O iy = idH*(S,S) it,0rm, = idH*(X,S), aleshores H,(X,S) = H.(S,S), perd
Ci(S5)/C(S) = 0 aleshores H.(S,S) = 0.

2. Considerem la successié exacta llarga 2.3.15 associada a la terna (X, B, A):

v — Ho(A, B)—Ho (X, B)— Hp (X, A) =5 Hy (A, B) — ... (2.3.17)

Pel que acabem de demostrar tenim que els grups dels extrems sén 0 per tant enmig
tenim un isomorfisme.

O]

Exemple 2.40. Donat un fibrat vectorial £ amb espai total E(§) si definim E(0) := {0p, €

E(§)/ b e B(&)} aleshores E(0) és retracte de deformacié de E(§).
F: E©)x[0,1] — E(§)

(o) (@ (1-00) (2318

és trivial que aquesta aplicacié és continua per la condicié de trivialitat local i que satisfa

les condicions anteriors.

Exemple 2.41. Siga D™ un disc i 9D" la seua frontera topologica. Per a R™\{0} tenim
que OD™ és retracte de deformacié per I'aplicacio:
F: R™{0} x[0,1] — R"\{0}

(z,1) — a(l—t) + &t (2.3.19)

Amb aquesta mateixa aplicaci6 si la restringim a D™\{0} obtenim que D" és retracte de
deformacié de D™\{0}.
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Excisid

Donat X un espai topologic i A = {A4,} ;e una familia de subespais tal que els seus interiors
formen un recobriment de X. Ara siga C’,if‘ < Cn(X) format per les cadenes ), r;jo; tal
que cada o; té la seua imatge en algun A;. L’homomorfisme vora de (C(X),d) indueix un
altre homomorfisme vora de manera que C* és un complex de cadenes.

Lema 2.42. La inclusid i : C;A — Cp(X) és un equivaléncia d’homotopia de cadenes. Es a
dir, existeix una aplicacio de cadenes p : Cp(X) — C,“;‘ tal que top i poi son homotopiques
a la identitat.

La demostracié d’aquest lema esta féra de l'interés del treball, es pot trobar a [HatO1,
Proposicié 2.21]. L’tinic que notem que en la demostracié 1’aplicacié que dona I’homotopia
porta cadenes d’un subespai a cadenes d’eixe mateix subespai.

Teorema 2.43 (Teorema d’excisi6). Donat X espai topologic i dos subespais Z C A C X
tal que ad(Z) C int(A), aleshores la inclusio (X\Z, A\Z) — (X, A) defineix un isomorfis-
me:

iv Ho(X\Z, A\Z) — H, (X, A) (2.3.20)

Vore [Hat01, Teorema 2.20].

2.4 Cohomologia

Finalment arribem al primer objectiu d’aquest capitol, ser capacos de definir la cohomolo-
gia i estudiar les propietats de la cohomologia singular, principalment traslladar resultats
obtesos per a homologia, relacionar ’homologia amb la cohomologia i vore la gran novetat
que aporta la cohomologia a la possibilitat de definir un producte intern. Definirem el
producte cup — i vorem que a la cohomologia es pot donar estructura d’algebra anticom-
mutativa. Per a aquesta seccié hem gastat com a referéncies principals [Hat01, Capitol 3]
i [MS74, Apendix A].

Notacié. D’aci endavant R ja no és només un anell commutatiu unitari siné que a
més sera un anell d’ideals principal.

2.4.1 R-modul de cohomologia
Siga (C,0) un complex de cadenes sobre R, sabem que tenim la successié

17)

On— On—
o O 2 0 2 o 2R L (2.4.1)
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Aquesta ja hem vist que forma una categoria C'hgr i hem estudiat les seues propietats.
Ara definim un functor contravariant 2 : Chr — Chg com:
Donat un complex de cadenes Z(C,0) = (C*,0) definim C* = @,czC" on

C" = Hompg(Cyp; R) (2.4.2)

Als elements de C" els direm n-cocadenes quan vullguem fer referencia a les cadenes a
partir dels quals s’han definit.
Donada f : C' — K, com que és contravariant, s’aplica sobre f°° : K — C una aplicacié

de cadenes obtenim K* ©5 C* definida com f(a) =ao f on a € Homg(K;R).

Per ser un functor contravariant tenim que la identitat es preserva pero la composicié canvia
d’ordre és a dir si en teniem C i) K % D, 1a composici6 go fpassaa (go f)*= f*og".
Anem a vore que esta ben definit, el primer que notem és que, donat un R-modul M
tenim que Homp (M, R) té estructura de grup abelia perd a més com que R és commutatiu
podem donar-li estructura de R-modul? definint (af)(z) = af(x) per atot a € R, v € M
i f € Hompg(M, R). (vore [Lan02, pg. 122])

Falta definir una aplicacié vora, definim ’homomorfisme

p1=0,:Cr_1 = Cr, 0(p)=¢po0d, Ypel© (2.4.3)

a aquest li direm homomorfisme covora. A més, 6§ = 0 ja que 09 = 0, per tant obtenim
una successio:

Lo ol G on et o1 (2.4.4)
A priori no sembla que (C*, ) siga un complex de cadenes ja que ’homomorfisme covora
té grau +1 que no -1. No obstant aix0, ens adonem que les cadenes van indexades sobre
Z, és a dir el fet que un homomorfisme siga de grau —1 si fem una reordenacié dels indexs
de manera que la covora estiga baixant de dimensié en comptes de pujar ens mostra que
podem vore (C*,¢§) com un complex de cadenes.
A més, donat un R-homomorfisme tenim que el seu dual és també un R-homomorfisme
(compara [Lan02, pg. 122]), falta comprovar que aquestos commuten amb la covora, pero

donat C i> K veiem que

(6o f*)(a) =dc(aof)=aofodo=aodkof=(f ocdk)a) (2.4.5)

per a tot a € C™ per a qualsevol n € Z ja que f és una aplicacié de cadenes. Per tant, tots
els morfismes obtesos pel functor sén aplicacions de cadenes, per tant aquest functor esta
ben definit.

Com que tenim un complex de cadenes, el seglient pas natural és aplicar el functor H.,,
als moduls resultants s6n els moduls d’homologia de (C*,0) i els direm moduls de co-
homologia de (C,0). Sén el resultat d’aplicar el functor que denominarem functor de

4Aixd no és cert per a qualsevol anell en general només perqué assumim R és commutatiu
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cohomologia H* = Z o H,, aquest és contravariant per ser & contravariant.

Com que és un complex de cadenes tot funciona com esperem pero com que el nostre interés
sera tindre la cohomologia en referéncia al complex de cadenes no al de cocadenes definim
la segiient nomenclatura

Definicié 2.44. Siga (x,0) un complex de cadenes i (C*,9) el complex de cocadenes cor-
responent definim, els n-cocicles:

Z"(C*; R) = ker 6, (2.4.6)
Definim les n-covores:
B"(C*;R) :=Imdp—1 (2.4.7)

El n-éssim R-modul de cohomologia:
H"(C;R) :=kerd,/Imd,—1 = Z"(X;R)/B"(X; R) (2.4.8)
Notacié. Sempre que no hi haja risc de confusié ometrem la referéencia a R.

Per functorialitat, una conseqiiencia immediata és que les aplicacions de cadenes indueixen
R-homomorfismes en els moduls de cohomologia. Com que H* és contravariant tenim que
la composicié d’aquestes queda invertida.

La primera pregunta natural a fer-se és que passa si apliquem el functor Hompg(—, R) o H., :
Chr — Modpg i no el que hem aplicat Hy 0 Z : Chr — Modgr? En general anem a vore
que no és cert que el resultat siga el mateix:

Exemple 2.45. Donat m € N*, considerem el complex de cadenes:

0—2z2-%z7z%72-%7 0 (2.4.9)
34 63 32 81 80

2 : 7 — 7 és Vaplicacié = — mx i 0 I'aplicacié nul-la. Els grups d’homologia sén
Ho(C) = kerf)g/ Im81 =7

H(C)=ker0:/Im0y = Z/mZ

HQ(C) = ker82/lm83 =0

H3(C) =ker0s/Imoy =Z

Si apliquem Hom(—,7Z), sabent que Z* = 7Z obtenim el complex de cocadenes:

0+ 277227+ 0 (2.4.10)
54 53 62 51 50

Calculem ara els grups de cohomologia
e H'(C) =kerd/Iméy = 7Z
e H'(C)=kerdy/Iméd; =0
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e H?(C) =kerd3/Imdy = Z/mZ

e H3(C)=kerdy/Imdz =7Z
Vegem que el 0 i el 3 coincideixen pero el grup de torsié H;(C') ha pujat en una dimensi6
en els moduls de cohomologia. Aleshores, en general no és cert que H"(C') = Hom(C, R).

Anem a vore que encara que la relacié no siga directa si podem relacionar les dos més o
menys facilment.

Lema 2.46. FEuxisteiz un homomorfisme sobrejectiu
h: H"(C,R) — Hom(H,(C), R) (2.4.11)
Es a dir tenim la successid ezacta curta:
0 — ker h — H™(C, R) 2 Hom(H,(C),R) — 0 (2.4.12)

Demostracio. Donats o € H"(C) i « € H,(C) aleshores triem un representant z € Z" i
o € Z, definim:

h: H"(C) — Hompgr(H,(C),R)
a — h(a): H,(C) — R (2.4.13)
x — z(o)

El primer que hem de vore és que aquesta aplicacié esta ben definida. Com que z és
una covora tenim que §(z) = 0 és a dir z0 9 = 0 i per tant s’anul-la en les vores, per
tant no depén de ’eleccié de representant de z. Per altra banda, si z € Imd aleshores
z = 60(y) = y o O aleshores z seria 0 en el cocicles, i per tant z = 0 ja que C), és un modul
lliure i R un anell d’ideals principal per 2.8 tenim B,,_; és lliure de manera que al tenir la
successié exacta curta:

0—-2%2,—C,— B,-1—0 (2.4.14)

aplicant ’exemple 2.11 tenim que C,/Z, = B,,_1 i Z,, és sumand directe. Per tant conclo-
em que h no depén de 'eleccié de z.

Sobrejectiu? Pel que comentat abans Z,, és sumand directe aleshores qualsevol 2’ : Z,, — R
es pot estendre a 2z’ : C,, — R com la identitat en Z, i 0 en I'altre sumand directe. Siga
f € Hompr(H,(C), R), la composicié

Zy s Ho(C) L5 R (2.4.15)

es pot estendre a un homomorfisme F': C;, - R. Com que F s’anul-la en les vores, raonant
com abans tenim JF = 0. Siga 8 € H"(C) la classe de F'i x € H,(C) amb representant
oE€ Zy

h(B)(z) = F(o) = f(x) (2.4.16)
Per tant h(8) = f i h és sobrejectiva. O
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Un problema molt important a estudiar en cohomologia és computar eixe ker h, el lector
interessat es pot referir a [HatO1l, Teorema 3.2]. Nosaltres no el necessitarem ja que el
nostre objectiu sera treballar amb classes de cohomologia en coeficients en Z/2 i per tant,
tots els moduls seran lliures, en aquest cas veiem que ker h = 0.

Teorema 2.47. Suposem que Hy,_1(C; R) és un R—modul lliure aleshores H"(C; R) =
Hom(H,(C;R),R).

Demostracio. Pel lema 2.46 només cal vore que h és injectiva, per a aixo anem a vore que
ker h = 0.
Siga x € ker h aleshores h(x) = 0, és a dir que si z € Z™ un representant de x z(c) = 0 per
a tots els cicles ¢ € Z,,, per provar que és injectiva em de provar que z és una covora i per
tant nul-la en el modul d’homologia.
Com que z s’anul-la en els cicles la composicié z 007! : B,_1 — R esta ben definida. Ara
com que el quocient

Hp1(C) = Zyp_1/Bp_ (2.4.17)

és lliure tenim que Z, 1 és sumand directe de B, _1 pel teorema 2.8 ja que R és un
anell d’ideals principals. Per tant a la manera del lema 2.46 podem estendre z o 97! a
f:Cn_1 — R. Aleshores, donat o € C,,

(8(f))(o) = f(do) = 200 Do) = 2(0) (2.4.18)
Aleshores, z és una covora, QED O

Per a les classes de Stiefel-Whitney considerarem grups de cohomologia sobre Z/2, aquest
és un cos i com a conseqiiencia sabem que tots els Z/2-moduls son lliures. Per aixo, sera
prou en aquest teorema no obstant aixo, intentarem aplicar també el teorema del coeficient
universal en algunes proposicions per fer-les més generals.

2.4.2 Cohomologia singular

Definida ja la cohomologia anem a aplicar-la al complexa de cadenes singular i aixi podrem
gastar la cohomologia per deduir propietats sobre topologia.

De forma natural definim el functor de cohomologia singular H* o Sing : Top —
Modpg, el resultat d’aplicar aquest functor sera la cohomologia singular. La primera
conseqiiencia immediata és que les aplicacions continues entre espais topologics passen a
ser homomorfismes entre moduls de cohomologia per functorialitat.

Proposicié 2.48. Donada f: X — Y aplicacié continua entre espais topologics, ales-
hores
f#:=2o0Sing(f): C"(Y;R) — C"(X;R) (2.4.19)

és una aplicacid de cocadenes i per tant f* : H"(X; R) — H"(Y; R) és un R-homomorfisme.
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Notacié. A partir d’ara a 'aplicacié de cocadenes induida per una aplicacié continua f
la denotarem com f# i a la corresponent en cohomologia com f*.

Nota 2.49. Es pot definir també la cohomologia simplicial de forma analoga perd aquesta
no sera rellevant per al treball.

El que queda d’aquesta subseccié 'anem a passar demostrant o només enunciant teoremes
i propietats de la cohomologia singular.

Successions llargues

Teorema 2.50. Donada una successid exacta de cocadenes 0 — C" — C — C" — 0
aleshores existeix una successio exacta llarga de cohomologia:

o HY(C") = H™(C) — HM(C') % H™ (0" = ... (2.4.20)

Es conseqiiéncia directa del teorema 2.23.

Lema 2.51. Donada la successio exacta curta entre R-moduls.

c-SK-LD—o0 (2.4.21)
Aleshores la successio
Homp(C,Y) <~ Homp(K,Y) ¢~ Homp(D,Y) +— 0 (2.4.22)

és exacta curta. per a tot'Y R-modul, en particular si Y = R.

Per a la demostracié ens referirem a [Lan02, Proposicié 2.1, Capitol III].

Proposicié 2.52. 1. Donat X espai topologic i A C X aleshores tenim la successio
exacta curta:
0—-C*"(X,A) - C"(X)—=>C"(A) —0 (2.4.23)

2. Donada la terna B C A C X tenim la successié exacta curta:

0—C*"(X)/C*(A) - C*(X)/C*"(B) - C*(A)/C*(B) = 0 (2.4.24)
Demostracié. 1. Com que Cy(A) < C.(X) tenim la successié exacta curta:
0— C(A) S Cu(X) B C(X)/Cu(A) = 0 (2.4.25)

Aplicant el lema anterior tenim la successié exacta
C*(X,A) 5 o (x) 5 cr(4) = 0 (2.4.26)
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Per tant només cal demostrar la injectivitat de p*, ara bé C*(X, A) sén les cocadenes
de C*(X) que porten les cadenes singulars de A al 0. Ara bé per a tot simplex singu-
lar de X o bé la seua imatge esta continguda en A o bé no esta, considerem els dos
subconjunts sén disjunts i a més formen una base de C*(X), aleshores p* és injectiva
perque du cadenes generades pel segon conjunt a cadenes generades pel segon conjunt.

2. Com que Cy(B) < C(A) < Cy(X), per 'exemple 2.17 tenim la successié exacta
curta:
0— Cu(A)/Cu(B) = C(X)/Cu(B) = C(X)/Cx(A) — 0 (2.4.27)
pel lema anterior obtenim la successié exacta:

C*(X)/C*(A) — C*(X)/C*(B) — C*(A)/C*(B) — 0 (2.4.28)

Ara bé aplicant el mateix raonament d’abans i el fet de que si la imatge d’un simplex esta
continguda en B també esta en A tenim la injectivitat. O

Corol-lari 2.53. Donat un espai topologic X i A C X aleshores tenim la successid
exacta llarga:

. > HY(X,A) - H"(X) — H"(A) 3, H" WYX, A) — ... (2.4.29)
Analogament, donada la terna B C A C X tenim la successié exacta llarga:
..~ H"(X,A) - H"(X,B) - H"(A, B) LI H" WYX, A) — .. (2.4.30)

Demostracid. Aplicar la proposicié anterior i la proposicié 2.50. 0

Successié de Mayer Vietoris

Teorema 2.54 (Successié de Mayer-Vietoris). Siga X un espai topologic, (X,Y) = (AU
B,CUD) amb C C AiD C B tal que X esta recobert pels interiors de A i B i 'Y esta
recobert pels interiors de C i D aleshores tenim la successio exacta llarga:

... — H*(X,Y;R) — H"(A,C;R) ® H*(B,D;R) — H"(ANB,CND;R) —» ...
(2.4.31)

Per a la demostraci6 vore [Hat01, pp. 201-202].
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Teorema d’excisié per a cohomologia

Teorema 2.55 (Excisié). Donat X espai topologic i dos subespais Z C A C X tal que
ad(Z) C int(A), aleshores existeir un isomorfisme:

iyt HY(X, A) — H™(X\Z, A\Z) (2.4.32)

Demostracié. Anem a provar-ho només per al cas en que els grups H,,—1 (X, A)i H,—1(X\Z, A\Z)
siguen lliures sera prou aplicar el teorema d’excisi6 (2.43) per determinar que:

Hi(X,A)= H(X\Z,A\Z), Vi€l (2.4.33)

I aplicar el teorema 2.47 deduint que
H"(X,A) 2 Hom(H,(X,A),R) 2 Hom(H,(X\Z,A\Z)) 2 H"(X\Z,A\Z) (2.4.34)
O

Retractes de deformacié en cohomologia

Proposicié 2.56. Si f,g : (X,A) — (Y,B) sén homotopiques, aleshores f* = g* :
H*(X,A) - H*(Y,B)

Demostracid. Pel teorema 2.36 tenim que existeix una homotopia de cadenes P tal que
g4 — f# = OP + PO, al dualitzar obtenim que g* = f# = P*6 + §P* on P* és I'aplicaci6
dual de P. Per tant P* és una homotopia de cadenes entre f#, g% : C™(Y) — C™(X). A
més, aquesta homotopia es restringia també a les cadenes relatives i per tant aplicant la

proposicié 2.25 tenim la tesi del teorema. O
Corol-lari 2.57. 1. 51 X és un espai topologic i S retracte de deformacic aleshores
H*(X,5)=0

2. 8t X és un espai topologic B C A C X i B retracte de deformacié de A aleshores
H*(X,A)= H*(X,B)

Demostracio. 1. Sir: X — S és un retracte aleshores ro¢ =idg i a més i or ~ idy,
oni: S — X denota la inclusié. Aquestes aplicacions les podem considerar com al
parell  : (X,S) — (S,5)ii:(S,5) = (X,5). Ara si passem a cohomologia tenim
que 10" = idy(x,5) i 1" or* = idy,(s,s), aleshores H*(X,S5) = H*(S,5), perd
C*(S)/C*(S) = 0 aleshores H*(S,S) =0 i per tant H*(X,S) =0.

2. Considerem la successié exacta llarga 2.50 associada a la terna (X, A, B):
o — H" YA, B) 25 HY(X, A)—H"(X, B)—H"(A,B) 25 ... (2.4.35)

Pel que acabem de demostrar tenim que els grups dels extrems sén 0 per tant enmig
tenim un isomorfisme.
O
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Cohomologia del limit

Per a aquest lema recomanem al lector que es referisca a ’apendix C.3 si no esta familia-
ritzat amb els conceptes de limits inversos i directes de categories.

Lema 2.58. Siguen R és un cos © B un espai Hausdorff, aleshores el morfisme natural:

H/(B;R) —  lim  H/(C;R) (2.4.36)
—
C'CB,compacte

és un isomorfisme on lim denota el limit invers sobre la familia dirigida dels compactes
(;

amb la inclusid. (comparar amb C.26)
La demostracié gasta com a referencia [MS74, Lema 10.3].

Demostracié. Primer considerem el cas de I’homologia. Un n-simplex singular és una
aplicacié continua i té com a domini un n-simplex simplicial que és compacte, com que una
n-cadena singular és suma finita de n-simplex també és continua per tant com la imatge
d’un compacte és compacta la imatge de cada n-cadena esta continguda en algun compacte.
Sabem que en la categoria Modp existeixen els limits directes (vore exemple C.27). Sabem
que per ser Hausdorff la unié de compactes és compacta. Si considerem el limit directe
amb conjunt dirigit els compactes de B amb la relacié d’inclusié, de manera que porta cada
espai al seu grup de cohomologia i cada inclusié a la aplicacié induida en homologia. Per
la propietat universal del limit tenim el diagrama commutatiu:

HI(C)... HI(C)

x %
limH; (C) (2.4.37)

Vx lf s
H;(B)

Anem a justificar el diagrama commutatiu, primerament per a les i sén les aplicacions
induides per la inclusié. Per tant, és clar que H;(B) és nadir d'un cocon amb la forma del
conjunt dirigit. Per la construccié del limit directe (vore C.27), tenim que

imf;(C)= || H(O) /N (2.4.38)
CCB compacte

Si [¢] ~ [¢] amb [¢] € H;(C) i [¢] € H;(D), si considerem els seus representants la imatge
dels dos tindra que estar continguda en el compacte £ 2 C'U D, pero al estar relacionades
tenim que (ic)«(¢) = (ip)«(¢), aleshores en H;(E) tenim que [¢)]p = [¢]g, per tant,
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Y =¢+yonye Bj(E). Aleshores, p*([¢]) = [¢]p € H;j(B), és a dir, la projeccié porta
la classe d’homologia d’un subespai a la classe total d’homologia. Per tant, com a conjunt
el limit directe és H;(B).

Ara si considerem la aplicaci6 id : H;(B) — H;(B) és clar que fa el diagrama commutar
pel que ja hem comentat, ara per la propietat universal la identitat té que ser f i aquesta
és un isomorfisme de moduls, per tant tenim un ismorfisme:

lim H;(C) — H;(B) (2.4.39)

Finalment, com que R és un cos tots els R-moduls sén lliures aleshores podem aplicar
el teorema 2.47 tenim que H?(C) = Hom(H,;(C), R). Aleshores pel teorema C.30, tenint
en compte que Homp(—, R) és contravariant i que els limits sén colimits en la categoria
oposada, tenim I’isomorfisme:

Homp (1131 H,(0); R) — lim Homp(H;(C); R) (2.4.40)

Amb aixo i el teorema 2.47 tenim un isomorfisme
H/(B) — lim HI(C) (2.4.41)
O

Nota 2.59. Per com és la demostracié el lema aquest també és valid si llevem la hipotesi
de ser Hausdorff i simplement considerem com familia dirigida subconjunts de manera que
la imatge de qualsevol cadena simplicial estiga en algun membre de la familia, tal que la
unié finita de conjunts estiga en la familia i tal que siga un recobriment. Notem que al
afegir la condicié de ser Hausdorff i que la familia siguen compactes es satisfan aquestes
hipotesi de forma immediata.

En particular, tenim que si considerem B com a un conjunt definit com al limit directe una
familia de compactes encaixats en un espai Hausdorff es satisfan les hipotesi del teorema.
Un cas notable d’aquest sén els CW-complexos considerant {K"}0°  els K-esquelets com
a la familia dirigida.

També la hipotesi de que R siga un cos és innecessaria si la substituim per que H;_1(C) i
H;_1(B) siguen lliures per a qualsevol C' C B compacte.

2.4.3 Cohomologia com a algebra anticommutativa

El lector es podria preguntar quina necessitat estudiar la cohomologia quan ja en tenim
I’homologia definida, la raé principal és que la cohomologia té la propietat que es pot dotar
d’estructura d’anell. En aquesta subseccié el definirem i vorem que és natural respecte
d’homomorfismes i que H*(X, A; R) té estructura d’algebra anticommutativa sobre R.
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Definicié 2.60. Considerem ¢ € C*(X;R) i1y € C(X;R) definim el la cocadena pro-
ducte cup ¢ — p € C*{(X:R), com la cocadena que actua sobre el simplex singular
o : A* 5 X de la segiient manera:

(o — ¥)(0) = (] (00,06 )V (O 00 1)) (2.4.42)

aquesta expressio es defineir a partir del producte en R.

El producte és intern perque ens déna una cocadena, a més és associatiu perque donats
€ C*(X;R), v € CY{X;R)in€ C™(X;R)ioun (k+1+m)- simplex singular.

(o =) = n)(0) = (¢ = )0, .00 wpsrr 04 11m)) =
= <P(0'|(fu0,...,vk))T/J(O"(vk,...,ka))U(U\(UHZ ..... vk+l+m)) =
= (0 (wg,...00)) (= (| (wg,. 841 0m)) = (0= (¥ = 1m))(0) (2.4.43)
Si considerem la suma de cadenes de la forma natural és clar que el producte cup és dis-
tributiu perque les cocadenes sén homomorfismes, per tant si considerem l’anell graduat
C*(X; R) és clar que — és un producte intern i (C*(X; R),+,—) té estructura d’anell.
Com que R és un anell unitari, si definim 1 € C°(X; R) com 1(¢) = 1 per a tot o 0-sfmplex
singular, aleshores es comprova que ’anell és unitari.

Ara volem estendre I'estructura d’anell que hem aconseguit en les cocadenes a la cohomo-
logia per a aixo hem d’estudiar es comporta amb I’homomorfisme §.

Lema 2.61. Donats ¢ € C¥(X;R) i+ € CY(X; R) aleshores,
5(p — ) = p — ¢+ (=1)rp — 6y (2.4.44)

Demostracié. Donat o : AFH+1 — X tenim per una banda:

k+1

((&p ~ /l/])(o-) = Z(_1)7:%0(0-’(ﬂO,...,ﬁi,...,Uk+1))/l/](o-’(i)k+1,...,'l)k+l+1)) (2445)
i=0
Per altra banda:
k+1+1 '
(DM = 69)(0) = D (=100l (wp,.e 000 )V (O o 11sttrosies i) (2.4.46)
i=k

Si ara sumem les dos expressions, 1'altim terme del primer sumatori i el primer terme del
segon sén exactament el mateix ©(o|(yy,....00)) ¥V (Ol (v, 004141)) llevat del signe, aleshores es
cancel-len. Finalment,

k+1+1

3(p —P)(0) = (¢ — ¥)(90) = (¢ — V) ( > (—1)i0!(vo,...,m,...,wm) (2.4.47)

=0
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Ara per definicid,

k+1+1

3 — 1)) = D (=1~ )0y, o0 prie) (2.4.48)

=0

Que és precisament el que queda en la suma de dalt ja que les cocadenes sén homomorfismes.
O

Notem que d’aquest lema es dedueix que el producte cup de dos cocicles és un cocicle. Si
fem el producte cup de un cocicle i una covora obtenim d¢ — ¥ = £5(¢ — ) si do =0
0@ — 0 =0(p — 1) sidy =01 per tant tenim una covora. Per tant, podem definir un
producte cup induit:

H*(X;R) x H(X;R) = H*'Y(X;R) (2.4.49)

Com que el producte cup per a cocadenes és associatiu i distributiu també ho és en la
cohomologia. Amb el 1 € C°(X; R) que hem definit abans tenim que [1] € H°(X; R) és
la identitat per al producte cup. Ara bé, si considerem I'anell graduat H*(X; R) anem a
definir

H*(X;R) x H*(X;R) — H*(X;R) (2.4.50)

Es un producte intern associatiu, distributiu. Per tant, (H*(X; R),+,—) té estructura
d’anell unitari.

Nota 2.62. El producte cup es pot definir analogament per a cohomologia simplicial,
simplement considerant a partir del n-simplex A™ = (vg, ...,v,), ¥ € C*(A) i ¢ € C"F(A).

(o — ) (Vg ..oy V) = @(Voy vy Vi) (VK .y Up) (2.4.51)

I després l'induit en la cohomologia. Aquest només 'anem a fer gastar per al segilient
exemple que no tindra cap repercussié.

Exemple 2.63. Considerem la superficie tancada i orientable de génere ¢ = 2, anem
a estudiar el producte cup amb aquest, es pot vore que aixo és equivalent a estudiar la
cadena simplicial del dibuix 2.1, numerant els vertexs dels simplexs comencant pel centre
i continuant en sentit antihorari en els triangles marcats en un + i horari en cas contrari.”

SLa justificacié de perque és equivalent requereix una explicacié massa llarga de manera que el lector
interessat es pot dirigir a [HatO1, pp. 5-6, 141, 213]
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Si triem els coeficients en 7Z, es pot demostrar que,
Hy(M;Z) = {\ia1+X2ag+p1b1+p2ba /A1, Ao, p1, 2 € Z}. Pel
teorema 2.47 tenim que H'(M) = Hom(Hy(M),Z). Podem
trobar una base de Hom(H1 (M), Z) simplement dualitzant a;
que ens donaria «; una homomorfisme que a a; li assigna 1 i
0 a la resta, analogament de b; definim ;. Com que hem dit
que sén isomorfs, en tenim una base de H'(M).

Volem trobar un cocicle p; que siga representant de la classe
de «; per a aixo tenim que triar els valors en els segments
radials de manera que dp; = 0, si considerem 'arc que esta
designat a la figura 2.1 com a «;, aquest és un llag que no toca Figura 2.1: Superficie de
cap altre element de la base a banda de a;. Ara definim ¢; genere orientable g = 2.
com a l'aplicacié que dona 1 en els segments que toquen a; i 0 [Hat01, 213]

en la resta. Per com hem definit o1, en tenim que dp1 = 10

és aquesta nul-la? Per a qualsevol triangle que no conté a «; al dibuix és clar que és 0,
ara per al de baix enmig 77 tenim que 0717 = a1 — t11 on t11 és el segment de la dreta del
triangle aleshores ¢10(71) =1 — 1 = 0. Analogament es comprova per als altres triangles.
Per tant, @1 és un cocicle, analogament es comprova que @9 és un cocicle. Amb el mateix
raonament definim 4; a partir de 5; on (; és el dual de b; i comprovem que sén cocicles.
Ara ja podem computar els productes cup. Sabem que donat un 2-simplex T = (vg, v1, v2)

1 — 1(T) = p1(vo,v1) - P1(v1, v2) (2.4.52)

Com que a3 i 1 només coincideixen en dos triangles, tenim que fora d’eixos dos sera 0.
Ara per al de baix a la dreta tenim que si li diem al del centre ¢ al que esta més baix d i
Paltre e, aleshores ¢ — ¥1(c,d,e) = ¢1(c,d)¢1(d,e) =1-1=1.

Per al triangle de la dreta fem el mateix, només que al canté de dalt li diem f, aleshores
o1 — (e, e, f) = pi(e,e)pi(e, f) = 1-0 = 0. Aleshores si considerem la 2-cadena
formada per tots els triangles tenim que ¢ — 11 dona 1. Ara bé aquest té vora nul-la
i no n’hi ha 3-simplexs per tant ¢ és el representant d’una classe no nul-la de Hay(M).
A més, com que (¢ — ¥)(c) = 1 tenim que ¢ té que ser el generador de Ho(M) = Z
ja que @1 — 1 és un homomorfisme i per tant 7 — 1)1 representa el generador de
v € H*(M) = Homgy(H2(M),Z) = Z, ja que Hy(X;Z) és lliure.

Analogament, i recordant que [¢;] = «; 1 [1);] = 5; obtenim:

Y, 1=]

0 iz (2.4.53)

OéivOéjIO, Bivﬁjzo aivﬁj:_(ﬂivaj):{

Per la propietat distributiva i associativa del producte cup aquestes relacions determinen
per complet el producte cup H'(M) x HY(M) — H?(M).
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Producte cup relatiu

També podem definir el producte — per a la cohomologia relativa, si X és un espai topologic
i A, B C X oberts.

H*(X,A;R) x H(X,B; R) - H*/(X, AU B; R) (2.4.54)

Aixo0 és fa de la segiient manera el que fem és restringir el producte — entre cocadenes a
un producte en:

C*(X,A) x CY(X,B) — C*Y(X, A+ B) (2.4.55)

on C"(X,A+ B)=C"(X)/(C"(A) +C"(B)), és a dir el subgrup de cocadenes de C"(X)
que és fan 0 en A i en B. Com que sén oberts, si definim A = {A, B} pel lema 2.42 tenim
que iy : Ozt = Cp(A) + Cp(B) — Cy(AU B) és una equivaléncia d’homotopia de cadenes.
Es a dir, existeix p : C,,(AUB) — C:A de manera que poiy =idiid—poidy = doD+Dod.
Si ara dualitzem tenim que

i*op? =idiid—i" op® = D% 0§+ 50 D¥ (2.4.56)

Per la proposicié 2.56 tenim D'aplicacié induida i* : H/(AU B) — H’/(A + B) és un
isomorfisme.
Ara passem aquest resultat a la relativa. Tenim les successions exactes curtes:

A

0 — C(X)/[C(A) + C(B)] 2 cn(x) 2L ona) £ onB) —s 0 (2.457)

0 — C™(X)/[C"(AU B)] 25 n(x) P cm(AU B) — 0 (2.4.58)

Aplicant la proposicié 2.50, si a* és I'aplicacié induida pel parell idﬁ i i, obtenim el
diagrama commutatiu:

W HYYX) L HNA 4 B) S HM(X, A+ B) P HYX) D HYY A+ B) ——

Zdj‘T Z*T Q*T wlj(T z*T

S HNX) 2 BN (AUB) —Ys HM(X;AUB) —P HY(X) 2 BN AUB) ——

(2.4.59)

Ara sabem que id% i ¢* sén isomorfismes aleshores pel lema dels 5 tenim que a* és un

isomorfisme. Per tant podem definir el producte cup induit de la férmula 2.4.55 de
manera:

H*(X,A) x H(X,B) — H*Y(X, AU B) (2.4.60)

Anem a vore un exemple de producte cup relatiu.
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Exemple 2.64. Considerem R™ com el producte cartesia R¥ x R amb n = k + 1.
H*R™ R™M\R'; Z/2) x HY(R™, R"\R*; Z/2) — H"(R",R™\{0};Z/2) (2.4.61)

Aquestos es pot vore que sén isomorfs a Z/2 i que a més si a i 5 sén els generadors dels
dos primers a — 3 és el generador del darrer. Per a fer-ho abans necessitem un lemas:

Lema 2.65. Per a R anell commutatiu i anell d’ideals principals tenim que:

0 i#n

2.4.62
R i=n ( )

H;i(R", R"\{0}; R) = {

Aplicant el teorema 2.47 obtenim el mateix per a cohomologia, ja que Hom(R, R) = R.

El lema es pot demostrar facilment gastant homologia reduida, vore [Hat01, pg. 134].
Anem a continuar amb I’exemple. Ens adonem que R", R"\R! = R* x (R"\{0;}), com que R/
és retracte de deformacié de R* i mitjancant el mateix retracte tenim que {0z} x (R'\{0})
és retracte R”\Rl, aleshores,

7./2 = H*(R",R"\R'; Z/2) = H*(R!, R\{0,};Z/2) (2.4.63)

Raonant igual obtenim H'(R",R™"\R¥;Z/2) = 7Z/2 i per als moduls d’homologia també.
Per calcular, la cohomologia voldriem trobar un representant de generador sobre el qual
avaluar les cocadenes. Aleshores, primer volem trobar un simplex o : A™ — R" tal que
la seua classe d’homologia siga generador i les seues restriccions a cada subespai també,
anem a vore que si satisfa

1. Ogn € int(c(A™)).

2. Si definim oy, 1= (740 0|(y,....0p) ON Tk R™ — R* és la projeccié ortogonal. Aleshores
volem que Ok € int(ok(vo, ..., vg))

3. Si definim o := (m 0 7(y,....0,,) O0 7T : R" — R! és la projeccié ortogonal. Aleshores
volem que Op: € int(oy(vg, ..., vp))

ja ho tindrem. Perque si es satisfa (1) tenim que o sera un generador de H,(R™ R™\{0}),
ja que és una cadena no nul-la fora de la vora, analogament o i 07 seran generadors dels
grups d’homologia respectius.

Considerem el simplex s, format per la unié de les n-tuples {z1,...,x,} tals que 1 >
x1 > ... > x, > 0, aquest és un simplex que té com a vertexs els punts [1,...,1,v;,0,...,0].
Recordem que cada punt de A™ ve donat per les seues coordenades bariceéntriques (o, ..., t,)
aleshores definim:

00 : A" — s, CR”
(2.4.64)
(05 crtn) > (O pey thsoes D op bhes ooes tn)
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Es clar que aquesta esta ben definida, continua, injectiva i lineal. Ara la sobrejectivitat,
la podem vore definint les ¢; recursivament a partir de les diferencies z;_1 — z;. Com que
va d’'un compacte i Hausdorff a un Hausdorff tindra que ser homeomorfisme. Com a con-
seqiiencia un punt de l'interior és aquell que satisfa 1 > x1 > ... > x,, > 0.

Notem que per 'iltim que hem comentat les projeccions 7y (s,) = sg i m(s,) = s;, 1 passara
igual que punts de l'interior aniran a punts de I'interior. Aleshores per obtenir el o que
satisfa les 3 condicions només composar oy amb una translacié que deixe Ogr~ en l'interior.
Ara ja podem computar el producte cup. Siguen ¢ € C*(R™, R™"\R!Z/2) i

¢ € CY(R",R"\R¥;Z/2) representants de « € H*(R", R"\R';Z/2) i 8 € H (R", R"\R¥;Z/2)
respectivament, aquestos els generadors dels moduls. Com que els moduls sén lliures
tenim pel teorema 2.47 uns isomorfismes als homomorfismes dels moduls d’homologia
és a dir porten generadors a generadors. Aleshores ¢(or) = 11 ¢(0y) = 1, per tant
o — (o) = ¢(o)p(o;) = 1 aleshores a — 3 és el generador de H™"(R™,R"\{0};Z/2)

Nota 2.66. Aquest raonament es pot fer de la mateixa manera per a coeficients en Z, hem
decidit fer-ho en Z/2 perque el necessitarem més tard.

Teorema 2.67. Si R és un anell commutatiu, per a tot « € HN¥(X, A;R) i B €
HY X, A;R) tenim que o — B = (—1)¥B — «. Es a dir, (H*(X,A;R),+,—) és un
algebra anticommutativa.

Per a aquesta demostracié hem gastat com a referéncia [Quil8, Lligons 11 i 20].

Demostracié. Primer considerem que cas A = (). Siguen ¢ € C*(X;R) i ¢ € C{(X;R),
per definicié de producte cup ¢ — 1 i ¢ — @ sén iguals llevat d’'una permutacié en els
vertexs de AM la idea de la prova és buscar una permutacié que es comporte bé amb aquest
producte i trobar una homotopia de cadenes entre la identitat i eixa permutacié per deduir
la igualtat en cohomologia.

Donat o : A™ = (eg, ...,€,) — X un n-simplex singular i s € 3, la permutacié que passa
de [eg, ...,en] a [en, €n—1, ..., €1, €] aleshores definim & (ty,...,tn) = (tn,...,to). Per facilitar
la notacié escriurem o = U’(vn,...,vo)- En aix0 definim I’homomorfisme:

pn: Cp(X) — Ch(X)

o > 5n‘7’en,---,eo

(2.4.65)

on g, = (—1)™+t1)/2 anem a vore que és una aplicacié de cadenes. Donat ¢ : A" — X
tenim que

(8 (e} p(U))(tQ, ...,tn_l) = a(€n0'|(en7m7eo))(t0, ...,tn) =

n

=é&n Z(—l)lg(tn, cees Tn—is 07 t—i—1y s tO) =
=0
n

=E&n Z(_l)ig|(en,...,én_i,...,eo) (2466)
=0
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Per altra banda:

pOGW)=p<§:&4Yﬂ@MMQW%J:=
i=0

=&n-1 (_1)ia|(en,...,éi,...eo) =
=0

n
=é&n-1 Z<_1)n77{0"(en,...,én,i,...eo) =
=0

- 6nfl(_l)n U|(en,...,én_i,...,eo) (2467)
i=0
Aleshores només cal comprovar que (—1)*"+t1/2 = ¢ = (=1)"¢,_; = (=1)*(—1)r—1)n/2
clar que 2n +n(n — 1) = n(n + 1), aleshores 0 o p = p o @ com a conseqiiencia rho és una
aplicacié de cadenes.
Ara demostrem que p =~ idg, (x), és a dir, que existeix @y, : Cp(X) — Cpy1(X) tal que

00Qn+Qni100=p— ian(X) (2.4.68)
per a aix0 anem a necessitar construir uns operadors especials. Considerem el producte
A™x I idefinim ([eg, 0], ..., [en, 0]) = A" x {0} 1 ([eo, 1], ..., [en, 1]) = A" x {1}, aquestes dos
van a tindre la mateixa imatge sota la projeccié 7w : A™ x I — A", Ara definim 'aplicacié

pr AntL — A" x [0,1]

(tos - tng1) = ((tos s ticty i + i1, tig2s oo tg)s tigl + oo+ tngt)
(2.4.69)

Es clar que esta ben definida pel fet que > t; = 1. A més, es comprova immediatament
que si ey és un vertex de A"t aleshores

0, 0<k<i
pi(ex) = (€, 0), -t (2.4.70)
(eg—1,1) k>i

Si ara considerem la permutacié s;(to, ..., tnt1) = (t0y .. tis tnt1, -y tit1) podem definir la
seglient aplicacio

i AL S ARt P A T AR (2.4.71)
Anem a vore com funcionaria:

(to, ...,tn+1) — (to, ey Uiy Tty ...,ti+1) —
((to, v biz1,t + thya, ...,ti+1),tn+1 + ...+ to) —
(to, v bim1, 8 g1, Ty ey t7;+1) (2.4.72)
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Aplicant 2.4.70:

0<k<i
Yiler) = ¢ * e (2.4.73)
entitl—k 1< k <n-+ 1

Ara donat o : A" — X denotem ¢ o 7; com o, .e;)- Definim

yeees€iyEmyee

Qn : Cn(X) — Cn-‘rl (X)
A ‘ (2.4.74)
o — Z?:O(_l)zgn—i(a °) = Z?:O(_l)zgn—io-|(307-~~76i,€n,-~~76i)

Per tal de poder aplicar la vora anem a vore que passa al composar amb 9 (vore I'equacié
2.3.5), 9(j)0 © ;-

(80) (oo ’)/Z'))(to, v tn) = (0 o) (toy -y tj—1,0,t5, ..., tn) (2.4.75)
Anem a considerar dos casos, primer j < i:

U(ek) 0<k<y
O (ori)(er) = §olers) J<k<i-1 (2.4.76)
U(enJrifk) 1<k<n

Per tant veiem 9;) (0 0 7y;) = 0|(e,...,
Ara considerem el cas en que j > i:

@j,.--,@i,@n,.-.,eqj)'

Ijp(oovi)lex) = olentivik) 1 <k<j (2.4.77)

Per tant veiem 8(j)(a o) = O—’(607__,,éj7,..781-,6”,...,61-)'
Ara podem vore que () és una homotopia de cadenes
doQn(o) = Z(_l)i<_]‘)j€n_i0|(60,-~~7éj»~~-7ei7€n,~~-7ei)+
J<i

+ Z(_l)i(_l)n_‘—“_l_jen—ia €05e-1€51E150e01€5 50sE57) (2478)
Jjzi

Si considerem només els termes de ¢ = j obtenim:
Eng‘(en,-uﬁo) + § :En_ig‘(507-~~7ei—175n7--~75i)+
i>0
Z nti+1
+ (_1) 5n7i0-|(eo,...,ei,en,...,ei+1) - U|(€0,...,€n) (2479)

i<n
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Ara si en el segon sumatori canviem I'index i per ¢ — 1 i reordenem obtenim:

Z(_l)n+i€n_i+10—‘(607"’781'717677,7"'7672) (2480)
i>0
Es facil comprovar que (=) ey 41 = —En_iy
(_1)n+i5n7i+1 _ (_1)n+i(_1)(n—i+1)(n—i+2)/2 _ (_1)(n—i)(n—i+1)/2(_1)(n—i+1)+n+i — e
(2.4.81)

i per tant aquest sumatori i el primer d’abans de 2.4.79 es cancel-len i ens queden només
els termes:

En(€ns -5 €0) = Ol(eq,.en) = P(O) — O (2.4.82)

Ara calculem Q@ o 0:

anl © 8(0') = z:(*l)i(*1>j5n*i*10-|(eo,...,e%-,c37l,..4,é]~,...,ei)+
1<j
+ Z(_l)i_l(_1)j€n—io-|(607‘..,éj,...,61',6”,...,67;) (2483)
i>]

Com que hem comprovat al principi de la prova que ,_; = (—1)"""e,—;—1, obtenim al

restar aquesta 2.4.78 obtenim que es cancel-la tot menys ¢ = j i per tant hem vist que
00Q — Qo0 =p—idg,(x). Pertant, pilaidentitat sén homotopiques com a aplicacions
de cadenes.

Com que p ~ idg, x) l'aplicacié induida en la cohomologia p* = idp, (x) aleshores per una
banda tenim:

(00— p)(0) = P(er0|(ey...e0)) V(€10 (e1 1)) (2.4.84)

Per altra:
P — ©)(0) = exr1¥(l(epsren)) " PO en,..e0)) (2.4.85)
Aleshores tenim que exe;(pp — p1p) = eprip(V — ¢). Ara observem que

€k+l — (_1)(k+l)(k+l+1)/2 — (_1)kl(_1)]€(l€+1)/2(_1)l(l+1)/2 — (_1)kl€k€l (2486)

Per tant, (pp — py) = (—=1)*p(¢p — @) ara bé com que p* = idg, (x) ens queda

o] =[] = (~)"[¥] — [¢] (2.4.87)
El cas per a A # () es dedueix del fet que 'operador @ du les cadenes de C,,(A) a Cyp11(A)
i per tant la @) induida en el quocient també és una homotopia de cadenes. O

Proposicié 2.68 (Naturalitat del producte cup). Donada una aplicacié continua entre
espais topologics f : X =Y, aleshores les aplicacions induides f* : H"(Y; R) — H"(X; R)
satisfan f*(a — B) = f*(a) — f*(B), andlogament per a la cohomologia relativa.
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Demostracié. Considerem f# : C*(X) — C*(Y) I'aplicacié induida, aleshores donats o €
Cn(X), p € CHX) iy € C*(X) tals que k + [ = n tenim:

(f#SO ~ f#¢>(0) = f#()o(o—‘(vo,...,vk)) : f#w<0’(vk,...,vn)) =
= @l(f ©)lworoown)] - VLS © lvpo)] = (0= V) 0 0) = [0 — ) (0) (2.4.88)

Per tant, tenim que f#p — f#1) = f#(p — 1), d’aquesta igualtat es dedueix el resultat
per a cohomologia i per a cohomologia relativa ja que simplement és passar a quocients. [

El que hem demostrat en aquesta secci6 és que (H*(X, A),+,—) forma un algebra anti-
commutativa® sobre R i a més existeix un un functor

S :Top — Skewgr, S(X)=(H"(X;R),+,—) (2.4.89)

i S(X EN Y)=f*: (H*X;R),+,—) — (H*(Y;R),+,—). Aquest és un functor perque
H* o Sing : Top — GrModg és un functor i les aplicacions que eren homomorfismes de
R-moduls al ser naturals respecte del producte cup sén homomorfismes d’algebres.

2.5 CW-complexos

Ja hem acabat de vore les primeres propietats de I’homologia i la cohomologia. En aquest
capitol les aplicarem per deduir propietats d’homologia i cohomologia sobre CW-complexos.
Amb aquestes calcularem ’estructura cel-lular del Grassmannia, els seus moduls de coho-
mologia i ’anell de cohomologia de ’espai projectiu infinit RP*°. Per a aquest capitol hem
gastat com a referéncia principal [MS74, Capitol 6 i pp. 260-262].

Considerem el disc DP = {v € RP/ |v| < 1} i definim el seu interior int(DP) = {v €
RP/ |v| < 1}, excepte en el cas particular que p = 0 considerarem que int(D") = DY.
Direm que un espai topologic és una p-cel-la tancada si és homeomorf a DP, si és home-
omorfa a int(DP) direm que és una p-cel-la oberta.

Definicio 2.69. Un CW-complex consisteiz en un espai Hausdorff K al qual diem es-
pai subjacent i una particid de conjunts disjunts de K, {e;}icr que satisfan les segiients
propietats:

1. Per a toti € I e; és una cel-la de dimensio n(i) > 0. A més per a cada cella e;
existeix una aplicacio continua:

f:D") 5 K (2.5.1)

que actua com a homeomorfisme entre int(D”(l)) 1e;.. A f li direm funcid carac-
teristica.

SEn molts llibres d’algebra a un algebra commutativa també rep el nom de commutativa, nosaltres anem
a evitar eixa nomenclatura pel risc a confusio.
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2. Donat x € € — e;, aleshores existeiz j € I tal que x € e; i n(j) < n(q).

Si I és un conjunt finit direm que el CW-complex és finit i és suficient amb aquestes
condicions. Un subconjunt de K és un subcomplex si és tancat i és unid de e;.

3. Clausura finita. Per a tot x € K estda contingut en un subcomplez finit de K.

4. Topologia de Whitehead. K té la topologia del limit directe de la familia dirigida
formada pels subcomplexos finits amb la inclusio.

Al subcomplex format per les cel-les de dimensio n o menor li diem n-esquelet denotat
com K™.

Nota 2.70. A l'exemple C.28 es veu com la topologia de Whitehead és el mateix que
considerar que un conjunt U C K és obert si i només si K™ NU és obert en la topologia
de K™.

Nota 2.71. El nom de CW-complex fa referéncia als axiomes, la C ve de Finite Closure
ila W de Weak topology, que és com li va dir originalment Whitehead a la topologia del
limit directe [Whi49], la qual no és la topologia feble de l’analisi matematica i per tant
evitem aquesta nomenclatura per evitar confusio.

Ara que hem definit qué és un CW-complex podem passar a demostrar propietats sobre
els moduls d’homologia.

Lema 2.72. Siga K un CW complex, el grup d’homologia relativa H;(K™ K" ') amb
coeficients en R és 0 per a i # n i és un R-modul lliure per a i = n amb un genera-
dor per a cada n-cel-la de K. A més, H(K", K" ') =0 sii #n i H(K", K") =
Homp(H;(K", K" ');R) sii=n

Demostracid. Si per a cada n-cel-la oberta triem un punt s. definim S com la unié d’a-
questos se. Si considerem K™\S i col-lapsem cada n-cella foradada en la seua frontera i
per tant ens queda K™ ! i per tant, aquest és retracte de deformacié de K™\S. Per tant
obtenim:

Hiy(K™, K™™' = H;(K", K™\S) (2.5.2)

Aplicant el teorema d’excisié tenim que H;(K", K™\) = H;(K™\K"~1, K™\(S U K" 1)).
El primer és la unié disjunta de les n-cel-les i el segon la unié disjunta de les n-cel-les
foradades. Que és la suma directa dels grups d’homologia H;(e,e\s.) = H;(R™, R™\{0}),
aplicant el lema 2.65 obtenim la tesi del teorema.

En particular tenim que aplicant el lema 2.47, H/(K", K" ') =0sii # njaqueperai <n
aplica el teorema per ser H;(K™, K" '), per a n + 1 aplica per ser Hom(H;(K", K" 1))
lliure i per a la resta aplica per ser 0 ’anterior. O

Corollari 2.73. Siga K un CW complex, el grup H;(K™) és 0 per a i > n i isomorf a
H;(K) per a i < n. Analogament per a cohomologia.
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Demostracié. Es clar que H;K° = 0si i > 0 ja que és un espai discret. A partir de la
successié exacta curta

0 — Co(K™ 1) =5 Cu(K™) 25 Cu (K™, K™ 1) — 0 (2.5.3)
s’indueix la successié exacta llarga
i — Hy (K", K™Y — Hy (K" Y —Hy (K" —H, (K", K™Y — ... (2.5.4)

Per induccié sobre n, si i > n tenim que H;(K™ ') = 0 i pel lema anterior tenim
H;(K™, K" 1) = 0, per tant per exactitud H;(K™) = 0. Si n < i aplicant el lema 2.72 ens
queda:

e =0 — Hy (K" Y —H, (K")— 0 — ... (2.5.5)

Per tant, per exactitud H;(K™) = H;(K" 1), per tant aplicant induccié
Hy(K™) = H;(K™) = H(K""?) = ... (2.5.6)

. Si K és de dimensi6 finita ja hem acabat.

En el cas en que K és de dimensié infinita, és qliestiéo de considerar el limit directe de
moduls d’homologia a la familia dels n-esquelets aplicant el mateix raonament que es gasta
a la demostracié del lema 2.58 i la nota 2.59, s’obté el que voliem.

Ara considerem el cas de la cohomologia, fent el mateix raonament que en homologia pero
aplicat a la successio exacta llarga:

o= H(K™ Y« HY(K™) « H(K™, K™ ") « H7Y (K" ) « ... (2.5.7)

en aixo, induccié i el lema 2.72 obtenim H*(K™) =0 si i > n.
Per al cas, i < n aplica el mateix raonament que hem fet en homologia.
La cohomologia H™(K) és clara pel que acabem de vore i pels lemes 2.58 i la nota 2.59. []

2.5.1 Estructura cel-lular del Grassmannia

Ara que en tenim algunes propietats dels CW-complexos anem a buscar un CW-complex
sobre el qual aplicar-les, vorem que el Grassmannia infinit té estructura de CW-complex,
anem a calcular la seua estructura cel-lular i amb aquesta la seua cohomologia.

Considerem la varietat del Grassmannia G(n, k), i recordem el fet de que R"** es pot
construir a partir de la successié R ¢ R ¢ R? € ... € R""* on R? ¢ R™™* consisteix en
els vectors de la forma (v1, ..., 0,0, ...,0) € R,

Aleshores donat X € G(n, k) podem definir la segiient successié d’enters

0 < dim(X NR) < dim(X NR?) < ... < dim(X NR"™) =n (2.5.8)
Tenim la successié exacta:

0— XNR! S5 XARP 5 R —0 (2.5.9)
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Per tant, ker(m,) = i(X NRP71) i per tant dim(X NRP~!) — dim(X NRP) < 1. Aleshores
la successié 2.5.8 conté exactament n bots de dimensid, aixo motiva la segiient definicié:

Definicié 2.74. Li direm simbol de Schubert a o = (01, ...,0,) € Z" tal que:
1<o1<0o9<...<o0,<n+k (2.5.10)
Per a cada simbol de Schubert o, definim e(o) C G(n, k)
e(o) :=={X € G(n,k)/ dim(X NR7), dim(X "R 1) =i —1,i=1,..,n+k} (2.5.11)

Es clar que donat X € G(n, k) existeix un tinic nombre de Schubert o tal que X € e(o).
El que anem a demostrar ara és que e(o) és una cel-la oberta.

Recordem que HF := {(v1,...,v3,0,...,0) € R"*/y; > 0}7. Ens adonem que donat X €
G(n, k) aleshores si X té una base z1, ..., 2, tal que:

r, € HY, ...,z € HO™ (2.5.12)
aplicant la successié exacta 2.5.9 obtindrem:
dim(X NR7) > dim(X "R, i=1,...n (2.5.13)

aleshores X € e(0). El reciproc també és cert, perd encara més fort tenim la segiient
propietat:

Lema 2.75. Per a cada X € e(0) existeix una unica base ortonormal (z1, ..., z,) € H7' X
o x HOom.

Demostracio. El vector x1 té que estar en la recta donada per X NR! i a més té que
ser unitari per tant, tenim dos possibilitats només pero triem la que tinga la oj-essima
component positiva per a que x1 € H?L. Ara zo té que ser un vector unitari de X N R72
tal que siga ortogonal a x;, aix0 torna a donar dos possibilitats perdo només 1 tindra la
component oo-essima positiva. Recursivament, es determinen univocament os, ...,0,. [

Definicié 2.76. Definim

(o) = VO(R™ ) N (HO x ... x H) (2.5.14)
és a dir n-marcs ortonormals de manera que x; € H7. També definim

(o) = VIR N H" x..xH™") (2.5.15)

Lema 2.77. € (o) és una cel-la tancada de dimensié d(o) = (01—1)+(02—2)+...4+(0p,—n).
A més, Uinterior és (o) i q : Vo(R™*) — G(n,k)® actua com a homeomorfisme entre
e(o) ie(o).

7 Atenci6 al fet que Phem definit com el semipld obert no el tancat.

8Recordem que ¢ : Vi, (R"*) — G(n, k) és aplicacié que porta cada n-marc al pla que genera.
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Demostracié. Per induccié sobre n. Per a n = 1, €(01) $ el conjunt dels vectors de la

forma:
n+k

21 = (T11, 12, 10, 0,...,0), D> _afy =1, 214, >0 (2.5.16)
i=1
Trivialment € (o1) és el casquet superior tancat de 'esfera o1 — 1, i per tant homeomorf a
Dot
Suposem ara que és cert per a n i veiem que és cert per a n + 1. Siguen u,v € R*"** dos
vectors unitaris u # —v i siga

T(u,v) : R"F — RFF (2.5.17)
L’tnica rotacié entre u i v en R que fixa punt a punt Pespai ortogonal al pla generat
per v i v. Aquesta ve donada per la férmula:
(u+v)-x
1+u-v

De fet comprovem, que la funcié és lineal respecte de x, que

(u+v)+2u-x)v (2.5.18)

T(u,v)r =2 —

T(u,v)u:u—w(u—i—v)—i—%u-u)v:u—(u—i—v)—i—%:v (2.5.19)
14+u-v
i finalment si z-u = x - v = 0 tenim que
L ur+v-x

Tra s UtV +2w eu=0+0+0=2 (2.5.20)

T(u,v)r =2

Notem que es compleix que T'(u,u) és la identitat i T'(v,u) = T(u,v)~!. A més, partir
de la férmula deduim que que T'(u,v)x és continua respecte de totes les variables i que si

u,v € RP tenim que T'(u,v)z = x (mod RP).

O’i)
Siga b; = (0,...,0, 1,0,...,0) € H?, aleshores (by,...,b,) € €/(0). Per a qualsevol n-marc
(x1,...,2,) € € (o) considerem la rotacié en R**:

T =T(bp,xn) 0o T(bp—1,2p—1)0...0T (b1, 1) (2.5.21)
és clar que aquesta rotacié du by, ...,b, a x1,...,x, respectivament, ja que per a una ¢ €
{1,...,n} fixa, si j < i b;-x; = b; - bj =0, llavors T'(b;, ;) fixa b;; T'(x4,b;) du b; a x; i si
i < jT(bj,x;) fixen x;.

Donat un enter 0,11 > 0y i

D={ucH ™"/ ||lul|=1A b -u=..=b, -u=0} (2.5.22)
Tenim que D és un casquet tancat d’una esfera de dimensié o,4+1 —n — 1 i per tant una
cel-la tancada. Definim I’homeomorfisme:

f: €(o1,.yon) x D — €(01,..,0n41)
(2.5.23)
(T1,.eey Tp, 1) — (21, ey T, Tw)
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on T és la rotacié que hem definit abans en funcié de x1,...,x,. Per vore que esta ben
definida notem que:

i -Tu=Tb,-Tu=b;-u=0, sii<n, ,amés Tu-Tu=u-u=1 (2.5.24)

com que Tu = u mod R tenim que Tw € H""'. Pel que hem comentat abans de la

continuitat de T'(a, b) tenim que f és clarament continua. Coneixent la inversa de la rotacié
deduim que:
uw=T"zp1 =T(x1,b1) 0 ... 0o T (2, bp)Tps1 € D (2.5.25)

és continua i per tant f~! estd ben definida i és continua. Per tant podem concloure que
e (o1,...,0,) és homeomorfa a € (o1, ...,0,) x D. Per induccid, tenim que € (o1, ...,0,) és
una cel-la tancada de dimensié (o1 — 1) + (02 — 2) + ... + (0, — n) i per tant € (o1, ..., opt1)
és una cella tancada de dimensié d(c). Analogament es demostra que, f|e/(o;.....0n)xint(D)
és un homeomorfisme entre €'(o71, ...,0p,) X int(D) i €/ (01, ..., Opt1)-
Falta demostrar que

qlero) €' (0) = e(0) (2.5.26)

és un homeomorfisme, pel lema 2.75 tenim que ¢ és injectiva. A més si (z1,...,x,) €
€' (0)\€ (o), aleshores X = q(x1,..,x,) ¢ e(0), ja que algun x; € fr(H?), on fr denota la
frontera topologica en R% 1. Per tant, dim(X NR7~1) > i i com a conseqiiencia X ¢ e(o).
Ara bé, siga A C €/(0) conjunt tancat en la topologia relativa, aleshores ANe'(o) = A, on
A C € (o) és compacte per ser tancat dins d’un compacte (€’(c), homeomorf a un disc),
per tant ¢(A) és compacte i per tant tancat. Ara bé, hem demostrat que ¢(A)Ne'(o) = A,
per tant g(A) és tancat en la topologia relativa. Aleshores ¢ du tancats a tancats i per tant

és un homeomorfisme. O

Acabem de demostrar que e(o) és una cel-la oberta de dimensié d(o) i a més ¢l : €/ (0) —
e(o) serveix com a funcié caracteristica.

Teorema 2.78. Els (”:k) diferents e(o) son les cel-les d'un CW-complex sobre l’espai
G(n,k). A més, si considerem el limit directe de la familia dirigida dels G(n, k), obtenim
un CW-complex sobre G,,.

Demostracio. Pel lema anterior ja tenim la condicio6 1.
Demostrem la condicié 2. Ens adonem que € (o) és compacte i per tant ¢(€'(0)) és
compacte, aleshores també és tancat i per tant €(o) C ¢(€'(0)) ara bé l'altra inclusi6
és clara per definicié de e(o). Per tant, per a qualsevol X € 7\e(o) existeix una base
(1, .., xn) € €(0)\€(0). Per definicié de €/(0) tenim que sén ortonormals i z; € R7* per
a tot 4, per tant dim(X NR7%) > i. Per tant el simbol de Schubert de X, (71, ....,7,) ha de
complir:

<01y, Thn < oOp (2.5.27)

com que (21, ..., 7,) ¢ € (o) existeix un i tal que r; € R%~1 per tant, o; > 7; i deduim que
d(o) > d(7). Per tant, X € e(7) una cel-la de dimensié inferior. Per tant tenim la condicié
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2. Per tant tenim que G(n, k) és un CW-complex finit.

Si ara prenem el limit directe, ja tenim que G,, satisfa 11 2, i per ser limit directe ja tenim
que té la topologia de Whitehead. Finalment, si X € G,, aleshores X € G(n, k) per a algun
k i per tant tenim la condicié de la clausura finita. O

Exemple 2.79. En el cas particular en que n = 1 tenim que RP* = G1, sera un CW-
complex i a més té una tnica k-cel-la, e(k + 1), per a tot k € N. A més, e(k + 1) = RP*
Amb aquesta informacié podem computar H*(RP>;Z/2) per a tot i € N, a cada n-esquelet
de RP* el denotem per K™, en tot moment treballem amb Z/2 de manera que es deixa
implicit.

Recordem el lema 2.72, aquest ens diu si n’hi ha només una cel-la aleshores H, (K", K" 1) =
Z/2, ara pel teorema 2.47, com que estem treballant en un cos tots els Z/2-moduls sén
lliures per tant:

H"(K", K" ') = Hom(H,(K", K"™),Z/2) = Hom(Z/2,7./2) = 7./2 (2.5.28)

Pel corol-lari 2.73 tenim que H"(RP>°) = H™(K™) aleshores raonem per induccid, si n = 0
pel teorema 2.47 tenim que H°(K") = End(Z/2) = Z/2. Considerem la successié exacta
curta donada pel quocient:

0 C"(K" 1Y) < om(E™) £ (KT K™Y «— 0 (2.5.29)
Indueix la successié exacta llarga:

— H"(K"™ ") < H"(K") + H" (K", K"™") «~ H" (K" ') «~ H" "(K") ~ H" (K", K"") +

(2.5.30)
sabem que H"(K", K"~ 1) = Z/2, pel lema 2.72 H" }(K", K"~ 1) = 0 i pel corol-lari 2.73
tenim que H"(K" 1) =0 i que H" }(K") = H" 1(K"1) = Z/2 la darrera igualtat per
hipotesi d’induccié. Aleshores ens queda la successié exacta llarga:

e 0 HY(E™M 722 g0 g0 0 (2.5.31)

Per exactitud, dj és un monomorfisme, aleshores per actuar entre Z/2-moduls de la mateixa
dimensié és clar que és un isomorfisme. Per tant d5 té que ser I'aplicacié nul-la, per tant
d} és un isomorfisme Z/2 = H"(K") = H"(RP*).

Per calcular la cohomologia del Grassmannia ens sera 1util contar el nombre de cel-les en
G(n, k). Per a aixo, primerament definim:

Definicié 2.80. Una particié de n € N és una successio i1, ..., 1 d’enters positius tal que
Z;?ZI i; =n. El nombre de particions el denotarem com p(n).

Exemple 2.81. Per a n = 4, p(4)=>5, on les particions s6n 1111, 112, 22, 13, 4.
Per a n=3, p(3)=3, 111,12, 3.
Per a n =0, p(n)=1 on la particié és el conjunt buit.
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Per a cada simbol de Schubert (o1, ...,04,) tal que d(o) = j i 0, < m li correspon una
partici6 de j, i1, ..., is donada per o1 — 1, ..., 0, — n llevat dels termes que siguen 0. Es clar
que

1<ip<ipn<...<is<m-—n (2.5.32)

iamés s <n. per tant:

Corol-lari 2.82. El nombre de j-cel-les en G(n, k) és igual al nombre de particions de j
amb n enters com a mazrim menors de < k. En particular, sin,k > j tenim que el nombre

de j-cel-les de G(n, k) és p(j).

Corol-lari 2.83. Si definim
pn(J) (2.5.33)

com el nombre de particions de j que té com a maxim n enters tenim que pp(j) és el
nombre de j-cel-les en Gy,

Proposicié 2.84. Eristeiz un R-isomorfisme de moduls H (Gp;7Z/2) — @f;(lj)Z/Z

Demostracid. Pel lema 2.72, H;(K’, K1) = @figj)Z/Q, ara pel teorema 2.47, tots els
Z/2-modduls sén lliures per tant:

HI (K, K971 = Hom(H;(K?, K7~1),Z/2) = Hom (@fggj)Z/Q,Zp) > gi{)7,/2
(2.5.34)
Pel corol-lari 2.73 tenim que H7(G,) = H’(K’) aleshores raonem per induccié, si j = 0
pel teorema 2.47 tenim que H(K") = End(Z/2) = Z/2. Considerant el parell (K7, K7~1)
tenim la successié exacta llarga.

HI (K™Y & HI(KP) « HI(K9, K971 & BV (K™Y « HI-Y(K9) « HI7Y(K9 K1)
| (2.5.35)
Pel corol-lari 2.73 tenim que H’(K7/~') = 0, aleshores i* = 0 i que

HI"Y(KJ) = HI7Y(K/~1) =~ @fzgj_l)Z/Q la darrera igualtat per hipotesi d’induccié, per
tant A = 0. Aleshores concloem que @f;gj)Z/Z ~ HM(KJ, Ki7Y) ~ HI(K)) = HI(G,). O

Teorema 2.85. Ezisteix un isomorfisme d’algebres,

H*(RP™;7/2) — Z/2[a]/(a™*1) (2.5.36)
on a és linica classe no nul-la de H'(RP™;7Z/2), analogament existeiz un isomorfisme
d’algebres

H*(RP*;Z/2) — 7Z/2[a] (2.5.37)

Per a la demostracié hem gastat com a referencia [Hat01, Teorema 3.11].
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Demostracié. Per Pexemple 2.79 i el corollari 2.73, tenim que H’/(RP") = Z/2 per a tot
j < n. A més, pel corollari 2.73 tenim que la inclusié i : RP*™! — RP™ indueix un
isomorfisme i* : H/(RP""!) — HJ(RP™). Aleshores per demostrar la tesi del teorema
és prou provar que el producte cup de H" '(RP"™) amb el generador de H'(RP") és un
generador de H"(RP™).

De forma més general, podem provar que el producte cup d’un generador de H*(RP™) amb
un generador de H’(RP"™) és un generador de H"(RP™), on j = n — i.

FEns adonem que si considerem el subconjunt de RP"™ tal que les coordenades z;1, ..., Tn
sén totes 0 aquest conjunt és de fet un espai projectiu RP?. Analogament, el subconjunt
de RP" tal que o, ..., z;_1 sén 0 és un espai projectiu RP7. La interseccié d’aquestos dos

i)
és un tunic punt p := {£(0,...,0,1,0,...,0)}. Siga
U = {{£(z0, .-, Tis .., zn)} € RP"/ x; # 0} (2.5.38)

Cada element u € U, té un representant tal que la i-essima coordenada és 1, si con-
siderem aquest diem-li v podem definir un homeomorfisme U — R"™ de manera que
u = (Vg .ery Vim1, Vit1,-.-, V), és clar que és bijectiva ja que al fixar una coordenada les
altres varien com vullguem en tot R™ a més és continua i la inversa també. Ens adonem
també que U el podem vore com RP™\RP" 1,
Aleshores considerem el diagrama commutatiu:

H(RP") x HI(RP™) = H"(RP™)

I |

H{(RP",RP"\RP?) x HI(RP", RP"\RP') —— H(RP", RP"\{p}) (2.5.39)

| |

Hi(RMR™\RY) x HI(RPRMR)) —= F7(R", R™\{0})

Aquest commuta per la naturalitat del producte cup. Per 'exemple 2.64 el producte cup
de la fila de baix du un parell de generadors al generador, aleshores si demostrem que les
columnes sén isomorfismes per la commutativitat del diagrama tindrem el que voliem.
L’homomorfisme de baix a la dreta és conseqiiencia d’aplicar excisio

H(RP",RP™\{p}) = H"RP"\RP"™",RP"\(RP""" U {p})) =
= H"(U,U\{p}) = H"(R",R™\{0}) (2.5.40)

Per al de dalt a la dreta, podem gastar el fet de que RP"~! és retracte de deformacié de
RP™\{p} mitjangant

{+v} {i (V0s vey Vie1, (1 — £)0i, Vi1, -0y Up)
]

2.5.41
(Uo,...,Uz;l,(l—t)vi,UiJrly--"vn)H ( )
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, per tant tenim que H"(RP",RP™\{0}) = H*(RP",RP""!) per I'estructura cel-lular de
RP> tenim que H"(RP* RP" 1) = H*(K", K" 1) 2 7Z/2 = H"(RP").

Ara veiem que els morfismes de l'esquerra sén isomorfismes. Considerem el diagrama
commutatiu:

Hi{(RP") «—— H{(RP",RP1) +—— H{(RP",RP"\RPY) —— H(R",R"\R/)

[ 7 [ [
H{(RPY) «+—— H'(RP,RP"!) «—— HY(RP!,RP\{p}) —— H'(R!, R\{0})
(2.5.42)
Aquest és commutatiu, per posar a la fila de baix les aplicacions induides per les inclu-
sions. Pel corol-lari 2.73, coneixent l’estructura cel-lular de RP' i 'exemple 2.79, tenim
que el quadrat de l’esquerra sén tots isomorfismes. El de baix al mig és per ser retracte
de deformacié com hem raonat abans i el de baix a la dreta ja hem raonat abans que era
isomorfisme per excisié. Finalment, el vertical de la dreta és isomorfisme per I'exemple
2.64.
Si demostrem que el de dalt enmig és isomorfisme, per commutativitat del quadrat central
tindrem que la tercera vertical també sera isomorfisme i com conseqiiéncia per commuta-
tivitat del quadrat de la dreta tindrem que ’homomorfisme de dalt a la dreta també sera
isomorfisme. Per provar que el d’enmig és isomorfisme és prou vore que RP*~! és retracte
de deformacié de RP™\RP’, per a aixd considerem

(2.5.43)

{i(mo, ...,xn)} — {:I:H(x()a c Li—1, (1 — t)a:i, ey (1 — t);z;n) }

(‘rOa coy Ti—1, (1 - t)xu ey (1 - t)xn)H

aquesta aplicacio és continua i per tant en tenim que és un retracte de deformacié.

Hem vist que tot el diagrama sén isomorfismes, si intercanviem la i i la j els mateixos
arguments ens dona el mateix resultat de que siguen isomorfismes i per tant al diagrama
2.5.39 tots els morfismes verticals sén isomorfismes i per tant el producte cup del generador
de H'(RP™) i el generador de H’/(RP") donen un generador de H"(RP").

El cas per a RP* es dedueix pel lema 2.58 i la nota 2.59.

2.6 Cohomologia de fibrats

En aquesta seccié el nostre objectiu sera definir el producte en creu per relacionar coho-
mologies d’espais productes. Després el gastarem per poder trobar la classe fonamental
de cohomologia i provar el teorema de l'isomorfisme de Thom, en aix0 i les operacions
de quadrats de Steenrod que descriurem al final. Per a aquesta seccié hem gastat com a
referencia principal [MS74, Apendix A, Capitol 10 i Capitol §].
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2.6.1 Producte en creu i cohomologia de ’espai producte

Donat ¢ € H™(X,A), A C X obert, i ¥ € H"(Y,B), B C Y obert. Si considerem les
projeccions:
pr: (X xY,AxY)— (X,A)
(2.6.1)
p2: (X xY,X x B)— (Y,B)
si p] 1 p5 sén les aplicacions induides en cohomologia relativa podem definir el producte
en creu @ X ¢ com:

@ x = (pip) — (p3h) € H"™(X x Y, (Ax Y)U (X x B)) (2.6.2)

Aquest esta ben definit per com hem definit el producte cup relatiu. En definitiva, tenim
un producte exterior:

H™(X,A) x H(Y,B) = H™"™(X xY,(Ax Y)U (X x B)) (2.6.3)

Com que el producte cup és distributiu tenim que el producte en creu és bilineal i com que
el cup és associatiu aquest també ho és i com que és natural el producte en creu també.
Anem a vore un poc la idea de com funcionaria aquest producte a nivell de les cocadenes,
siguen a € C™(X) i b € C™"(Y) representants de ¢ i ¢ respectivament, és a dir, s’anul-len
en Cp,(A) i Cp,(B) respectivament i al projectar en la cohomologia [a] = ¢ 1 [b] = .

Ara siga o un n-simplex singular de Cpip(X X Y) que s’anulla en (A x Y U X x B)
aleshores:

(a x b)(o) = ((p} a) — (p§b))(0) =
= (P} @) (0l (wgrom) * PF D) (Ol (0 omim)) =
= a((p1)# (@l (vo,....on)))  0UP2) £ (T (0. 0mim))) =
= a(p1°(vy,...00)) “0P20 (v, vnim))  (2.6.4)

Aix0 és simplement al nivell de cocadenes, per a cohomologia tindriem que mirar que passa
en les classes.

El producte en creu ens dona una manera de relacionar les cohomologies dels espais amb
les cohomologies dels espais producte:

Teorema 2.86 (Una férmula de Kiinneth per a cohomologia). Siguen X Y espais to-
pologics, A C X i B CY 1 considerem que R és un cos. Aleshores,

® HY(X,A)@H (Y,B)ZH" (X xY,AxYUX x B) (2.6.5)

i+j=n

La prova es pot trobar a [Spa66, Teorema 5.11], aquesta és la versié general del teorema,
si després apliquem que si R és un cos i per tant tots els R-moduls sén lliures no n’hi ha
torsié obtenim el nostre enunciat. En els casos d’interés aquest isomorfisme ve donat pels
productes en creu, per a la demostracié en CW-complexos [MS74, Teorema A.6].
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Lema 2.87. Siga B un espai topologic aleshores la correspondéncia

HI(B) — HI(B xR")

o yx1 (2.6.6)

és un isomorfisme, a més, si ¢ és el representant de y aleshores p(po o) = ¢ x 1(o) per a
tot n-simplez singular o : B x R" — R"™ on p: (B x R") — R" és la projeccid.

Demostracié. Per la definicié de producte en creu tenim que el producte H7 (B)x HO(R™) =
HI(B x R™) esta ben definit, a més tenim que és bilineal i per tant lineal respecte de la
primera variable. Com que R™ és retracte de deformacié d’un punt H°(R") = R.

Seguint el raonament que hem fet abans obtenim que si ¢ : A™ — B x R".

(¢ X 1)(0) = ¢(p1 © U‘(vo,...,vn)) ’ 1<p2 © U‘(vn)) - ¢(p1 % U‘(vo,...,vn)) (267)

Es a dir, ¢ x 1(o) és equivalent a restringir el codomini de o a B i després aplicar ¢.
Aquesta comprovacié també mostra que és injectiu. Per comprovar que és sobrejectiu és
prou adonar-se que podem retractar B x R™ a B x {0} i per tant deduim que al passar a
cohomologia seran indiferents els valors que prenguen en R”. O

La parella (R”,Rf), on Rfj = R™\{0}, la podem escriure com (R,Rp) x .... x (R, Rp).
Anem a triar un generador ¢” € H"(R™,Rf}) de la segiient manera. Ry es pot escriure com
la uni6 disjunta RT UR™.

La terna (R,Rp,R™) per la proposicié 2.53 obtenim la successié exacta llarga:

oo H™(R,R™) — H™Rg,R™) > H™ (R, Rg) » H™(R,R™) — ... (2.6.8)

Com que R~ és retracte de deformacié de R tenim que H7(R,R~) = 0, aleshores & és
un isomorfisme. Per altra banda, per excisié tenim que HO(R™) =2 H(Rg,R™) aleshores
tenim:

HO(RT) < HO(Ro,R™) - H'(R, Ry) (2.6.9)

Si considerem 1 € HY(R™) podem definir la e € H!(R,Rg) a partir dels isomorfismes del
diagrama anterior.
Anem a vore que aquesta e ens defineix un isomorfisme.

Teorema 2.88. Per a cada parella (X, A) on A obert en X
HI(X,A) — H/T(X xR", X xR} UAxR")
(2.6.10)

a — axe”

€s un isomorfisme
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Demostracid. Es suficient provar-ho per a n = 1 ja que el cas general aplicant que el
producte en creu és associatiu i per induccié tenim: Demostrem el cas n = 1.

Cas 1. Suposem que n = 1 i que A és buit.

Primerament notem que si considerem H" (X x Ry, X x R™) aplicant el teorema d’excisié
podem escindir X x R~ de manera que tenim ’isomorfisme:

i*  H™(X x Rg, X x R™) — H™(X x R™) (2.6.11)

Per altra banda, si considerem la terna (X x R, X x Rg, X X R7) aquesta ens déna una
successié exacta llarga de cohomologia, amb ¢’ ’homomorfisme de connexid,

= H™(X xR, XxR™) % H™(XxRo, XxR™) & H™ (X xR, XxRo) L+ H™1(X xR, XxR™) —

(2.6.12)
Ara bé com que X x Ri X x R™ tenen a X x {—1} com a retracte de deformacié tenim
que H7(X x R, X x R™) = 0 per tant § té que ser un isomorfisme. Aleshores per a una a
fixa, com que el producte cup és natural tenim el diagrama:

HOR* ! HO(Rg,R™) d H'(R,Ry)

lax J/ax lax
H™(X)~ H™(X x RT) PR H™(X x Rg, X xR7) N H™1 (X xR, X x Rg)
(2.6.13)
aquest commuta llevat del signe?, per la naturalitat del producte en creu. Per construcci6

e = 0171, aleshores a x e = a x én~'e, per commutativitat del diagrama tenim que
axon ==+8(ax (1) =+8G) " Hax 1) =683GE") " (e x1)(a) (2.6.14)

Pel lema 2.87 @ x 1 és un isomorfisme, aleshores a X e és la composicié d’isomorfismes i per
tant és un isomorfisme. Aixo demostra el cas 1.

Cas 2. Suposem que A és no buit i n = 1. Siga z € Z!(R,Ry) el representant de e i ara
considerem el diagrama commutatiu:

* -

0 — C™(X, A) P C™(X) : C™(A) ——— 0

lxz lxz lxz
0= C™"H(X xR; X x RgUA xR) » C™H(X xR, X x Ry) » C™ (A xR, AxRy) = 0
(2.6.15)
Es clar que la primera fila és exacta (vore exemple 2.11). Per a la segona ens adonem
que si una cocadena anul-la les cadenes que prenen valors només en X X Ryg o A X R en
particular ho fan per al primer, per tant és injectiva la primera. Ara si una cocadena venia

de la primera tenim que en C"™*1(A x R) i per tant estd en el ker de la segona aplicacio.
Finalment la segona aplicacié és sobrejectiva perque tota cocadena de X x R que s’anul-la

9Perque la cohomologia amb el producte cup és un algebra anticommutativa.
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en les cadenes que prenen valors només en X x Ry també ho fa en A x Ry. Per tant la
segona fila també és exacta.

A més com tots sén aplicacions de cadenes commuten en la covora i d(a x z) = (da) x z, per
ser z cocicle. Aleshores aplicant la covora es dedueix el diagrama commutatiu de classes
de cohomologia:

—2 L H™(X,A) H™(X) H™(A) —2 5 .
lXe lm lXe
o B H™(X xR, X xRoUAXR) » H™H(X xR, X x Rg) - H™ (A xR, AxRg) S ...
(2.6.16)
Pel cas 1 tenim que les dos fletxes verticals de la dreta sén isomorfismes, a ’esquerra n’hi
han dos isomorfismes més que queden fora del dibuix perd que sén analegs, aleshores en
tenim que podem aplicar el lema dels 5 i per tant H™ (X, A) = H™H (X xR, AxRoUAxXR).
Per tant hem provat la tesi del teorema per a n = 1, per al cas general és prou aplicar
I’associativitat del producte en creu:

axem=(axe" ) xe (2.6.17)

aleshores que xe" és un isomorfisme ix per induccié ja que podem considerar el cas inicial
com R = {0} i RJ = 0. O

2.6.2 Teorema de l’isomorfisme de Thom

Després de més de 50 pagines anunciant-lo per fi hem arribat al punt en que tenim la ma-
quinaria matematica per provar el teorema de l'isomorfisme de Thom 'ingredient principal
per construir les classes de Stiefel-Whitney.

Notacié. En tot el que queda de capitol R = Z/2 i ometrem la referéncia aquest per als
moduls de cohomologia.

Siga £ un R"-fibrat vectorial amb espai total F i base B, aquesta Hausdorff. Donat b € B,
denotem (Fp)o := Fp\{O0p, } 1 Eo := Upep(Fp)o, és a dir els vectors no nuls de cada fibra de
E.

Per a tot b € B tenim la inclusié del parell 4, : (Fy, (Fp)o) < (E, Ep) sabem que indueix
un homomorfisme i} : H"(E, Eq) — H"(F}, (Fy)o). Notem que per a (Fy, (Fy)o) com que
un fibrat satisfa la condici6 de ser localment trivial sera homeomorf a (R™,Rf}) pel lema
2.65 1 aplicant el teorema 2.47 tenim que:

H"(F, Fy) = H"(R",Rpy) = Hom(H,(R",Ry); Z/2) = Hom(Z/2,Z/2) = Z/2 (2.6.18)
Per tant, iy : H"(E, Eo) — H"(Fy, (Fy)o) = Z/2.
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Teorema 2.89 (Teorema de isomorfisme de Thom). Ezisteiz una inica classe de coho-
mologia u € H"(E, Ey;Z/2) tal que ij(u) és no nul-la per a b € B, a més laplicacio

H/(E;Z/2) — HIT(E, Ey;Z/2)
(2.6.19)
Yy — Yy—u

és un isomorfisme per a tot j € 7, en particular H'(E,Eq) = 0 per a tot i < j. A u li
direm la classe fonamental de cohomologia.

Demostracié. Cas 1. Suposem que £ és un fibrat vectorial trivial. Aleshores, existeix un
isomorfisme de fibrats de manera que £ = B x R™. Aleshores, la classe de cohomologia
H"(E,Ep) = H"(B x R", B x R{}), pel teorema 2.88 tenim I'isomorfisme

Hi(B) —» HJ+”7SB x R", B x R?) (2.6.20)
a — axe

Siga © € H™(FE, Ey), com que lanterior és un isomorfisme tenim que existeix un unic
s € H/(B) tal que x = s x e™. Ara volem que i} (s X €") = 1 per a cada b € B, si z és el
representant de s i € el de €”, necessitem que z x e(o|y) = 1, perd per a aixo significa que
tot n-simplex que tinga a b en la seua imatge:

(zx€)(0) = 2(p1 © T(y,....00)) - EP2 0 Tl())) = 1 (2.6.21)

per tant z X e = 1 per a tot n-simplex amb imatge en B i I"inic que satisfa aquesta condicid
és z = 1 ja que al estar treballant amb Z/2 una cocadena diferent a 1 donara 0 en algun
simplex. Aleshores, 1 € H"(B) és I'inic que pot fer que eixe producte siga no nul sempre.
Definim u = 1 x €. Pel lema 2.87 tenim Iisomorfisme H’(B) — H7(B x R"™) donat per
y — y x 1. Aleshores, I'operacié

yX].i—)(yX1)vu:(yxl)v(1xen):yxen (2622)

defineix un isomorfisme per ser composicié d’isomorfismes. Per tant queda provat el cas 1.
Cas 2. Suposem que B és la unié de dos oberts trivialitzants B’ i B”. Aleshores, tenim
que la tesi del teorema és certa per a &|p/, &|g» 1 &|pnp7. Denotem E* = E' N E" i
E§ = E{ N E{/. Per Mayer-Vietoris tenim la successié exacta llarga:

.. — H™YE* E) — H(E,Ey) % HI(F',E}) & H(E",E})) & HI(E* E}) — ...
(2.6.23)
Pel cas anterior, tenim que H"!(E*, Ej) = 0 per tant k" és injectiva.
També pel cas anterior tenim que existeixen v’ € H"(E', Ej)) i u” € H"(E", E{]) tal que la
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restricci6 a cada fibra és no nul-la igual per a v* € H"(E*, Ef}). Aleshores si considerem:

"(E', E}) "(E" E)

\ (B b/ (2.6.24)

"(Fy, (Fp)o

on les fletxes son les induides per les inclusions, les classes fonamentals seran no nul-les

baix i per tant per unicitat tenim que i*(u’) = i*(u”) = u*, aleshores (u/,u”) N 00, per
exactitud de 2.6.23 estan en la imatge de k™ i venen de la mateixa classe de cohomologia
u € H"(FE, Ey), per injectivitat de k™ estd univocament determinada.

Ara considerem la successié de Mayer-Vietoris:

. — H™YE*) - H/(F) - H(E')o H(E") — H(E*) — ... (2.6.25)
on j +n = 1. Per la naturalitat del producte cup obtenim el diagrama commutatiu:

H](E*) N Hj(E/)®Hj+1(E//) N H](E) N Hj(E/)EBHj+1(E//) N Hj+1(E*)

l(vu,vu) lvu lvu l(vu,vu) lvu

HY(E*,E$) —» H'(E',Ey) @ H'(E", Ey) -+ H'(E,Eo) » HTY(E',E}) @ H'T (E", Ey) - H'T (E*, Eg)
(2.6.26)

Pel cas anterior tenim que totes les columnes excepte la del centre sén isomorfismes,
aleshores pel lema dels cinc tenim que H7(E) = HI™"(E, Ey) és un isomorfisme. Per tant
hem provat el cas 2.
Cas 3. Siga B tal que esta recobert per un nombre finit d’oberts trivialitzants By, ..., Bg.
Raonem per induccié, per a kK = 1 ja hem demostrat que el teorema és cert, aleshores per
hipotesi d’induccié és cert per a &|p,u..uB,_, 1 per a §|(Blu...uBk_1)mBka aplicant el cas 2
tenim que és cer per a &.
Cas general. Siga C un obert compacte de B, aleshores per a qualsevol recobriment
d’oberts trivialitzants podem extraure un finit i pel cas 3 tenim que el teorema és cert per
a &|c. Al considerar el conjunt dirigit dels subespais compactes de B amb les inclusions
i el diagrama que porta cada subespai a ’homologia i les inclusions a les induides per
cohomologia, pel lema 2.58 obtenim que H’(B) = liinHj(C’).
Ara si considerem F, una cadena singular tindra la seua imatge en algun compacte D, com
que 7 és continua C' = w(D) és compacte, aleshores la imatge de la cadena esta continguda
en 7—1(C), per tant estem en les condicions esmentades de la nota 2.59 i per tant podem

10 A questa aplicacié de la successié de Mayer-Vietoris du el parell a la diferéncia de les restriccions, en
aquest cas venen donades per les inclusions induides, i per aixo és 0, comparar amb [Hat01, pg. 202]
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aplicar el lema 2.58 obtenint:

H"(E, E) = lim H" (7~ YC), 77 1(C)o) (2.6.27)

Cada H™(7=(C), 7~1(C)o) conté una tinica classe de cohomologia uc tal que la restriccié a
cada fibra és no nul-la. Per tant, existeix un dnica classe de cohomologia u € H"(E, Ey) tal
que la restriccié a cada fibra és no nul-la, ja que si n’hi han dos diferents les dos coincideixen
en tots els C i existeix per ser la classe de cohomologia global de les anteriors mitjangant
el limit invers.

Considerem I'homomorfisme (— u) : H'(E) — H(Ey, Ey), aleshores per a cada C C B
compacte tenim el diagrama commutatiu:

HJ(E) RN Hj+"(E,E0)

l l (2.6.28)

Hi(z=1(C)) =2 Hitn(z=1(C), 7~ 1(C))

Si ara apliquem el limit invers, per la proposicié C.29 com que H’(E) i H’*"(E, Ey) sén
limits, obtenim que — u també és un isomorfisme, aixo completa la prova. O
2.6.3 Operacions de Quadrats de Steenrod

El que queda de capitol 'anem a dedicar a descriure unes de les operacions de cohomologia.
Només amb la caracteritzacié poden semblar un poc obscures per aixo hem examinat un
exemple que ens ajuda a vore millor la seua accié. Per a més informacié sobre operacions
de cohomologia vore [MT68, Capitol 2] i [FF16, Capitol 4].

Definicio 2.90. Les operacions de quadrats de Steenrod es poden caracteritzar de la
seguent manera:

1. Per a dos espais topologics Y C X @ per a cada i,n € N és un homomorfisme
additiu: ' 4
Sq': H'(X,Y) — H""(X,Y) (2.6.29)

2. 8i f:(X,Y)— (X',Y') aleshores Sq* o f* = f* o Sq'.

3. Sia € HYX,Y), aleshores Sq°(a) = a, Sq"(a) = a — a, i Sq'(a) = 0 per a tot
1 >n.

4. La formula de Cartan, si a — b esta definit aleshores,

Sq*(a—1b) = Y Sq'(a) — S’ (b) (2.6.30)
i+j=k
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Es pot vore a [FF16, pp. 395-400] que a partir de les propietats (1) i (3) es demostra
Pexisténcia i unicitat de les operacions de quadrats de Steenrod i que la propietat (4) es
pot demostrat com a teorema. Per a la propietat (2) vore [MT68, Capitol 2, Teorema 4.
Per una qiiestié de notacié definim 'operacié de quadrat de Steenrod total com:

Sq(a) = a+ Sq'(a) + S¢*(a) + ... + Sq"(a), ac H'(X,Y) (2.6.31)
Amb aquesta notacié la formula de Cartan queda com:
Sq(a — b) = Sq(a) — Sq(b) (2.6.32)

Recordem que el producte en creu és el producte — de les classes induides per les projeccions
aleshores:
Sq(a x b) = Sq(a) x Sq(b) (2.6.33)

Ara ja tenim el necessari per demostrar I'existéncia de les classes de Stiefel-Whitney. Pero
abans anem a vore com actuen les operacions de quadrats de Steenrod.

Exemple 2.91. Considerem RP*> aquesta ja sabem quina cohomologia té H*(RP>;7Z/2) =
Z/2[a] on a € HY(RP*;Z/2), el generador de I'anell. Per la propietat 3. tenim:

S¢°(a) =a, Sq¢'(a)=d? S¢a=0,Vj>1 (2.6.34)

Gastant la férmula de Cartan podem computar Sq(a™). Aplicant la férmula 2.6.32

Sq(a") = Sq(a)™ = (Z Sqi(a)) =(a+a—a)" = Z <Z> antk (2.6.35)
i=0

k=0
En particular per la propietat 1 tenim que S¢¥(a™) sera el terme de grau n + k i per tant:

Sq*(a™) = <Z> a"t*. ik <n, 0en altre cas (2.6.36)

Com que estem treballant amb Z/2 notem que molts d’aquestos termes seran 0.

Notem a més que al ser ~', el fibrat tautologic sobre un fibrat universal per als R-
fibrats sobre una base paracompacta i Hausdorff, donat { € Ob(ParaBundler), tenim
fe : € = ! transformacié de fibrats que indueix un monomorfisme ?Z : H*(B(£);Z/2) —
H*(RP*;7Z/2), al ser monomorfisme té inversa per l'esquerra g¢, per tant aplicant la
propietat 2:

Sq(u) = g¢ o f¢ o Sq(u) = g; 0 Sq(fe(u)) (2.6.37)

Sq(fz(u)) € H*(RP®;Z/2) per tant sabem com computar-lo, aleshores sabem com funci-
onen les operacions de quadrats de Steenrod sobre les classes de cohomologia de dimensi
1 (comparar amb [Mall2]). Notem que tenim encara més informacié perque la propietat 2
ens permet coneixer que passa en la cohomologia relativa.
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Capitol 3

Classes de Stiefel-Whitney

Aquest capitol té com a objectiu aplicar tot el que hem estat desenvolupant en els capitols
anteriors, primerament enunciarem els axiomes de les classes de Stiefel-Whitney, després a
partir de les operacions de quadrats de Steenrod i I'isomorfisme de Thom definirem unes
classes de cohomologia i vorem que satisfan aquesta axiomatica. Amb aix0 calcularem
I’algebra de cohomologia del Grassmannia i amb aixo dltim provarem la unicitat de les
classes de Stiefel-Whitney. Aplicant que el Grassmannia és un fibrat universal definirem
les classes de Stiefel-Whitney com a classes caracteristiques. Finalment, vorem aplicacions
a partir dels axiomes ja que estara comprovada l’existencia de classes de cohomologia que
els satisfan. Per a aquest capitol hem gastat com a referéencia principal [MS74, Capitols
4,7,8,10].

Notacié. En tot el capitol tenim que la cohomologia i homologia és sempre amb coeficients
en Z/2.

3.1 Axiomes i existencia de les classes de Stiefel-Whitney

Axioma 1. A cada fibrat vectorial £ li correspon una successio de classes de cohomologia,

{wi(€)}i2o: ,
wi(€) € H'(B(£),2)2), i€N (3.1.1)

a aquesta successio li direm la classe Stiefel-Whitney de {. A més wy(§) = 1 on 1 denota
la identitat de HO((B(£),Z/2)) i w;(£) =0 Vi > n si & és un fibrat de dimensi6 n.

Notacié. Definim la classe total de Whitney com

w(€) = wo (&) +wi(§) + ... +wn(§) (3.1.2)

Axioma 2. Naturalitat. Si f: B(¢) — B(n) indueix una transformacié de fibrats de £
a 7 aleshores,
wi(§) = ffwi(n), VieN (3.1.3)
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Axioma 3. El teorema del producte Whitney. Si¢ i7 sén dos fibrats sobre la mateixa

base B, aleshores
k

wp(€ D) = wi(€) — we—i(§) (3.1.4)

=0

Definim la classe total de Stiefel-Whitney com w(€) = 1+ wi(&) + ... + wp(§) + 0+ ... €
H*(B(&),Z/2), d’aquesta manera 1’axioma 3 queda com:

w(€®n) =w(§) — w(n) (3.1.5)

Notacié. En aquest capitol en general ometrem el signe del producte cup s’assumeix que
el producte de classes de cohomologia és sempre mitjancant aquest.

Axioma 4. Per al fibrat tautologic ;i sobre P!, la classe Stiefel-Whitney wy (1) és no
nul-la.

3.1.1 Existencia de les classes de Stiefel Whitney

Recordem que el capitol anterior hem demostrat el teorema 2.89 que ens diu que per a cada
R™fibrat vectorial & sobre una base Hausdorff existeix una unica classe de cohomologia
u € H"(E, Ey;Z/2) tal que la restriccié a cada fibra és no nullla iy — y — u és un
isomorfisme entre H/(E) i H'™"(E, Ep).

Definicié 3.1. Definim l'isomorfisme de Thom ¢ : H*(B) — HF™(E, Ey) com la
composicio de
H*(B) = H*(E) =% H*™"(E, Ey). (3.1.6)

Per justificar que aixo és un isomorfisme només hem de vore que 7* és un isomorfisme.

~

Com que E\Ep, la seccié nulla, és retracte de deformacié de E tenim que H¥(E) =
HF(E\Ep) mitjancant la inclusié. A més, 7| E\E, : £\Eo — B és un homeomorfisme, per
tant, 7* : H*(B) — H*(E) és un isomorfisme.

Per altra banda recordem que hem definit les operacions de quadrats de Steenrod a partir
de les segiients propietats.

1. Per a dos espais topologics Y C X i per a cada i,n € N és un homomorfisme additiu:
Sq¢': H(X,Y) — H""(X,Y) (3.1.7)

2. Si f:(X,Y) = (X', Y') aleshores S¢’ o f* = f* o S¢'.

3. Sia € H"(X,Y), aleshores Sq°(a) = a, S¢"(a) = a — a, i Sq*(a) = 0 per a tot i > n.
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4. La férmula de Cartan, si a — b esta definit aleshores,
Sq(a — b) = Sq(a) — Sq(b) (3.1.8)
Aix0 és gastant la notacié de 'operacié de quadrat de Steenrod total:

Sq(a) = a+ Sq'(a) + S¢*(a) + ... + S¢"(a), a <€ H"(X,Y) (3.1.9)

Definicié 3.2. Siga £ un R"-fibrat, definim la classe de Stiefel- Whitney a partir de
wi(€) = ¢7'8¢"(w), keN (3.1.10)

Onu € H"(E, Ey;Z/2) és la classe fonamental de cohomologia que obtenim pel teorema de
Uisomorfisme de Thom, ¢ Uisomorfisme de Thom i Sq* Uoperacié de quadrat de Steenrod.

Teorema 3.3. La classe de Stiefel-Whitney w(§) satisfa els axiomes de les classes de
Stiefel- Whitney.

Demostracio. Axioma 1. Per la condicié (1) de les operacions de Steenrod tenim que
Sqi(u) € H"WE,Ey;Z/2) i wi(§) = ¢~ 1(Sq(u)) € H{(B;Z/2). A més

wo(§) = (ﬁ*l(SqO(u)) = dfl(u) = (W*)fl(lHk(E)) = lgrp) (3.1.11)
i wip(€) = 07 1(Sq"(u)) = ¢~1(0) = 0 per a tot k > n.
Axioma 2. Siga f : £ — 1 una transformaci6 entre R™-fibrats vectorials, aleshores indueix

una funcié g : (E,Ey) — (E', E{). Siguen v’ € H"(E',E}) i u € H"(E, Ey) les classes de
cohomologia fonamentals. Aleshores,

g*: H*(E' E})) — H*(E, Ey) (3.1.12)

és homomorfisme d’anells i per tant g*(u') = u. Donat a € H*(B’), recordem que tenim el
diagrama commutatiu:

E-1,F (E, Ey) —— (E', E})
”l iﬂ, = l“"”' (3.1.13)
BB BxB L, pxp

aleshores deduim que 7* o f = g* o (7')*

(9" 0 ¢')(a) = g"([(7")"(a)] — ') = g"[(x")"(a)] — g"(u) = g"[(x")"(a)] — v =
f f )



per tant tenim que g* o ¢/ = ¢ o f . Aleshores,

w(§) = ¢~ Sq(u) = ¢~ [Sq(g* ()] = ¢ 0 g" 0 Sq(u) = [ o (¢) ' Sq(u) = [ w(n)
(3.1.15)
Axioma 3. Calculem la classe de Stiefel-Whitney del producte cartesia n = £ x & que té
com a projeccié m x ' : E x E' — B x B'. Siguen uw € H™(E,Ep) i ' € H"(E', E) les
classes de cohomologia fonamentals de £ i ¢ respectivament.
Al ser Ey i E{ oberts en E i E' respectivament, ja que la seccié nul-la és un tancat, podem
definir el producte en creu:

uxu € H"™E x E',(E x Ej) U (Ey x E')] (3.1.16)

Ens adonem que (E x E{j) U(Ep x E') és un subconjunt obert de E(n) = E x E" que és preci-
sament el conjunt de vectors no nuls Ey(n). Anem a vore que u x u' € H™"(E(n), Ey(n))
és la classe de cohomologia fonamental. Com per a tot b € B les fibres sén de la forma
Fy(n) = Fy, x F}, és prou comprovar que la restriccié de la classe fonamental de cohomologia
a la fibra u x | (g, (), (F,)o(n) €S N0 nul-la en H™™(Fy(n), (Fy)o(n)), ara bé per la férmula
de Kiinneth 2.86 tenim

w X | (B (), (F)o(m) = Ul(E(F)e) X W5y (7)) (3.1.17)

Per comprovar que aquest producte és no nul només cal vore que si triem representants
per a cada cadena no és nul pero al ser classes fonamentals de cohomologia no sén nul-les
per a cap cadena aleshores al considerar el producte resultant del cup ens queda que sén
no nuls. Per tant u x u’ és la classe fonamental de cohomologia.

Per tant, si considerem els isomorfismes de Thom respectius:

bola x B) = (7" x (=')")(a x b)) — (ux u') = (w*(a) x ()" (b)) — (u x u) =
(m*(a) — u) x ()" (a) — ') = ¢(a) x #(b) (3.1.18)
La tercera igualtat es justifica de la segiient manera si @ := 7*(a) € HY(E) i b= (7')*(b) €
HYE'"):
(@x b) — (uxu') =pj(@) — p3(b) — p3(u) — pi(u') =
— (1 *(7) _ p* — o (B — n*() —
(=1)7p1(@) — p3(u) — py(b) — pi(u’) 121 1mod 2
=pi@—u) —pi(b—u)=(@—u) x(b—1u) (3.1.19)
on les aplicacions p; sén les projeccions del producte en creu, p; : E x B/ — E, ps :

EXE —FE, p3:(ExE EyxE)) — (E,Ey)ips: (ExFE Eyx E}) — (E, Ep).
Aleshores tenim:

¢y(w(n)) = Sq(u x u') = Sq(u) x Sq(u') = ¢(w(§)) x ¢'(§') = dy(w(&) x w({)) (3.1.20)
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Per tant si apliquem ¢, 1 al dos costats obtenim la classe de Stiefel-Whitney:

w(n) = w(§ x &) =w(&) x w¢) (3.1.21)

Ara bé si £ i ¢ foren fibrats sobre la mateixa base, podriem considerar aplicar 1’encaix
diagonal d : B — B x B als dos costats i sent p; : B x B — B la projeccié sobre la
component ¢ = 1,2, obtenim:

d*(w(§ x ¢)) =w(d (¢ x {)) =w(§ @) =d"(w(§) x w()) =
= d"(pi(w(§)) — p3(w(¢))) = (d" o pD)(w(§)) — (d" o p3)(w(€)) = w(§) — w(¢)

(3.1.22)
ond' : H¥(X x X) —» H*(X)ipf: H*(X) - H*(X x X). Per tant hem deduit:
w(E@¢) =w() — w() (3.1.23)
Axioma 4. Siga v; el fibrat tautologic sobre RP!. Considerem
S = {({xz},y) € E(n)/lyl < 1} € E(y) (3.1.24)

Vegem que S és homeomorfa a una banda de Md&bius M, la demostracié és la segiient.
Considerem el diagrama:

[_17 1]2
”00‘/ \p‘ (3.1.25)
S <+> M
h 1
on p: [~1,1]> — M representa la projeccié sobre I'espai quocient de la banda de Mdobius;

a(z,\) = (e Ne?™ ) i 1 : 81 x D! — S que projecta 7([e"™], A\e?™®) on [e!™] ve donada
per la relacié d’equivalencia €™ ~ '™ sii & = y + mn,n € Z.

Es clar que 7 o o és compatible amb la relacié d’equivalencia que defineix M, aleshores
existeix una tunica aplicacié h : M — S definida com h([z,A]) = 7o a(z,\) a més com
que una és continua h és continua, clarament és bijectiva i com M és un compacte i S és
Hausdorff tenim que h és un homeomorfisme amb inversa ¢ := h~".

Aix0 demostra que S = M. Es pot vore clarament que ad(Ey N S) C int(Ep). Aixo és
perque Ey és obert i fr(SY) = {({£x},y) € E(7])/ly| = 1}, on S¢ és el complementari
de S en E. Per tant aplicant el teorema d’escisio:

H*(S,EyNS) = H*(E\S, E;\SY) = H*(E, Ey) (3.1.26)

Siga M = fr(M) tenim el segiient diagrama:

M— M
h\Ml | l" (3.1.27)

EynS —1 - 8

89



On 4, 5 s6n les inclusions corresponents. La cohomologia relativa ens indueix les successions
exactes llargues i amb les aplicacions anteriors ens queda el segiient diagrama commutatiu:

H V(M) — " gV (V) —2 5 g (M, M) —2— HM (M) —2— H? (M)

b [

HY(S) — s H (B 8) 25 Hn(s, By ) —L s HM(S) ——s H,(Eyn )

(3.1.28)
si k* és 'homomorfisme induit per I'aplicacié per la projeccié de h sobre els quocient.
Veiem que M és retracte de deformacié de h™'(Eg N S) = [-1,1] x ([-1,1]\{0})/ ~
considerem:

F: [_1’ 1] X ([_17 1]\{0}) X [07 1] — [_1) 1]2
(3.1.29)

(z,\,1) — (1: M1 —t)+ ﬁt)

F és continua i compatible amb la relacié d’equivalencia aleshores F' : h™1(Ey N S) — M
és continua i a més Fy = idy, Fi([z,\]) € M i Fi|y; = idy; per tant és retracte de
deformacié aleshores h|j\~4 és un isomorfisme. Doncs, aplicant el lema dels 5 al diagrama
d’abans obtenim que k£* és un isomorfisme i per tant:

H*(M,M) = H*(S,EyN S) = H*(E, Ey) (3.1.30)

Ara considerem D? i I’encaixem en RP2, anem a vore que RP?\D? = M. La figura 3.1
mostra que sén homeomorfs, aleshores deduim

R

7

Figura 3.1: Esquema d’homeomorfisme entre RP?\ D? i una banda de Mobius [DL18].

n

1
I3
<
<
5
>

H*(E,Eo) = H*(M, M) = H*(RP>\D? D2\D?) = H*(RP?, D?) (3.1.31)

L’daltim isomorfisme és conseqiiencia del teorema d’excisié. Ara bé, és trivial que un punt és
retracte de deformacié de D? aleshores raonant com abans H*(RP?, D?) = H*(RP?,4+Py)
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on Py és el pol nord, a més sabem que el punt és una 0 cadena i per tant no afecta als
grups de cohomologia més enlla de ¢ = 0, per tant si ¢ # 0

H'(E, Ey) = H*(RP? D?) = H'(RP?) (3.1.32)

Pel teorema 2.89 sabem que la classe fonamental u € H'(E, Ey) és no nul-la, per I'isomorfia
tenim que existird a € H'(P?) que genere el grup. Aleshores Sq'(u) = u — u sera isomorf
a Sq(a) = a — a # 0 perque la cohomologia del pla projectiu I'hem computat en 2.85 i és
H*(RP?) = 7Z/2[a]/(a®), per tant:

wi(y1) = ¢~ Sq" (u) (3.1.33)

és no nul. Aixo termina la demostracio. O

3.2 Cohomologia del Grassmannia H*(G(n,k),Z/2)

Ara que hem demostrat I'existéncia de les classes de Stiefel-Whitney, ens poden ajudar a
computar la cohomologia del Grassmannia amb aix0, demostrarem que les classes de Stiefel-
Whitney sén tiniques i ja en la segilient seccié passarem a definir les classes caracteristiques.
Abans de procedir amb la demostracié necessitem una definicié i un lema técnic d’algebra.

Definicié 3.4. Siga (R,+,-) un anell commutativ i 1, ...,x, elements algebraicament
independents sobre R. Siga x una variable sobre R[x1, ..., x|, considerem el polinomi:

f@)=(z—21).(z —2,) = 2" — 512" L+ ..+ (=1)"s, (3.2.1)
on
n n n n
s1 = in, Sg = Z Z TiTj, ... Sp = Ha:l (3.2.2)
=1 i=1 j=i+1 i=1
Als polinomis s1, ..., Sy, els anomenarem com polinomis elementals simétrics.
Lema 3.5. Els polinomis elementals simétrics si,..., S, son algebraicament independents
sobre R.

Per a la demostraci6 ens referirem a [Lan02, pp. 190-192].

Lema 3.6. Les classes de Stiefel-Whitney del fibrat tautologic v sobre Gy, wi(Y"), ..., wn(Y™),
son algebraicament independents en Z/2[wi(y"), ..., wn(y™)].

Demostracid. Raonem per reduccié a 'absurd, suposem que existeix p polinomi tal que
p(wi(y"), ..., wn(y")) = 0. Pel teorema 1.53 per a cada & € Ob(ParaBundlegn) existeix
g : £ — ~™ transformacio de fibrats.
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Aleshores per axioma 2, si g és el map induit per g sobre les bases:

wi(§) = 7" (wi(y")) (3.2.3)

per tant
p(w1(8), s wn(§)) = p(T (W1 (")), -, " (wn (7)) = 0 (3.2.4)

Com a conseqiiéncia per a provar el lema és prou trobar £ € Ob(ParaBundlegn) tal que
no existeix cap p polinomi de n variables sobre Z/2 que satisfa p(wy(€), ..., w,(£)) = 0.
Considerem ~! el fibrat tautologic sobre RP*°, pel teorema 2.85 tenim que H*(RP>;Z/2),
és l’algebra Z/2[a] on a és la classe no nul-la de H'(RP>). Si ara considerem el producte
cartesia X = RP™ x ... x RP pel teorema 2.86 tenim que

HY(X;Z/)2) =Z)2la1] ® ... ® Z)2]ayn] = Z/2][aq, ..., ay) (3.2.5)

on a; son els generadors de dimensié 1, i = 1,...,n (vore [Hat0l, Exemple 3.16]). On
a; = m(a) amb m; : X — RP> la projecci6. Pel corol-lari 1.34 tenim:

="' x . xy =@y e e () (3.2.6)
on £ és un R” fibrat sobre X aplicant els axiomes 2 i 3:
w(§) = ﬂf(w('yl)) — e — Tr:;(w(*yl)) =1+a)—..—(1+ay) (3.2.7)
Per tant,

wi(§) = a1 +ag+...+ay

we (€)= a1 —ast+a;—azs+..+a1—ap+...+ap-1—an
(3.2.8)
wp(é) = a1 — ag — ... — ay,
Aquestos sén els polinomis elementals simetrics, i per tant pel lema 3.5 tenim que
w1 (&), ..., wn (&) sén algebraicament independents en Z/2, QED. O

Teorema 3.7. L’anell de cohomologia H*(Gy;Z/2) és lalgebra Z/2[w1 ("), ..., wn(Y™)]

Demostracio. Pel lema tenim que H*(G,;Z/2) conté una subalgebra

Z/2[wi1(y"), w2 ("), ..., wn(y™)]. Recordem que py(j) és el nombre de particions de j amb
n enters com a maxim. Per la proposicié 2.84 tenim que H7(G,;7Z/2) = @Z;;gj)Z/Q, és a
dir és un Z/2-modul lliure amb p,(j) generadors. Per altra banda, contem el nombre de
monomis de la forma wy (Y")" — ... — w, (7)™ € H/(Gp;Z/2). Al ser de dimensi6 j, una
particié i1, ..., 7, haura de complir:

i1+ 2ig + 3ig + .. + My = j (3.2.9)
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aleshores a cada particié d’aquesta forma li podem associar la particié de j definida a partir
de (in), (in +in-1), (in +in-1+in—2), -y (in +in—1+ ... + 1), llevat dels Os que apareguen.
Estos monomis, pel lema anterior sabem que sén algebraicament independents en mod 2
i per tant el rang(H’(G,,7/2)) és major que p,(j), perd hem dit abans que té exacta-
ment eixe nombre de generadors. Per tant, H’(G,,Z/2) és I'anell generat pels monomis
wi (Y — ... — wp (™) tal que iy 4 2ip + ... + niy = 7.

Per tant, si considerem el Z/2-modul graduat:

H¥(Gn; 2/2) = 2/2[wi ("), -, wn(7")] (3.2.10)
O

Definicié 3.8. Siga o € 3, una permutacid, R un anell commutatiu i un polinomi p(t) €
R[t1,...,tn], on t1,...,t, algebraicament independents, definim:

Up(tlv"',tn) :p(ta(1)7"'7ta(n)) (3211)
Direm que p és simétric si op = p per a tot o € Xy,.

Corol-lari 3.9. L’homomorfisme natural g* : H*(Gp;Z/2) — H*(RP>® x ... x RP*°;Z/2)
actua com a isomorfisme entre H*(G,; Z/2) i lalgebra dels polinomis simétrics amb aq, ..., an
com a variables.

3.2.1 Unicitat de les classes de Stiefel-Whitney

Amb aixo anem a vore que quan estem en ParaBundleg~ les classes de Stiefel-Whitney
sén uniques aixo ho farem gastant el fet de que el Grassmannia és un fibrat universal.

Teorema 3.10 (Unicitat de les classes de Stiefel-Whitney). FEzisteix una tinica aplicacid
& w(&) € H*(B(),Z/2) que assigna a cada § € Ob(ParaBundlegn) una successid de
classes de cohomologia que satisfa els axiomes de Stiefel-Whitney.

Demostracié. Considerem que en tenim & — w(€) 1 & — w(§), que satisfan els axiomes de
Stiefel- Whitney. Pels axiomes 11 4, i aplicant el teorema 2.85 per al fibrat tautologic 1.

w(yi) =d(y) =1+a (3.2.12)

Si considerem I’encaix de v; en 7!, aquest defineix una transformacié entre fibrats, aleshores
pels axiomes 1 i 2 obtenim:
w(y') =a(y) =1+a (3.2.13)

Si ara considerem el producte cartesia i apliquem el corol-lari 1.34 tenim que n = v' x ... x
Y271yt @ ... @ iyl Aleshores aplicant els axiomes 2 i 3 obtenim:

wn)=wn)=10+a)— ... — (1+ay) (3.2.14)
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Ara pel teorema 1.53 existeix f : n — 4™ transformacié de fibrats i a més, pel corol-lari
anterior tenim que existeix un monomorfisme de H*(G,;Z/2) a H*(RP*® x ... x RP*>),
per tant w(y") = w(y").
Per a qualsevol n € Ob(ParaBundlegr), podem trobar una transformacié de fibrats f :
n — 7" i tenim:

w(n) = Fw@™) =" =a) (3.2.15)

Per tant, queda provada la unicitat de les classes de Stiefel-Whitney O

3.3 Classes caracteristiques

Durant tot el treball hem parlat de les classes de Stiefel-Whitney pero en cap moment hem
dit que son les classes caracteristiques, aquesta seccié va a ser la definicié de les classes
caracteristiques i la comprovacié de que les classes de Stiefel-Whitney sén de fet classes
caracteristiques.

Considerem ara R un anell o grup de coeficients, n un fibrat universal sobre una subcate-
goria de .7 Bundle i ¢ € H'(n; R) una classe de cohomologia.

Aleshores ¢ i ¢ determinen una classe de cohomologia:

fece HY(B(&); R) (3.3.1)

Aix0 té sentit perque una aplicacié continua ?E : B(§) — B(n) indueix una aplicacié entre
les cohomologies ?Z : HI(B(&)) — HY(B(n)), a més aquesta és invariant sota homotopia
per definicié de fibrat universal aleshores tenim que ?Zc esta ben definit.

Definicié 3.11. Definim la classe caracteristica de cohomologia de £ determinada per
¢ com

fec (3.3.2)
la denotem com ¢(§).
Reciprocament, donada una correspondencia:
§ = cl§) € H'(B(): R) (3.3.3)

tal que és natural respecte les transformacions de fibrats, és a dir, si g : B({) — B(n)
indueix una transformacié entre fibrats tenim que ¢(£§) = g*c(n). Aleshores obtenim:

c(&) = Fec(w(y™)) (3.3.4)

Recordem del capitol de fibrats vectorials vam demostrar que G, és el fibrat universal
sobre la categoria ParaBundlegn. Si considerem R = Z/2 coneixem la cohomologia del
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Grassmannia i per tant podem definir les classes caracteristiques de Stiefel-Whitney
o simplement classes de Stiefel-Whitney com

s w(€) = fe(v") (3.3.5)

on f¢ és I'inica transformacié de fibrats f : £ — Gy, llevat d’homotopia. Aquestes clara-
ment ens donen una correspondencia entre fibrats i satisfan la naturalitat per 'axioma 2
per tant sén classes caracteristiques.

Com que 4" en particular també esta en ParaBundlegn, observem que ’anell de les classes
caracteristiques de cohomologia per als R™-fibrats sobre una base paracompacta i Hausdorff
amb coeficients en un anell Z/2 és canonicament isomorfa a H*(G,,Z/2).

Les classes de Stiefel-Whitney sén només unes de les classes caracteristiques més utilitza-
des. Notem que 'orientacié permet definir una altra classe fonamental i aleshores de forma,
analoga a com he fet per a les classes de Stiefel-Whitney es poden definir altres classes
caracteristiques interessants com:

e Si tenim una orientacio sobre els fibrats vectorials, aleshores podem definir les classes
caracteristiques dels R"-fibrats orientats sobre Z

& e(é) e HY(B;Z) (3.3.6)
a aquesta se li diu la classe d’Euler orientada.

e Si considerem fibrats vectorials complexos orientats i prenem R = Z podem definir

les classes de Chern: ‘
w i ci(w) € H*(B;7) (3.3.7)

e Donat un espai vectorial V podem considerar el producte tensorial V ® C, la com-
plexificacié de V. Si ara considerem un R”™ vector i a cada fibra li apliquem esta
construccio obtenim £ ® C que és isomorf a £ @ £. aleshores definim:

= pi§) € HY(BZ), pil€) = (—1)'caui(§ ® C) (3.3.8)
aquestes es diuen les classes de Pontrjagin.

Per a més informacié sobre aquestes consultar [MS74].

3.4 Conseqiiencies i aplicacions de les classes de Stiefel-Whitney

Després d’un molt llarg cami demostrant construint les classes de Stiefel-Whitney hem ar-
ribat per fi a un punt on podem gaudir de les recompenses de tant treball i vore aplicacions.
Primerament vorem les conseqiiencies més immediates i després ja vorem aplicacions més
impactants.
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Definicié 3.12. Definim HY(B,7/2) com lanell de les sumes infinites formals:
a=ag+ay+ay+.. a €H(B,Z/2),icN (3.4.1)
el producte el definim com a:
(ap+ai+as+...)(bo+bi+ba+...) = (aobo) + (arbo+apbr) + (agby+a1by +agbs) +... (3.4.2)

Aquest producte €s associatiu i commutatiu. Respecte de la suma el considerem com el
producte cartesia dels grups de cohomologia. La classe Stiefel-Whitney total d’un fibrat
vectorial de dimensio n & sobre B és

w(§) =14+ wi(§) +w2(§) + ... +wp(§) +0+ ... (3.4.3)
Com a conseqiiéncia, amb aquesta notacid w(€ ®n) = w(&)w(n)
Lema 3.13. El conjunt format per les séries de la forma:
w=1+w +wy+..€ H(B;Z/2) (3.4.4)

€s a dir les séries que tenen com a primer terme 1. Son un grup commutatiu respecte de
la multiplicacio.

De fet aquest és el conjunt de les unitats de H(B;Z/2).

Demostracié. Hem de trobar un invers @ := w™', donat un element w podem considerar,
que w = 1, aleshores queda:

Wy, = W1 Wp—1 + Wolp—2 + . + Wp_1W1 + Wy, (3.4.5)

Aixo ens déna el sistema, el qual podem resoldre per substitucié progressiva i queda:

w = w
Wy = w% + wo
w3 = wi+wow + w3 +2(wyws) (3.4.6)
w3 = wi+wiwy 4wl +wi+ +2(wswy)
Al estar en Z/2 el de la dreta del tot sén Os. O

Com a conseqiiencia el producte de Whitney ens diu que ’equacié:

w( D n) =w(@wn) (3.4.7)

té com a tnica soluci6 w(n) = w(§)w(€ & n).
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Proposicié 3.14. Si £ = n aleshores w(§) = w(n)
Demostracio. Conseqiiencia directa de I’axioma de naturalitat. O
Proposicié 3.15. Si § és un fibrat vectorial trivial, aleshores w(§) = 1.

Demostracio. Com que és trivial per la proposicié anterior w;(§) = w;(ep(e)) ara bé, donat
b € B podem considerar la transformacié de fibrats induida per f : B — {b}, aleshores
w;i(§) = w;(b) pero la cohomologia d’un punt és trivial quan ¢ > 0, per tant w;(§) = 0 si
1> 0. ]

Proposicié 3.16. Si ¢ és trivial, aleshores w;(§ & n) = w;(n)

Demostracio. Conseqiiencia del teorema del producte de Whitney i la proposicié anterior
ja que tots menys el primer sumand seran O. ]

Com a conseqiiencia d’aquest teorema tenim i el lema 3.13 és que en que £ @ n és trivial,
el que passa és que a 'aplicar el teorema del producte de Whitney ens queda el segiient
sistema:

w1 (§) +wi(n) =0
w2 (&) + wi(§wi(n) +wa(n) =0 (3.4.8)

En aquest cas podem aillar w;(n) com a polinomis de w;(§) i a més w(n) = w(§).

Proposicié 3.17. 5i & és un R™"—fibrat amb una métrica euclidea, amb una seccié que no
nul-la, aleshores wy(§) = 0. Si & en té k seccions independents aleshores,

W1 (€) = Wnp2(E) = .. = wp(£) = 0 (3.4.9)

Demostracié. Com que en té k seccions que sén linealment independents per tot arreu, el
que podem és definir un subfibrat € a partir d’eixes seccions, aleshores sabem que & = e@e™.
Aleshores per la proposicié anterior w;(£) = w;(e') com que e+ és un (n — k)—fibrat tenim
el que voliem demostrar. O

Clar si ¢ és un fibrat euclidia per a qualsevol subfibrat 7 podem trobar un complement 7=
i per tant tindrem que (w(n))~! = w(nt). Un cas especial és el segiient:

Corol-lari 3.18 (Teorema de la dualitat de Whitney). Si 7as és el fibrat tangent d’una
varietat en l'espai euclidia i vys és el tangent normal, aleshores,

wi(var) = wi(7Tar) (3.4.10)
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Exemple 3.19. Per al fibrat tangent 7g» tenim que w(7gn ), és a dir, les classes de Stiefel-
Whitney no permeten diferenciar entre el trivial sobre S™ i el tangent.

Si considerem la S™ < R™*! aleshores hem demostrat al primer capitol que el fibrat
normal és trivial. Aleshores w(7)w(v) =1 perd w(v) =11 per tant, w(r) =1

Exemple 3.20. La classe de Whitney Stiefel del fibrat tautologic 7, sobre RP™ és w(v,.) =
1+ a.

Considerem la inclusi6 i : RP! < RP™ indueix una transformaci6 de fibrats j : i — 7.
Per tant,

Frwi () = wi(v1) # 0 (3.4.11)

Per a i > 1 'axioma 1 ja ens determina que seran 0 i w(y}) = 1 per tant ja ho tenim.

Exemple 3.21. Podem vore 7, el fibrat tautologic sobre RP™ com un subfibrat del trivial
6%}21” el denotem €™t!, és clar per la construccié, ara si considerem ~* el seu ortogonal,
per definici6 de fibrat ortogonal tenim que E(y1) = {({£z},v) € RP" xR/ v € {z}1}.
Anem a vore que

wytH) =14+a+a*+ .. +a" (3.4.12)

Simplement cal considerar que vy, @y és trivial i per tant:

wirh) = @) =1 +a) T =1+a+a® +..+a" (3.4.13)

Lema 3.22. Siga 7 el fibrat tangent de RP™, aleshores T = Hom(~},v+).

Demostracié. Siga | C R™! una recta que interseca al 0 i els punts +x de S™, ara con-
siderem I+ C R™!. Siga p : S* — RP™ la projeccié sobre el quocient. Aleshores si
considerem:

dp : TS™ — TRP" (3.4.14)

Veiem que si dp(z,v) = dp(—x, —v), aixo simplement és perque per a un & suficientment
menut les corbes a ;] —¢,e[— S™, a(t) =x+tvif:]—¢e,e[— S", f(t) = —x —tv sén iguals
en la projecci6 p(a(t)) = {£x + tv} = p(B(¢)).
Com que a més és submersid, tenim que TRP" ve donat per parells {(x,v), (—z, —v)} tal
que x € S" i v € {x}+. Raonant amb la mateixa idea en la demostracié del teorema 1.27,
s’arriba a que tenim I'aplicacié f : TR™ — Hom((, ) donada per #(z,v) ~ L on

£L: 1 — I+

(3.4.15)
r +—— v

f és continua i actua com a ismorfisme entre fibres aleshores pel lema 1.14 tenim que 7 és
isomorfa a Hom(y.,y1). O

Seguint la notacié del lema anterior
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n+1)
Teorema 3.23. La suma Whitney 7 ® €' és isomorfa a 7. @ ... ® L. Per tant, la classe
de Whitney Stiefel de RP™ és:

wr) =1 +a)" ™ =1+ <"“1Ll)a+ (" ;r 1)a2 T (”Z 1) a" (3.4.16)

Demostracié. El fibrat Hom(y},~v}) és trivial perque és un R-fibrat amb una seccié no
nul-la canonica donada per la identitat. Aleshores tenim

r @' = Hom(y}, v*) @ Hom(y}, 7)) = Hom(y), v ® 7)) = Hom(y}, ") (3.4.17)

S

I per tant és isomorfa a Hom(q},e!) es pot demostrar que Hom(y},el) és isomorf a ~,

(compara [MS74, pg. 35]) com que 7. té una metrica euclidea. Aleshores 7 @ ! =
1 1
Y D e Y
Pels axiomes 2 i 4 podem concloure que:
w(t) =w(r ®e') =wrk)..wr) = (1 +a)"™ (3.4.18)
O

3.4.1 Existéncia de R-algebres de divisié en R"

Un problema de I’algebra durant molt de temps va ser determinar les algebres de divisio en
R"™ sobre R, en principi és un problema purament algebraic i un esperaria que la demostracié
es fera només gastant metodes algebraics. No obstant aixo, va ser Whitney qui va donar
la primera prova de que no n’hi han més que les que ja es coneixien R, C, els quaternions
i els octonions i va ser precisament gastant les classes de Stiefel-Whitney. Relacionarem
I'existencia d’algebres de divisié amb la paral-lelitzabilitat de RP™ i mitjancant les classes
de Stiefel-Whitney determinem que no existeix cap altra.

Com a conseqiiencia directa del teorema 3.23 obtenim el segiient:
Corol-lari 3.24. La classe de w(trprn) =1 sii n+ 1 és una poténcia de 2.

Demostracié. Es una propietat elemental d’Algebra que (a+b)?=a?>+b> mod 2. Ales-
hores, (14 a)?" =1+ a® . Aleshores, si n 4+ 1 = 2" tenim que:

w(trpn) = (1+a)" ™ =1+a" =1 (3.4.19)

reciprocament si n + 1 = 2"m on m > 1 senar,

T T - 1 T
w(repn) = (1+ a7 = 1 +a®)™ = 1+ ma® + m(m2)a2,2 + .. (3.4.20)

I'dltim terme és diferent de 0 peque 2" < n + 1. O
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Com a conseqiiencia d’aquest teorema tenim que el Unics espais projectius que podrien
ser paral-lelitzables serien RP', RP3 RP7,RP'..., es pot demostrar en molt més esforc i
complicacié que només els 3 primers sén paral-lelitzables (vore [BM58]).

Recordem que en un anell R un divisor de 0 és 0 # r € R tal que existeix 0 # r’ € R amb
r-r" = 0. Un domini d’integritat és un anell que no té divisors de 0. Si considerem un
R-algebra sobre R direm que és un algebra de divisi6 si R és un domini d’integritat.

Teorema 3.25. Suposem que existeir un producte bilineal
p:R" xR" — R" (3.4.21)
sense divisors de 0, aleshores RP™™! és paral-lelitzable.

Demostracid. Siga eq,...,e, la base canonica de R™. Com que p és bilineal tenim que
y +— p(y,e1) com que no n’hi han divisors de 0 té que ser un isomorfisme. Aleshores si
definim
v; R™ — R"

p(y,e1) — p(y,e)
aquesta és lineal, a més vy (z), ..., vp(z) sén linealment independents per a = # 01 v; és la
identitat de R™.
Donada una recta [ que passa pel 0, si 7 : R® — I és la projeccié ortogonal, podem definir:

(3.4.22)

v —

r s (row)@) (3.4.23)

Tenim que v; = 0 pero que Vs, ..., U, van a ser linealment independents per a tot punt.
Aleshores el que tenim sén unes seccions de Hom(v} 1, 71) independents i per tant aquest
és el fibrat trivial ara bé:

Trpn-1 = Hom(y:_1,75) (3.4.24)

Aleshores RP™ 1 és paral-lelitzable. ]

Aleshores el que hem demostrat és que per a que en R™ es puga definir un algebra de divisié
sobre R una condicié necessaria és que RP"~! siga paral-lelitzable, pel corollari d’abans
tenim que n té que ser potencia de 2, hem comentat també que només ho sén per a 0, 1,
3iT.

Com a conseqiiéncia, els tinics casos on podriem definir algebres de divisié serien R, R?,
R* i R8, aquestos corresponen a R, C, els quaternions i els octonions respectivament.

3.4.2 Immersions

Un dels primers problemes per als quals es van aplicar va ser el problema de la immersié.
Aquest consisteix en trobar la menor k tal que existeix una immersié d’una varietat M de
dimensié n a R"*. Tenim el segiient teorema:
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Teorema 3.26 (Whitney, [Whid4]). Siga M wuna varietat diferenciable compacta de di-
mensid n > 1 aleshores existeix una immersié de M en R?2"1,

Anem a vore que aquesta fita no és pot millorar i que és exacta per a alguns exemples del
projectiu.
Aplicant el teorema 3.18, si vj; denota el fibrat normal, tenim

wi(var) = wi(Tar) (3.4.25)

Clar com que les classes w;(7a7) = 0 si i > n tenim que w;(vyr) = 0 si @ > k, és a dir
obtenim una fita de k.

Exemple 3.27. Considerem 'espai projectiu RP? tenim que
w(tgps) = (1+a)'®=1+a*+d® (3.4.26)

i per tant
W(Tgpo)l + a® + a* + a° (3.4.27)

Aleshores si existeix un a immersié de RP? en R%T*_ tenim que k té que ser major o igual
que 6.

Exemple 3.28. Si n és una potencia de 2 aleshores:
w(tgpn) = (1+a)" ™ =1+a+a" (3.4.28)

i per tant
W(trpn) =1+a+a®+ ... +a"! (3.4.29)
D’aquest ultim exemple deduim el teorema

Teorema 3.29. Si existeir una immersid de RP?" en R +* aleshores k té que ser almenys
2" —1.

El que hem demostrat amb el teorema 3.29 és que el teorema 3.26 que acabem de citar de
Whitney ens dona la millor fita possible per a k, és impossible trobar-ne una millor per a
varietats compactes.

3.4.3 Nombres de Stiefel-Whitney i cobordisme
Comencem aquesta seccié amb una definicié:

Definicié 3.30. Dos varietats diferenciables tancades M i N de dimensié n direm que
estan en la mateiza classe de cobordisme' sii la seua unid disjunta M LU My és la
frontera d’una varietat diferenciable compacta de dimensié (n+ 1). Es pot comprovar que
les classes de cobordisme defineizen una relacié d’equivalencia.

"Hem decidit traduir cobordism com cobordisme i no “covorisme” seguint el criteri que es gasta en anglés
que és respectar ’arrel francesa de bord.
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L’estudi de aquesta relacié d’equivalencia es coneix com a cobordisme, un problema natural
a determinar és si donades dos varietats diferenciables saber si estan o no en la mateixa
classe de cobordisme. Aplicant els nombres de Stiefel-Whitney anem a donar un criteri
necessari i suficient per comprovar-lo.

Figura 3.2: Exemple de cobordisme, la varieta M esta en la mateixa classe de cobordisme
que M. [MS74, pg. 53]

Recordem el segiient teorema de topologia:

Teorema 3.31. Tota varietat diferenciable compacta és homeomorfa a un subconjunt tri-
angulat de l’espai euclidia, a més I’homeomorfisme es pot comprovar que é€s suau per a cada
sitmplex de la triangulacio.

Siga M una varietat diferenciable amb vora de dimensié n. Considerem la cadena simplicial
formada per tots els simplexs de la triangulacid, sense especificar una orientacié ja que anem
a treballar en Z/2. Es immediat que la vora de la cadena coincideix amb la triangulacié de
la vora i per tant la cadena anterior defineix un cicle relatiu la classe del qual anomenem
classe fonamental d’homologia denotat com:

pinr € Hy(M,0M;7,)2) (3.4.30)

Donada una classe de cohomologia ¢ € H"(M,0M;7Z/2), per la demostracié del teorema
2.46 tenim que si z és un representant d’aquesta i v un representant de pps esta ben definida
la correspondencia:

h(p)(um) = z(u) (3.4.31)

denotarem h(y)(uar) com @[M].

Si M no té vora el raonament és el mateix només que no considerem homologia relativa.
En el cas en que la varietat no siga compacta, també podem definir una classe fonamental
d’homologia en Z/2 (vore [MST74, pp. 273-275])

A més a més, 'homomorfisme de connexié 0 de la successié exacta llarga:

= Ho(M,0M) 5 Hy ((OM) — Hy_1 (M) — ... (3.4.32)
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porta fiyr a pon -

Ara ja estem en condicié de definir els nombres de Stiefel-Whitney.

Siguen r1,...,7, € N tals que 1 + 2ry + ... + nr, = n. Per a qualsevol fibrat vectorial £
tenim el monomi:

Wi (€)™ — .. = wn (€)™ € HY(B(£); Z/2) (3.4.33)

En particular, per al fibrat tangent d’una varietat M tenim

Definicié 3.32. Definim el nombre de Stiefel- Whitney de M associat al monomi
w1 (&)™ ...w, (&)™ com:

w1 (&)™ ...wn (&)™ [M] := h(w1 (&)™ ...wn (&)™) (ar) (3.4.34)
on h és Uaplicacio del teorema 2.46.

Notem que dos varietats M i M’ tindran els mateixos nombres de Stiefel-Whitney si per a
tot n i per a tota particié p(n) els nombres de Stiefel-Whitney coincideixen.

Exemple 3.33. Anem a estudiar els nombres de Stiefel-Whitney de I'espai projectiu RP™.
Siga 7 el fibrat tangent de RP™:

e Sin és parella aleshores wy, (1) = (n + 1)a” # 0 1 per tant w, [RP"] # 0.
A més, wi (1) = (n+ 1)a # 0 i per tant w}[RP"] # 0.
En particular, si n = 2", aleshores sabem que w(7) = 14+ a+a™ i per tant només sén
no nuls els nombres de Stiefel-Whitney que ja hem considerat, i per tant és no nul.
En cas contrari podem calcular-los aplicant el binomi de Newton amb el teorema del
producte de Whitney.

e Sin és senar, n = 2k — 1, aleshores w(7) = (1 + a)?* = (1 + a?)*. Per tant, si j és
senar tenim que w;(7) = 0. Ara bé, tota particié de 2k — 1 ha de tindre almenys
un nombre senar per ser la suma de parells parella aleshores tots els nombres de
Stiefel-Whitney de RP?*~1 s6n 0.

Els nombre de Whitney Stiefel tenen una aplicacié importantissima que es reflecteix en els
segiients dos teoremes.

Teorema 3.34. Si tots els nombres de Stiefel-Whitney de M son 0, aleshores M és la
vora d’alguna varietat diferenciable compacta.

Per a la prova consultar [Sto68, pg. 95]

Teorema 3.35. Si M és una varietat diferenciable compacta de dimensio (n+ 1) i OM,
aleshores tots els nombres de Stiefel- Whitney de OM son 0.
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Demostracio. Siga py € Hpp1(M,0M;Z/2) la classe fonamental d’homologia del parell
(M,0M). Aleshores tenim que I'homomorfisme natural

& Hyi1(M,0M) — H, (M) (3.4.35)

i aquest satisfa que 9(unr) = pon. Es pot comprovar que ’homomorfisme de connexié §
de la successié exacta llarga:

o= H(M) — H™(0M) S H"™ (M, 0M) — ... (3.4.36)

és el dual de 0, és a dir, 6 = 9* (vore [Hat01, pp.198-199]).
Per a tot ¢ € H"(OM), aleshores per com hem definit & al teorema 2.46 es comprova que

h(¥)(9(par)) = h(6 0 ¥)(uB) (3.4.37)

Si definim una metrica riemanniana sobre 737 aquest indueix un tnic camp vectorial sobre
OM, el donat pel vector exterior de la nota A.17, aquest per ser una seccié no nul-la ens
dona un fibrat trivial e! sobre 9M i per tant, com que és el fibrat normal tenim:

Tvlom = Ton B €' (3.4.38)
Aleshores w(Tar|onr) = w(ton @ ') = w(Topr). Aplicant el que hem raonat abans tenim

5(“111 (TM)---w:;n (tar)) = 0. i per tant

B(w] (ronr)---wy (7oa)) (ons) =
= h(uw] (ralonr) -0y (rarlonn)) (Opuae) =
= h(3(w (malons)--wy, (Tarloar)))(uar) = 0 (3.4.30)
Per tant, tots els nombres de Stiefel-Whitney sén 0. O

Corol-lari 3.36. Dos n varietats diferenciables tancades pertanyen a la mateiza classe de
cobordisme sii tots els seus nombres de Stiefel-Whitney son iguals.

Es conseqiiencia dels dos teoremes anteriors. El que hem aconseguit és una caracteritzacié
per comprovar si dos varietats estan en la mateixa classe d’equivaléncia.
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Apendix A
Varietats Diferenciables

Aquesta seccié es dedica a definir i enunciar propietats sobre les varietats diferenciables,
s’assumeix que el lector esta minimament familiaritzat amb les varietats. Com que el co-
neixement de les varietats no és 'interés d’aquest treball no es demostra res ni es comprova
que tot estiga ben definit ja que son coneixements elementals de topologia diferencial estu-
diats a nivell de grau. Hem gastat com a referéncia principal apunts del grau [Bal22], no
obstant el lector interessat pot consultar [GP74] i [Leel2].

Geérmens

Simplement una definicié per alleugerar la notacié d’aquest apéndix, es gastara molt pun-
tualment en el treball.

Definicié A.1. Si X,Y, Z son espais topologics i x € X, aleshores definim:
Si U,V C X son entorns oberts de x i f : U =Y, g: V =Y direm que defineizen el
mateix germen en x, si existetx W C U NV entorn obert de x en el qual coincideizen

Aizo defineix una relacio d’equivaléncia i a cada classe li direm germen d’aplicacid en x,
el denotem f:(X,z) > Y o f:(X,z) = (Y,y) si f(x) =y €Y

o Sien la classe existeix un representant que €s continua, direm que el germen d’apli-
cacio continua. A més, si f : U — germen continu i tenim g : W CY — Z on W

entorn obert de f(x) es pot definir la composicid de gérmens.

o Sien la classe existeix un representant que és un homeomorfisme, direm que el germen
d’homeomorfisme.

e Un germen f: (R",z0) — (R™,y) es diu suau/de classe C* si té un representant tal
que és suau/de classe CF.
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A.1 Definicié de varietat i espai tangent

Ara definim les varietats diferenciables.

Definicié A.2 (Varietat topologica). Una varietat topologica M de dimensid n és un espai
topologic localment homeomorf a R™ i Hausdorff.

Aco no ens dona realment I’estructura que volem per poder diferenciar i derivar. Aleshores
definim.

Definicié A.3 (Atles i cartes). Donat un espai topologic M, un atles de classe C* i
dimensio n, n, k € N, és una familia d’homeomorfismes, els quals anomenarem cartes,

A={pa :Us CM — Ay CR"}oer (A.1.1)

on I és un conjunt d’index qualsevol i Uy, Ay son conjunts oberts per a tot o € I. Tals
que:

1. {Uqs}aer €s un recobriment de M.

2. Donats o, €1 iz €Uy, NUg el germen

w0 0a"  ps(R™, pa(x)) = va(R", ps(x)) (A.1.2)

de classe C*. Quan es compleiz aquesta condicid direm que les cartes sén compatibles
i a laplicacid g o oot i direm aplicacid de transicio.

Direm que dos atles A i A’ sén compatibles si A U A’ és també un atles. Es molt facil
demostrar que ser compatible defineix una relacié d’equivalencia entre atles i a cada classe
[A] li direm estructura suau o diferenciable de dimensié n.

A més, es pot demostrar que per a cada estructura diferenciable existeix un unic atles
A’ € [A] de manera que A és maximal respecte de la inclusio.

Definicié A.4. Una varietat diferenciable de dimensio n és un parell (M,[A]), on M
és un espai topologic 2AN i Hausdorff i [A] és una estructura suau de dimensid n en M.

Nota A.5. Les propietats de les varietats diferenciables permeten demostrar, tal com es
pot trobar en qualsevol llibre introductori a la topologia diferencial, que aquesta definicid
implica que podem suposar que M C R?", topologitzat com a subespai de R*® amb la
topologia usual, i que k = oo.

Definicié A.6 (Varietat amb vora). Si a la definicié d’atles substituim R™ per H', (el
semipla superior tancat) amb la topologia relativa obtenim la definicio de varietat dife-
renciable amb vora.
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Direm que un punt és de 'interior de M si en un entorn del punt M és localment home-
omorfa a R™ i direm que és de la vora en cas contrari. Es pot demostrar que la vora és
una varietat diferenciable d’una dimensié n — 1.

Definicié A.7 (Funci6 suau). Donades M, N varietats diferenciables, direm que el germen
d’aplicacié continua' f : (M,z) — (N,y) és suau en v € M si existeizen ¢ : (M,z) —
(R™, ug) carta de M i : (N,y) — (R¥ v) carta de N, de manera que Uaplicacid:

? = w © f © 90_1 : (Rnau()) - (Rnav()) (A13)

és suau, a aquesta aplicacid se la denomina representacid local de f, (el representant depén
de les cartes la suavitat no) i ens dona el segiient diagrama commutatiu:

(M, 2) —L— (N, f(x))

% ) fﬁ (A.1.4)

(R, ug) —L— (R¥,vp)

Sif:(M,z) — (N, f(x)) és suau per a tot x € M, direm que f és suau. Si a més f bijectiva
1 la seua inversa suau direm que és un difeomorfisme i que M i N son difeomorfes.

Proposicié A.8. La composicid d’aplicacions suaus €s suau, igual amb els gérmens.

Proposicié A.9. Tota aplicacié suau és continua.

Espai tangent

Donat M una varietat diferenciable, denotem Oy, al conjunt de les aplicacions suaus f :
M — R. Es clar que si definim la suma i producte de funcions de la manera natural
obtenim que Oy és una R-algebra. Analogament, donat x € M si considerem Oy, com
al conjunt dels géermens f: (M, x) — R també és una R-algebra.

Siga Carg := {a : (R,0) — (M, z)/ a germen suau }. Aleshores podem definir la relacié
d’equivalencia:

a,B€Craz, an~Be=(foa)(0)=(foB)(0) Vfe Oy, (A.1.5)
Definiciéo A.10. Definim [’espai tangent a M en x com:
mm = M (A.1.6)

Direm que [a] € T,M és un vector tangent a X en xg. Es comprova que té una unica
estructura de R-espai vectorial.

1Per a aquesta definicié no cal que siga continua, és prou que donades les cartes ¢ : U — A carta de M
i1 :V — B, compleixen que x € U i f(U) C V.
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Com que té estructura d’espai vectorial, ens interessa descriure la base.

Definicié A.11. Siga M una varietat diferenciable i siga ¢ : (M, x) — (R™, up) una carta
enx € M. Donat i € {1,...,n} on dim(M) = n, definim el i-éssim vector coordenat
com:

0
8.1‘1'

= [y] € T.M (A.1.7)

T

i)

on i = ¢ (ug+te;) € Carp i €; = (0,...,0,1,0,...,0) € R".
Teorema A.12. Si M és una varietat diferenciable amb dimensio n, aleshores una base

de T, M ¢és:
0
8%‘2‘

li direm base canonica o base de vectors tangents coordenats.

} (A1)

i=1

Definicié A.13. Donat f € O, denotem la derivada duna funcid respecte 0/0x;|y
com:

0 _of
o, (f):= oz, (z) (A.1.9)
A més es comprova que, si f = fo¢ L
of .\ _ of
oz, (x) = Bu, (u) (A.1.10)

on ui, ..., Un Son les coordenades de R™, i la banda dreta la derivada parcial d’analisi.

Definicié A.14. Siga f: M — N una aplicacio suau entre varietats ©+ x € M es defineiz
la diferencial de f en x com Uaplicacio:

dfyz: T, M —> Tf(z)N
(A.1.11)
v — df(v) = [f Oa]

on v = [a]. Es pot comprovar que aquesta aplicacio esta ben definida.
Proposicié A.15. En les condicions de la definicio anterior:
e Es una aplicacid lineal.

o Cumpleix la regla de la cadena, és a dir, si g : N =Y aplicacio suau entre varietats:

d(go f)e = dgs(z) o dfs (A.1.12)
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e Sigp: (M,z)— (R u)iv: (N, f(zx)) — (RF v) sén cartes de M i N amb funcions
coordenades T1, ..., Ty 1 Y1, ..., Yr respectivament. Aleshores la matriu df, en les bases
canoniques dels espais tangents coincideizen amb la matriu jacobiana de f en u i és
iqual a:

of; o
(2@). fimwes (A113)

Per a varietats amb vora es pot definir igual I'espai tangent i a més tenim la segiient
propietat.

Proposicié A.16. Si X és una varietat amb vora de dimensié n aleshores 0X és una
subvarietat de dimensido n— 1 i per a cada x € X es té que T,0X ve generat pels vectors:

0
81‘1'

és a dir la base de T, X menys l’ultim vector.

x}nl (A.1.14)

i=1

Nota A.17. Com a conseqiiencia tenim que T,0X és ’hiperpla donat pels vectors tangents
tals que v(x;,) = 0 on z;, és la coordenada n-éssima en una carta qualsevol. Aleshores T,,0X
divideix T, X en vectors interiors (v(zy) > 0) 1 exteriors (v(z,) < 0).

A.2 Teoremes i definicions auxiliars de varietats

En aquesta part inclourem els teoremes i definicions que facen falta per a la resta del
treball.

Teorema del rang constant, immersions i submersions

Definicié A.18. Donada una aplicacio suau f : M — N entre varietats, es defineix el
rang de f en x com el rang de la diferencial df,. Es defineix igual per a gérmens. Direm
que el germen f: (M,x) — (N,y) té rang constant si existeix un representant que té rang
constant.

Teorema A.19 (Teorema del rang constant). Siga f : (M,z) — (N,y) germen de rang
constant r. Aleshores existeiven cartes ¢ : (M,z) — (R™,0) i : (N,y) — (RF,0)tals que
la representacid local de f és:

f: (R0 — (R¥0)
(A.2.1)
(U1, .y u) > (u1y...,ug,0,...,0)

Definicié A.20. 1. Direm que f : M — N és una immersio en x € M si df, és
injectiva, iqual per a gérmens i si ho €s en tots els punts direm que f immersio.
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2. Direm que f és encaix si és una immersid injectiva tal que f : X — f(X) és
homeomorfisme.

3. St M és una varietat i N C M és un espai topologic tal que i : N — M és un encaiz,
direm que N és una subvarietat de M.

Proposicié A.21. Siga f: M — N un encaiz. Aleshores, f(M) és una subvarietat de N
i per a tot x € M tenim que Ty f(M) = Imdf,.

Definicié A.22. Direm que f : M — N és una submersio en x € M si df, és sobrejec-
tiva, igual per a gérmens i si ho és en tots els punts direm que f submersio.

Definicié A.23. Si f: M — N és una aplicacio suau direm que y € N és valor regular
si per a tot x € f~1(y) tenim que f és submersio.

Teorema A.24 (Teorema del valor regular). Siga f : M — N wuna aplicacid suau entre
varietats de dimensién i k iy € N un valor reqular tal que f~'(y) # aleshores Z = f~1(y)
és una subvarietat de M, codim Z = dim N i a més:

T,7Z = kerdf, (A.2.2)

Exemple A.25. Considerem f : R""! — R donat per f(z1,...,Zn11) = ac% + ...+ 1‘%—1
és clar que 1 és valor regular i que f~1(1) = S™, per tant tenim que T,S™ = kerdf, =
(3717 ""xn)L‘

Espai tangent global

Si definim 'espai tangent a M com:
TM = Upepy T M (A.2.3)

anem a vore que podem topologitzar a T M. Definim 7 : TM — M que a cada corba li fa
correspondre el punt de la corba. Com que M és una varietat considerem A = {¢, : Uy —
Aq}aer atles maximal de M. Definim el segiient:

o Vo, =7YU,) CTM per atot acl
o W,=A, xR" CR” x R" obert.

e Si (A1,...,A\n) sén coordenades del vector v en la base de 'espai tangent { agi

}n
zJi=1

(A.2.4)

definim
Ga: Vo — W,

v Pa(v) = (e (m(v), A1y An)
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Siga A= {ba : Va = Wataer, anem a vore que defineix un atles de dimensié 2n. Prime-
rament considerem la topologia en T'X que té com a base d’oberts:

B={¢'(V): acLVCW,VeT,} (A.2.5)

La propietat de ser 2AN ve del fet que M i R™ és 2AN, és Hausdorff, perque per una banda
M és Hausdorff aleshores dos corbes centrades en diferents punts tenen oberts disjunts en
M, UiV itenim que 7~ 1(U) N7~ 1 (V) = () sén els entorns oberts que buscavem. Per altra
banda si les dos corbes corresponen al mateix punt estan en el mateix V,,, aplicant que A
és un atles, obtenim que és homeomorf a un obert de R?™, per tant els podem separar per
entorns disjunts.

Teorema A.26. La familia A és un atles de dimensié 2n si dim X = n.
Només cal destacar que la inversa de les cartes ve donada per:

o3 Lw, — v,

n A.2.6
(uaa) — Zz’:l a; a%l 4,0_1 ( )

(w)

Teorema de Borsuk-Ulam

No anem a vore I’enunciat del teorema de Borsuk-Ulam siné una conseqiiencia directa que
és:

Teorema A.27. Si f:S* — RFI\{0} és una aplicacié senar, aleshores f interseca cada
recta que passa pel 0 almenys 1 vegada.

La demostracié d’aquest teorema i ’enunciat del teorema de Borsuk-Ulam es pot trobar a
[GPT74, pp. 91-93].
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Apendix B
Espais paracompactes

Aquest apendix té com a tUnics objectius, definir espais paracompactes, particions de la
unitat i demostrar que tot espai paracompacte i Hausdorfl és normal i que per a tot espai
regular existeix una particié de la unitat associada a cada recobriment. Hem gastat com a
referéncia principal [Eng89, Capitol 5].

Definicié B.1. Un espai topologic X és normal o T4 si per a cada parell de conjunts
tancats disjunts C' i D existeizen oberts U,V C C U, D CV tals que UNV = 0. En el
cas particular que la propietat siga certa quan B és un punt només direm que és regular
oT3.

Teorema B.2 (Lema de Urysohn). Si X és un espai topologic normal, aleshores per a
cada parell de subconjunts tancats disjunts A © B existeix una funcid continua f: X — 1
tal que f(x) =0 per a tot x € A i f(z) =1 per a tot x € B.

Demostracid. Per a cada g € [0,1] N Q definim I'obert V, C V' a partir de les condicions:
1. VaCVy,sig<d
2. AcVyiBCX\W

Considerem una successié {g;};~; € [0,1]NQ, amb ¢ =0ig =1, ¢ #¢gjsii #ji
Uien{@} = [0,1] N @ que sabem que existeix per ser els racionals numerables. Per ser
normal, existeixen U i V tals que AC U i B CV amb UNYV, en particular X\B C X\V
i per tant si prenem Vy = U i V3 = X\ B satisfan (2).

Si definim la condicié (3.k) com:

Vi C Ve, siqi <q5,i,5 <k (B.0.1)

Es clar que Vp i Vj satisfan la condicié (3.2). Ara anem a raonar per induccié, suposem
que V, estan definits per a ¢ < n, n > 2 i que satisfan (3.n). Si ara denotem ¢; i g, als
elements:

g =max{q;i/ ¢ < o1}, Gm =min{g/ ¢ > gni1} (B.0.2)
i<n <n
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tenim per (3.n) que V,, C V,, . Raonant com abans per ser normal trobem U obert tal que

Vo CU CU CV,. Siconsiderem Vg, ., :=U és clar que Vg, ..., V,, ., satisfa la condicié

(3.n+1). Aleshores aplicant induccié obtenim una successié {Vg, }7°, que satisfa (1) i (2).
Ara definim la funcié f : X — I definida com:

fla) = {infqe[o’m@{qm €Va}, dreh (B.0.3)

1 size X\,

Per la condicié (2) tenim que f(A) C {0} 1 f(B) C {1}. Per tant només cal demostrar que
és continua. Si demostrem que f~1([0,a[), a < 11 f~1(]b,1]), b > 0 sém oberts aleshores ja
tindrem que és continua.

Per una banda, f(x) < a sii existeix ¢ < a tal que = € V, aleshores

FH0,a) =Y w (B.0.4)

r<a

és obert. Per altra banda, f(x) > b sii existeix ¢’ > b tal que = ¢ V,, aplicant la condicié
(1), existeix g > r tal que « ¢ V. Aleshores,

) = U X\ = X\ 7, (B.0.5)

r>b r>b
és obert. Per tant f és continua. O
Definicié B.3. Siga X un espai topologic.

1. Un recobriment obert A = {A;}icr és un refinament d’un recobriment obert de
B = {Bj}jes siper a tot j € J existeix i € I tal que B; C A;.

2. Un recobriment obert A és localment finit si per a tot x € X existeiz un entorn
U tal que U N A; # 0 només per a una quantitat finita de i € I.

3. X és paracompacte si tot recobriment obert admet un recobriment localment finit.
4. X és localment compacte si tot punt admet una bade d’entorns compactes.

Lema B.4. Per a tota familia localment finita {A;}icr tenim que

U4 =4 (B.0.6)

el el

Demostracié. Es clar que A; C UjerA; per a tot i € I. Per tant només cal provar l'altra
inclusié. Com que la familia és localment finita per a cada x € U;crA; existeix un entorn
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U tal que el conjunt Iy = {i € I/U N A; # 0} és finit. Per definicié de punt d’adheréncia
tenim que z ¢ Ujenr,4i 1 com que:

zelJa={J Al 4 (B.0.7)

iel iclo iel\

Aleshores z € U;ep, Ai = User, Ai € User Ai- O

Lema B.5. Siga X un espai paracompacte i Hausdorff i A, B un parell de conjunts tancats.
Si per a cada x € B existeizen oberts disjunts U, i V, tals que A C U, i x € V,, aleshores
existeizen U,V oberts disjunts tals que ACU i BCV

Demostracié. La familia {V;},ep U {X\B} és un recobriment obert de X, per ser para-
compacte existeix un refinament {W;};c; localment finit. Siga Iy = {i € I/ W; N B # 0}
aleshores {W;}icr, és un recobriment obert de B i a més AN Wi =0 per a tot i € I.

Aplicant el lema anterior tenim que U;¢ IOWi és tancat, per tant U = X\ Ujeg, W és obert
itriant V' = U;er, Wi, tenim que U i V satisfan les condicions de ’enunciat. O

Proposicié B.6. Tot espai paracompacte i Hausdorff és normal.

Demostracié. Considerem x € X i C' un conjunt tancat tal que = ¢ C, en les condicions
del lema anterior considerem A = {z} i B = C, per ser Hausdorff és clar que es satisfan
les hipotesi del teorema i existeixen dos oberts U,V disjunts tals que x e Ui C C V.

Ara donats dos conjunts tancats disjunts C'i D apliquem el fet anterior a C i cada punt
de D, aleshores obtenim les hipotesi del lema i obtenim que X és regular. O

Definicié B.7. Una particio de la unitat és una familia de funcions continues tal que

N X = [0,1]bier  tal que > Ni(z) =1 (B.0.8)
el

Notem que la convergéncia de la série implica que \;(x) = 0 llevat d’un nombre finit de
funcions.

La particio de la unitat és localment finita si per a cada punt n’hi ha un entorn de manera
que totes les funcions son nul-les llevat de \;,, ..., \i, on i1, ...,1 € 1.

Una particié de la unitat esta subordinada a un recobriment A de X si el recobriment
{A71(0,1)) }ier €s un refinament de A.

Lema B.8. Si X és és reqular i per a cada recobriment de X, {U; }ie existeix un refinament
localment finit, aleshores existeix un recobriment localment finit tancat {F;},—; tal que

F;, CU; per a toti € 1.
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Demostracio. Com que sabem que és regular tenim que existeix B recobriment obert de X
tal que per a tot i € I existeix W € W tal que W C Uj, aixod és degut a que si considerem
el tancat X\U; i un punt x € U; aplicant la condicié de regularitat podem extraure entorns
oberts disjunts U, i Ux\y, i és clar que ad(U,) N X\U; = 0.

Siga {A;};jes un refinament localment finit de B, per a cada j € J existeix i(j) € I tal que

Aj C Uy, siga Iy = Uj(jy=i4;, pel lema B.4 tenim que és tancat i a més la familia {F; }ic;

és un refinament localment finit i tancat de {U,};cs ja que F; C U; per a tot i € I. O

Teorema B.9. Si X és paracompacte i Hausdorff aleshores cada recobriment obert té un
refinament localment finit amb una particio de la unitat subordinada a aquest.

Demostracié. Com que X és paracompacte i Hausdorff en particular és regular aleshores
tenim la condicié del lema anterior aleshores per a cada recobriment obert A existeixen
U = {U;}ier un refinament obert localment finit de A i un refinament tancat localment
compacte {T;}ier de U amb T; C U;. Pel lema de Urysohn B.2, per a cada i € I existeix
gi + X — I tal que gi(z)|x\v, = 01 gs|r; = 1. Com que U és localment finita la funcié
g(x) = Y c; gi(x) esta ben definida i és continua. Per tant si considerem {f; := gi/g}icr
tenim que és una particié de la unitat subordinada a A. ]

Nota B.10. El reciproc també és cert, pero no el necessitarem.
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Apendix C
Teoria de categories elemental

La teoria de categories historicament naix de ’estudi de la topologia algebraica i la co-
homologia aix0 fa que siga un poc inevitable dependre d’ella. Aquest apéndix té com a
objectiu definir conceptes basics de teoria de categories intentant sempre posar exemples
relacionats en el treball. En particular, com que els limits i colimits tenen especial re-
llevancia en les demostracions del capitol de Cohomologia si hem fet un parell d’exercicis
que es gastaran per provar propietats necessaries. Per redactar aquest apendix hem gastat
com a referencies [Dol80, Capitol 1] i [Riel9).

C.1 Categories

Definicié C.1. Una categoria € consisteir en

1. una classe d’objectes, denotada com Ob(%).

2. Per a cada parell X, Y € Ob(€) una classe de morfismes o fletxes de X a'Y, el
denotem com €(X,Y). Si o € €(X,Y), aleshores li diem a X domini de a i a'Y

codomini de o, també podem escriure o: X —Y 0 X 5 Y. En el cas particular que
Y = X escriurem €(X,X) = Endyg(X)

3. Per a cada terna X,Y,Z € Ob(¥), existeix una aplicacio de € (X,Y) x €(X,Z) a
€ (X, Z) anomenada composicid. La imatge de (o, ) es denota com foa o Ba.

Aquestos han de complir els segiients axiomes:

o Associativitat. Si X 5 Y 5 Z 2 W, aleshores, v o (Boa) = (vo B) o a.

e Existéncia de identitat. Per a cada X € Ob(%) existeix un morfisme X X x
tal que:
aoidy =a, idyoa=a, onX-Y (C.1.1)

a més aquesta és unica ja que idx = idx oidy = idy.
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Exemple C.2. e La categoria dels conjunts ¥ = Set. Els objectes sén conjunts i
% (X,Y) sén les aplicacions entre X i Y.

e La categoria dels espais topologics ¥ = Top. Els objectes sén els espais topologics i
C(X,Y) les aplicacions continues entre X i Y.

e La categoria ¢ = Htpy. Els objectes sén els espais topologics i C'(X,Y) les classes
d’homotopia d’aplicacions continues entre X i Y.

e Tot conjunt parcialment ordenat es pot vore com a categoria €. Triem Ob(%) = C
16(X,)Y)=0si X £Y 1%4(X,Y) és una unica fletxa si X <Y.

e Siga R un anell commutatiu aleshores definim 4 = Modgr. Els objectes son R-
moduls i els morfismes R-homomorfismes. Analogament, donat un R-modul graduat
definim GrModgr com la categoria dels R-moduls graduats on els morfismes sén els
homomorfismes de R-moduls graduats.

e Siga R un anell commutatiu aleshores definim ¥ = Chg. Els objectes sén complexos
de cadenes sobre R i % (X,Y) aplicacions de cadenes de X a Y.

e Donada una categoria %, definim la categoria oposada, ¥°P, com la categoria que
té els mateixos objectes. Ob(%) = Ob(¢°P) i €P(X,Y) = € (Y, X) i la composici6

2

ogop és defineix com Sogop v = oy . Es clar que és una categoria i que (4°P)°P = €.

e Donat R un anell commutatiu unitari tenim que 4 = Skewpr és la categoria on els
objectes sén R-algebres anticommutatives i els morfismes sén morfismes d’algebres.

Definicié C.3. Una categoria € on Ob(€) és un conjunt direm que és xicoteta.

Una categoria € on la classe dels morfismes és un conjunt direm que és una categoria
localment xicoteta, de normal anem a treballar sempre en categories localment xicotetes,
aleshores

Definicié C.4. Donat una categoria € i f € €(X,Y), definim f és un isomorfisme si
existeir g € € (Y, X) tal que gf = 1x i fg =1y. A més, direm que X 1Y son isomorfs si
existeix un isomorfisme entre els dos, el denotarem com X 2Y .

Exemple C.5. e En Set els isomorfismes sén les bijeccions.
e En Top els isomorfismes so6n els homeomorfismes.
e En Hipy els isomorfismes sén les equivaléncies d’homotopia.
e En (N, <) els tnics isomorfismes sén les fletxes identitat n < n.

Definicié C.6. Si € i €’ son categories, direm que €' és una subcategoriasubcategoria
de € si:
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1. Ob(€") C Ob(¥)

2. € (X" Y") €X' Y') per a tot X', Y' € Ob(%¢").

3. les composicions de o € €' (X', Y') i f € €' (X', Y') coincideizen en € i €.
4. els morfismes identitat de X € Ob(%€") coincideizen en €' i €.

Siamés €' (X',)Y') =€(X',Y') per a tot X', Y' € Ob(€) direm que és una subcategoria
plena andlogament si ob(€) = ob(€’) direm que és una subcategoria ampla.

Exemple C.7. e La categoria dels conjunts finits és una subcategoria plena de Set.

e Donat R un anell commutatiu la categoria dels R-moduls anticommutatius, és a dir,
que el producte compleix que a-b = —b-a, € = Skewpg és una subcategoria plena
de Modg.

Objectes inicials i terminals.

Definicié C.8. Siga € una categoria, direm que I € Ob(%) és inicial si per a tot X €
Ob(¥) existeix un unic morfisme I — X. Andalogament, direm que T € Ob(%€) és terminal
st per a tot X € Ob(¥) existeir un unic morfisme X — T.

Exemple C.9. e 7 és inicial en la categoria dels anells, ja que per a qualsevol anell R
es pot definir un tnic homomorfisme f : Z — R donat per f(1z) =1gr i f(0z) = Og.

e En Set i Top el conjunt buit () és final i els conjunts d’un tinic punt sén terminals.

Proposicié C.10. Donats dos objectes inicials o dos objectes terminals U 1 U’ existeix un
tinic isomorfisme U — U’.

Demostracio. Considerem el cas en queé son inicials. Com que U és inicial existeix un
L. u . L. id L e . . ..
tinic morfisme U — U’ i un tnic morfisme U =5 U, com que U’ és inicial existeix un tinic

/
morfisme U = U’. Ara bé, com que v/ ou : U — U estd ben definit per unicitat v’ ou = idy,
fent el mateix raonament arribem a que u o v’ = idy, i per tant u és isomorfisme.
La prova per a terminals és completament analoga. ]

C.2 Functors

Definicié C.11. Siguen € i & categories. Un functor (covariant) T de € a 9, T : € —
D és:

1. una correspondéncia T : Ob(€) — Ob(2).

2. aplicacions Txy : €(X,Y) = 2(TX,TY) per a cada X,Y tals que:
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e T(foa)=(Ta)oT(B) peratothng en €.
o T(idx) =1idrx per a tot X € Ob(X).

Un functor contravariant de € a 2 és un functor de €°P a ¥, només que en la condicio
(2) canviem Txy : €(Y,X) - 2(T'X,TY) i T(foa) = (Ta)o (TP).

Exemple C.12. e El functor identitat idy : € — ¥, donat per idg(X) = X i
idg (o) = v, per a tots els objectes X i morfismes a de €.

e SiT: ¢ - 21U : 9 — & s6m functors aleshores la composicié és un functor
UT : ¢ — & definit com (UT)X = U(TX) i (UT)(a) = U(Ta), per a tots els
objectes X i morfismes o de % .

e Donat D € Ob(2) fix definim el functor constant 7' : € — 2 de manera que TX = D
i Ta =idp per a tots els objectes X i morfismes « de €.

e Donat Top i Htpy podem definir el functor Hip : Top — Htpy que deixa invariants
els objectes i du cada aplicacié continua a la seua classe d’homotopia.

e Siga R un anell, definim el functor contravariant Homg(—, R) : Modr — Modpg, on
Homp(—, R) = Hompg(X, R) per a tot objecte de Modgr i donat o € Modgr(X,Y)
definim Hompg(—, R)(a) = o* : Hompg(Y, R) — Hompg(X, R) on a*(8) = S o« on
B € Hompg(Y, R).

Transformacions naturals

Definicié C.13. Siguen €,%¢’ categories i siguen F,G : € — €' functors, direm que « :
F — G és una transformacid natural, si és una correspondéncia que a cada X € Ob(%)

l1 associa:
ax : FX - GX (C.2.1)

i a més, per a cada morfisme f € €(X,Y) tenim el diagrama commutatiu:

FX 2%, GX
Ffl le (C.2.2)

Fy 2, qy

Adjuncions

Donat A %5 B un morfisme en una categoria localment xicoteta ¢, per a cada X € Ob(%),

definim les aplicacions
Hom(X,A) %5 Hom(X,B) Hom(B,X) % Hom(A4,X) (C2.3)
h > foh ' h > hof
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Definicié C.14. Para cada objecte X € Ob(%), definim el functor
Hom(X,e): € — Set (C.2.4)

que actua de manera que A — Hom(X, A) i f — f..
Analogament, definim el functor

Hom(e, X): € — Set (C.2.5)

que actua de manera que A — Hom(A, X) i f — f*.

Donats dos functors L : ¢ — ¢’ 1 R: €' — % una adjuncié consisteix en donar a cada
objecte X de € 1Y de 4’ una bijeccié

Home (LX,Y) 2% Homey (X, RY) (C.2.6)
de manera que es satisfa

e Per a tot objecte X € 0b(%) i tot morfisme Y Loy de 4" es té el diagrama commu-
tatiu:

Home(LX,Y) — Homey (LX,Y")
nx,y lﬂx,y/ (C.2.7)
Home (X, RY) %% Homg (X, RY")

e Per a tot objecte Y de €” i tot morfisme X Iy X' en € es té el diagrama commutatiu:

Homg (LX",Y) X5 Home: (LX,Y)

lnx,y nx.y (C.2.8)
Homgy (X', RY) —— Homg (X, RY)

O

En aquest cas direm que L és adjunt a esquerra de R o que R és adjunt a dreta de L.
Per a la definici6 formal d’adjuncié i el cas contravariant vore [Riel9, Capitol 4].

Exemple C.15. e El functor contravariant Hompg(—, R) : Modr — Modg és adjunt
a dreta de si mateix.
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C.3 Limits i colimits

Definicié C.16. Siga J una categoria zicoteta. Un diagrama D en forma J en una
categoria € és un functor D :J — €.

Exemple C.17. e Considerem la categoria e donada per un tUnic punt i la fletxa iden-
titat, un diagrama D de forma e en % és un objecte en X € €.

e Considerem la categoria definida pel diagrama commutatiu

—— e 1 —

(C.3.1)

<
Il
oei— o

HH

o+— o
Il
wW—

=) > — N

Un diagrama de forma .J consisteix en 4 objectes i 4 fletxes formant el diagrama

commutatiu:
X1 Em— X2

l l (C.3.2)

X3 e X4
Les fletxes identitat no es dibuixen sind que les deixem implicites.

e Si considerem com a J els naturals amb la relacié d’ordre usual (N, <). Un diagrama
D amb forma (N, <) sobre ¢ és una successié d’objectes de ¢ { X, }22, amb morfismes

X, X, 0
Recordem que en I'exemple C.12 ja haviem definir el functor constant ctx : J — %.
Definicié C.18. Un con c sobre D amb zenit X és una transformacid natural:
ctxy =D (C.3.3)

z A
Es a dir, un con és una col-leccié de morfismes {X = Xj}jeon() tals que per a qualsevol

morfisme j i> k en J, tenim el diagrama commutatiu:

X
AJ/ X’Z (C.3.4)
X DF X

Als morfismes \; i € J els direm potes del diagrama.
Analogament definim un con ¢ sota D o cocon sobre D amb nadir X com una transfor-
macio natural:

D == ctx (C.3.5)
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z A .
Es a dir, un cocon és una col-leccié de morfismes {X; = X}jeOb(J) tals que per a qualsevol

morfisme j i) k en J, tenim el diagrama commutatiu:

X

Xj bf a
\ / (C.3.6)
)\j >\k
X

Igual que abans als morfismes A\; © € J els diem potes.

Exemple C.19. e Si considerem la categoria (Z, <), donat un subconjunt S C Z

considerem la subcategoria (.5, <) i el diagrama donat per la inclusié (S, <) Lt (Z,<).
Aleshores una fita inferior x de S és un con sobre D amb zenit x i una fita superior
1 és un cocon sobre D amb nadir y.

Si considerem dos cons ctx = D i cty = D amb potes {\j: X = X }jer v {p: Y —
X;}jer, Una transformacio natural ctx = cty tal que el segiient diagrama és commutatiu

CtX > CtY

\ / (C.3.7)
D

és a dir donar un morfismes f : X — Y tal que per a tot j € J tenim que \; = p; o f.
Aquest el podem posar com el diagrama commutatiu:

(C.3.8)

En aquest cas direm que el con ctx = D factoritza sobre a través el con cty = D.

Definicié C.20. Un con cty, L D és un limit del diagrama D si per a qualsevol altre con
ctx = D emisteiz una Unica transformacid natural ctx 4 ctr, tal que el diagrama segtient
commuta:

ctx :> ctr,

\ / (C.3.9)
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que €s el mateix que dir que existeix un unic morfisme X i) L de manera que el diagrama
C.3.8 és commutatiu. A aquesta darrera propietat del limit se li diu propietat universal
del limat.

Analogament podem definir: un cocon D LY ctg €s un colimit del diagrama D si per a
qualsevol altre con D = ctx existeiz una inica transformacid natural cty 4 ctx, tal que
el diagrama segiient commuta:

/ \ (C.3.10)

CtK :} CtX

que €s el mateix que dir que existeir un unic morfisme K i> X tal que per a tot j,k € J,
el segiient diagrama commuta:

(C.3.11)

Aquesta és la propietat universal del colimit.

Exemple C.21. e Donat un subconjunt S C R, si considerem el diagrama donat per
(S, <) aleshores un limit de D és x = inf S i el diagrama donat per (S, <) = (S, >)
un colimit de D és x =sup S.

e Si considerem la categoria buida J, tot diagrama D sobre % és buit. Aleshores un
con sobre D és un objecte de %, per definicié de limit T és terminal sii és limit del
diagrama buit. Si considerem el cocon sota D obtenim que un objecte és inicial en €"°P
sii és el colimit del diagrama buit. (En aquest sentit podem dir que sén universals).

Definicié C.22. Una relacié < en un conjunt A es diu preordenada si és
o Reflexiva. A < X per a tot A € A
o Transitiva. X < p < v implica que A < v, amb pu, A\, u € A.

Un conjunt preordenat és dirigit si per a cada parell \,\' € A ewisteix p tal que X < u 1
N <.
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Exemple C.23. e Tota categoria xicoteta € on per a cada X,Y objectes € (X,Y) té

un o cap morfisme. La relacié de preordre es defineix com X <Y sii existeix X l) Y.

e Tot conjunt parcialment ordenat en particular és també preordenat. Qualsevol reticle,
conjunt parcialment ordenat on cada parell d’elements té un suprem i un infim, és
en particular un conjunt preordenat dirigit.

— Qualsevol subconjunt de Z en la relacié d’ordre usual és un reticle, donat un
parell el suprem és el maxim dels dos.

— Donat un grup G, el conjunt dels subgrups amb la relacié d’ordre definida per
H < N sii H és subgrup de N. G és el suprem

— Els oberts d’un espai topologic ordenats per la inclusié. L’espai total i el buit
son el suprem i I'infim respectivament.

e Donat un CW-Complex K, K" els seus n-esquelets, si considerem el diagrama en
forma N al functor F': (N, <) — Top tal que Fn=K" i F(n<m)=1i: K" — K™.
Es clar que F' és una familia dirigida.

Definicié C.24. Una familia dirigida és un diagrama amb forma A, on A és un conjunt
dirigit.

Definicié C.25. Siga J un conjunt dirigit un cocon sota D en forma J en € és un

)\v
objecte K i uns morfismes {X; = K}jey tal que per a tot i < j, el segiient diagrama és

commutatiu:
X; b= X,
\ / (C.3.12)
Aj Ak
K

El colimit de D es diu limit directe de la familia dirigida i és un cocon amb nadir denotat
com hﬂX e

jeJ
Per definicié de colimit, per a qualsevol altre cocon amb nadir K existeix un tinic morfisme
ligX j — K tal que per a tot i < j el segiient diagrama és commutatiu:
Jj€J

Xz' — > XJ
lim X (C.3.13)
jeJ
I
X
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Definicié C.26. Siga J un conjunt dirigit un con sobre D en forma J en € és un objecte X

>\ .
i uns morfismes {X = Xj}jes tal que per a toti < j, el segiient diagrama és commutatiu:

y \*2 (C.3.14)

El limit de D es diu limit invers de la familia dirigida i és un con amb zenit denotat com
@X e
jeJ
Per definicié de limit, per a qualsevol altre con amb zenit X existeix un unic morfisme
X — @X ;j tal que per a tot j < k el segiient diagrama és commutatiu:

JjeJ

X

l

Hm.X; (C.3.15)

Exemple C.27. En la categoria Top, Modgr i també en altres categories algebraiques
existeix el limit directe de qualsevol familia dirigida i té la forma segiient:

Si la familia dirigida ve donada per {X;};cs i pi : X; — X, els morfismes sil < k. Definim
el conjunt:

X=||]x;|/~ (C.3.16)
JjeJ
on ~ denota la relacié d’ordre que donats 4, j € J existeix k € J tal que ¢ < kij < k. Siga
x; € X 1xz; € X; aleshores (x4, X;) ~ (2, X;) sii pig(x;) = pjr(z;). Els morfismes que fan
commutar el diagrama sén la projeccié al quocient de pyy.

Exemple C.28. Anem a vore com els limits directes en T'op on la familia dirigida sén
espais topologics encaixats coincideixen en la topologia de Whitehead o Weak Topology.
Considerem el conjunt dirigit (N, <). Suposem que Xy, ..., Xk, ... és una familia d’espais
topologics encaixats, amb la inclusié com als morfismes.

Tenim el que l'espai X total sera el de I’exemple anterior, ara bé, per la relacié d’equi-
valencia, si considerem i, j € N, podem assumir que j < k (o al contrari).Per tant tindrem
que (z, X;) ~ (¢, Xy) sii pjr(z) = prr(x) és a dir sii i(z) = idx, (2') sii © = 2/, per tant
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X = UpenXn- A més les projeccions al quocient passen a ser només les inclusions.

Per a que X siga el limit directe primer necessitem que i; : X; < X siguen continues,
aleshores la topologia més fina tal que eixes aplicacions sén continues esta continguda en
Tx. Aquesta topologia, T es defineix de manera que 'antiimatge de qualsevol obert de X
té que ser obert en X; és a dir, ij_l(U )N X obert per a qualsevol j € J. Aix0 és equivalent
a dir que U és obert sii U N X; és obert en X, aquesta és precisament la topologia de
Whitehead. Pel que hem dit abans, 7 C Tx.

Ara considerem el mateix espai només amb la topologia de Whitehead (X, 7T), és clar que
tenim un cocon sobre {X;}, per la propietat universal, tenim el diagrama commutatiu:

(C.3.17)

(X, T)

Per a que el diagrama siga commutatiu és clar que g ha de ser la identitat, per tant la
inversa és continua ja que 7 C Tx i té que ser continua per ser morfisme aleshores és un
homeomorfisme i 7 = Tx.

Proposicié C.29. Si tenim dos families dirigides sobre el mateix conjunt dirigit {A;}icr i
{B;}icr i existeix el limit invers de les cada una, L i L' respectivament, i a més existeizen

isomorfismes A; @ B; i un morfisme L = L' tal que el segiient diagrama és commutatiu:

L g s L/

Ak—k>Bk

(C.3.18)

~

g , .
Aleshores, L — L' és un isomorfisme.
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Demostracio. El primer que ens adonem és que al ser commutatiu el diagrama L és el zenit
e e . . ag .

d’un con sobre la familia dirigida {B;};cs al considerar L — L' — B;, per la propietat

universal el morfisme o és tinic. A més, si considerem f, 1 és clar que la composicié

1

L — Bk fi) Ak (0.3.19)

Ens defineix una série de morfismes donen un con amb zenit L sobre la familia dirigida
{A;}ier, per la propietat universal existeix un tnic morfisme L' O [ tal que el diagrama
aquest commuta. Ara anem a vore que idys = 0 o 9.

Considerem el diagrama commutatiu:

v b L .
Aj
fj_l fi
lhﬁ (C.3.20)
Bj Az Bj
/ fz‘71 fZ \

Aquest diagrama el que fa es dibuixar un con amb zenit L’ sobre la familia dirigida {B; }ics
—1

només que ara els morfismes sén L' — B; ERN A; RES Bj, per la propietat universal existeix
una tnica fletxa L'’ — L’ que fa el diagrama commutar, perd § o o i idy, també fa el
diagrama commutar aleshores id;, = o o §. Analogament es comprova que ¢ o o = idy, i
per tant ¢ és un isomorfisme. ]

Finalment enunciem un teorema que ens sera tutil:

Teorema C.30 (RAPL). Els functors adjunts a dreta preserven limits. Es a dir, si tenim
un diagrama D : J — € 1 té limit L 1 R : € — €' és un functor adjunt a dreta, tenim
aleshores el diagrama:

RoD:J— %" (C.3.21)

té com a limit RL.

La demostracié es pot trobar a [Riel9, Teorema 4.5.2]. El nom RAPL, ve de 'anglés Right
Adjoint Preserve Limits.
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