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Resum

Les classes de Stiefel-Whitney són uns invariants topològics dels fibrats vectorials associant
a cada fibrat una única classe de cohomologia de l’espai de la base. L’objectiu d’aquest
treball és estudiar les tres maneres d’entendre les classes de Stiefel-Whitney: la definició
axiomàtica, la construcció com a classes caracteŕıstiques i la construcció directa mitjançant
l’isomorfisme de Thom, per a després vore que són equivalents. A més, vorem importants
aplicacions a la topologia i a l’àlgebra.

Abstract

Stiefel-Whitney classes form a topological invariant for vector bundles, taking each bund-
le to a unique cohomology class of the base space. The goal of this project will be to
study the equivalence between three interpretations of Stiefel-Whitney classes: the axi-
omatic approach, the construction as characteristic classes and direct construction using
Thom’s isomorphism. Furthermore, we will see some important applications on topology
and algebra.

Resumen

Las clases de Stiefel-Whitney definen un invariante topológico de los fibrados vectoriales
asociando a cada fibrado una única classe de cohomologia del espacio de la base. El objetivo
de este trabajo es estudiar las tres maneras de entender las clases de Stiefel-Whitney: la
definción axiomática, la construcción como clases caracteŕısticas y la construcción directa
mediante el isomorfismo de Thom, para después ver que son equivalentes. Además, veremos
importantes aplicaciones a la topoloǵıa y al álgebra.
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3.4.1 Existència de R-àlgebres de divisió en Rn . . . . . . . . . . . . . . . 99
3.4.2 Immersions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.4.3 Nombres de Stiefel-Whitney i cobordisme . . . . . . . . . . . . . . . 101
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A.1 Definició de varietat i espai tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
A.2 Teoremes i definicions auxiliars de varietats . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

B Espais paracompactes 113

C Teoria de categories elemental 117
C.1 Categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
C.2 Functors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Introducció

Les classes de Stiefel-Whitney són uns invariants topològics dels fibrats vectorials associant
a cada fibrat una única classe de cohomologia de l’espai de la base. Encara que dif́ıcil de
definir com ja vorem més tard, tenen gran interés ja que s’han pogut aplicar de formes
variades i sorprenents:

• Un dels primers problemes per als quals es van aplicar va ser el problema de la
immersió. Aquest consisteix en trobar la menor k tal que existeix una immersió d’una
varietat M de dimensió n a Rn+k. Whitney va provar que si era compacta k ≤ n−1,
ara bé mirant la classe de Stiefel-Whitney del tangent dels espais projectius RP 2r es
comprova que aquesta fita és exacta i per tant no es podria millorar en general.

• Altre problema és l’existència d’àlgebres de divisió reals, una qüestió purament alge-
braica. Doncs, les classes de Stiefel-Whitney ens proporcionen un criteri per saber
si una varietat diferenciable no és paral·lelitzable. Es pot demostrar que si existeix
un àlgebra de divisió en Rn (no necessàriament associativa) aleshores RPn−1 és pa-
ral·lelitzable. Amb això, Whitney va donar la primera demostració1 que no existeixen
àlgebres de divisió reals més enllà dels octonions. Un teorema d’àlgebra provat amb
tècniques de topologia.

• Amb les classes de Stiefel-Whitney i la classe fonamental d’homologia es defineixen els
nombres de Stiefel-Whitney, amb aquestos es soluciona el problema del cobordisme
de comprovar si dos varietats diferenciables compactes de la mateixa dimensió són
vora d’una varietat diferenciable amb vora de dimensió superior. Això passarà si i
només si els seus nombres de Stiefel-Whitney són iguals.

A banda de moltes altres aplicacions com en teoria K, teoria de l’obstrucció, teoria de
singularitats...
L’estudi de les classes caracteŕıstiques comença a fer-se en 1935 per Hassler Whitney i
Eduard Stiefel de manera quasi simultània però independent. Stiefel estudiant els camps
vectorials sobre el tangent de Sn va considerar unes classes d’homologia “caracteŕıstiques”.

1Simultàniament, de forma independent i també gastant la topologia algebraica Michel Kervaire va
arribar a la mateixa conclusió.
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Whitney considerava el fibrat arbitrari d’una esfera i va definir un homomorfisme entre
grups d’homologia que intüıa la correspondència de les classes, ja en 1937 va gastar la
recentment inventada cohomologia per definir les classes caracteŕıstiques de cohomologia i
en 1940 va enunciar el teorema del producte de Whitney.
L’estudi de les classes caracteŕıstiques va ser continuat principalment per Wu Wen-Tsün i
Chern Shiing-Shen que van provar la majoria de resultats bàsics i amb l’estudi del càlcul
de Schubert de l’escola italiana i les aportacions de Lev Potrjagin es va donar forma a la
teoria de les classes caracteŕıstiques (per a més informació sobre la història vore [Die89]).

L’objectiu d’aquest treball és estudiar les tres maneres d’entendre les classes de Stiefel-
Whitney, la definició axiomàtica, la construcció com a classes caracteŕıstiques i la cons-
trucció directa mitjançant l’isomorfisme de Thom, per a després vore que les tres són
equivalents. L’estructurarem de la següent manera:

1. El primer caṕıtol es centrarà en definir els fibrats vectorials i provar que el Grassman-
nià infinit és un fibrat universal amb el qual poder definir classes caracteŕıstiques.

2. El segon caṕıtol tractarà de construir la maquinària tècnica de cohomologia ne-
cessària, provar l’existència de l’isomorfisme de Thom i definir les operacions de
quadrats de Steenrod.

3. Al tercer caṕıtol definirem l’axiomàtica de les classes de Stiefel-Whitney, provarem
que unes classes de cohomologia definides amb l’isomorfisme de Thom i les operacions
de quadrats de Steenrod satisfan l’axiomàtica anterior i vorem que defineixen unes
classes caracteŕıstiques.

Finalment vorem algunes aplicacions immediates i algunes aplicacions clàssiques, en parti-
cular les tres primeres que hem citat al principi de la introducció.
En la mesura del possible hem intentat desenvolupar tots els conceptes i definicions de
manera que tot lector amb el nivell de coneixement del grau puga seguir els raonaments, a
pesar de l’amplària de requeriments tècnics necessaris per fer algunes de les construccions.
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Caṕıtol 1

Fibrats Vectorials

La motivació d’aquest caṕıtol és primerament definir els fibrats vectorials reals i vore alguns
exemples i propietats elementals, en particular construir el Grassmannià finit com a varietat
diferenciable i definir el fibrat tautològic sobre el Grassmannià.
Finalment definirem la noció de fibrat universal, definirem el Grassmannià real infinit
i provarem que per als Rn-fibrats vectorials amb una base paracompacta i Hausdorff el
fibrat tautològic sobre el Grassmannià infinit és un fibrat universal. Aquest caṕıtol hem
gastat com a referència principalment [MS74], les seccions 1.1, 1.2 i 1.3 als caṕıtols (2), (6)
i (3 i 6) respectivament.

Nota 1.1. Per a aquest caṕıtol es gastaran alguns conceptes sobre varietats diferenciables
amb els quals s’assumeix que el lector està familiaritzat, no obstant això, en cas contrari
pot consultar l’apèndix A on trobarà les propietats elementals per tal de seguir les demos-
tracions. També es gastarà un poc el vocabulari de teoria de categories, el lector que no
estiga familiaritzat es pot referir a l’apèndix C.

1.1 Fibrats vectorials

Siga B un espai topològic anomenat com espai base. Aleshores definim:

Definició 1.2 (Fibrat vectorial topològic real). Un fibrat vectorial real topològic ξ sobre
B és una aplicació E

π→ B, complint el següent:

1. E = E(ξ) és un espai topològic anomenat espai total.

2. π : E → B és una aplicació cont́ınua, li direm projecció.

3. Per a cada b ∈ B tenim que π−1(b) té estructura de R-espai vectorial. Aquest l’ano-
menarem fibra sobre b i la denotarem Fb(ξ).
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4. Per a cada b ∈ B existeix U ⊂ B obert, b ∈ U , n ∈ N i un homeomorfisme

ϕ : U × Rn → π−1(U) (1.1.1)

de manera que, per a tot b ∈ U , la secció ϕb(x) = ϕ(b, x) és un isomorfisme entre
Rn i π−1(b). Aquesta condició es coneix com trivialitat local, a l’homeomorfisme
ϕ com a trivialització local i a l’obert U li direm obert trivialitzant.

Nota 1.3. Li diem topològic per diferenciar del fibrat vectorial suau que es defineix de la
mateixa manera però afegint les condicions de que E i B són varietats diferenciables i a
més π i les trivialitzacions locals són suaus.

La distinció de real és per la possibilitat de definir un fibrat vectorial complex exigint que
les fibres siguen C-espais vectorials i el domini de les trivialitzacions siga amb C.
En aquest treball anem a treballar sempre amb fibrats vectorials topològics reals i per
economia del llenguatge els direm simplement fibrats vectorials.

La condició de ser localment trivial ens assegura que la dimensió de Fb és localment constant
en funció de b però per a la majoria de casos que ens interessen la dimensió serà constant
en tot B, en eixe cas parlarem d’un Rn-fibrat si la dimensió és sempre n. Direm que n és
la dimensió o el rang del fibrat.

Anem a vore com podem relacionar dos fibrats els fibrats entre ells.

Definició 1.4. Considerem dos fibrats ξ = E(ξ)
π→ B i η = E(η)

π′→ B′. Un morfisme
de fibrats vectorials és una aplicació cont́ınua f : E(ξ)→ E(η) que de manera que

1. f(Fb(ξ)) ⊂ Ff(b)(η) per a tot b ∈ B.

2. f |Fb(ξ) és una aplicació lineal entre espais vectorials.

Notem a més que al ser f lineal entre fibres això ens determina uńıvocament una f : B → B′

de manera que fa commutar el següent diagrama:

E(ξ) E(η)

B B′

f

π π′

f

(1.1.2)

A més per continüıtat de les projeccions es dedueix que f és cont́ınua. Fent un abús de
notació escriurem f : ξ → η.

Amb les condicions anteriorment esmentades:

• Si f actua com a monomorfisme entre fibres direm que és un transformació de
fibrats.
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• Si f és un homeomorfisme i actua com a isomorfisme entre fibres direm que és un
isomorfisme de fibrats, a més direm que ξ i η són isomorfs denotat com ξ ∼= η.

De manera natural es defineix la composició entre morfismes, a més veiem que es pot de-
finir una identitat que a més és isomorfisme. Aleshores, definim la categoria dels fibrats
vectorials, que té com a objectes els fibrats vectorials i com a fletxes els morfismes entre
fibrats vectorials. A falta de trobar bibliografia que la definisca com a tal, la denotarem
nosaltres com a TopBundleR. A partir d’aquesta categoria podem definir la subcategoria
T BundleR, com la subcategoria ampla amb els morfismes sent només transformacions de
fibrats.

Definició 1.5. Siga ξ un fibrat vectorial de dimensió n, si existeix una trivialització local
que té com a domini B × Rn, direm que ξ és un fibrat trivial.

Exemple 1.6. El fibrat trivial canònic sobre B denotat com εB

Si definim E = B ×Rn i π : B ×Rn → B on π(b, v) = b amb l’estructura d’espai vectorial
donada per

t1(b, x1) + t2(b, x2) = (b, t1x1 + t2x2) (1.1.3)

és clar que aquest és un fibrat trivial, el denotem com a εnB.
A més, un altre Rn-fibrat trivial sobre B és isomorf a εnB, simplement cal considerar l’iso-
morfisme indüıt per la trivialització local que compleix que el seu domini és B × Rn.

Exemple 1.7. El fibrat tangent τM .

Donada una varietat diferenciable M de dimensió k, a l’apèndix A vam demostrar que era
una varietat diferenciable, gastant l’estructura suau allà definida i la nomenclatura d’eixa
s podem introduir: π : TM → M de manera que π(v) = α(0) on [α] = v. L’estructura
d’espai vectorial a π−1(x) = TxM l’òbvia.
Aplicant la representació local, amb la notació de A.26 podem vore que és suau i per tant
cont́ınua:

π = ϕ ◦ π ◦ φ−1(u, a) = ϕ ◦ π

(
k∑
i=1

ai
∂

∂ϕi

∣∣∣∣
ϕ−1(u)

)
= ϕ(ϕ−1(u)) = u (1.1.4)

Faltaria demostrar que és localment trivial. Gastant la notació de A.26, si considerem
ψα : Uα×Rn → Vα definida com φ−1

α ◦(ϕα× idRn), és homeomorfisme perquè és composició
d’homeomorfismes. A més, la restricció és lineal, perquè donats x ∈ Uα ⊆ M , v, w ∈ Rn,
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a ∈ R, tenim que:

ψα(x, av + w) = φ−1
α (ϕα(x), av + w) =

= (av1 + w1)
∂

∂ϕ1
α

∣∣∣∣
ϕ−1
α ◦ϕα(x)

+ ...+ (avn + wn)
∂

∂ϕnα

∣∣∣∣
ϕ−1
α ◦ϕα(x)

=

= a

(
v1

∂

∂ϕ1
α

∣∣∣∣
x

+ ...+ vn
∂

∂ϕnα

∣∣∣∣
x

)
+ w1

∂

∂ϕ1
α

∣∣∣∣
x

+ ...+ wn
∂

∂ϕnα

∣∣∣∣
x

=

= aψα(x, v) + ψα(x,w) (1.1.5)

Per tant és localment trivial. Notem que no només hem demostrat que continüıtat sinó
també suau, aquest és de fet un fibrat vectorial suau.

Exemple 1.8. El fibrat normal ν d’una subvarietat diferenciable M ⊆ Rn.

Si considerem E ⊂M ×Rn el conjunt dels parells (x, v) on x ∈M i v ∈ TxM⊥. Aleshores
podem definir:

π : E →M, π(x, v) = x, π−1(x) = {x} × TxM⊥ (1.1.6)

amb {x} × TxM⊥ amb l’estructura d’espai vectorial donada per:

t1(x, v1) + t2(x, v2) = (x, t1v1 + t2v2) (1.1.7)

És clar que π és cont́ınua per ser projecció només falta comprovar la condició de trivialitat
local. Aquesta la comprovarem més endavant a l’exemple 1.36.

Exemple 1.9. El fibrat tautològic γ1
n sobre RPn.

Amb pla projectiu real RPn := Sn/(−x ∼ x) amb la topologia com a quocient de Sn ⊂
Rn+1, definim γ1

n de la següent manera:
Triem E(γ1

n) = {({±x}, λx) ∈ RPn × Rn+1/ λ ∈ R, {±x} ∈ RPn} i definim

π : E(γ1
n)→ RPn π({±x}, v) = {±x} (1.1.8)

aleshores π−1({±x}) = {({±x}, λx)/ λ ∈ R} li podem donar l’estructura d’espai vectorial
com als exemples anteriors. La continüıtat de π és trivial per ser una projecció, queda
demostrar que és localment trivial.
Siga U ⊆ Sn un entorn obert de x ∈ Sn de manera que no conté cap parell de punts
antipodals i siga V la projecció de U sobre el quocient. Aleshores definim:

ϕ : V × R→ π−1(V ), ϕ({±x}, t) = ({±x}, tx) (1.1.9)

Ara que ja coneixem uns pocs fibrats anem a continuar estudiant la seua estructura i
propietats.
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Definició 1.10. Direm que s : B → E(ξ) és una secció si és una funció cont́ınua de
manera que π ◦ s(b) = b, és a dir, s(b) ∈ Fb(ξ).
Direm que s és no nul·la si s(b) és diferent de 0Fb(ξ) per a tot b ∈ B. Si ξ és el fibrat
tangent d’una varietat diferenciable una secció rebrà el nom de camp vectorial.

Exemple 1.11. Si n és senar aleshores Sn admet un camp vectorial no nul.

Per l’exemple A.25 tenim que TxS
n = (x1, ..., xn)⊥ aleshores si considerem

v(x) = (x2,−x1, x4,−x3, ..., xn+1, xn) (1.1.10)

Aquest és un camp vectorial no nul.

Teorema 1.12. El fibrat γ1
n sobre RPn és no trivial per a n ≥ 1.

Demostració. És clar que donat B un espai topològic aleshores ε1
B té una secció no nul·la,

simplement s(b) = (b, 1). El que anem a demostrar és que de fet γ1
n no admet cap secció

no nul·la i per tant no poden ser isomorfs. Siga

s : RPn −→ E(γ1
n) (1.1.11)

una secció qualsevol, i considerem la projecció Sn
p→ RPn. Aleshores existeix una funció

cont́ınua t : Sn → R tal que

s ◦ p(x) = s({±x}) = ({±x}, t(x)x) (1.1.12)

Com que s és una secció tenim que s ◦ p(x) = s ◦ p(−x), aleshores −t(−x) = t(x) i per
tant tenim que t és una funció senar. Com a conseqüència del teorema de Borsuk-Ulam
(vore el corol·lari A.27) en tenim que existeix x0 ∈ Sn de manera que t(x0) = 0 i per tant
s({x0}) = ({±x0}, 0), aleshores la secció no és no nul·la i per tant γ1

n és no trivial.

Definició 1.13. Direm que les seccions s1, ..., sn són independents si per a cada b ∈ B
els vectors s1(b), ..., sn(b) són linealment independents. Si només n’hi ha una li exigirem
que siga no nul·la.

Lema 1.14. Siguen ξ i η fibrats vectorials sobre B i siga f : E(ξ) → E(η) una funció
cont́ınua de manera que actua com a isomorfisme entre Fb(ξ) i Fb(η). Aleshores f és un
isomorfisme i ξ ∼= η

Demostració. Siga b0 ∈ B, siga g : U × Rn → π−1(U) una trivialització local de ξ i
h : V × Rn → π−1

∗ (V ) una trivialització local de η, de manera que b0 ∈ U ∩ V . Aleshores
si demostrem que h−1 ◦ f ◦ g : U × Rn → V × Rn és homeomorfisme ja el tindŕıem.
Si definim h−1(f(g(b, x))) = (b, y), com que f era isomorfisme lineal entre Fb(ξ) i Fb(η)
tenim que y es pot expressar com:

yi =
n∑
j=1

fij(b)xj (1.1.13)

7



amb fij(b) una matriu real n× n invertible, a més f és cont́ınua per tant fij(b) canvia de
manera cont́ınua. Ara veiem que la inversa siga cont́ınua, si considerem la matriu inversa
definida per Fji(b), tenim que és cont́ınua component a component ja que l’operació les
entrades depenen de manera cont́ınua de fij(b) i el càlcul de la inversa per Crammer. Per
tant si definim:

xj 7→
n∑
i=1

Fij(b)yi (1.1.14)

sabem que és cont́ınua i per tant tenim que (g−1 ◦ f−1 ◦ h)(b, y) = (b, x) és cont́ınua,
QED

Teorema 1.15. Un Rn-fibrat ξ és trivial sii admet n seccions independents.

Demostració. (⇐=) Siguen s1, ..., sn seccions independents de ξ. Definim la funció:

f : B × Rn −→ E

(b, x) 7−→ x1s1(b) + ...+ xnsn(b)
(1.1.15)

Per definició les seccions són cont́ınues i per tant f és cont́ınua i és clar per a cada fibra de
ε1
n actua com a isomorfisme sobre les fibres de ξ. Com a conseqüència del lema 1.14 tenim

que f és isomorfisme i per tant ξ és trivial.

(=⇒) Suposem que ξ és trivial i per tant existeix una trivialització local definida en tot B
h : B × Rn → E(ξ). Si definim:

si(b) := h(b, ei) ∈ Fb(ξ), ei = (0, ..., 0,
i)

1, 0, ..., 0) (1.1.16)

És clar que si és cont́ınua i que a més són independents entre elles pel fet que h actua como
isomorfisme entre Rn i les fibres.

Exemple 1.16. El fibrat normal d’una esfera és trivial. Sabem que TxS
n = {x}⊥ és clar

que v(x) = x és una secció no nul·la i al ser de dimensió 1, per la proposició anterior és
trivial.

Definició 1.17. Si M és una varietat diferenciable i el fibrat tangent τM és un fibrat tri-
vial, aleshores direm que M és paral·lelitzable.

Exemple 1.18. Si M ⊆ Rn un obert, aleshores TM = M ×Rn és trivial i per tant, M és
paral·lelitzable.
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Exemple 1.19. Les varietats S1 i S3 són paral·lelitzables.

Aplicant la proposició d’abans podem considerar S1, com a secció s(x) = (x, (−x2, x1)) és
no nul·la i dimS1 = 1 tenim que el fibrat tangent és trivial i per tant S1 és paral·lelitzable.
Al cas de S3 considerem:

s1(x) = (−x2, x1,−x4, x3)
s2(x) = (−x3, x4, x1,−x2)
s3(x) = (−x4,−x3, x2, x1)

(1.1.17)

És clar que són no nul·les i al fer el producte escalar usual de R4 es comprova que com a
vectors són ortogonals i per tant linealment independents per a tot x ∈ S3.

Exemple 1.20. Sn ⊂ Rn+1 no és paral·lelitzable, per a n ≥ 2 si n és parell.

Anem a dividir la prova en dos passos, primer que si Sn admet un camp vectorial no nul
aleshores l’aplicació antipodal és homotòpica a la identitat.
Suposem que Sn admet un camp vectorial no nul aleshores considerem:

F : Sn × [0, π] −→ Sn

(x, t) 7−→ xcos(t) + s(x)
||s(x)||sin(t)

(1.1.18)

Vejam que està ben definida, per això recordem que TxS
n = {x}⊥ i per tant x · s(x) = 0

per a tot x ∈ Sn:(
xcos(t) +

s(x)

||s(x)||
sin(t)

)
·
(
xcos(t) +

s(x)

||s(x)||
sin(t)

)
=

= (x · x)cos2(t) + (s(x) · x)(...) + (x · s(x))(...) +
s(x) · s(x)

||s(x)||2
sin2(t) =

= cos2(t) + sin2(t) = 1 (1.1.19)

Per tant està definida i és trivial que és una homotopia entre idSn i −idSn .
Ara bé si n és parella aleshores l’aplicació antipodal és homotòpica a la reflexió

r(x1, ..., xn) = (−x1, x2, ..., xn+1) (1.1.20)

que té grau -1 i per tant l’aplicació antipodal té grau -1 i no pot ser homotòpica a la
identitat (comparar amb [GP74, Caṕıtol 2, secció 3]).
Si n és parella, definim ri i θi com les coordenades polars de (xi, xi+1) i amb això considerem
l’homotopia:

F : Sn × [0, 1] −→ Sn

(x, t) 7−→ (−x1, r2cos(tπ − θ2), r2sin(θ2 − tπ), ..., rncos(tπ − θn), rnsin(θn − tπ)
(1.1.21)

Aquesta té sentit perquè n + 1 és senar. Per propietats elementals de la trigonometria es
comprova fàcilment que està ben definit sobre Sn i que F (x, 0) = r(x) i que F (x, 1) = −idSn

9



1.1.1 Fibrats Vectorials Euclidians

La majoria de fibrats que anem a estudiar resulta que les fibres són espais euclidians, això
ens dóna unes propietats interessants que ens seran útils per a treballar sobretot als fibrats
derivats de varietats.

Recordem ràpidament el concepte de mètrica euclidiana.
Siga V un R-espai vectorial i µ : V → R direm que µ és quadràtica si existeixen li, l

′
i : V →

R, i = 1, .., dim(V ) funcions lineals de manera que:

µ(v) =
∑
i

li(v)l′i(v) (1.1.22)

A partir d’aquesta podem definir el producte:

v · w =
1

2
(µ(v + w)− µ(v)− µ(w)), v, w ∈ V (1.1.23)

es comprova que · és una forma bilineal i simètrica, a més direm que si µ(v, v) ≥ 0 és
definida positiva.

Definició 1.21. Un espai vectorial euclidià és un espai vectorial real V i una funció
quadràtica definida positiva µ : E(ξ)→ R tal que la restricció de µ a cada fibra és definida
positiva i quadràtica. µ rebrà el nom de mètrica eucĺıdea.

Exemple 1.22. Al cas d’un fibrat tangent τM d’una varietat diferenciable una mètrica
euclidiana µ : TM → R és diu mètrica riemanniana i el parell de M i la mètrica es diu
varietat riemanniana, aquestes són un dels objectes d’estudi de la geometria diferencial.

Exemple 1.23. El fibrat trivial εnB es pot definir en la mètrica euclidiana

µ(b, x) = x2
1 + ...+ x2

n (1.1.24)

Exemple 1.24. Pel teorema d’encaix de Whitney tota varietat diferenciable es pot con-
siderar com a subvarietat de RN per a algun N ∈ N suficientment gran, és a dir, TM ≤
TRN = RN . Com que el tangent de RN és trivial, podem dotar de una mètrica riemanniana
a qualsevol varietat al considerar l’heretada de RN

Teorema 1.25. Siga ξ un fibrat trivial de dimensió n sobre B i µ una mètrica euclidiana
sobre ξ Aleshores existeixen n seccions que són ortogonals en el sentit que

si(b)sj(b) = δij , ∀b ∈ B (1.1.25)

Demostració. És trivial sii admet s1, ..., sn seccions independents, si apliquem l’algoris-
me d’ortonormalització de Gramm-Schmidt obtenim s′1, ..., s

′
n seccions ja que el procés és

continu i a més resulten ser una base ortogonal de Fb(ξ).
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1.1.2 Grassmannià i fibrat tautològic

Anem a vore un exemple de fibrat vectorial especial que cobrarà gran importància durant
tot el treball.

Definició 1.26. Definim el Grassmannià, G(n, k), on n, k ∈ N, com al conjunt dels
espais vectorials de dimensió n a Rn+k1. És a dir,

G(n, k) := {V ≤ Rn+k/ dimV = n} (1.1.26)

Anem a vore que aquest és una varietat diferenciable i per a això primerament anem a
dotar-lo d’una topologia.
Primerament definim un n-marc en Rn+k com una n-tupla de vectors linealment indepen-
dents de Rn+k. Si considerem Rn+k × ... × Rn+k, el conjunt de tots els n-marcs en Rn+k

és un subconjunt obert en Rn+k que es coneix com la varietat no compacta de Stiefel
i la denotarem com a

Vn(Rn+k) (1.1.27)

El subconjunt de la varietat no compacta de Stiefel donat pels n-marcs ortonormals es
coneix com a varietat de Stiefel.

V 0
n (Rn+k) ⊂ Vn(Rn+k) (1.1.28)

Per definició de Grassmannià és clar que podem definir la funció:

q : Vn(Rn+k)→ G(n, k) (1.1.29)

que a cada n-marc li fa correspondre el subespai generat per eixos vectors. Definim la
topologia de G(n, k) com la mı́nima topologia de manera que q és una aplicació cont́ınua.
És a dir U ⊆ G(n, k) és obert sii q−1(U) és obert.
Notem que si restringim q a V 0

n (Rn+k) obtenim una aplicació q0 := q|V 0
n (Rn+k) que ens

permet identificar la varietat de Stiefel amb el Grassmannià. Les dos maneres ens donen
la mateixa topologia obtenint el diagrama commutatiu:

Vn(Rn+k) V 0
n (Rn+k)

G(n, k)

q

Gramm−Schmidt

q0 (1.1.30)

Com que V 0
n (Rn+k) és compacte, ja que V 0

n (Rn+k) ⊂ Sn+k+1 × n)... × Sn+k+1, per tant
fitat i tancat, ja que si tenim una successió de n-marcs ortogonals {((vi)ni=1)k}∞k=1, per la
continüıtat del producte escalar:

lim
k→∞

< vki , v
k
i >= 1, lim

k→∞
< vki , v

k
j >= 0, i 6= j (1.1.31)

1En alguns llibres G(n, k) fa referència al conjunt d’espais vectorials de dimensió n en Rk amb k ≥ n
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Per tant és tancat per successions. Aleshores com que q0 és cont́ınua i

q0(V 0
n (Rn+k)) = G(n, k) (1.1.32)

tenim que G(n, k) és compacte.

Teorema 1.27. El Grassmannià G(n, k) és una varietat diferenciable de dimensió nk i és
un espai normal.

Per a aquesta demostració hem gastat com a referències [Lee12, Exemple 1.36] i [MS74,
Lema 5.1].

Demostració. Siga X ∈ G(n, k) aleshores tenim que X ⊕ X⊥ = Rn+k. Si considerem
T : X → X⊥ una aplicació lineal qualsevol, aleshores la gràfica, ens indueix un espai
vectorial:

Γ(T ) = {(x, Tx)/x ∈ X} 7→ ΓT := {x+ Tx/x ∈ X} (1.1.33)

És clar que ΓT ≤ Rn+k de dimensió k i a més, ΓT ∩X⊥ = {0}.
Per altra banda, considerem les projeccions ortogonals π1 : Rn+k → X i π2 : Rn+k → X⊥.
Siga Y ≤ Rn+k tal que Y ∩ X⊥ = {0}, aleshores tenim que π1(Y ) = X. Com que π1

és sobrejectiva i lineal i dimX = dimY tenim que π1|Y és isomorfisme. Donat y ∈ Y ,
per ser X ⊕ X⊥ = Rn+k, existeixen x ∈ X i w ∈ X⊥ tals que y = x + w aleshores
π1|−1

Y (x) = y = x+ w on w ∈ X⊥. Podem definir:

TY : X
π1|−1

Y−→ Y ⊆ Rn+k π2|Y−→ X⊥

x 7−→ x+ w 7−→ w

(1.1.34)

És clar que aquesta està ben definida, és lineal i a més

ΓTY = {x+ TY x/ x ∈ X} = {x+ wx/x ∈ X} = Y (1.1.35)

El conjunt UX ⊂ G(n, k) dels Y ≤ Rn+k espais vectorials tals que Y ∩X⊥ = {0} és obert
en G(n, k). Acabem de demostrar que φX : UX → Hom(X,X⊥), φX(Y ) = ΓTY és una
bijecció. Ara bé podem identificar Hom(X,X⊥) amb Rnk, de manera que si provem que
φX és homeomorfisme tindrem que el podem gastar com a carta.
Primer mirem si φ és cont́ınua, fixem una base ortonormal de Rn+k {x1, ..., xn+k}, de mane-
ra que {x1, ..., xn} és base de X i {xn+1, ..., xn+k} és base de X⊥. Per definició de la topo-
logia de G(n, k) tenim que φ és cont́ınua sii φX ◦ q : Vn(Rn+k)→ Hom(X,X⊥) és cont́ınua.
Donat Y ∈ UX existeixen {u1, ..., un} ∈ Vn(Rn+k) tal que q(u1, ..., un) = Y . Aquestos vec-

tors els podem escriure en la base que hem fixat
{∑n+k

j=1 a1j(u1)xj , ...,
∑n+k

j=1 anj(un)xj

}
.

π1|Y : Y ↪→ Rn+k π1−→ X =⇒π1|Y = π1 ◦ iY (1.1.36)
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iY és simplement un canvi de base de la base u1, ..., un a la base de x1, ..., xn+k, per tant
podem escriure’l en forma matricial:

π1|Y = π1 ◦ iY =
(
In 0n×k

) a1,1(u1) · · · a1,n+k(u1)
...

. . .
...

an,1(un) · · · an,n+k(un)

 = Π1A(u) (1.1.37)

On Π1 és la primera matriu i A(u) la segona. Anàlogament,

π2|Y = π2 ◦ iY =
(

0k×n Ik
) a1,1(u1) · · · a1,n+k(u1)

...
. . .

...
an,1(un) · · · an,n+k(un)

 = Π2A(u) (1.1.38)

I per tant

φX ◦ q(u1, ..., un) = π2|Y ◦ π1|−1
Y = (Π2A(u))(Π1A(u))−1 (1.1.39)

Ara bé com que aij(u) depén cont́ınuament de u, el producte de matrius és continu i regla
de Crammer és cont́ınua també per tant tenim que φX ◦ q(u) és cont́ınua. Aleshores φX és
cont́ınua.
Si considerem φ−1 : Hom(X,X⊥) → UX , donat T considerem el pla generat pels vectors
yi = xi + Txi i = 1, ..., n és clar que yi depén de forma cont́ınua de T i per tant Y = ΓT
depén cont́ınuament de T . Per tant, φX és un homeomorfisme.

Són compatibles les cartes? Siguen Xα, Xβ ∈ G(n, k) i siguen Uα = UXα i Uβ = UXβ
definits com abans. φi := φXi : (Xi, G(n, k))→ Rnk, i = α, β les cartes associades que hem
definit abans. Anem a vore que φα ◦φ−1

β : (φβ(X2),Rnk)→ Rnk és suau. . Siga x1, ..., xn+k

i u1, ..., un+k les bases associades de Rn+k, de manera que {x1, ..., xn} és base de Xα i
{y1, ..., yn} és base de Xβ on P−1 és el canvi de base entre les dos. Donat B ∈ φβ(Uα∩Uβ)
veiem que podem identificar

Γ(B) 7→ V := φ−1
2 (B) =< y1 +By1, ..., yn +Byn > (1.1.40)

Aleshores {v1 = P−1(y1 + By1), ..., vn = P−1(yn + Byn)} és una base de V expressada en
termes de la base {x1, ..., xn+k}.
Tenim que B′ = φα(φ−1

β (B)) = φα(V ) = πα2 |V ◦ (πα1 |V )−1. Com que ja en tenim una base
de V en la base {x1, ..., xn+1}, seguint la nomenclatura matricial que hem gastat a 1.1.37
i 1.1.38, B′ = (Π2A(v1, ..., vn))(Π1A(v1, ..., vn))−1 i per tant:

B′ = Π2

 a1,1(v1) · · · a1,n+k(v1)
...

. . .
...

an,1(vn) · · · an,n+k(vn)


Π1

 a1,1(v1) · · · a1,n+k(v1)
...

. . .
...

an,1(vn) · · · an,n+k(vn)



−1

(1.1.41)
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Com que vi = P−1(yi+Byi) és clarament suau respecte de les components de B, tenim que
aij(vj) és suau respecte de les components de B i a més el producte i la regla de Crammer
són funcions suaus podem concloure que B′ és diferenciable respecte de B. Per tant φα◦φ−1

β

és suau, raonant igual obtenim que la inversa és suau i per tant és un difeomorfisme.
És 2AN? Com que G(n, k) és compacte al considerar el recobriment {UX}X∈G(n,k) per

oberts existirà un subrecobriment finit {UXi}ni=1 i cadascun d’eixos és homeomorf a Rnk
com que Rnk és 2AN, siga B = {Ai}i∈N la base d’oberts numerable, aleshores B′ =
{φ−1

1 (Ai)}i∈N ∪ ... ∪ {φ−1
n (Ai)}i∈N és una base d’oberts numerable de G(n, k).

És Hausdorff perquè donats X,Y ∈ G(n, k) podem trobar P ∈ G(k, n) de manera que
X ∩ P = {0} = Y ∩ P , aleshores Y,X ∈ UP⊥ l’obert trivialitzant de P⊥, com que UP⊥ és
homeomorf a Rnk que és Hausdorff, podem trobar dos oberts que separen a X i Y . Per
tant, G(n, k) és una varietat diferenciable de dimensió nk. Notem que al ser compacta en
particular és paracompacta, a més és Hausdorff aleshores per la proposició B.6 tenim que
és normal.

Ens adonem que el cas particular G(1, k) = RP k, igual que vam definir el fibrat γ1
k sobre

RP k, definim el fibrat tautològic sobre G(n, k)

γn(Rn+k) (1.1.42)

Primerament definim l’espai total:

E(γn(Rn+k)) = {(V, v) ∈ G(n, k)× Rn+k/v ∈ V } (1.1.43)

La topologia que li donem és la del producte, definim la projecció π : E → G(n, k) com
a π(V, v) = V que és cont́ınua per ser una projecció de un producte. L’estructura d’espai
vectorial, és la del subespai t1(V, v1) + t2(V, v2) = (V, t1v1 + t2v2).

Proposició 1.28. El fibrat tautològic γn(Rn+k) sobre G(n, k) és localment trivial

Demostració. Siga X ∈ G(n, k) i U l’entorn obert que hem gastat en la demostració de
la proposició anterior, com que X és difeomorf a Rn, és indiferent que el domini de la
trivialització siga U ×X, aleshores podem definir directament:

h : U ×X −→ π−1(U)

(Y, x) 7−→ (Y, p−1(y))
(1.1.44)

on p : Rn+k → X és la projecció sobre X. Raonant com a la proposició anterior ens adonem
que h(Y, x+T (Y )x) que per la demostració de l’anterior proposició sabem que és cont́ınua.
A més, la inversa ve donada per h−1(Y, y) = (Y, p(y)) que és cont́ınua per ser la projecció
una aplicació cont́ınua.

Per tant tenim que el fibrat tautològic és un fibrat vectorial.
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1.2 Construcció de fibrats i suma Whitney

A la secció anterior hem definit els fibrats vectorials, el que anem a vore en aquesta secció
és com relacionar fibrats i crear-ne nous. En particular la suma Whitney serà especialment
important ja que es necessita per al tercer axioma de les classes de Stiefel-Whitney.

Restringir la base d’un fibrat

Suposem que tenim el fibrat ξ definit per π : E → B si considerem B̃ ⊂ B, podem definir
Ẽ = π−1(B̃) i l’aplicació π̃ = π|Ẽ . El que obtenim és un fibrat vectorial anomenat restricció

de ξ a B̃ i denotat com ξ|B̃. És clar que Fb(ξ|B̃) = Fb(ξ) per a tot b ∈ B̃.

Exemple 1.29. Siga M una varietat diferenciable i N subconjunt obert de M , aleshores
tenim que τN = τM |N .

Exemple 1.30. Siga ξ un fibrat vectorial i U un obert trivialitzant de ξ aleshores ξ|U és
un fibrat trivial.

Ens adonem que estem en el cas en què tenim l’aplicació i : B̃ ↪→ B, però que passa si
tenim una aplicació qualsevol? Això ens du al següent apartat:

Fibrats indüıts

Siga ξ un fibrat de la forma π : E → B, f : X → B una aplicació on X és un espai
topològic. Aleshores definim el fibrat indüıt

f∗ξ (1.2.1)

Definim l’espai total:

E∗ := {(x, e) ∈ (X,E)/ f(x) = π(e)} (1.2.2)

Definim π∗ : E∗ → X com a π(x, e) = x. Aleshores, a partir del següent diagrama:

E∗ E

X B

f̂

π∗ π

f

(1.2.3)

podem definir f̂(x, e) = e, aleshores el diagrama serà commutatiu, perquè π(f̂)(x, e) =
π(e) = f(x) = π∗(x, e). Definim l’estructura d’espai vectorial de π−1(b) com solem fer:

t1(x, e1) + t2(x, e2) = (b, t1e1 + t2e2) (1.2.4)

Aleshores f̂ actua com a isomorfisme entre Fx(f∗ξ) i Ff(x)(ξ).
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Ens queda provar que és localment trivial, donat ϕ : U × Rn → π−1(U) una trivialització
local de ξ podem definir U∗ = f−1(U) i:

ψ : U∗ × Rn −→ (π∗)−1(U∗)

(x, v) 7−→ (b, ϕ(f(x, v)))
(1.2.5)

Com que ϕ és una trivialització local és clar que ψ també ho és i per tant f∗ξ és localment
trivial.

El diagrama commutatiu d’abans, és igual al de la definició de morfisme de fibrats aleshores
que passa si en comptes de f : X → B en tinguérem f : E(η) → E(ξ) una transformació
entre fibrats? Anem a vore quina relació en té amb el fibrat indüıt.

Proposició 1.31. Si f : E(η)→ E(ξ) és una transformació de fibrats sobrejectiva, i g és
l’aplicació indüıda per f de manera que commute amb les projeccions, aleshores

η ∼= g∗ξ (1.2.6)

Demostració. Definim l’aplicació:

h : E(η) −→ E(g∗ξ)

e 7−→ (π(e), f(e))
(1.2.7)

on π és la projecció de η. Tenim que h és cont́ınua perquè cada component és cont́ınua i a
més com que f actua com isomorfisme h també. A més, per definició de g∗ξ tenim que és
bijectiva per tant pel lema 1.14 tenim que h és homeomorfisme i per tant η ∼= g∗ξ.

Producte Cartesià

Si tenim dos fibrats vectorials ξ1, ξ2, definits com πi : Ei → Bi i ∈ {1, 2} aleshores podem
definir el fibrat producte cartesià

ξ1 × ξ2 (1.2.8)

Aquest el definim mitjançant:

π1 × π2 : E1 × E2 −→ B1 ×B2 (1.2.9)

cada fibra (π1×π2)−1(b1, b2) = Fb1(ξ1)×Fb2(ξ2) té l’estructura d’espai vectorial del producte
d’espais vectorials. Aleshores ξ1× ξ2 és clarament un fibrat vectorial, ja que la condició de
trivialitat local es comprova de manera immediata.
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Suma Whitney

Considerem dos fibrats vectorials ξ1, ξ2 sobre B i l’aplicació ∆ : B → B ×B, amb ∆(b) =
(b, b). Aleshores definim la suma Whitney com:

ξ1 ⊕ ξ2 := d∗(ξ1 × ξ2) (1.2.10)

Per definició E(ξ1 ⊕ ξ2) = {(b, e1, e2) ∈ (B,E1, E2)/ (π1(e1), π2(e2)) = (b, b)} i aleshores
π−1

1 (b)× π−1
2 (b) = Fb(ξ1)× Fb(ξ2) ∼= Fb(ξ1)⊕ Fb(ξ2). Per tant,

Fb(ξ1 ⊕ ξ2) ∼= Fb(ξ1)⊕ Fb(ξ2) (1.2.11)

Definició 1.32. Siguen ξ i η fibrats vectorials sobre B tals que E(ξ) ⊂ E(η), tals que
Fb(ξ) ≤ Fb(η), aleshores ξ és un subfibrat de η i el denotem com a ξ ⊂ η.

Lema 1.33. Siga η un fibrat vectorial i ξ1, ξ2 ⊂ η tals que Fb(η) = Fb(ξ1)⊕Fb(ξ2) aleshores
η ∼= ξ1 ⊕ ξ2.

Demostració. Definim
f : E(ξ1 ⊕ ξ2) −→ E(η)

(b, e1, e2) 7−→ e1 + e2

(1.2.12)

És cont́ınua i actua com isomorfisme entre fibres per tant pel lema 1.14 és un isomorfisme.

Corol·lari 1.34. Siguen ξ1, ..., ξn fibrats sobre una base B aleshores, ξ1× ...×ξn és isomorf
a π∗1(ξ1)⊕ ...⊕ π∗n(ξn)

Aleshores si tenim dos subfibrats de manera que la fibra del total és la suma directa de les
fibres tenim que el fibrat és isomorf a la suma Whitney però que passa si tenim només un
fibrat? Podŕıem d’alguna manera trobar un subfibrat que actue com a complement?

Complement Ortogonal

Si η és un fibrat amb una mètrica euclidiana, i ξ ⊂ η anem a construir el complement
ortogonal de ξ:

ξ⊥ (1.2.13)

Com que η té una mètrica euclidiana, donat Fb(ξ) ≤ Fb(η) podem definir Fb(ξ
⊥) :=

(Fb(ξ))
⊥ a partir del complement ortogonal i l’espai total com E(ξ⊥) ⊂ (η) com a unió de

les fibres Fb(ξ
⊥).

Teorema 1.35. E(ξ⊥) és l’espai total d’un subfibrat ξ⊥ ⊂ η i a més η ∼= ξ ⊕ ξ⊥.
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Demostració. Per definició és clar que Fb(η) = Fb(ξ) ⊕ Fb(ξ⊥). Voldŕıem aplicar el lema
1.33, aleshores només cal comprovar que ξ⊥ és un subfibrat de η, si definim com a projecció
π′ := π|E(ξ⊥) és clar que és cont́ınua i que π′(Fb(ξ

⊥)) = b, l’estructura d’espai vectorial ve
donada per la del complement ortogonal, per tant només caldria comprovar la condició de
trivialitat local.

Siga b0 ∈ B i U un entorn obert de b0 suficientment xicotet com per a que siga trivialitzant
per a ξ i η. Aleshores ξ|U i η|U , són trivials pel teorema 1.25 existeixen s1, ..., sk i s′1, ..., s

′
n

seccions ortonormals de ξ|U i η|U respectivament, amb m i n les dimensions respectives.

Definim la matriu:

Mij = si(b0) · s′j(b0) (1.2.14)

Sabem per àlgebra lineal que aquesta matriu té rang m, aleshores fent una reordenació dels
s′j podem assumir que les primeres m columnes són linealment independents.

Com que el determinant és una funció cont́ınua sabem que existeix V ⊆ U entorn obert de
b0 de manera que les primeres m columnes continuen sent linealment independents. Com
a conseqüència les seccions s1, ..., sm, s

′
m+1, ..., s

′
n de η|U són independents. Si apliquem

l’algorisme d’ortonormalització de Gramm-Schmidt a aquestes obtenim s1, ..., sm, s
′′
m+1, s

′′
n

seccions ortonormals de η|U . Amb això definim l’aplicació:

ϕ : E(V × Rn−m) −→ E(ξ⊥)

(b, x) 7−→ x1s
′′
m+1(b) + ...+ xn−ms

′′
n(b)

(1.2.15)

Aquesta és cont́ınua per ser cont́ınues les seccions i a més si fixem b és un isomorfisme
lineal per ser s′′m+1(b), ..., s′′n(b) una base de Fb(ξ)

⊥. A més es comprova a simple vista que

ϕ−1(e) = (π(e), (e · s′′m+1(π(e)), ..., e · s′′n(π(e)))) (1.2.16)

és la seua inversa i també és cont́ınua. Aleshores ϕ és un homeomorfisme, per tant ξ⊥ és
localment trivial i per tant un fibrat. Pel raonat abans hem acabat la prova.

Exemple 1.36. Siga N varietat diferenciable, M subvarietat de N , sabem que per ser va-
rietat diferenciable N podem donar-li una mètrica riemanniana. Sabem també pel principi
de la secció que τM = τN |M . Aleshores podem definir el complement ortogonal τ⊥M ⊂ τN |M
i l’anomenem com a fibrat normal ν de M en N , aquest coincideix amb el que hem vist a
la secció anterior i pel teorema anterior śı satisfà la condició de ser localment trivial que
no hav́ıem verificat. A partir del teorema anterior tenim que està ben definit i que a més:

τM ⊕ ν ∼= τN |M (1.2.17)

De forma més general:
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Exemple 1.37. Si tenim una immersió entre dos varietats diferenciables f : M → N si N
és una varietat riemanniana. Aleshores dfx(TxM) ≤ Tf(x)N i té un complement ortogonal.
Per tant, al fibrat f∗τN sobre M , li podem aplicar el teorema anterior i obtenim:

f∗τN ∼= τM ⊕ νf , on νf = τ⊥M ⊂ f∗τN (1.2.18)

Exemple 1.38. Si tenim una submersió f : M → N entre varietats diferenciables. Podem
construir el subfibrat κf ⊂ τM a partir de ker(dfx). A més si M riemanniana

τM ∼= κf ⊕ f∗τN (1.2.19)

Si π′ : TM →M és la projecció de l’espai tangent definim

E(κf ) =
⋃
x∈M

ker dfx, π := π′|E(κf ) (1.2.20)

Tenim que π és cont́ınua per ser restricció de cont́ınua, que π−1(x) té l’estructura d’espai
vectorial heretada de TM , per demostrar que és un fibrat només falta vore que és localment
trivial.
Com que f és submersió, en particular té rang constant aleshores pel teorema del rang
constant (Teorema A.19) tenim que existeixen cartes φ : (M,x)→ (Rn, 0) i ψ : (N, f(x))→
(Rk, 0) tals que el representant de f

f : (Rn, 0) −→ (Rk, 0)

(u1, ..., un) 7−→ (u1, ..., uk)

(1.2.21)

És a dir la matriu jacobiana és de la forma
(
Ik
0

)
, aleshores si les funcions coordenades de

φ són x1, ..., xn tenim que

dfx

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
=

{
1, si i ∈ {1, .., k}
0, si i ∈ {k + 1, ..., n}

(1.2.22)

Per tant
{

∂
∂xi

∣∣∣
x

}n
i=k+1

és una base de ker dfx, per tant, si U és un entorn obert suficientment

xicotet com per a que estiguem en el domini de les cartes del teorema, podem definir:

ϕ : U × Rn−k −→ π−1(U)

(x, v1, ..., vn−k) 7−→ v1
∂

∂xk+1

∣∣∣
x

+ ...+ vn−k
∂
∂xn

∣∣∣
x

(1.2.23)

Aquesta funció és un cont́ınua i actua com a isomorfisme entre Rn−k i ker dfx. Finalment
té com a inversa:

ϕ−1

(
v1

∂

∂xk+1

∣∣∣∣
x

+ ...+ vn−k
∂

∂xn

∣∣∣∣
x

)
= (x, v1, ..., vn−k) (1.2.24)
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que és cont́ınua.
Aleshores κf és un fibrat vectorial. A més, pel primer teorema d’isomorfia sabem que
τN = dfx(TxM) ∼= TxM/ ker dfx i per tant si M és riemanniana:

TxM = ker dfx ⊕ Fx(f∗τN ) = Fx(κf )⊕ Fx(f∗τN ) (1.2.25)

τM ∼= κf ⊕ f∗τN (1.2.26)

1.3 Fibrats Universals

Ara que ja tenim ferramentes de sobra per tractar els fibrats anem a per la missió principal
d’aquest caṕıtol és trobar un fibrat universal, és a dir un fibrat vectorial de manera que
qualsevol fibrat el puguem “inserir” de manera “única” i aleshores poder treballar sobre el
fibrat universal per després “tornar” al fibrat inicial.
A què ens referim al dir de manera “única”, això va resultar ser llevat d’homotopia, i aix́ı
que hem de definir-lo.

Definició 1.39. Donades f, g : ξ → η transformacions de fibrats direm que són ho-
motòpiques o fibrat-homotòpiques, denotat com f ' g, si existeix

h : E(ξ)× [0, 1] −→ E(η) (1.3.1)

tal que ht és una transformació entre fibrats per a tot t ∈ [0, 1] i h és cont́ınua respecte
de les dos variables. Al igual que l’homotopia en espais topològics l’homotopia de fibrats
defineix una relació d’equivalència.

Amb aquesta definició podem definir la categoria H BundleR, la qual té com a objectes
els fibrats vectorials reals i com morfismes les classes d’homotopia de transformacions de
fibrats, amb la composició [f ] ◦ [g] = [f ◦ g]. És clar que aquesta és una categoria.
A més si considerem la categoria T BundleR obtenim un functor Htp : T BundleR →
H BundleR, que deixa els fibrats vectorials invariants i a cada transformació de fibrats li
associa la seua classe d’homotopia.
Notem que si tenim una subcategoria S de T BundleR li podem aplicar el functor Htp i
obtenim una subcategoria de H BundleR, que igual que abans tindrà els mateixos fibrats
que S però els morfismes seran les classes d’homotopia, el denotem com Htp(S).

Definició 1.40. Direm que ξ és un fibrat universal de S, subcategoria T BundleR, si
ξ és terminal en Htp(S), és a dir, si per a tot fibrat η ∈ Ob(S) existeix una única classe
d’homotopia de transformació de fibrat f : η → ξ.

Definició 1.41. Direm que ξ, η ∈ Ob(T BundleR) són homotòpicament equivalents si
són isomorfs en H BundleR. Això és equivalent a dir que existeixen f ∈ T BundleR(ξ, η)
i g ∈ T BundleR(η, ξ) tals que:

f ◦ g ' idη, g ◦ f ' idξ (1.3.2)
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Com a conseqüència d’aquesta definició per la proposició C.10 tenim que dos fibrats uni-
versals d’una subcategoria completa són homotòpicament equivalents.
L’objectiu d’aquesta secció serà trobar-ne una subcategoria de T BundleR de manera que
trobem també el seu fibrat universal.
Recordem que en geometria diferencial es definia l’aplicació de Gauss a partir d’una 2-
superf́ıcie, N : S → S2 que a cada punt li associava el vector normal al pla tangent en
cada punt. De forma més general, si tenim M ⊂ Rn+k varietat diferenciable de dimensió
n definim l’aplicació generalitzada de Gauss:

g : M −→ G(n, k)

x 7−→ TxM
(1.3.3)

Aquesta aplicació ens indueix una transformació de fibrats sobre γn(Rn+k) el fibrat tau-
tològic sobre G(n, k),

f : TM −→ γn(Rn+k)

(x, v) 7−→ (TxM, v)
(1.3.4)

Aquesta f indueix com a aplicació entre les bases que commuta amb les projeccions a g. Si
consideràrem la subcategoria de T BundleR donada pels fibrats tangents de les n-varietats
diferenciables de Rn+k i γn(Rn+k). Tindŕıem que γn(Rn+k) és el fibrat universal d’aquesta
categoria (si comprovàrem que aquesta aplicació és única llevat d’homotopia).
Encara podem fer-ho més general, anem a generalitzar a espais paracompactes i Hausdorff.

Nota 1.42. A l’apèndix B tenim algunes definicions i propietats sobre els d’axiomes de
separació i sobre espais paracompactes i Hausdorff, aquestes cobren especial utilitat en
les pròximes pàgines de manera que si el lector està interessat en la deducció d’aquestes
propietats o no està familiaritzat amb aquestes definicions pot consultar-les.

Definició 1.43. Donat un espai topològic normal X direm que la seua dimensió to-
pològica és n ∈ N si n és el menor natural per al qual tot recobriment per oberts té un
refinament de manera que cap punt x ∈ X està contingut en més de n + 1 oberts del
refinament.

Per la proposició B.6 sabem que un espai Hausdorff i paracompacte és normal aleshores
té sentit considerar que siga de dimensió finita. En particular, els espais compactes són
d’aquest tipus.

Teorema 1.44. Donat ξ un Rn-fibrat sobre una base B paracompacta, Hausdorff i de
dimensió topològica finita, aleshores existeix k ∈ N∗ i una transformació de fibrats f : ξ →
γn(Rn+k). En particular és cert quan B és compacta.

Aquesta demostració junta les idees de [MS74, Lema 5.3] i [MS74, Lema 5.9] per donar
una versió més general del primer, que és el cas de que fos compacta.
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Demostració. Com que ξ és localment trivial sabem que existeixen {Ui}i ∈ I oberts que
recobrixen B tals que ξ|Ui són trivials per a tot i ∈ I. Com que B és paracompacte i Haus-
dorff podem aplicar el teorema B.9, aleshores existeix {Vi}i∈I refinament obert localment
finit de {Ui}i∈I amb V i ⊂ Ui i una partició de la unitat subordinada {λi : B → [0, 1]}i∈I
de manera que per a cada i ∈ I, existeix un obert Wi amb

W i ⊂ Vi, λi|W i
= 1, λi|B\Vi = 0 (1.3.5)

Com que la dimensió topològica és finita, dimX = m, podem suposar que {Ui}i∈I és
suficientment fina com per a que donat x ∈ X com a màxim Ui1 , ..., Uim intersequen a x,
és a dir que com a màxim λi1 , ..., λim són no nul·les.

Siga S ⊂ I tal que |S| ≤ m i considerem:

U(S) :=

{
b ∈ B/ min

i∈S
λi(b) > max

i/∈S
λα(b)

}
(1.3.6)

Cada U(S) és clarament obert, a més és trivialitzant perquè si i ∈ S aleshores U(S) ⊂
Vi ⊂ Ui que és trivialitzant. A més, U(S) és disjunt a altre U(S′) amb S′ ⊂ I, |S′| = |S|
i S 6= S′, ja que si en tingueren un punt x0 en comú existirien almenys a, b /∈ S ∩ S′ i per
tant tindŕıem simultàniament que λa(x0) > λb(x0) > λa(x0) que seria una contradicció.
Per tant si definim,

Aj = ∪S⊂I, |S|=jU(S) (1.3.7)

És obert unió d’oberts disjunts trivialitzants i per tant A0, ..., Am són oberts trivialitzants.
A més, B = A0 ∪ ... ∪ Am ja que en un punt com a màxim són no nul·les m particions de
la unitat, si S = {i1, ..., il} són els ı́ndexs de les particions no nul·les en x aleshores x ∈ Al
i l ≤ m.

Aplicant el teorema B.9 al recobriment {A0, ..., Am}, tenim que existeix un partició de la
unitat subordinada finita (al ser subordinada i el recobriment finit tenim que serà finita

la partició). És a dir, {V ′j }mj=0 i {W ′j}mj=0, recobriments oberts de manera que W
′
j ⊂ V ′j ,

V
′
j ⊂ Aj i funcions cont́ınues:

{µj : X → [0, 1]}mj=0, tals que
m∑
j=0

µj = 1, µj |W ′j = 1, µj |B\V ′j = 0 (1.3.8)

Ara siguen hj : π−1(Aj)→ B × Rn les trivialitzacions en cada entorn Aj , podem definir:

fj : E(ξ) −→ Rn

e 7−→

{
0 si π(e) /∈ Vj
µj(π(e)) · p(hj(e)) si π(e) ∈ Aj

(1.3.9)
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on p : B ×Rn → Rn és la projecció. És clar que fj és cont́ınua i també que és un lineal en
cada fibra per ser hj isomorfisme en cada fibra. Definim:

f̃ : E(ξ) −→ R(m+1)n

e 7−→ (f0(e), ..., fm(e))

(1.3.10)

Aquesta és cont́ınua i actua com a monomorfisme entre fibres.
Per tant si definim:

f : E(ξ) −→ γn(R(m+1)n)

e 7−→ (f̃(π−1({π(e)})), f̃(e)), )

(1.3.11)

és una transformació de fibrats. Siga k = (m + 1)n − n = mn aleshores tenim la hipòtesi
del teorema.

Aquest teorema és prou més fort que l’aplicació de Gauss generalitzada, es podria com-
provar la condició d’homotopia, però veiem que encara tenim un ĺımit el de forçar que la
dimensió siga finita i també està el problema que la k és diferent per a cada fibrat aleshores
per definir el fibrat universal tenim que afitar les dimensions topològiques. Si poguérem fer
tendir la k a infinit segurament podŕıem fer el mateix procés per a tots els fibrats Hausdorff
i paracompactes. Això és el que anem a fer en la secció següent.

1.3.1 Grassmannià infinit

Siga R∞ el conjunt de les successions {xi}∞i=1 ⊂ R que són sempre 0 llevat d’un nombre
finit de xi, és clar que té estructura de R-espai vectorial de dimensió infinita. A més, si
fixem un k es pot identificar de forma natural el subespai:

{(x1, ..., xk, 0, 0, ....)/xi ∈ R, i = 1, ..., k} ∼= Rk (1.3.12)

Aleshores, observem que R1 ⊂ R2 ⊂ .... i la unió de tots serà R∞. Anem a definir el
Grassmannià sobre aquest espai vectorial.

Definició 1.45. La varietat topològica del Grassmannià infinit

Gn = Gn(R∞) := {V ≤ R∞/ dim V = n} (1.3.13)

li donem la topologia del ĺımit directe o topologia de Whitehead donada per:

G(n, 0) ⊂ G(n, 1) ⊂ G(n, 2) ⊂ G(n, 3) ⊂ ... (1.3.14)

és a dir que un conjunt de Gn és obert sii la intersecció amb G(n, k) és oberta per a
tot k ∈ N, anàlogament per als tancats2. Sab́ıem que G(n, k) = RP k, doncs resulta que
G1 = RP∞.

2A l’exemple C.28, comprovem que la topologia del ĺımit directe d’una famı́lia dirigida d’espais topològics
encaixats amb la inclusió com a fletxes coincideix amb la topologia de Whitehead.
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Observació 1.46. Igual que hem fet amb el Grassmannià, podem dotar a R∞ d’una
topologia aplicant el ĺımit directe a la famı́lia dirigida: R ⊂ R2 ⊂ ....

El nostre objectiu continua sent la cerca del fibrat universal tal com hem proposat abans
hem fet tendir la k a infinit ara queda vore si això ens proporciona el fibrat universal que
buscàvem.

Definició 1.47. Definim el fibrat tautològic γn sobre Gn:

• Com a espai total considerem E(γn) = {(V, v) ∈ Gn×R∞/ v ∈ V }, amb la topologia
del producte.

• La projecció π : E(γn) → Gn com π(V, v) = V , la qual és cont́ınua per ser una
projecció.

• L’estructura d’espai vectorial en les fibres com t1(V, v1) + t2(V, v2) = (V, t1v1 + t2v2)

Per a que siga un fibrat vectorial tenim que demostrar que és localment trivial per a això
abans necessitem un lema, per poder treballar millor amb la topologia de E(γn).

Lema 1.48. Siguen A1 ⊂ A2 ⊂ ... i B1 ⊂ B2 ⊂ ... famı́lies dirigides d’espais localment
compactes amb ĺımits directs A i B respectivament. Aleshores, la topologia del producte
cartesià A×B coincideix amb la topologia del ĺımit directe associada a la famı́lia dirigida
A1 ×B1 ⊂ A2 ×B2 ⊂ ...

Demostració. Siga W un obert en la topologia del ĺımit directe i (a, b) ∈W . Si (a, b) ∈ Ai×
Bi, com que són localment compactes, tenen una base d’entorns compacta i per tant, exis-
teixen Ki i Li entorns compactes de a i b respectivament, tals que Ki×Li ⊂W ∩ (Ai×Bi).
Ara constrüım Ki+1 de la següent manera, considerem el recobriment compacte de Ki do-
nat per {U ix}x∈Ki de manera que U ix ⊂ Ai+1, que existeix per ser Ai+1 localment compacte,
ara bé com que Ki és compacte en Ai i Ki ⊂ Ai, serà compacte en Ai+1, per tant, existeix
un subrecobriment finit U ix1 , ..., U

i
xk

de Ki en Ai+1, ara si definim Ki+1 = ∪kj=1U
i
j , és clar

que és un entorn compacte de a i que Ki+1 ⊂ Ai+1. Anàlogament, podem construir Li+1

entorn compacte com abans i Ki+1 × Li+1 ⊂ W ∩ (Ai+1 × Bi+1). Recursivament podem
construir entorns compactes Ki ⊂ Ki+1 ⊂ ... i Li ⊂ Li+1 ⊂ ....
Siguen U i V la unió dels Ki i Li respectivament, tenim que són entorns de a i b respecti-
vament i que

(a, b) ∈ U × V ⊂W (1.3.15)

Per tant W és obert en la topologia producte.

Proposició 1.49. γn satisfà la condició de ser localment trivial.
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Demostració. Siga X0 ⊂ R∞, siga p : R∞ → X0 la projecció ortogonal sobre X0 i siga
U ⊂ Gn el següent:

U = {Y ∈ Gn/p(Y ) = X0}, Uk := U ∩G(n, k) (1.3.16)

Sabem que Uk és obert com a la demostració de la proposició 1.27, per tant U = ∪k∈NUk
és obert. Si ara definim:

h : U ×X0 −→ π−1(U)

(Y, x) 7−→ (Y, p−1(y))
(1.3.17)

hem demostrat que h|Uk×X0 és una trivialització en G(n, k), en particular cont́ınua, pel
lema anterior tenim que h és cont́ınua.
Es comprova que té inversa i que aquesta ve donada per h−1(Y, y) = (Y, py), pel mateix
raonament és cont́ınua. Per tant, h és un homeomorfisme, finalment h actua com a iso-
morfisme entre fibres perquè h|Uk×X0 actua com a isomorfisme i per tant el ĺımit també és
lineal i a més hem vist que és bijectiva. Aleshores, és una trivialització.

Ja per fi hem constrüıt el fibrat tautològic γn queda demostrar que de fet és universal, per
a això el primer que hauŕıem de demostrar és que Gn és Hausdorff i localment compacte.
Per a això anem a gastar els resultats auxiliars:

Teorema 1.50. Si un espai topològic regular és la unió numerable de subconjunts compac-
tes i Hausdorff, aleshores és paracompacte.

Vore [Mor56] per a la demostració.

Corol·lari 1.51. El ĺımit directe de la successió K1 ⊂ K2 ⊂ ... d’espais compactes és
paracompacte i Hausdorff. En particular Gn és paracompacte i Hausdorff.

Per aplicar el teorema de Morita només cal comprovar el que Gn és regular, per [Whi49,
p. 204] tenim que si Ki és tancat en Ki+1 i tots són Hausdorff i paracompactes aleshores
el ĺımit directe és normal (en particular regular), les hipòtesi del teorema de Morita es
satisfan i obtenim el resultat automàticament.

Definició 1.52. Denotem a la subcategoria plena de T BundleR que té com a objectes
els Rn-fibrats sobre una base paracompacta i Hausdorff com ParaBundleRn. Aplicant el
functor Htp : T BundleR → H BundleR sobre ParaBundleRn obtenim una subcategoria
de H ParaBundleRn := Htp(ParaBundleRn).

Teorema 1.53. Qualsevol ξ ∈ Ob(ParaBundleRn) admet una transformació de fibrats
f : ξ → γn. A més, qualsevol parell de transformacions de fibrats f, g : ξ → γn són
homotòpiques. És a dir, γn és terminal en H ParaBundleRn, el qual és equivalent a dir
que és universal en ParaBundleRn.
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Nota 1.54. Tal com hem fet a la prova del teorema 1.44. Observem que donada una
transformació de fibrats f : ξ → γn determina uńıvocament una aplicació f̃ : E(ξ) → R∞
cont́ınua i que actua com a monomorfisme entre fibres. Rećıprocament donada f̃ : E(ξ)→
R∞ cont́ınua determina uńıvocament f un morfisme de fibrats definit com:

f(e) = (f̃(π−1({π(e)})), f̃(e)) (1.3.18)

Demostració. Teorema 1.53.
Existència.
Fent exactament el mateix raonament que en la demostració del teorema 1.44, simplement
que a l’hora de definir Aj ja no tenim fitada la j, aleshores arribem a que existeixen
A0, ..., Ak, ... un nombre numerable d’oberts trivialitzants que recobreixen B. Igual que
abans, al estar en una base Hausdorff i paracompacta, existeix una partició de la unitat
localment finita subordinada al recobriment A0, ..., Aj , .... Aleshores, existeixen {V ′j }∞j=0 i

{W ′j}∞j=0, recobriments oberts de manera que W
′
j ⊂ V ′j , V

′
j ⊂ Aj i funcions cont́ınues:

{µj : X → [0, 1]}∞j=0 ,
∞∑
j=0

µj = 1, µj |W ′j = 1, µj |V ′j = 0 (1.3.19)

Ara siguen hj : π−1(Aj)→ B × Rn les trivialitzacions en cada entorn Aj , podem definir:

fj : E(ξ) −→ Rn

e 7−→

{
0 si π(e) /∈ Vj
µj(π(e)) · p(hj(e)) si π(e) ∈ Aj

(1.3.20)

on p : B × Rn → Rn és la projecció. És clar que fj és cont́ınua i també que és lineal i
injectiva en cada fibra per ser hj isomorfisme en cada fibra. Definim:

f̃ : E(ξ) −→ R∞

e 7−→ (f0(e), ..., fm(e), ...)

(1.3.21)

Aleshores aquesta és cont́ınua per ser cada component cont́ınua i a més actua com a
monomorfisme sobre cada fibra.
Per tant si definim:

f : E(ξ) −→ γn

e 7−→ (f̃(π−1({π(e)})), f̃(e)), )

(1.3.22)

és una transformació de fibrats.
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Unicitat de la classe d’homotopia
Siguen f, g : ξ → γn dos transformacions entre fibrats qualssevol. Per la nota 1.54, ens
defineixen g̃, f̃ : E(ξ)→ R∞.
Primerament suposem que f̃ 6= λg̃(e) per a tot λ ∈] − ∞, 0[ i per a tot 0 6= e ∈ E(ξ).
Aleshores, anem a vore que la següent aplicació defineix una homotopia:

h̃t(e) = (1− t)f̃(e) + tg̃(e), 0 ≤ t ≤ 1 (1.3.23)

Com que g̃, f̃ són cont́ınues per hipòtesi només cal vore que la suma i la multiplicació per
escalars en R∞ són cont́ınues però pel lema 1.48 al ser cont́ınues en Rk×Rk per a tot k ∈ N
dedüım que són cont́ınues en R∞ × R∞.
Aleshores, considerem h : E(ξ) × [0, 1] → E(η) definida com en la nota 1.54. Per tal de
provar que és cont́ınua és suficient provar que la indüıda en les bases és cont́ınua

h : B(ξ)× [0, 1]→ Gn (1.3.24)

Si considerem x ∈ B(ξ) aleshores existeix U un obert trivialitzant que el conté, siguen
s1, ..., sn les seccions independents de ξ|U aleshores tenim que si Vn(R∞) és el ĺımit directe
de Vn(Rn+k) les varietats de Stiefel aleshores

h|U×[0,1] : U × [0, 1] −→ Vn(R∞)
q−→ Gn

(b, t) 7−→ (h̃t(b)s1(b), ..., h̃t(b)sn(b)) 7−→ < h̃t(b)s1(b), ..., h̃t(b)sn(b) >
(1.3.25)

La primera aplicació és cont́ınua perquè h̃ és cont́ınua i les seccions són cont́ınues, final-
ment al ser q cont́ınua en dimensions finites pel lema s’estén a tot el domini. Per tant h és
cont́ınua, aleshores h és cont́ınua. Per altra banda com que f i g actuen com a monomor-
fismes entre fibres i per a una t fixa l’homotopia és lineal, aleshores tenim que per a cada
t ∈ [0, 1] ht és una transformació de fibrats.
Ara llevem la hipòtesi que hav́ıem posat sobre f̃(e) i g̃(e). Considerem la transformació
d1 : γn → γn, que mana la component i-èssima a la (2i − 1)-èssima. i d2 : γn → γn que
mana la component i-èssima a la 2i-èssima. Aleshores és clar que

• f i d1 ◦ f .
• d1 ◦ f i d2 ◦ g.
• d2 ◦ g i g.

compleixen la hipòtesi del cas que ja hem provat.
Com a conseqüència tenim que f ∼ d1 ◦ f ∼ d2 ◦ g ∼ g i per tant f ∼ g

Corol·lari 1.55. Per a tot ξ ∈ Ob(ParaBundleRn) existeix un única classe d’homotopia
d’aplicacions:

f ξ : B(ξ)→ Gn (1.3.26)

Demostració. Pel teorema anterior tenim fξ : ξ → γn transformació entre fibrats única tret
d’homotopia, siga f ξ l’aplicació indüıda sobre les bases.
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Hem trobat ja el fibrat universal que estàvem buscant ara el següent pas seria definir
les classes caracteŕıstiques associant al fibrat universal una classe de cohomologia, ara bé
encara no sabem què és la cohomologia, aleshores haurem d’esperar un poc més per definir
les classes caracteŕıstiques.
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Caṕıtol 2

Cohomologia

Aquest caṕıtol es centra en l’estudi de la cohomologia tant la seua definició i propietats
com les aplicacions necessàries per després construir les classes de Stiefel-Whitney i provar
la seua unicitat.
Primerament anem a treballar un poc d’àlgebra homològica i ja en això passarem a l’estudi
de complexos de cadenes i l’homologia. Després passarem a considerar l’homologia d’espais
topològics prestant especial atenció a l’homologia singular.
El plat fort serà definir la cohomologia i la cohomologia singular, estudiar algunes de
les seues propietats i dotar a la cohomologia singular d’un producte per tal de donar-li
estructura d’anell, comprovant que és un àlgebra anticommutativa.
Finalment vorem dos principals aplicacions necessàries,

1. Estudiar l’estructura cel·lular del Grassmannià i calcular la cohomologia de RP∞,
provant les propietats de cohomologia/homologia de CW complexos que faça falta.

2. Definir el producte en creu, demostrar el teorema de l’isomorfisme de Thom i descriure
les operacions de quadrats de Steenrod, els ingredients claus per construir les classes
de Stiefel-Whitney.

Nota 2.1. Al lector que no estiga familiaritzat amb la teoria de categories recomanem
que consulte l’apèndix C sobretot la secció de ĺımits i coĺımits que és lo més tècnic que es
gastarà.

Notació. D’aćı endavant durant tot el caṕıtol anem a considerar sempre que R és un anell
commutatiu unitari.

2.1 Introducció a l’àlgebra commutativa

Aquesta secció va estar dedicada a estudiar les propietats dels R-mòduls i les successions
exactes, ferramentes algebraiques imprescindibles per tractar l’homologia i la cohomologia.
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Per a aquesta secció hem gastat com a referències principals [AM94, Caṕıtol 2], [Alu09,
Caṕıtol III], [Lan02, Caṕıtol 3] i [Hat01, pp. 120-130].

Definició 2.2. Donat R un anell, definim un R-mòdul a esquerra, com un grup abelià
(M,+) i una correspondència · : R ×M → M tal que per a qualsevol r, s ∈ R i x, y ∈ M
es satisfà:

r(x+ y) = rx+ ry
(r + s)x = rx+ sx

(rs)x = r(sx)
1r = r

(2.1.1)

Anàlogament es defineix un R-mòdul a dreta.

Per commutativitat tindrem que els R-mòduls a esquerra i a dreta coincideixen i per tant
direm simplement R-mòduls.

Definició 2.3. Definim un homomorfisme de R-mòduls o R-homomorfisme com
una aplicació f : M → M ′, que actua como homomorfisme grups entre (M,+) i (M ′,+′)
i tal que:

f(rx) = rf(x), ∀r ∈ R,∀x ∈M (2.1.2)

Podem definir la categoria ModR, que té com a objectes R-mòduls i com a morfismes els
homomorfismes de R-mòduls amb la composició habitual d’aplicacions.

Definició 2.4. Un submòdul N de M és un subgrup de N tal que rn ∈ N per a tot r ∈ R
i n ∈ N , denotarem N és submòdul de M com N ≤M

A més, si considerem el quocient M/N , aquest hereta l’estructura de R-mòdul de M
definida per r(m+N) = rm+N on m ∈M i r ∈ R. A més, la projecció al quocient és un
homomorfisme de R-mòduls.

Teorema 2.5 (1er teorema d’isomorfia). Siga f : M → N un homomorfisme de R-mòduls,
ker(f) = f−1(0) i Im f = f(M). Aleshores:

M/Kerf ∼= Im f (2.1.3)

La demostració és un exercici elemental, sinó vore [AM94, pg. 19].

Definició 2.6. Donat un conjunt arbitrari I, definim el R-mòdul lliure generat per I,
denotat com ⊕

i∈I
R, com el conjunt

{(ri)i∈I/ ri ∈ R ∀i ∈ I on ri = 0 llevat d’un nombre finit de i} (2.1.4)
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Amb la suma definida com:

(ri)i∈I + (r′i)i∈I = (ri + r′i)i∈I , ri, r
′
i ∈ R, ∀i ∈ I (2.1.5)

i el producte · definit com:

r · (ri)i∈R = (rri)i∈I , r, ri ∈ R, ∀i ∈ I (2.1.6)

Un R-mòdul M direm que és lliure si existeix un conjunt tal que i ∈ I tal que M ∼= ⊕
i∈I
R.

En particular, tot espai R-espai vectorial és un R-mòdul lliure.

Definició 2.7. Donat un anell R direm que és anell d’ideals principals si tot ideal és de
la forma xR per algun x ∈ R.

Proposició 2.8. Si M és un mòdul lliure i R un anell d’ideals principal aleshores tot
submòdul N de M és lliure.

Per a la demostració consultar [Kap54, Lema 15].

Exemple 2.9. • Z i Z/mZ són anells d’ideals principals, per a tot m ∈ N-

• Tot anell commutatiu que siga domini d’ideals principal és anell d’ideals principal.

Definició 2.10 (Successió exacta). Donats uns R-mòduls, Mn, n ∈ {0, ..., n}, i uns
homomorfismes fn : Mn−1 →Mn, n ∈ {1, ..., n} direm que la següent successió:

M0
f1−→M1

f2−→M2 −→ ...
fn−→Mn (2.1.7)

és exacta finita si Im(fi) = ker fi+1, ∀i ∈ {1, ..., n− 1}.
En el cas en què n = 4 i M0 = M4 = 0 direm que és una successió exacta curta:

0 −→M1
f−→M2

g−→M3 −→ 0 (2.1.8)

Com que és exacta observem que f serà injectiva, g sobrejectiva i Im f = ker g.

Exemple 2.11. Si H ≤M la successió següent és exacta curta

0 −→M
i−→ H

π−→M/H −→ 0 (2.1.9)

on i denota la inclusió i π la projecció sobre el quocient.

En el cas general d’una successió exacta curta 2.1.8, si definim A = Im f1 = Kerf2,
aleshores B ≤M2 amb A ∼= M1 i pel primer teorema d’isomorfia (2.5) M2/A ∼= M3.
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Definició 2.12. Si Mn n ∈ Z són R-mòduls i fn : Mn−1 → Mn n ∈ Z homomorfismes,
direm que aquesta successió és exacta llarga

...
f−1−→M−1

f0−→M0
f1−→M1

f2−→ ... (2.1.10)

si es compleix que Im fn = Kerfn+1,∀n ∈ Z.

Proposició 2.13. Si ...
f−1→ A

f0→ B
f1→ ... és una successió exacta aleshores f0 és un

monomorfisme sii f−1 = 0 i f0 és un epimorfisme sii f1 = 0 i per tant f0 és isomorfisme
sii f−1 = f1 = 0.

És trivial per l’exactitud de la cadena. Aquest resultat és tan bàsic i comú que no el
citarem.
Per acabar aquesta secció vorem un parell de resultats ben coneguts i molt útils de les
successions exactes.

Lema dels 5

Ara anem a considerar un teorema molt útil i conegut:

Lema 2.14 (Lema dels 5). Considerem el diagrama commutatiu d’homomorfismes:

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

f1

γ1

f2

γ2

f3

γ3

f4

γ4 γ5

g1 g2 g3 g4

(2.1.11)

Si les files són exactes i γ1, γ2, γ4 i γ5 són isomorfismes aleshores γ3 és un isomorfisme.

Demostració. Anem a provar:

1. γ3 és epimorfisme si γ2 i γ4 ho són i γ5 és monomorfisme.

2. γ3 és monomorfisme si γ2 i γ4 ho són i γ1 és epimorfisme.

és clar que si això és cert aplicant les hipòtesi del teorema obtenim que γ3 és isomorfisme.
(1). Siga b3 ∈ B3, aleshores com que γ4 és epimorfisme existeix a4 ∈ A4 tal que g3(b3) =
γ4(a4). Aplicant la commutativitat del diagrama γ5(f4(a4)) = g4(γ4(a4)) = g4(g3(b3)) = 0
l’última igualtat és per exactitud de les files, ara bé com que γ5 és injectiva tenim que
f4(a4) = 0, aleshores per exactitud de la fila de dalt existeix a3 ∈ A3 tal que a4 = f3(a3).
Ara bé,

g3(b3 − γ3(a3)) = g3(b3)− g3(γ3(a3)) = g3(b3)− γ4(f3(a3)) = γ4(a4 − a4) = 0 (2.1.12)
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Aleshores, per exactitud tenim que existeix b2 ∈ B2 tal que b3− γ3(a3) = g2(b2). Com que
γ2 és epimorfisme existeix a2 ∈ A2 tal que γ2(a2) = b2, aleshores

γ3(a3 + f2(a2)) = γ3(a3) + γ3(f2(a2)) =

= γ3(a3) + g2(γ2(a2)) = γ3(a3) + g2(b2) =

= γ3(a3) + b3 − γ3(a3) = b3 (2.1.13)

Per tant, γ3 és sobrejectiva.
(2). Suposem que existeix a3 ∈ A3 tal que γ3(a3) = 0. Per commutativitat del diagrama
g3(γ3(a3)) = γ4(f3(a3)) = 0, per ser γ4 injectiva tenim que f3(a3) = 0, aleshores per
exactitud existeix a2 ∈ A2 tal que f2(a2) = a3. Notem que g2(γ2(a2)) = γ3(f2(a2)) =
γ3(a3) = 0, per tant existeix b1 ∈ B1 tal que g1(b1) = γ2(a2). Com que γ1 és epimorfisme
existeix a1 ∈ A1 tal que γ1(a1) = b1. Observem el següent:

γ2(f1(a1)−a2) = γ2(f1(a1))−γ2(a2) = g1(γ1(a1))−γ2(a2) = g1(b1)−γ2(a2) = 0 (2.1.14)

Com que γ2 és monomorfisme tenim que f1(a1) = a2. Per tant a3 = f2(a2) = f2(f1(a2)) = 0
per exactitud, aleshores tenim que γ3 és injectiva.

Lema de la Serp (Snake Lemma)

Siguen M,M ′, N,N ′ R-mòduls de manera que tenim el següent diagrama commutatiu de
R-homomorfismes:

M ′ M

N ′ N

f

d′ d

h

(2.1.15)

Aleshores f indueix un homomorfisme f |ker d′ : ker d′ → ker d. Està ben definit perquè
donat x′ ∈M ′ tal que d′(x′) = 0 aleshores df(x′) = hd′(x′) = 0.

Definició 2.15. Donada f : M → N on M i N R-mòduls, aleshores definim

coker(f) = N/ Im f (2.1.16)

Al igual que hem raonat abans h indueix un homomorfisme coker d′ → coker d. Donat
y′ ∈ N ′ projectem sobre coker, aleshores hy′ mod dM no depén de l’elecció de y′. Això és
perquè donat y′′ = y′ + d′x′ ∈ coker d′ aleshores:

hy′′ = hy′ + hd′x′ = hy′ + dfx′ ≡ hy′ mod dM (2.1.17)

Aleshores ens queda una aplicació h∗ : N ′/d′M ′ = coker d′ → N/dM = coker d. És clar
que és un homomorfisme per ser h homomorfisme.
Ara considerem un cas més general, donat pel següent lema:
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Lema 2.16 (Lema de la serp). Donat un diagrama commutatiu amb files exactes:

M ′ M M ′′ 0

0 N ′ N N ′′

fM

d′

gM

d d′′

fN gN

(2.1.18)

Aleshores l’aplicació
δ : ker d′′ −→ coker d′ (2.1.19)

δz′′ = p′ ◦ f−1
N ◦ d ◦ g−1

M (z′′), on p′ és la projecció sobre coker d′, està ben definida, és un
homomorfisme i la successió:

ker d′ → ker d→ ker d′′
δ→ coker d′ → coker d→ ker d′′ (2.1.20)

és exacta, on els homomorfismes entre els ker i coker són els que hem definit prèviament.

Podem vore l’enunciat d’aquest lema com que a partir del diagrama 2.1.18 obtenim el
diagrama commutatiu amb files exactes:

ker d′ ker d ker d′′

M ′ M M ′′ 0

0 N ′ N N ′′

coker d′ coker d coker d′′

i′ i i′′

fM gM

d′ d d′′

fN gN

p′ p p′′

f∗M g∗M

f∗N g∗N

δ

(2.1.21)

on les fletxes que ixen dels ker són les inclusions i les que arriben als coker són les projeccions
sobre el quocients.

Demostració. Primer comprovem que està ben definit, donat z′′ ∈ ker d′′ com que la pri-
mera fila és exacta tenim que gM és sobrejectiva aleshores qualsevol element de ker d′′ té
antiimatge en M , gM (z) = z′′. Apliquem d i per commutativitat tenim que gNd(z) =
d′′gM (z) = d′′z′′ = 0, per tant, dz ∈ ker gN , aleshores per exactitud dz ∈ Im(fN ), aleshores
com que és injectiva té una única antiimatge i després projectem sobre el quocient.
En aquest procés només hem fet una decisió que no estiga a priori uńıvocament determi-
nada que és triar l’antiimatge de z′′, suposem que tenim z1, z2 ∈ g−1

M (z′′). Aleshores, tenim
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que gM (z1) = gM (z2) i per tant gM (z1 − z2) = 0, aleshores z1 − z2 ∈ ker gM = Im fM i
per tant, aplicant que és exacta existeixen m′ ∈ M ′ tal que f(m′) = z1 − z2 ara aplicant
la commutativitat del diagrama fNd

′(m′) = dfM (m) = dz1 − dz2. Per altra banda, fent
el raonament del paràgraf anterior tenim que existeixen n′1, n

′
2 tals que fN (n′1) = dz1 i

fN (n′2) = dz2. Aleshores, fNd
′(m′) = fN (n1)− fN (n2) = fN (n′1 − n′2). Com que fN és in-

jectiva tenim que d′m′ = n′1−n′2, aleshores n′1−n′2 ∈ Im d′ i per tant n′1+Im d′ = n′2+Im d′,
aleshores p′(n1) = p′(n2). Per tant l’aplicació està ben definida.
És δ un homomorfisme? Siguen z′′1 , z

′′
2 ∈ ker d′′ per a tot m1 ∈ g−1

M (z′′1 ), m2 ∈ g−1
M (z′′2 ), ara

gM (m1 +m2) = z′′1 + z′′2 i per tant m1 +m2 ∈ g−1(z′′1 + z′′2 ). Per altra banda, com que fN
és monomorfisme,

p′f−1
N d(m1 +m2) = p′f−1

N (d(m1) + d(m2)) =

= p′(f−1
N d(m1) + f−1

N d(m1)) =

= p′f−1
N d(m1) + p′f−1

N d(m2) (2.1.22)

Aleshores com que δ no depén de l’elecció de m1 i m2

δ(z′′1 ) + δ(z′′2 ) = p′f−1
N d(m1) + p′f−1

N d(m2) = p′f−1
N d(m1 +m2) = δ(z′′1 + z′′2 ) (2.1.23)

La commutativitat del diagrama 2.1.21 és trivial per ser projeccions i inclusions. Ara
provem l’exactitud de 2.1.20.

• ker d′
f∗M→ ker d

g∗M→ ker d′′ exacta

1. Considerem z1 ∈ ker g∗M aleshores per commutativitat gM (z1) = g∗M (z1) = 0
per tant z1 ∈ ker gM per exactitud existeix m′ ∈ M ′ tal que fM (m′) = z1, ara
per commutativitat tenim fNd

′(m′) = dfM (m′) = d(z1) = 0, com que fN és
injectiva d′(m′) = 0 i per tant m′ ∈ ker d′ aleshores ker g∗M ≤ Im f∗M .

2. Ara considerem, z ∈ Im f∗M , aleshores existeix z′ ∈ ker d′ tal que f∗M (z′) = z
per commutativitat del diagrama fM (z′) = z, ara per exactitud tenim que
z ∈ ker gM aleshores gM (z) = 0, i per tant, g∗M (z) = 0. Concloem que Im f∗M ≤
ker gM .

• coker d′
f∗N→ coker d

g∗N→ coker d′′ exacta

1. Siga z ∈ ker g∗N i n un representant de z, és a dir n. Per commutativitat del
diagrama p′′gN (n) = gN∗p(n) = gN∗(z) = 0 aleshores gN (n) ∈ Im d′′, aleshores
existeix m′′ ∈ M ′′ tal que d′′m′′ = gN (n) com que gM és sobrejectiva tenim
que existeix m ∈ M tal que gM (m) = m′′ ara aplicant la commutativitat del
diagrama gNd(m) = d′′gM (m) = gN (n), aleshores pel fet anterior i l’exactitud
n−d(m) ∈ ker gN = Im fN , per tant existeix n′ ∈ N ′ tal que fN (n′) = n−d(m).
Notem que d(m) ∈ Im d i per tant p(n − d(m)) = p(n) − pd(m) = z + 0 = z.
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Aleshores aplicant commutativitat z = p(n − d(m)) = pfN (n′) = f∗N (p′(n′)).
Concloem que ker g∗N ≤ Im f∗N

2. Siga z ∈ Im f∗N , aleshores existeix z′ ∈ coker d tal que f∗N (z′) = z, siga n′ un
representant de z′, considerem n := fN (n′), per commutativitat del diagrama
z = f∗Np

′(n′) = pfN (n′). Per altra banda, per exactitud n ∈ Im d = ker gN
aleshores, per commutativitat 0 = p′′(0) = p′′gN (n) = g∗Np(n) = g∗NpfN (n′) =
g∗N (z). Aleshores, Im f∗N ≤ ker g∗N .

• δ→ coker d′
f∗N→ coker d exacta

1. Considerem z′ ∈ ker f∗N , siga n′ un representant d’aquest. Per commutativitat,
tenim que pfN (n′) = f∗Np

′(n′) = f∗N (z′) = 0 per tant, tenim que fN (n′) ∈
Im d. Aleshores existeix m ∈ M tal que d(m) = fN (n′). Per commutativitat,
d′′gM (m) = gN (d(m)) = 0 perquè d(m) ∈ Im fN = ker gN . Per tant gM (m) ∈
ker d′′. Aleshores,

δ(gM (m)) = p′◦f−1
N ◦d◦g

−1
M (gM (m)) = p′◦f−1

N ◦d(m) = p′◦f−1
N fN (n′) = p′(n′) = z′

(2.1.24)
Concloem que ker f∗N ≤ Im δ

2. Considerem c′ ∈ Im δ, aleshores existeix z′′ ∈ ker d′′ tal que δ(z′′) = c′, per a
tot m ∈ g−1

M (z′′) per commutativitat, gNd(m) = d′′gM (m) = d′′(z′′) = 0, per
tant d(m) ∈ ker gM . Per exactitud existeix, n′ ∈ N ′ tal que fN (n′) = d(m). Per
commutativitat, f∗N (p′(n′)) = pfN (n′) = pd(m) = 0, aleshores p′(n′) ∈ ker f∗N .
Ara bé, com que δ no depén de l’elecció de g−1

M (z′′):

p′(n′) = p′ ◦ f−1
N ◦ d(m) = p′ ◦ f−1

N ◦ d ◦ g
−1
M (z′′) = δ(z′′) (2.1.25)

Aleshores, δ(z′′) ∈ ker f∗N i per tant Im δ ≤ ker f∗N .

• ker d
gM→ ker d′′

δ→ coker d′ exacta

1. Siga z′′ ∈ ker δ. Aleshores, p′ ◦ f−1
N ◦ d ◦ g−1

M (z′′) = 0, per tant, per a tot
m ∈ g−1

M (z′′), p′◦f−1
N ◦d(m) = 0, aleshores f−1

N ◦d(m) ∈ Im d′. Aleshores existeix
m′ ∈ M ′ tal que d′(m′) = f−1

N d(m), per commutativitat, d(m) = fNd
′(m′) =

dfM (m′). Per tant, m− fM (m′) ∈ ker d. Ara bé, per exactitud ker gM = Im fM
i per tant g∗M (m − fM (m′)) = gM (m − fM (m′)) = gM (m) = z′′, per tant
ker δ ≤ Im g∗M .

2. Siga z′′ ∈ Im g∗M , aleshores per a tot z ∈ ker d tal que g∗M (z) = z′′. Per tant
gM (z) = z′′, ara d(z) = 0 i per tant com que fN és injectiva f−1(z) = 0,
aleshores p′(0) = 0. És a dir, com que δ no depén de l’elecció de g−1

M (z′′):

δ(z′′) = p′ ◦f−1
N ◦d◦g

−1
M (z′′) = p′ ◦f−1

N ◦d(z) = p′ ◦f−1
N (0) = p′(0) = 0 (2.1.26)

Aleshores, z′′ ∈ ker δ, concloem que Im g∗M ≤ ker δ.
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Exemple 2.17. Siguen M ′′ ≤ M ′ ≤ M R-mòduls. Aleshores tenim la successió exacta
curta:

0 −→M ′/M ′′ −→M/M ′′ −→M/M ′ −→ 0 (2.1.27)

Aquesta direm que és la successió exacta curta de la terna (M,M ′,M ′′).1

Considerem el diagrama:

M ′′ M ′′ 0 0

0 M ′ M M/M ′

idM′′

i′ i′′ 0

i p

(2.1.28)

on les i són les inclusions respectives i p és la projecció sobre el quocient, és clar que el
diagrama commuta.
A més la primera fila és clarament exacta i la segona fila també per l’exemple 2.11. Si ara
apliquem el lema anterior obtenim la successió exacta curta:

... ker 0 = 0
δ→ coker i′ = M ′/M ′′

i∗→ coker i′′ = M/M ′′
p∗→ coker 0 = M/M ′′ → 0 (2.1.29)

2.2 Complexos de Cadenes

En aquesta secció definim els complexos de cadenes i estudiem algunes propietats, aquestos
ens serviran per definir tant l’homologia com la cohomologia. Per a aquesta secció hem
gastat com a referència principal [Dol80, Caṕıtol II].

Definició 2.18. Direm que M és un R-mòdul graduat si és una col·lecció ordenada de
R-mòduls {Mn/n ∈ Z}. També el podem denotar com M = ⊕n∈ZMn.

Si M és un R-mòdul graduat podem considerar-lo com la suma formal d’elements en tots
els grups, és a dir donat m ∈M .

m =
∑
n∈Z

rnmn, rn ∈ R,mn ∈Mn (2.2.1)

Donats dos R-mòduls graduats M i N direm que f : M → N és un homomorfisme si és
una col·lecció d’homomorfismes

fn : Mn → Nn+r, ∀n ∈ Z (2.2.2)

on r ∈ Z està fix i es diu grau de f .

1Comprovar que aquesta successió és exacta curta per la definició és molt trivial però l’hem fet aix́ı per
vore un exemple simple de com gastar el Snake lemma
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Definició 2.19. Un complex de cadenes és un parell (C, ∂), on C és un R-mòdul graduat
i ∂ : C → C és un homomorfisme de grau −1 tal que ∂n∂n+1 = 0 per a tot n ∈ Z al qual li
direm vora. El complex el podem expressar com la successió:

...
∂n−1←− Cn−1

∂n←− Cn
∂n+1←− Cn+1

∂n+2←− ... (2.2.3)

Notem que l’última condició implica que Im ∂n+1 ≤ ker ∂n. Quan no hi haja risc de confusió
escriurem ∂ en comptes de ∂n.

Definició 2.20. Donat un complex de cadenes (C, ∂) definim, els n-cicles:

Zn(C;R) := ker ∂n (2.2.4)

Definim les n-vores com les n-cadenes que són la vora d’alguna (n+ 1)−cadena:

Bn(C;R) := Im ∂n+1 (2.2.5)

Gastant el fet de que Cn és abelià i que Im ∂n+1 ≤ ker ∂n definim el mòdul n-èssim
d’homologia:

Hn(C;R) := ker ∂n/ Im ∂n+1 = Zn(C;R)/Bn(C;R) (2.2.6)

Notació. Si no existeix risc de confusió sobre quin anell és R l’ometrem.

Definició 2.21. Siguen (C, ∂) i (C ′, ∂′) dos complexos de cadenes, direm que f : C → C ′

és una aplicació de cadenes si és una successió d’homomorfismes {fn : Cn → C ′n}n∈Z,
és a dir de grau 0, de manera que el següent diagrama commuta:

Cn C ′n

Cn−1 C ′n−1

fn

∂ ∂′

fn−1

(2.2.7)

Donats C
f→ C ′

f ′→ C ′′ aplicacions de cadenes definim f ◦ f ′ com (f ◦ f ′)n = fn ◦ f ′n per a
tot n ∈ Z.

Per tant, és clar que C = ChR la categoria que té com a objectes els complexos de cadenes
i com a fletxes les aplicacions de cadenes és de fet una categoria.
La commutativitat del diagrama 2.2.7 implica que fn(Zn(C)) ⊆ Zn(C ′) i que fn(Bn(C)) ⊂
Bn(C ′) per tant, al prendre quocients fn indueix un homomorfisme:

(fn)∗ : Hn(C)→ Hn(C ′), (fn)∗([z]) := [fn(z)] (2.2.8)

és clar que:
(ff ′)∗ = f∗(f

′)∗, (idC)∗ = idHn(C) (2.2.9)
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Per tant, podem definir el functor d’homologia:

H∗ : ChR → GrModR (2.2.10)

Donat per H∗(C) := H∗(C) = ⊕n∈ZHn(C) i H∗(f) = f∗

Definició 2.22. Si (C, ∂) és un complex de cadenes i tenim un R-mòdul graduat C ′ tal
que C ′n ≤ Cn per a tot n ∈ Z aleshores:

...
∂′n−1←− C ′n−1

∂′n←− C ′n
∂′n+1←− C ′n+1

∂′n+2←− ... ∂′ = ∂|C′ (2.2.11)

és un complex de cadenes. A més, la inclusió i : C ′ ↪→ C és una aplicació de cadenes.
Direm que (C ′, ∂′) és un subcomplex de (C, ∂).

Si passem als quocients, ∂ indueix un homomorfisme:

∂̃n : Cn/C
′
n → Cn−1/C

′
n−1 (2.2.12)

i al ser indüıt per ∂ és trivial que ∂̃n ˜∂n+1 = 0. Per tant obtenim un complex de cadenes
(C/C ′, ∂̃):

...
∂̃n−1←− Cn−1/C

′
n−1

∂̃n←− Cn/C ′n
∂̃n+1←− Cn+1/C

′
n+1

∂̃n+2←− ... (2.2.13)

A més, pel que ja hem comentat en l’exemple 2.11 tenim que:

0 −→ C ′n
i−→ Cn

p−→ Cn/C
′
n −→ 0 (2.2.14)

és una successió exacta curta.
De forma més general, siguen i i p aplicacions entre cadenes, tal que aquesta successió

0 −→ C
i−→ C ′

p−→ C ′′ −→ 0, és exacta curta. Pel que hem vist en l’exemple 2.11 es pot
vore com una successió de la forma de 2.2.14 llevat d’isomorfia. Però a més, com que tenim
que les aplicacions entre cadenes commuten en l’homomorfisme vora obtenim el diagrama
commutatiu:

0 C ′n Cn C ′′n 0

0 C ′n−1 Cn−1 Cn−1 0

∂′ ∂ ∂′′

i

∂′

p

∂ ∂′′

i

∂′

p

∂ ∂′′

(2.2.15)

Voldŕıem, que aquestes successions exactes curtes d’alguna traslladar-les a l’homologia. Es
pot demostrar que en tindŕıem la successió exacta:

H∗(C)
i∗−→ H∗(C

′)
p∗−→ H∗(C

′′) (2.2.16)
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però aquesta no és exacta curta, ja que en general i∗ no té perquè ser injectiva ni p∗
sobrejectiva. No obstant això, si fem un poc de memòria el diagrama commutatiu anterior
es pareix molt al del lema de la serp (Snake lemma, 2.16), el podem gastar per obtenir una
successió exacta llarga d’homologia.

Teorema 2.23. Donada una successió exacta curta entre cadenes 0 −→ C ′
i−→ C

p−→
C ′′ −→ 0 existeix ∆ : Hn(C ′′)→ Hn−1(C ′) de manera que la successió

... −→ Hn+1(C ′′)
∆−→ Hn(C ′)

i∗−→ Hn(C)
p∗−→ Hn(C ′′)

∆−→ Hn−1(C ′) −→ ... (2.2.17)

és exacta llarga. A l’homomorfisme ∆ li diem homomorfisme de connexió.

Per a aquesta prova hem gastat com a referència [Rog16]

Demostració. Ens adonem que per ser successions entre cadenes tenim el diagrama com-
mutatiu:

0 C ′n Cn C ′′n 0

0 C ′n−1 Cn−1 C ′′n−1 0

i

∂′

p

∂ ∂′′

i p

(2.2.18)

Aleshores aplicant el lema de la serp 2.16 i recordant que ker ∂∗n = Z∗n i que coker ∂∗n =
C∗n−1/ Im(∂n) = C∗n−1/B

∗
n ens queda la successió exacta:

Z ′n
ĩ→ Zn

p̃→ Z ′′n
δ→ C ′n−1/B

′
n−1

ĩ→ Cn−1/Bn−1
p̃→ C ′′n−1/B

′′
n−1 (2.2.19)

Ara bé com que i : C ′n → Cn és injectiva també ho és i : Z ′n → Zn i ara com que
p és sobrejectiva i el diagrama commuta tenim que p : Cn−1/Bn−1 → C ′′n−1/B

′′
n−1 és

sobrejectiva. Aleshores la successió anterior la podem completar com:

0→ Z ′n
ĩ→ Zn

p̃→ Z ′′n
δ→ C ′n−1/B

′
n−1

ĩ→ Cn−1/Bn−1
p̃→ C ′′n−1/B

′′
n−1 → 0 (2.2.20)

Es dedueix el diagrama commutatiu:

C ′n/B
′
n Cn/Bn C ′n/B

′
n 0

0 Z ′n−1 Zn−1 Z ′′n−1

ĩ

∂̃′

p̃

∂̃ ∂̃′′

ĩ p̃

(2.2.21)

Ens adonem que

ker ∂̃∗n = {[x] ∈ C∗n/B∗n : ∂∗nx = 0} = Z∗n/B
∗
n = H∗n (2.2.22)
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a més, com que ∂ ◦ ∂ = 0, és a dir, ∂Bn = 0, obtenim:

coker ∂̃∗n = Z∗n−1/ Im(∂̃∗n) = Z∗n−1/B
∗
n−1 = H∗n−1 (2.2.23)

Aleshores, aplicant el lema de la serp 2.16 al diagrama 2.2.21 obtenim:

Hn(C ′)
i∗−→ Hn(C)

p∗−→ Hn(C ′′)
∆−→ Hn−1(C ′)

i∗−→ Hn−1(C)
p∗−→ Hn−1(C ′′) (2.2.24)

com que aquest raonament l’hem fet per a un n qualsevol i i, p són aplicacions de cadenes
tenim la successió exacta llarga:

... −→ Hn+1(C ′′)
∆−→ Hn(C ′)

i∗−→ Hn(C)
p∗−→ Hn(C ′′)

∆−→ Hn−1(C ′) −→ ... (2.2.25)

Notem que aquest teorema té com a corol·lari trivial la successió exacta 2.2.16.

Homotopies de cadenes

El nostre objectiu posterior serà definir cadenes a partir d’espais topològics, però ens
agradaria que els espais homotòpics no es diferenciaren en homologia i cohomologia. Amb
aquest objectiu en ment anem a definir les homotopies entre aplicacions de cadenes.

Definició 2.24. Siguen f, g : C → C ′ aplicacions de cadenes. Una homotopia h entre f
i g és un homomorfisme h : C → C ′ de grau 1, és a dir, hn : Cn → C ′n+1, tal que:

∂′ ◦ h+ h ◦ ∂ = f − g (2.2.26)

Si h existeix, direm que f i g són homotòpiques i el denotarem com f ' g, si volem
especificar l’homotopia escriurem h : f ' g.

Aix́ı a primera vista aquesta definició potser sembla un poc arbitrària ni tan sols h és una
aplicació de cadenes. No obstant això, ens adonem que l’aplicació γ = ∂′ ◦ h+ h ◦ ∂ śı que
és una aplicació de cadenes ja que té grau 0, perquè la vora té grau −1 i h 1 i a més:

∂′ ◦ γ =

0︷ ︸︸ ︷
∂′ ◦ ∂′ ◦h+ ∂′ ◦ h ◦ ∂ = ∂′ ◦ h ◦ ∂ + h ◦

0︷ ︸︸ ︷
∂ ◦ ∂ = γ ◦ ∂ (2.2.27)

Per tant és aplicació de cadenes i l’homomorfisme indüıt γ∗ : H∗C → H∗(C
′) és l’homo-

morfisme 0. Ja que donat z ∈ Zn es té que:

γ(z) = ∂′ ◦ h+ h ◦ ∂(z) = ∂′ ◦ h(z) ∈ B′n, =⇒ γ∗([z]) = 0 (2.2.28)

És a dir, si f ' g aleshores, f − g = 0. Per tant hem provat:
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Proposició 2.25. Si f ' g : C → C ′ aleshores f∗ = g∗ : H∗C → H∗C
′.

L’homotopia de cadenes defineix una relació d’equivalència. A la classe de f : C → C ′ la
denotem com [f ] i direm que és la classe d’homotopia de f .

Proposició 2.26. La relació d’equivalència és compatible en la composició, és a dir, si
f ' g : C → C ′ i f ′ ' g :→ C ′ → C ′′ aleshores f ◦ f ′ ' g′ ◦ g.

Demostració. Si h : f ' g aleshores, ∂(f ′ ◦ h) + (f ′ ◦ h)∂ = f ′(∂′ ◦ h+ h ◦ ∂) = f ′(f − g) =
f ′ ◦ f − f ′ ◦ g, aleshores f ′ ◦ h : f ′◦ ' f ′ ◦ g. Anàlogament, h′ : f ′ ' g′ implica que
h′ ◦ g : f ′ ◦ g ' g′ ◦ g, aleshores aplicant transitivitat tenim f ◦ f ′ ' g′ ◦ g.

Aleshores, podem definir la composició de classes d’homotopia de cadenes [f ′]◦[f ] = [f ′◦f ],
això ens permet definir una nova categoria H ChR. Els objectes són els complexos de cade-
nes com en ChR però els morfismes ara són les classes d’homotopia d’aplicacions de cadenes.

2.3 Homologia d’espais topològics

Ara que ja tenim l’estructura algebraica per definir l’homologia anem a vore com podem
definir complexos de cadenes a partir d’espais topològics, en particular anem a definir
l’homologia simplicial i l’homologia singular, estudiant amb més profunditat la darrera ja
que serà la que gastarem en general. Per a aquesta secció hem gastat com a referències
principals [Hat01, Caṕıtol 2.1] i [Dol80, Caṕıtol 3].

2.3.1 Homologia Simplicial

Definició 2.27. Donats {v0, ..., vn} ⊂ Rm punts afinament independents, i.e. {v0 −
v1, ..., vn − v1} són vectors linealment independents. Podem definir el śımplex de dimensió
n o n−śımplex com a la suma convexa dels punts, és a dir el conjunt:

(v0, ..., vn) :=

{
t0v0 + ...+ tnvn/

n∑
i=0

ti = 1, ti ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n

}
(2.3.1)

La k-cara de (v0, ..., vn) és un k−śımplex de dimensió k que té com a vèrtex k + 1 punts
de {v0, ..., vn}.

Notem que els escalars {t0, ..., tn} són les coordenades baricèntriques de (v0, ..., vn).
Donat (v0, ..., vn) un n-śımplex definim la k-cara del śımplex com el k-śımplex generat per
k + 1 vèrtexs del conjunt {v0, ..., vn}. En el cas particular de la (n − 1)-cara resultant de
triar tots menys el vèrtex vj el denotem com:

(v0, ..., v̂k, ..., vn) := (v0, ..., vk−1, vk+1, ..., vn) (2.3.2)
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Definició 2.28. Un complex simplicial K de dimensió n ∈ N és un conjunt finit de
p-śımplexs amb p ≤ n tal que:

1. Si un śımplex està en K totes les seues cares també estan en K.

2. Dos śımplexs de K o bé són disjunts o bé intersequen només en una sola cara en
comú.

Definició 2.29. Donat K un complex simplicial, p ∈ N definim Cp(K;R) com el R-mòdul
lliure que té com a generadors els śımplexs de dimensió p de K.
Definim ∂p : Cp(K;R) → Cp−1(K;R) primerament actuant com a homomorfisme de R-
mòduls i després sobre cada generador definim:

∂(v0, ..., vp) =

p∑
i=0

(−1)i(v0, ..., v̂i, ..., vn) (2.3.3)

És una comprovació elemental que ∂p−1 ◦ ∂p = 0, aleshores, donat K un complex sim-
plicial, si considerem el R-mòdul graduat C(K;R) = ⊕p∈ZCp(K;R)2 i l’homomorfisme
∂ : C(K;R) → C(K;R) donat per ∂p : Cp(K;R) → Cp−1(K;R). Tenim que (C(K;R), ∂)
és un complex de cadenes i per tant podem aplicar-los la definició de grups d’homologia, als
quals denominarem grups d’homologia simplicial i totes les propietats de la secció anterior.
Per a distingir d’altres complexos de cadenes el denotem com (Csimp(X;R), ∂).
Aleshores hem definit una cohomologia sobre els complexos simplicials que venen a ser
pareguts a la idea de poliedre, podem expandir, l’ús d’aquestos a molts més espais gastant
la noció de triangulació.

Definició 2.30. Si (X, T ) és un espai topològic, una triangulació és un complex sim-
plicial K, on |K| :=

⋃
s∈K s ⊆ RN per a algun N suficientment gran amb la topologia del

subespai, i un homeomorfisme φ : |K| → X.

Com que els homeomorfismes són isomorfismes en Top, anem a considerar que donat un
espai topològic X amb triangulació (K,φ), definim el complex de cadenes Csimp(X;R) :=
Csimp(K;R).

2.3.2 Homologia Singular

Si ∆n és el n-śımplex de Rn+1 generat pels punts {e1, ..., en+1} on ei := (0, ..., 0,
i)

1, 0, ..., 0).
Aleshores qualsevol n−śımplex (v0, ..., vn) es pot transformar en ∆n mitjançant l’isomor-
fisme af́ı:

f : ∆n −→ (v0, ..., vn)

(t0, ..., tn) 7−→
∑n

i=0 tivi

(2.3.4)

2És fàcil adonar-se que Cn(K) = {0} si n < 0.
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Conseqüentment d’aćı endavant només treballarem amb ∆n.

Definició 2.31. Donat ∆n, una aplicació cont́ınua σ : ∆n → X on X un espai topològic,
es diu un n-śımplex singular de X.
La k-cara d’un n-śımplex singular σ és el (n− 1)-śımplex singular següent:

∂(i)σ : ∆n−1 −→ X

(t0, ..., tn−1) 7−→ σ(t0, ..., tk−1, 0, tk, ..., tn−1)
(2.3.5)

Definició 2.32. Siga X un espai topològic. Definim el R-mòdul de les n-cadenes singu-
lars de X, Cn(X;R), com el R-mòdul com el R-mòdul lliure generat śımplexs singulars.

Definició 2.33. Si σ és un n−śımplex singular de X, definim l’homomorfisme vora ∂
com

∂n : Cn(X) −→ Cn−1(X)

σ 7−→
∑n

i=0(−1)i∂(i)σ
(2.3.6)

Per facilitar notació de normal escriurem només ∂.

És trivial que de fet és un homomorfisme i també es comprova fàcilment que ∂n−1 ◦∂n = 0.
Si considerem el R-mòdul graduat C(X;R) = ⊕n∈ZCn(X;R)3 i estenem ∂n a un homo-
morfisme de cadenes de grau -1, ∂, és clar que (C(X), ∂) és un complex de cadenes. Tal
com hem dit en la simplicial, això fa que apliquen tot el que hem demostrat per a comple-
xos de cadenes. En general anem a treballar sempre amb complexos singulars, aplicant el
functor d’homologia a (C(X;R), ∂) obtenim H∗(X) := H∗(C(X;R)) normalment ometrem
la referència a R si no hi ha confusió, sinó escriurem H∗(X;R).

Teorema 2.34. Per a tot K complex simplicial tenim que H∗(K) = H∗(C
simp(K)).

Aquest és un resultat que no anem a gastar fora d’exemples per a la demostració vore
[Hat01, Teorema 2.27].
Anem a vore que existeix un functor de Top a ChR, que du cada espai topològic al seu
complex de cadenes singular.

Definició 2.35. Prenem X,Y espais topològics i f : X → Y una aplicació cont́ınua.
Aleshores, si σ és un n−śımplex singular, tenim que f ◦ σ : ∆n → Y es un śımplex de Y
ja que és cont́ınua per ser composició de cont́ınues. Aleshores a cada aplicació f li podem
associar

f# : {σ/σ és śımplex singular de X} → {φ/φ és śımplex singular de Y} (2.3.7)

definida per f#(σ) = f ◦ σ. A f# li diem aplicació indüıda per f .

3Com en la simplicial tenim que Cn(X;R) = {0} per a tot n < 0.
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Ara estenem aquestes aplicacions a C(X). Siga f : X → Y una aplicació cont́ınua entre
espais topològics i n ∈ Z. Definim l’homomorfisme indüıt per f com:

f
(n)
# : Cn(X) −→ Cn(Y )∑

σ∈I rσσ 7−→
∑

σ∈I rσf#(σ)

(2.3.8)

El qual podem estendre a f# : C(X)→ C(Y ).
D’aquesta definició es dedueixen fàcilment les següents propietats:

1. Considerem idX : X → X la identitat, aleshores (idX)# és la identitat en C(X).

2. Si f : X → Y i g : Y → Z són cont́ınues aleshores (f ◦ g)# = f# ◦ g#.

Anem a vore que tenim el diagrama commutatiu

Cn(X) Cn(Y )

Cn−1(X) Cn−1(Y )

f
(n)
#

∂ ∂
f
(n−1)
#

(2.3.9)

Demostració. Com que f# és homomorfisme és suficient vore que per a tot n-śımplex

singular φ : ∆n → X es verifica que ∂(i) ◦ f
(n)
# (φ) = f

(n−1)
# ◦ ∂(i)(φ), per a tot i ∈ {0, ..., n}.

(f
(n−1)
# ◦ ∂(i))[(φ)(t0, ..., tn−1)] = f

(n−1)
# [(φ)(t0, ..., ti−1, 0, ti, ..., tn−1)] =

= (f ◦ φ)(t0, ..., ti−1, 0, ti, ..., tn−1) (2.3.10)

Per altra banda,

(∂(i) ◦ f
(n)
# )[(φ)(t0, ..., tn−1)] = ∂(i)[(f ◦ φ)(t0, .., ti−1, 0, ti, .., tn−1)] =

= (f ◦ φ)(t0, ..., ti−1, 0, ti, ..., tn−1) (2.3.11)

Per tant hem demostrat que donada una aplicació cont́ınua f : X → Y , l’aplicació indüıda
f# és un aplicació de cadenes. Tenim també que es respecta la identitat i la composició
aleshores podem definir el functor Sing : Top→ ChR, de manera que Sing(X) = C(X;R)

i Sing(X
f→ Y ) = C(X)

f#→ C(Y ).
Per tant, aplicant la composició definim el functor H∗ ◦ Sing : Top→ GrModR que porta

cada espai topològic al seu R-mòdul graduat d’homologia i cada aplicació cont́ınua X
f→ Y

a un homomorfisme de R-mòduls graduats H∗(X)
f∗→ H∗(Y ).
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Homologia relativa

Donat X un espai topològic i Y ⊆ X tenim Y
i
↪→ X és clar que i és cont́ınua aplicant

el functor Sing obtenim C(S)
i#→ C(X) aplicació entre cadenes. Com actua aquesta i#?

Resulta que si φ és un n-śımplex singular de Y aleshores i#(φ) = (i◦φ) que és un n-śımplex
singular de X, aleshores C(Y ) ⊆ C(X), però a més com que i# és una aplicació de cadenes
tenim que C(Y ) és un submòdul de C(X), aleshores per l’exemple 2.11 tenim la successió
exacta curta:

0 −→ C(Y )
i#−→ C(X)

p−→ C(X)/C(Y ) −→ 0 (2.3.12)

On p és la projecció sobre el quocient. Al complex de cadenes C(X)/C(Y ) el denotarem
com C(X,Y ) i direm que és el complex de relatives de X sobre Y , i els grups d’homologia
els denotem com H∗(X,Y ).
Pel teorema 2.23 tenim que existeix una successió exacta llarga:

... −→ Hn+1(X,Y )
∆−→ Hn(Y )

i∗−→ Hn(X)
p∗−→ Hn(X,Y )

∆−→ Hn−1(Y ) −→ ... (2.3.13)

Anàlogament, si tenim la terna (X,A,B) espais topològics on B ⊂ A ⊂ X, tenim que
C∗(B) ≤ C∗(A) ≤ C∗(X) i per tant per l’exemple 2.17 tenim la successió exacta curta:

0 −→ C∗(A,B) −→ C∗(X,B) −→ C∗(X,A) −→ 0 (2.3.14)

Aleshores aplicant el teorema 2.23 obtenim la successió exacta llarga:

... −→ Hn+1(X,A)
∆−→ Hn(A,B)−→Hn(X,B)−→Hn(X,A)

∆−→ Hn−1(A,B) −→ ...
(2.3.15)

Homotopia

Teorema 2.36. Si f, g : (X,A) → (Y,B) són homotòpiques, aleshores les aplicacions
indüıdes en les cadenes f# i g# són homotòpiques, com a aplicacions de cadenes.

La demostració es pot trobar a [Hat01, Teorema 2.10] i [Hat01, Proposició 2.19], per a una
versió més detallada vore [Qui18, Lliçó 11].
L’únic que cal ressaltar de la prova que necessitarem més tard és que es defineix una
homotopia de cadenes P : C∗(X) → C∗(Y ) i que aquesta porta cadenes de Cn(A) a
Cn+1(B) i per tant al passar al quocient és una homotopia de cadenes relatives.

Corol·lari 2.37. Si f, g : (X,A)→ (X,B) són homotòpiques, aleshores f∗ = g∗ : H∗(X)→
H∗(Y )

Demostració. Al resultat del teorema anterior li apliquem la proposició 2.25.
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Definició 2.38. Siga X un espai topològic S ⊂ X direm que S és un retracte de deformació
de X si existeix una aplicació cont́ınua respecte de les dos variables:

F : X × [0, 1] −→ X
(x, t) 7−→ F (x, t) =: ft(x)

(2.3.16)

tal que

1. F (x, 0) = f0(t) = idX .

2. ft|S = idS per a tot t ∈ [0, 1] i f1(X) = S.

A f1 es denota a vegades com r : X → X, direm que és un retracte.

Corol·lari 2.39. 1. Si X és un espai topològic i S retracte de deformació aleshores
H∗(X,S) = 0

2. Si X és un espai topològic B ⊂ A ⊂ X i B retracte de deformació de A aleshores
H∗(X,A) ∼= H∗(X,B)

Demostració. 1. Si r : X → S és un retracte aleshores r ◦ i = idS i a més i ◦ r ' idX ,
on i : S ↪→ X denota la inclusió. Aquestes aplicacions les podem considerar com al
parell r : (X,S) → (S, S) i i : (S, S) → (X,S). Ara si passem a homologia tenim
que r∗ ◦ i∗ = idH∗(S,S) i i∗ ◦ r∗ = idH∗(X,S), aleshores H∗(X,S) = H∗(S, S), però
C∗(S)/C∗(S) = 0 aleshores H∗(S, S) = 0.

2. Considerem la successió exacta llarga 2.3.15 associada a la terna (X,B,A):

... −→ Hn(A,B)−→Hn(X,B)−→Hn(X,A)
∆−→ Hn−1(A,B) −→ ... (2.3.17)

Pel que acabem de demostrar tenim que els grups dels extrems són 0 per tant enmig
tenim un isomorfisme.

Exemple 2.40. Donat un fibrat vectorial ξ amb espai total E(ξ) si definim E(0) := {0Fb ∈
E(ξ)/ b ∈ B(ξ)} aleshores E(0) és retracte de deformació de E(ξ).

F : E(ξ)× [0, 1] −→ E(ξ)
(x, v, t) 7−→ (x, (1− t)v)

(2.3.18)

és trivial que aquesta aplicació és cont́ınua per la condició de trivialitat local i que satisfà
les condicions anteriors.

Exemple 2.41. Siga Dn un disc i ∂Dn la seua frontera topològica. Per a Rn\{0} tenim
que ∂Dn és retracte de deformació per l’aplicació:

F : Rn\{0} × [0, 1] −→ Rn\{0}
(x, t) 7−→ x(1− t) + x

||x|| t
(2.3.19)

Amb aquesta mateixa aplicació si la restringim a Dn\{0} obtenim que ∂Dn és retracte de
deformació de Dn\{0}.
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Excisió

Donat X un espai topològic iA = {Aj}j∈J una famı́lia de subespais tal que els seus interiors
formen un recobriment de X. Ara siga CAn ≤ Cn(X) format per les cadenes

∑
i riσi tal

que cada σi té la seua imatge en algun Aj . L’homomorfisme vora de (C(X), ∂) indueix un
altre homomorfisme vora de manera que CA∗ és un complex de cadenes.

Lema 2.42. La inclusió i : CAn ↪→ Cn(X) és un equivalència d’homotopia de cadenes. És a
dir, existeix una aplicació de cadenes ρ : Cn(X)→ CAn tal que i◦ρ i ρ◦ i són homotòpiques
a la identitat.

La demostració d’aquest lema està fóra de l’interés del treball, es pot trobar a [Hat01,
Proposició 2.21]. L’únic que notem que en la demostració l’aplicació que dona l’homotopia
porta cadenes d’un subespai a cadenes d’eixe mateix subespai.

Teorema 2.43 (Teorema d’excisió). Donat X espai topològic i dos subespais Z ⊂ A ⊂ X
tal que ad(Z) ⊂ int(A), aleshores la inclusió (X\Z,A\Z) ↪→ (X,A) defineix un isomorfis-
me:

i∗ : Hn(X\Z,A\Z) −→ Hn(X,A) (2.3.20)

Vore [Hat01, Teorema 2.20].

2.4 Cohomologia

Finalment arribem al primer objectiu d’aquest caṕıtol, ser capaços de definir la cohomolo-
gia i estudiar les propietats de la cohomologia singular, principalment traslladar resultats
obtesos per a homologia, relacionar l’homologia amb la cohomologia i vore la gran novetat
que aporta la cohomologia a la possibilitat de definir un producte intern. Definirem el
producte cup ^ i vorem que a la cohomologia es pot donar estructura d’àlgebra anticom-
mutativa. Per a aquesta secció hem gastat com a referències principals [Hat01, Caṕıtol 3]
i [MS74, Apèndix A].

Notació. D’aćı endavant R ja no és només un anell commutatiu unitari sinó que a
més serà un anell d’ideals principal.

2.4.1 R-mòdul de cohomologia

Siga (C, ∂) un complex de cadenes sobre R, sabem que tenim la successió

...
∂n−→ Cn+1

∂n−→ Cn
∂n−1−→ Cn−1

∂n−2−→ ... (2.4.1)
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Aquesta ja hem vist que forma una categoria ChR i hem estudiat les seues propietats.
Ara definim un functor contravariant D : ChR → ChR com:
Donat un complex de cadenes D(C, ∂) = (C∗, δ) definim C∗ = ⊕n∈ZCn on

Cn = HomR(Cn;R) (2.4.2)

Als elements de Cn els direm n-cocadenes quan vullguem fer referència a les cadenes a
partir dels quals s’han definit.
Donada f : C → K, com que és contravariant, s’aplica sobre fop : K → C una aplicació

de cadenes obtenim K∗
f∗→ C∗ definida com f∗(α) = α ◦ f on α ∈ HomR(K;R).

Per ser un functor contravariant tenim que la identitat es preserva però la composició canvia

d’ordre és a dir si en teńıem C
f→ K

g→ D, la composició g ◦ f passa a (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗.
Anem a vore que està ben definit, el primer que notem és que, donat un R-mòdul M
tenim que HomR(M,R) té estructura de grup abelià però a més com que R és commutatiu
podem donar-li estructura de R-mòdul4 definint (af)(x) = af(x) per a tot a ∈ R, x ∈ M
i f ∈ HomR(M,R). (vore [Lan02, pg. 122])
Falta definir una aplicació vora, definim l’homomorfisme

δn−1 = ∂∗n : C∗n−1 → C∗n, δ(ϕ) = ϕ ◦ ∂, ∀ϕ ∈ Cn (2.4.3)

a aquest li direm homomorfisme covora. A més, δδ = 0 ja que ∂∂ = 0, per tant obtenim
una successió:

...
δn+1←− Cn+1 δn←− Cn δn−1←− Cn−1 δn−2←− ... (2.4.4)

A priori no sembla que (C∗, δ) siga un complex de cadenes ja que l’homomorfisme covora
té grau +1 que no -1. No obstant això, ens adonem que les cadenes van indexades sobre
Z, és a dir el fet que un homomorfisme siga de grau −1 si fem una reordenació dels ı́ndexs
de manera que la covora estiga baixant de dimensió en comptes de pujar ens mostra que
podem vore (C∗, δ) com un complex de cadenes.
A més, donat un R-homomorfisme tenim que el seu dual és també un R-homomorfisme
(compara [Lan02, pg. 122]), falta comprovar que aquestos commuten amb la covora, però

donat C
f→ K veiem que

(δC ◦ f∗)(α) = δC(α ◦ f) = α ◦ f ◦ ∂C = α ◦ ∂K ◦ f = (f∗ ◦ δK)(α) (2.4.5)

per a tot α ∈ Cn per a qualsevol n ∈ Z ja que f és una aplicació de cadenes. Per tant, tots
els morfismes obtesos pel functor són aplicacions de cadenes, per tant aquest functor està
ben definit.
Com que tenim un complex de cadenes, el següent pas natural és aplicar el functor H∗,
als mòduls resultants són els mòduls d’homologia de (C∗, δ) i els direm mòduls de co-
homologia de (C, ∂). Són el resultat d’aplicar el functor que denominarem functor de

4Això no és cert per a qualsevol anell en general només perquè assumim R és commutatiu
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cohomologia H∗ = D ◦ H∗, aquest és contravariant per ser D contravariant.
Com que és un complex de cadenes tot funciona com esperem però com que el nostre interés
serà tindre la cohomologia en referència al complex de cadenes no al de cocadenes definim
la següent nomenclatura

Definició 2.44. Siga (∗, ∂) un complex de cadenes i (C∗, δ) el complex de cocadenes cor-
responent definim, els n-cocicles:

Zn(C∗;R) := ker δn (2.4.6)

Definim les n-covores:

Bn(C∗;R) := Im δn−1 (2.4.7)

El n-èssim R-mòdul de cohomologia:

Hn(C;R) := ker δn/ Im δn−1 = Zn(X;R)/Bn(X;R) (2.4.8)

Notació. Sempre que no hi haja risc de confusió ometrem la referència a R.

Per functorialitat, una conseqüència immediata és que les aplicacions de cadenes indueixen
R-homomorfismes en els mòduls de cohomologia. Com que H∗ és contravariant tenim que
la composició d’aquestes queda invertida.

La primera pregunta natural a fer-se és què passa si apliquem el functor HomR(−, R)◦H∗ :
ChR → ModR i no el que hem aplicat H∗ ◦ D : ChR → ModR? En general anem a vore
que no és cert que el resultat siga el mateix:

Exemple 2.45. Donat m ∈ N∗, considerem el complex de cadenes:

0 −→
∂4
Z 0−→

∂3
Z m−→

∂2
Z 0−→

∂1
Z −→

∂0
0 (2.4.9)

2 : Z→ Z és l’aplicació x 7→ mx i 0 l’aplicació nul·la. Els grups d’homologia són
• H0(C) = ker ∂0/ Im ∂1 = Z
• H1(C) = ker ∂1/ Im ∂2 = Z/mZ
• H2(C) = ker ∂2/ Im ∂3 = 0
• H3(C) = ker ∂3/ Im ∂4 = Z

Si apliquem Hom(−,Z), sabent que Z∗ = Z obtenim el complex de cocadenes:

0←−
δ4
Z 0←−

δ3
Z m←−

δ2
Z 0←−

δ1
Z←−

δ0
0 (2.4.10)

Calculem ara els grups de cohomologia
• H0(C) = ker δ1/ Im δ0 = Z
• H1(C) = ker δ2/ Im δ1 = 0
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• H2(C) = ker δ3/ Im δ2 = Z/mZ
• H3(C) = ker δ4/ Im δ3 = Z

Vegem que el 0 i el 3 coincideixen però el grup de torsió H1(C) ha pujat en una dimensió
en els mòduls de cohomologia. Aleshores, en general no és cert que Hn(C) ∼= Hom(C,R).

Anem a vore que encara que la relació no siga directa śı podem relacionar les dos més o
menys fàcilment.

Lema 2.46. Existeix un homomorfisme sobrejectiu

h : Hn(C,R)→ Hom(Hn(C), R) (2.4.11)

És a dir tenim la successió exacta curta:

0→ kerh→ Hn(C,R)
h→ Hom(Hn(C), R)→ 0 (2.4.12)

Demostració. Donats α ∈ Hn(C) i x ∈ Hn(C) aleshores triem un representant z ∈ Zn i
σ ∈ Zn definim:

h : Hn(C) −→ HomR(Hn(C), R)
α 7−→ h(α) : Hn(C) → R

x 7→ z(σ)
(2.4.13)

El primer que hem de vore és que aquesta aplicació està ben definida. Com que z és
una covora tenim que δ(z) = 0 és a dir z ◦ ∂ = 0 i per tant s’anul·la en les vores, per
tant no depén de l’elecció de representant de x. Per altra banda, si z ∈ Im δ aleshores
z = δ(y) = y ◦ ∂ aleshores z seria 0 en el cocicles, i per tant z = 0 ja que Cn és un mòdul
lliure i R un anell d’ideals principal per 2.8 tenim Bn−1 és lliure de manera que al tenir la
successió exacta curta:

0→ Zn → Cn → Bn−1 → 0 (2.4.14)

aplicant l’exemple 2.11 tenim que Cn/Zn ∼= Bn−1 i Zn és sumand directe. Per tant conclo-
em que h no depén de l’elecció de z.

Sobrejectiu? Pel que comentat abans Zn és sumand directe aleshores qualsevol z′ : Zn → R
es pot estendre a z′ : Cn → R com la identitat en Zn i 0 en l’altre sumand directe. Siga
f ∈ HomR(Hn(C), R), la composició

Zn
π−→ Hn(C)

f−→ R (2.4.15)

es pot estendre a un homomorfisme F : Cn → R. Com que F s’anul·la en les vores, raonant
com abans tenim δF = 0. Siga β ∈ Hn(C) la classe de F i x ∈ Hn(C) amb representant
σ ∈ Zn

h(β)(x) = F (σ) = f(x) (2.4.16)

Per tant h(β) = f i h és sobrejectiva.
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Un problema molt important a estudiar en cohomologia és computar eixe kerh, el lector
interessat es pot referir a [Hat01, Teorema 3.2]. Nosaltres no el necessitarem ja que el
nostre objectiu serà treballar amb classes de cohomologia en coeficients en Z/2 i per tant,
tots els mòduls seran lliures, en aquest cas veiem que kerh = 0.

Teorema 2.47. Suposem que Hn−1(C;R) és un R−mòdul lliure aleshores Hn(C;R) ∼=
Hom(Hn(C;R), R).

Demostració. Pel lema 2.46 només cal vore que h és injectiva, per a això anem a vore que
kerh = 0.
Siga x ∈ kerh aleshores h(x) = 0, és a dir que si z ∈ Zn un representant de x z(σ) = 0 per
a tots els cicles ϕ ∈ Zn, per provar que és injectiva em de provar que z és una covora i per
tant nul·la en el mòdul d’homologia.
Com que z s’anul·la en els cicles la composició z ◦ ∂−1 : Bn−1 → R està ben definida. Ara
com que el quocient

Hn−1(C) = Zn−1/Bn−1 (2.4.17)

és lliure tenim que Zn−1 és sumand directe de Bn−1 pel teorema 2.8 ja que R és un
anell d’ideals principals. Per tant a la manera del lema 2.46 podem estendre z ◦ ∂−1 a
f : Cn−1 → R. Aleshores, donat σ ∈ Cn,

(δ(f))(σ) = f(∂σ) = z ◦ ∂−1(∂σ) = z(σ) (2.4.18)

Aleshores, z és una covora, QED

Per a les classes de Stiefel-Whitney considerarem grups de cohomologia sobre Z/2, aquest
és un cos i com a conseqüència sabem que tots els Z/2-mòduls són lliures. Per això, serà
prou en aquest teorema no obstant això, intentarem aplicar també el teorema del coeficient
universal en algunes proposicions per fer-les més generals.

2.4.2 Cohomologia singular

Definida ja la cohomologia anem a aplicar-la al complexa de cadenes singular i aix́ı podrem
gastar la cohomologia per deduir propietats sobre topologia.

De forma natural definim el functor de cohomologia singular H∗ ◦ Sing : Top →
ModR, el resultat d’aplicar aquest functor serà la cohomologia singular. La primera
conseqüència immediata és que les aplicacions cont́ınues entre espais topològics passen a
ser homomorfismes entre mòduls de cohomologia per functorialitat.

Proposició 2.48. Donada f : X → Y aplicació cont́ınua entre espais topològics, ales-
hores

f# := D ◦ Sing(f) : Cn(Y ;R)→ Cn(X;R) (2.4.19)

és una aplicació de cocadenes i per tant f∗ : Hn(X;R)→ Hn(Y ;R) és un R-homomorfisme.
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Notació. A partir d’ara a l’aplicació de cocadenes indüıda per una aplicació cont́ınua f
la denotarem com f# i a la corresponent en cohomologia com f∗.

Nota 2.49. Es pot definir també la cohomologia simplicial de forma anàloga però aquesta
no serà rellevant per al treball.

El que queda d’aquesta subsecció l’anem a passar demostrant o només enunciant teoremes
i propietats de la cohomologia singular.

Successions llargues

Teorema 2.50. Donada una successió exacta de cocadenes 0 → C ′′ → C → C ′ → 0
aleshores existeix una successió exacta llarga de cohomologia:

...→ Hn(C ′′)→ Hn(C)→ Hn(C ′)
δ′→ Hn+1(C ′′)→ ... (2.4.20)

És conseqüència directa del teorema 2.23.

Lema 2.51. Donada la successió exacta curta entre R-mòduls.

C
i−→ K

p−→ D −→ 0 (2.4.21)

Aleshores la successió

HomR(C, Y )
i∗←− HomR(K,Y )

p∗←− HomR(D,Y )←− 0 (2.4.22)

és exacta curta. per a tot Y R-mòdul, en particular si Y = R.

Per a la demostració ens referirem a [Lan02, Proposició 2.1, Caṕıtol III].

Proposició 2.52. 1. Donat X espai topològic i A ⊂ X aleshores tenim la successió
exacta curta:

0→ C∗(X,A)→ C∗(X)→ C∗(A)→ 0 (2.4.23)

2. Donada la terna B ⊂ A ⊂ X tenim la successió exacta curta:

0→ C∗(X)/C∗(A)→ C∗(X)/C∗(B)→ C∗(A)/C∗(B)→ 0 (2.4.24)

Demostració. 1. Com que C∗(A) ≤ C∗(X) tenim la successió exacta curta:

0→ C∗(A)
i→ C∗(X)

p→ C∗(X)/C∗(A)→ 0 (2.4.25)

Aplicant el lema anterior tenim la successió exacta

C∗(X,A)
p∗→ C∗(X)

i∗→ C∗(A)→ 0 (2.4.26)
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Per tant només cal demostrar la injectivitat de p∗, ara bé C∗(X,A) són les cocadenes
de C∗(X) que porten les cadenes singulars de A al 0. Ara bé per a tot śımplex singu-
lar de X o bé la seua imatge està continguda en A o bé no està, considerem els dos
subconjunts són disjunts i a més formen una base de C∗(X), aleshores p∗ és injectiva
perquè du cadenes generades pel segon conjunt a cadenes generades pel segon conjunt.

2. Com que C∗(B) ≤ C∗(A) ≤ C∗(X), per l’exemple 2.17 tenim la successió exacta
curta:

0→ C∗(A)/C∗(B)→ C∗(X)/C∗(B)→ C∗(X)/C∗(A)→ 0 (2.4.27)

pel lema anterior obtenim la successió exacta:

C∗(X)/C∗(A)→ C∗(X)/C∗(B)→ C∗(A)/C∗(B)→ 0 (2.4.28)

Ara bé aplicant el mateix raonament d’abans i el fet de que si la imatge d’un śımplex està
continguda en B també està en A tenim la injectivitat.

Corol·lari 2.53. Donat un espai topològic X i A ⊆ X aleshores tenim la successió
exacta llarga:

...→ Hn(X,A)→ Hn(X)→ Hn(A)
δ′→ Hn+1(X,A)→ ... (2.4.29)

Anàlogament, donada la terna B ⊂ A ⊂ X tenim la successió exacta llarga:

...→ Hn(X,A)→ Hn(X,B)→ Hn(A,B)
δ′→ Hn+1(X,A)→ ... (2.4.30)

Demostració. Aplicar la proposició anterior i la proposició 2.50.

Successió de Mayer Vietoris

Teorema 2.54 (Successió de Mayer-Vietoris). Siga X un espai topològic, (X,Y ) = (A ∪
B,C ∪ D) amb C ⊂ A i D ⊂ B tal que X està recobert pels interiors de A i B i Y està
recobert pels interiors de C i D aleshores tenim la successió exacta llarga:

... −→ Hn(X,Y ;R) −→ Hn(A,C;R)⊕Hn(B,D;R) −→ Hn(A ∩B,C ∩D;R) −→ ...
(2.4.31)

Per a la demostració vore [Hat01, pp. 201-202].
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Teorema d’excisió per a cohomologia

Teorema 2.55 (Excisió). Donat X espai topològic i dos subespais Z ⊂ A ⊂ X tal que
ad(Z) ⊂ int(A), aleshores existeix un isomorfisme:

i∗ : Hn(X,A) −→ Hn(X\Z,A\Z) (2.4.32)

Demostració. Anem a provar-ho només per al cas en què els grupsHn−1(X,A) iHn−1(X\Z,A\Z)
siguen lliures serà prou aplicar el teorema d’excisió (2.43) per determinar que:

Hi(X,A) ∼= Hi(X\Z,A\Z), ∀i ∈ Z (2.4.33)

I aplicar el teorema 2.47 deduint que

Hn(X,A) ∼= Hom(Hn(X,A), R) ∼= Hom(Hn(X\Z,A\Z)) ∼= Hn(X\Z,A\Z) (2.4.34)

Retractes de deformació en cohomologia

Proposició 2.56. Si f, g : (X,A) → (Y,B) són homotòpiques, aleshores f∗ = g∗ :
H∗(X,A)→ H∗(Y,B)

Demostració. Pel teorema 2.36 tenim que existeix una homotopia de cadenes P tal que
g# − f# = ∂P + P∂, al dualitzar obtenim que g# = f# = P ∗δ + δP ∗ on P ∗ és l’aplicació
dual de P . Per tant P ∗ és una homotopia de cadenes entre f#, g# : Cn(Y ) → Cn(X). A
més, aquesta homotopia es restringia també a les cadenes relatives i per tant aplicant la
proposició 2.25 tenim la tesi del teorema.

Corol·lari 2.57. 1. Si X és un espai topològic i S retracte de deformació aleshores
H∗(X,S) = 0

2. Si X és un espai topològic B ⊂ A ⊂ X i B retracte de deformació de A aleshores
H∗(X,A) ∼= H∗(X,B)

Demostració. 1. Si r : X → S és un retracte aleshores r ◦ i = idS i a més i ◦ r ' idX ,
on i : S ↪→ X denota la inclusió. Aquestes aplicacions les podem considerar com al
parell r : (X,S) → (S, S) i i : (S, S) → (X,S). Ara si passem a cohomologia tenim
que r∗ ◦ i∗ = idH∗(X,S) i i∗ ◦ r∗ = idH∗(S,S), aleshores H∗(X,S) = H∗(S, S), però
C∗(S)/C∗(S) = 0 aleshores H∗(S, S) = 0 i per tant H∗(X,S) = 0.

2. Considerem la successió exacta llarga 2.50 associada a la terna (X,A,B):

... −→ Hn−1(A,B)
δ′−→ Hn(X,A)−→Hn(X,B)−→Hn(A,B)

δ′−→ ... (2.4.35)

Pel que acabem de demostrar tenim que els grups dels extrems són 0 per tant enmig
tenim un isomorfisme.
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Cohomologia del ĺımit

Per a aquest lema recomanem al lector que es referisca a l’apèndix C.3 si no està familia-
ritzat amb els conceptes de ĺımits inversos i directes de categories.

Lema 2.58. Siguen R és un cos i B un espai Hausdorff, aleshores el morfisme natural:

Hj(B;R) −→ lim
←

C⊂B,compacte

Hj(C;R) (2.4.36)

és un isomorfisme on lim
←

denota el ĺımit invers sobre la famı́lia dirigida dels compactes

amb la inclusió. (comparar amb C.26)

La demostració gasta com a referència [MS74, Lema 10.3].

Demostració. Primer considerem el cas de l’homologia. Un n-śımplex singular és una
aplicació cont́ınua i té com a domini un n-śımplex simplicial que és compacte, com que una
n-cadena singular és suma finita de n-śımplex també és cont́ınua per tant com la imatge
d’un compacte és compacta la imatge de cada n-cadena està continguda en algun compacte.
Sabem que en la categoria ModR existeixen els ĺımits directes (vore exemple C.27). Sabem
que per ser Hausdorff la unió de compactes és compacta. Si considerem el ĺımit directe
amb conjunt dirigit els compactes de B amb la relació d’inclusió, de manera que porta cada
espai al seu grup de cohomologia i cada inclusió a la aplicació indüıda en homologia. Per
la propietat universal del ĺımit tenim el diagrama commutatiu:

Hj(C ′)... ... ...Hj(C)

lim
→
Hj(C)

Hj(B)

p∗

i∗

p∗

i∗

f

(2.4.37)

Anem a justificar el diagrama commutatiu, primerament per a les i són les aplicacions
indüıdes per la inclusió. Per tant, és clar que Hj(B) és nadir d’un cocon amb la forma del
conjunt dirigit. Per la construcció del ĺımit directe (vore C.27), tenim que

lim
→
Hj(C) =

⊔
C⊆B compacte

Hj(C)
/
∼ (2.4.38)

Si [φ] ∼ [ψ] amb [ψ] ∈ Hj(C) i [φ] ∈ Hj(D), si considerem els seus representants la imatge
dels dos tindrà que estar continguda en el compacte E ⊇ C ∪D, però al estar relacionades
tenim que (iC)∗(ψ) = (iD)∗(φ), aleshores en Hj(E) tenim que [ψ]E = [φ]E , per tant,
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ψ = φ + γ on γ ∈ Bj(E). Aleshores, p∗([ψ]) = [ψ]B ∈ Hj(B), és a dir, la projecció porta
la classe d’homologia d’un subespai a la classe total d’homologia. Per tant, com a conjunt
el ĺımit directe és Hj(B).
Ara si considerem la aplicació id : Hj(B) → Hj(B) és clar que fa el diagrama commutar
pel que ja hem comentat, ara per la propietat universal la identitat té que ser f i aquesta
és un isomorfisme de mòduls, per tant tenim un ismorfisme:

lim
→
Hj(C) −→ Hj(B) (2.4.39)

Finalment, com que R és un cos tots els R-mòduls són lliures aleshores podem aplicar
el teorema 2.47 tenim que Hj(C) ∼= Hom(Hj(C), R). Aleshores pel teorema C.30, tenint
en compte que HomR(−, R) és contravariant i que els ĺımits són coĺımits en la categoria
oposada, tenim l’isomorfisme:

HomR

(
lim
→
Hj(C);R

)
−→ lim

←
HomR(Hj(C);R) (2.4.40)

Amb això i el teorema 2.47 tenim un isomorfisme

Hj(B) −→ lim
←

Hj(C) (2.4.41)

Nota 2.59. Per com és la demostració el lema aquest també és vàlid si llevem la hipòtesi
de ser Hausdorff i simplement considerem com famı́lia dirigida subconjunts de manera que
la imatge de qualsevol cadena simplicial estiga en algun membre de la famı́lia, tal que la
unió finita de conjunts estiga en la famı́lia i tal que siga un recobriment. Notem que al
afegir la condició de ser Hausdorff i que la famı́lia siguen compactes es satisfan aquestes
hipòtesi de forma immediata.
En particular, tenim que si considerem B com a un conjunt definit com al ĺımit directe una
famı́lia de compactes encaixats en un espai Hausdorff es satisfan les hipòtesi del teorema.
Un cas notable d’aquest són els CW-complexos considerant {Kn}∞n=0 els K-esquelets com
a la famı́lia dirigida.
També la hipòtesi de que R siga un cos és innecessària si la substitüım per que Hj−1(C) i
Hj−1(B) siguen lliures per a qualsevol C ⊂ B compacte.

2.4.3 Cohomologia com a àlgebra anticommutativa

El lector es podria preguntar quina necessitat estudiar la cohomologia quan ja en tenim
l’homologia definida, la raó principal és que la cohomologia té la propietat que es pot dotar
d’estructura d’anell. En aquesta subsecció el definirem i vorem que és natural respecte
d’homomorfismes i que H∗(X,A;R) té estructura d’àlgebra anticommutativa sobre R.
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Definició 2.60. Considerem ϕ ∈ Ck(X;R) i ψ ∈ C l(X;R) definim el la cocadena pro-
ducte cup ϕ ^ ψ ∈ Ck+l(X;R), com la cocadena que actua sobre el śımplex singular
σ : ∆k+l → X de la següent manera:

(ϕ ^ ψ)(σ) = ϕ(σ|(v0,...,vk))ψ(σ|(vk,...,vk+l)) (2.4.42)

aquesta expressió es defineix a partir del producte en R.

El producte és intern perquè ens dóna una cocadena, a més és associatiu perquè donats
ϕ ∈ Ck(X;R), ψ ∈ C l(X;R) i η ∈ Cm(X;R) i σ un (k + l +m)- śımplex singular.

((ϕ ^ ψ) ^ η)(σ) = (ϕ ^ ψ)(σ|(v0,...,vk+l))η(σ|(vk+l,...,vk+l+m)) =

= ϕ(σ|(v0,...,vk))ψ(σ|(vk,...,vk+l))η(σ|(vk+l,...,vk+l+m)) =

= ϕ(σ|(v0,...,vk))(ψ ^ η)(σ|(vk,...,vk+l+m)) = (ϕ ^ (ψ ^ η))(σ) (2.4.43)

Si considerem la suma de cadenes de la forma natural és clar que el producte cup és dis-
tributiu perquè les cocadenes són homomorfismes, per tant si considerem l’anell graduat
C∗(X;R) és clar que ^ és un producte intern i (C∗(X;R),+,^) té estructura d’anell.
Com que R és un anell unitari, si definim 1 ∈ C0(X;R) com 1(σ) = 1 per a tot σ 0-śımplex
singular, aleshores es comprova que l’anell és unitari.
Ara volem estendre l’estructura d’anell que hem aconseguit en les cocadenes a la cohomo-
logia per a això hem d’estudiar es comporta amb l’homomorfisme δ.

Lema 2.61. Donats ϕ ∈ Ck(X;R) i ψ ∈ C l(X;R) aleshores,

δ(ϕ ^ ψ) = δϕ ^ ψ + (−1)kϕ ^ δψ (2.4.44)

Demostració. Donat σ : ∆k+l+1 → X tenim per una banda:

(δϕ ^ ψ)(σ) =
k+1∑
i=0

(−1)iϕ(σ|(v0,...,v̂i,...,vk+1))ψ(σ|(vk+1,...,vk+l+1)) (2.4.45)

Per altra banda:

(−1)k(ϕ ^ δψ)(σ) =

k+l+1∑
i=k

(−1)iϕ(σ|(v0,...,vk+1))ψ(σ|(vk+1,...,v̂i,...,vk+l+1)) (2.4.46)

Si ara sumem les dos expressions, l’últim terme del primer sumatori i el primer terme del
segon són exactament el mateix ϕ(σ|(v0,...,vk))ψ(σ|(vk,...,vk+l+1)) llevat del signe, aleshores es
cancel·len. Finalment,

δ(ϕ ^ ψ)(σ) = (ϕ ^ ψ)(∂σ) = (ϕ ^ ψ)

(
k+l+1∑
i=0

(−1)iσ|(v0,...,v̂i,...,vk+l+1)

)
(2.4.47)
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Ara per definició,

δ(ϕ ^ ψ)(σ) =

k+l+1∑
i=0

(−1)i(ϕ ^ ψ)(σ|(v0,...,v̂i,...,vk+l+1)) (2.4.48)

Que és precisament el que queda en la suma de dalt ja que les cocadenes són homomorfismes.

Notem que d’aquest lema es dedueix que el producte cup de dos cocicles és un cocicle. Si
fem el producte cup de un cocicle i una covora obtenim δϕ ^ ψ = ±δ(ϕ ^ ψ) si δϕ = 0
o ϕ ^ δψ = δ(ϕ ^ ψ) si δψ = 0 i per tant tenim una covora. Per tant, podem definir un
producte cup indüıt:

Hk(X;R)×H l(X;R)
^−→ Hk+l(X;R) (2.4.49)

Com que el producte cup per a cocadenes és associatiu i distributiu també ho és en la
cohomologia. Amb el 1 ∈ C0(X;R) que hem definit abans tenim que [1] ∈ H0(X;R) és
la identitat per al producte cup. Ara bé, si considerem l’anell graduat H∗(X;R) anem a
definir

H∗(X;R)×H∗(X;R)
^−→ H∗(X;R) (2.4.50)

És un producte intern associatiu, distributiu. Per tant, (H∗(X;R),+,^) té estructura
d’anell unitari.

Nota 2.62. El producte cup es pot definir anàlogament per a cohomologia simplicial,
simplement considerant a partir del n-śımplex ∆n = (v0, ..., vn), ψ ∈ Ck(∆) i φ ∈ Cn−k(∆).

(ϕ ^ ψ)(v0, ..., vn) = ϕ(v0, ..., vk)ψ(vk, ..., vn) (2.4.51)

I després l’indüıt en la cohomologia. Aquest només l’anem a fer gastar per al següent
exemple que no tindrà cap repercussió.

Exemple 2.63. Considerem la superf́ıcie tancada i orientable de gènere g = 2, anem
a estudiar el producte cup amb aquest, es pot vore que això és equivalent a estudiar la
cadena simplicial del dibuix 2.1, numerant els vèrtexs dels śımplexs començant pel centre
i continuant en sentit antihorari en els triangles marcats en un + i horari en cas contrari.5

5La justificació de perquè és equivalent requereix una explicació massa llarga de manera que el lector
interessat es pot dirigir a [Hat01, pp. 5-6, 141, 213]
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Figura 2.1: Superf́ıcie de
gènere orientable g = 2.
[Hat01, 213]

Si triem els coeficients en Z, es pot demostrar que,
H1(M ;Z) = {λ1a1+λ2a2+µ1b1+µ2b2/λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ Z}. Pel
teorema 2.47 tenim que H1(M) ∼= Hom(H1(M),Z). Podem
trobar una base de Hom(H1(M),Z) simplement dualitzant ai
que ens donaria αi una homomorfisme que a ai li assigna 1 i
0 a la resta, anàlogament de bi definim βi. Com que hem dit
que són isomorfs, en tenim una base de H1(M).

Volem trobar un cocicle ϕi que siga representant de la classe
de αi per a això tenim que triar els valors en els segments
radials de manera que δϕi = 0, si considerem l’arc que està
designat a la figura 2.1 com a αi, aquest és un llaç que no toca
cap altre element de la base a banda de ai. Ara definim ϕi
com a l’aplicació que dona 1 en els segments que toquen αi i 0
en la resta. Per com hem definit ϕ1, en tenim que δϕ1 = ϕ1∂
és aquesta nul·la? Per a qualsevol triangle que no conté a α1 al dibuix és clar que és 0,
ara per al de baix enmig T1 tenim que ∂T1 = a1 − t11 on t11 és el segment de la dreta del
triangle aleshores ϕ1∂(T1) = 1− 1 = 0. Anàlogament es comprova per als altres triangles.
Per tant, ϕ1 és un cocicle, anàlogament es comprova que ϕ2 és un cocicle. Amb el mateix
raonament definim ψi a partir de βi on βi és el dual de bi i comprovem que són cocicles.
Ara ja podem computar els productes cup. Sabem que donat un 2-śımplex T = (v0, v1, v2)

ϕ1 ^ ψ1(T ) = ϕ1(v0, v1) · ψ1(v1, v2) (2.4.52)

Com que α1 i β1 només coincideixen en dos triangles, tenim que fora d’eixos dos serà 0.
Ara per al de baix a la dreta tenim que si li diem al del centre c al que està més baix d i
l’altre e, aleshores ϕ1 ^ ψ1(c, d, e) = ϕ1(c, d)ψ1(d, e) = 1 · 1 = 1.
Per al triangle de la dreta fem el mateix, només que al cantó de dalt li diem f , aleshores
ϕ1 ^ ψ1(c, e, f) = ϕ1(c, e)ψ1(e, f) = 1 · 0 = 0. Aleshores si considerem la 2-cadena
formada per tots els triangles tenim que ϕ1 ^ ψ1 dona 1. Ara bé aquest té vora nul·la
i no n’hi ha 3-śımplexs per tant c és el representant d’una classe no nul·la de H2(M).
A més, com que (ϕ ^ ψ)(c) = 1 tenim que c té que ser el generador de H2(M) ∼= Z
ja que ϕ1 ^ ψ1 és un homomorfisme i per tant ϕ1 ^ ψ1 representa el generador de
γ ∈ H2(M) ∼= HomZ(H2(M),Z) = Z, ja que H1(X;Z) és lliure.
Anàlogament, i recordant que [ϕi] = αi i [ψi] = βi obtenim:

αi ^ αj = 0, βi ^ βj = 0 αi ^ βj = −(βi ^ αj) =

{
γ, i = j

0, i 6= j
(2.4.53)

Per la propietat distributiva i associativa del producte cup aquestes relacions determinen
per complet el producte cup H1(M)×H1(M)→ H2(M).

60



Producte cup relatiu

També podem definir el producte^ per a la cohomologia relativa, siX és un espai topològic
i A,B ⊂ X oberts.

Hk(X,A;R)×H l(X,B;R)→ Hk+l(X,A ∪B;R) (2.4.54)

Això és fa de la següent manera el que fem és restringir el producte ^ entre cocadenes a
un producte en:

Ck(X,A)× C l(X,B)
^−→ Ck+l(X,A+B) (2.4.55)

on Cn(X,A+B) = Cn(X)/(Cn(A) +Cn(B)), és a dir el subgrup de cocadenes de Cn(X)
que és fan 0 en A i en B. Com que són oberts, si definim A = {A,B} pel lema 2.42 tenim
que i# : CAn = Cn(A) +Cn(B) ↪→ Cn(A∪B) és una equivalència d’homotopia de cadenes.

És a dir, existeix ρ : Cn(A∪B)→ CAn de manera que ρ◦i# = id i id−ρ◦id# = ∂◦D+D◦∂.
Si ara dualitzem tenim que

i# ◦ ρ# = id i id− i# ◦ ρ# = D# ◦ δ + δ ◦D# (2.4.56)

Per la proposició 2.56 tenim l’aplicació indüıda i∗ : Hj(A ∪ B) → Hj(A + B) és un
isomorfisme.
Ara passem aquest resultat a la relativa. Tenim les successions exactes curtes:

0 −→ Cn(X)/[Cn(A) + Cn(B)]
p#1−→ Cn(X)

j#1−→ Cn(A) + Cn(B) −→ 0 (2.4.57)

i

0 −→ Cn(X)/[Cn(A ∪B)]
p#2−→ Cn(X)

j#2−→ Cn(A ∪B) −→ 0 (2.4.58)

Aplicant la proposició 2.50, si α∗ és l’aplicació indüıda pel parell id#
X i i#, obtenim el

diagrama commutatiu:

... Hn−1(X) Hn−1(A+B) Hn(X,A+B) Hn(X) Hn−1(A+B) ...

... Hn−1(X) Hn−1(A ∪B) Hn(X;A ∪B) Hn(X) Hn−1(A ∪B) ...

j∗1 δ p∗1 j∗1

j∗2

id∗X

δ′

i∗ α∗

p∗2 j∗2

id∗X i∗

(2.4.59)

Ara sabem que id∗X i i∗ són isomorfismes aleshores pel lema dels 5 tenim que α∗ és un
isomorfisme. Per tant podem definir el producte cup indüıt de la fórmula 2.4.55 de
manera:

Hk(X,A)×H l(X,B)
^−→ Hk+l(X,A ∪B) (2.4.60)

Anem a vore un exemple de producte cup relatiu.
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Exemple 2.64. Considerem Rn com el producte cartesià Rk × Rl amb n = k + l.

Hk(Rn,Rn\Rl;Z/2)×H l(Rn,Rn\Rk;Z/2)
^−→ Hn(Rn,Rn\{0};Z/2) (2.4.61)

Aquestos es pot vore que són isomorfs a Z/2 i que a més si α i β són els generadors dels
dos primers α ^ β és el generador del darrer. Per a fer-ho abans necessitem un lema:

Lema 2.65. Per a R anell commutatiu i anell d’ideals principals tenim que:

Hi(Rn,Rn\{0};R) =

{
0 i 6= n

R i = n
(2.4.62)

Aplicant el teorema 2.47 obtenim el mateix per a cohomologia, ja que Hom(R,R) = R.

El lema es pot demostrar fàcilment gastant homologia redüıda, vore [Hat01, pg. 134].
Anem a continuar amb l’exemple. Ens adonem que Rn,Rn\Rl = Rk×(Rl\{0l}), com que Rl
és retracte de deformació de Rk i mitjançant el mateix retracte tenim que {0k}× (Rl\{0})
és retracte Rn\Rl, aleshores,

Z/2 ∼= Hk(Rn,Rn\Rl;Z/2) ∼= Hk(Rl,Rl\{0l};Z/2) (2.4.63)

Raonant igual obtenim H l(Rn,Rn\Rk;Z/2) ∼= Z/2 i per als mòduls d’homologia també.
Per calcular, la cohomologia voldŕıem trobar un representant de generador sobre el qual
avaluar les cocadenes. Aleshores, primer volem trobar un śımplex σ : ∆n → Rn tal que
la seua classe d’homologia siga generador i les seues restriccions a cada subespai també,
anem a vore que si satisfà

1. 0Rn ∈ int(σ(∆n)).

2. Si definim σk := (πk ◦σ|(v0,...,vk) on πk : Rn → Rk és la projecció ortogonal. Aleshores
volem que 0Rk ∈ int(σk(v0, ..., vk))

3. Si definim σl := (πl ◦ σ|(vl,...,vn) on πl : Rn → Rl és la projecció ortogonal. Aleshores
volem que 0Rl ∈ int(σl(vk, ..., vn))

ja ho tindrem. Perquè si es satisfà (1) tenim que σ serà un generador de Hn(Rn,Rn\{0}),
ja que és una cadena no nul·la fora de la vora, anàlogament σk i σl seran generadors dels
grups d’homologia respectius.
Considerem el śımplex sn format per la unió de les n-tuples {x1, ..., xn} tals que 1 ≥
x1 ≥ ... ≥ xn ≥ 0, aquest és un śımplex que té com a vèrtexs els punts [1, ..., 1, vi, 0, ..., 0].
Recordem que cada punt de ∆n ve donat per les seues coordenades baricèntriques (t0, ..., tn)
aleshores definim:

σ0 : ∆n −→ sn ⊂ Rn

(t0, ..., tn) 7−→ (
∑n

k=1 tk, ...,
∑n

k=i tk, ..., tn)
(2.4.64)
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És clar que aquesta està ben definida, cont́ınua, injectiva i lineal. Ara la sobrejectivitat,
la podem vore definint les ti recursivament a partir de les diferències xi−1 − xi. Com que
va d’un compacte i Hausdorff a un Hausdorff tindrà que ser homeomorfisme. Com a con-
seqüència un punt de l’interior és aquell que satisfà 1 > x1 > ... > xn > 0.
Notem que per l’últim que hem comentat les projeccions πk(sn) = sk i πl(sn) = sl, i passarà
igual que punts de l’interior aniran a punts de l’interior. Aleshores per obtenir el σ que
satisfà les 3 condicions només composar σ0 amb una translació que deixe 0Rn en l’interior.
Ara ja podem computar el producte cup. Siguen ϕ ∈ Ck(Rn,Rn\Rl;Z/2) i
φ ∈ C l(Rn,Rn\Rk;Z/2) representants de α ∈ Hk(Rn,Rn\Rl;Z/2) i β ∈ H l(Rn,Rn\Rk;Z/2)
respectivament, aquestos els generadors dels mòduls. Com que els mòduls són lliures
tenim pel teorema 2.47 uns isomorfismes als homomorfismes dels mòduls d’homologia
és a dir porten generadors a generadors. Aleshores ϕ(σk) = 1 i φ(σl) = 1, per tant
ϕ ^ ψ(σ) = ϕ(σk)φ(σl) = 1 aleshores α ^ β és el generador de Hn(Rn,Rn\{0};Z/2)

Nota 2.66. Aquest raonament es pot fer de la mateixa manera per a coeficients en Z, hem
decidit fer-ho en Z/2 perquè el necessitarem més tard.

Teorema 2.67. Si R és un anell commutatiu, per a tot α ∈ Hk(X,A;R) i β ∈
H l(X,A;R) tenim que α ^ β = (−1)klβ ^ α. És a dir, (H∗(X,A;R),+,^) és un
àlgebra anticommutativa.

Per a aquesta demostració hem gastat com a referència [Qui18, Lliçons 11 i 20].

Demostració. Primer considerem que cas A = ∅. Siguen ϕ ∈ Ck(X;R) i ψ ∈ C l(X;R),
per definició de producte cup ϕ ^ ψ i ψ ^ ϕ són iguals llevat d’una permutació en els
vèrtexs de ∆kl la idea de la prova és buscar una permutació que es comporte bé amb aquest
producte i trobar una homotopia de cadenes entre la identitat i eixa permutació per deduir
la igualtat en cohomologia.
Donat σ : ∆n = (e0, ..., en) → X un n-śımplex singular i s ∈ Σn la permutació que passa
de [e0, ..., en] a [en, en−1, ..., e1, e0] aleshores definim σ(t0, ..., tn) = (tn, ..., t0). Per facilitar
la notació escriurem σ = σ|(vn,...,v0). En això definim l’homomorfisme:

ρn : Cn(X) −→ Cn(X)
σ 7−→ εnσ|en,...,e0

(2.4.65)

on εn = (−1)n(n+1)/2 anem a vore que és una aplicació de cadenes. Donat σ : ∆n → X
tenim que

(∂ ◦ ρ(σ))(t0, ..., tn−1) = ∂(εnσ|(en,...,e0))(t0, ..., tn) =

= εn

n∑
i=0

(−1)iσ(tn, ..., tn−i, 0, tn−i−1, ..., t0) =

= εn

n∑
i=0

(−1)iσ|(en,...,ên−i,...,e0) (2.4.66)
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Per altra banda:

ρ ◦ ∂(σ) = ρ

(
n∑
i=0

(−1)iσ|(e0,...,êi,...en)

)
=

= εn−1

n∑
i=0

(−1)iσ|(en,...,êi,...e0) =

= εn−1

n∑
i=0

(−1)n−iσ|(en,...,ên−i,...e0) =

= εn−1(−1)n
∑
i=0

σ|(en,...,ên−i,...,e0) (2.4.67)

Aleshores només cal comprovar que (−1)n(n+1)/2 = εn = (−1)nεn−1 = (−1)n(−1)(n−1)n/2

clar que 2n+ n(n− 1) = n(n+ 1), aleshores ∂ ◦ ρ = ρ ◦ ∂ com a conseqüència rho és una
aplicació de cadenes.
Ara demostrem que ρ ' idC∗(X), és a dir, que existeix Qn : Cn(X)→ Cn+1(X) tal que

∂ ◦Qn +Qn+1 ◦ ∂ = ρ− idCn(X) (2.4.68)

per a això anem a necessitar construir uns operadors especials. Considerem el producte
∆n×I i definim ([e0, 0], ...., [en, 0]) = ∆n×{0} i ([e0, 1], ...., [en, 1]) = ∆n×{1}, aquestes dos
van a tindre la mateixa imatge sota la projecció π : ∆n × I → ∆n. Ara definim l’aplicació

pni : ∆n+1 −→ ∆n × [0, 1]
(t0, ..., tn+1) 7−→ ((t0, ...., ti−1, ti + ti+1, ti+2, ..., tn+1), ti+1 + ...+ tn+1)

(2.4.69)
És clar que està ben definida pel fet que

∑
ti = 1. A més, es comprova immediatament

que si ek és un vèrtex de ∆n+1 aleshores

pni (ek) =

{
(ek, 0), 0 ≤ k ≤ i
(ek−1, 1) k > i

(2.4.70)

Si ara considerem la permutació si(t0, ..., tn+1) = (t0, ..., ti, tn+1, ..., ti+1) podem definir la
següent aplicació

γi : ∆n+1 si−→ ∆n+1 pin−→ ∆× [0, 1]
π−→ ∆n (2.4.71)

Anem a vore com funcionaria:

(t0, ..., tn+1) 7−→ (t0, ..., ti, tn+1, ..., ti+1) 7−→
((t0, ..., ti−1, ti + tn+1, ..., ti+1), tn+1 + ...+ t0) 7−→

(t0, ..., ti−1, ti + tn+1, tn, ..., ti+1) (2.4.72)
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Aplicant 2.4.70:

γi(ek) =

{
ek 0 ≤ k ≤ i
en+i+1−k i < k ≤ n+ 1

(2.4.73)

Ara donat σ : ∆n → X denotem σ ◦ γi com σ|(e0,...,ei,en,...,ei). Definim

Qn : Cn(X) −→ Cn+1(X)

σ 7−→
∑n

i=0(−1)iεn−i(σ ◦ γi) =
∑n

i=0(−1)iεn−iσ|(e0,...,ei,en,...,ei)
(2.4.74)

Per tal de poder aplicar la vora anem a vore que passa al composar amb ∂(j) (vore l’equació
2.3.5), ∂(j)σ ◦ γi.

(∂(j)(σ ◦ γi))(t0, ..., tn) = (σ ◦ γ)(t0, ..., tj−1, 0, tj , ..., tn) (2.4.75)

Anem a considerar dos casos, primer j ≤ i:

∂(j)(σ ◦ γi)(ek) =


σ(ek) 0 ≤ k < j

σ(ek+1) j ≤ k ≤ i− 1

σ(en+i−k) i ≤ k ≤ n
(2.4.76)

Per tant veiem ∂(j)(σ ◦ γi) = σ|(e0,...,êj ,...,ei,en,...,ei).
Ara considerem el cas en què j > i:

∂(j)(σ ◦ γi)(ek) =


σ(ek) 0 ≤ k ≤ i
σ(en+i+1−k) i < k < j

σ(en+i−k) j ≤ k ≤ n
(2.4.77)

Per tant veiem ∂(j)(σ ◦ γi) = σ|(e0,...,êj ,...,ei,en,...,ei).

Ara podem vore que Q és una homotopia de cadenes

∂ ◦Qn(σ) =
∑
j≤i

(−1)i(−1)jεn−iσ|(e0,...,êj ,...,ei,en,...,ei)+

+
∑
j≥i

(−1)i(−1)n+i+1−jεn−iσ|e0,...,ei,en,...,êj ,...,ei) (2.4.78)

Si considerem només els termes de i = j obtenim:

εnσ|(en,...,e0) +
∑
i>0

εn−iσ|(e0,...,ei−1,en,...,ei)+

+
∑
i<n

(−1)n+i+1εn−iσ|(e0,...,ei,en,...,ei+1) − σ|(e0,...,en) (2.4.79)
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Ara si en el segon sumatori canviem l’́ındex i per i− 1 i reordenem obtenim:∑
i>0

(−1)n+iεn−i+1σ|(e0,...,ei−1,en,...,ei) (2.4.80)

És fàcil comprovar que (−1)n+iεn−i+1 = −εn−i,

(−1)n+iεn−i+1 = (−1)n+i(−1)(n−i+1)(n−i+2)/2 = (−1)(n−i)(n−i+1)/2(−1)(n−i+1)+n+i = −εn−i
(2.4.81)

i per tant aquest sumatori i el primer d’abans de 2.4.79 es cancel·len i ens queden només
els termes:

εnσ(en, ..., e0)− σ|(e0,...,en) = ρ(σ)− σ (2.4.82)

Ara calculem Q ◦ ∂:

Qn−1 ◦ ∂(σ) =
∑
i<j

(−1)i(−1)jεn−i−1σ|(e0,...,ei,en,...,êj ,...,ei)+

+
∑
i>j

(−1)i−1(−1)jεn−iσ|(e0,...,êj ,...,ei,en,...,ei) (2.4.83)

Com que hem comprovat al principi de la prova que εn−i = (−1)n−iεn−i−1, obtenim al
restar aquesta 2.4.78 obtenim que es cancel·la tot menys i = j i per tant hem vist que
∂ ◦Q−Q ◦ ∂ = ρ− idC∗(X). Per tant, ρ i la identitat són homotòpiques com a aplicacions
de cadenes.
Com que ρ ' idCn(X) l’aplicació indüıda en la cohomologia ρ∗ = idH∗(X) aleshores per una
banda tenim:

(ρϕ ^ ρψ)(σ) = ϕ(εkσ|(ek,...,e0))ψ(εlσ|(ek+l,...,ek)) (2.4.84)

Per altra:
ρ(ψ ^ ϕ)(σ) = εk+lψ(σ|(ek+l,...,ek)) · ϕ(σ|(ek,...,e0)) (2.4.85)

Aleshores tenim que εkεl(ρϕ ^ ρψ) = εk+lρ(ψ ^ ϕ). Ara observem que

εk+l = (−1)(k+l)(k+l+1)/2 = (−1)kl(−1)k(k+1)/2(−1)l(l+1)/2 = (−1)klεkεl (2.4.86)

Per tant, (ρϕ ^ ρψ) = (−1)klρ(ψ ^ ϕ) ara bé com que ρ∗ = idH∗(X) ens queda

[ϕ] ^ [ψ] = (−1)kl[ψ] ^ [ϕ] (2.4.87)

El cas per a A 6= ∅ es dedueix del fet que l’operador Q du les cadenes de Cn(A) a Cn+1(A)
i per tant la Q indüıda en el quocient també és una homotopia de cadenes.

Proposició 2.68 (Naturalitat del producte cup). Donada una aplicació cont́ınua entre
espais topològics f : X → Y , aleshores les aplicacions indüıdes f∗ : Hn(Y ;R)→ Hn(X;R)
satisfan f∗(α ^ β) = f∗(α) ^ f∗(β), anàlogament per a la cohomologia relativa.
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Demostració. Considerem f# : C∗(X) → C∗(Y ) l’aplicació indüıda, aleshores donats σ ∈
Cn(X), ϕ ∈ C l(X) i ψ ∈ Ck(X) tals que k + l = n tenim:

(f#ϕ ^ f#ψ)(σ) = f#ϕ(σ|(v0,...,vk)) · f#ψ(σ|(vk,...,vn)) =

= ϕ[(f ◦ σ)|(v0,...,vk)] · ψ[(f ◦ σ)|(vk,...,vn)] = (ϕ ^ ψ)(f ◦ σ) = f#(ϕ ^ ψ)(σ) (2.4.88)

Per tant, tenim que f#ϕ ^ f#ψ = f#(ϕ ^ ψ), d’aquesta igualtat es dedueix el resultat
per a cohomologia i per a cohomologia relativa ja que simplement és passar a quocients.

El que hem demostrat en aquesta secció és que (H∗(X,A),+,^) forma un àlgebra anti-
commutativa6 sobre R i a més existeix un un functor

S : Top→ SkewR, S(X) = (H∗(X;R),+,^) (2.4.89)

i S(X
f→ Y ) = f∗ : (H∗(X;R),+,^) → (H∗(Y ;R),+,^). Aquest és un functor perquè

H∗ ◦ Sing : Top → GrModR és un functor i les aplicacions que eren homomorfismes de
R-mòduls al ser naturals respecte del producte cup són homomorfismes d’àlgebres.

2.5 CW-complexos

Ja hem acabat de vore les primeres propietats de l’homologia i la cohomologia. En aquest
caṕıtol les aplicarem per deduir propietats d’homologia i cohomologia sobre CW-complexos.
Amb aquestes calcularem l’estructura cel·lular del Grassmannià, els seus mòduls de coho-
mologia i l’anell de cohomologia de l’espai projectiu infinit RP∞. Per a aquest caṕıtol hem
gastat com a referència principal [MS74, Caṕıtol 6 i pp. 260-262].

Considerem el disc Dp = {v ∈ Rp/ |v| ≤ 1} i definim el seu interior int(Dp) = {v ∈
Rp/ |v| < 1}, excepte en el cas particular que p = 0 considerarem que int(D0) = D0.
Direm que un espai topològic és una p-cel·la tancada si és homeomorf a Dp, si és home-
omorfa a int(Dp) direm que és una p-cel·la oberta.

Definició 2.69. Un CW-complex consisteix en un espai Hausdorff K al qual diem es-
pai subjacent i una partició de conjunts disjunts de K, {ei}i∈I que satisfan les següents
propietats:

1. Per a tot i ∈ I ei és una cel·la de dimensió n(i) ≥ 0. A més per a cada cel·la ei
existeix una aplicació cont́ınua:

f : Dn(i) → K (2.5.1)

que actua com a homeomorfisme entre int(Dn(i)) i ei. A f li direm funció carac-
teŕıstica.

6En molts llibres d’àlgebra a un àlgebra commutativa també rep el nom de commutativa, nosaltres anem
a evitar eixa nomenclatura pel risc a confusió.
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2. Donat x ∈ ei − ei, aleshores existeix j ∈ I tal que x ∈ ej i n(j) < n(i).

Si I és un conjunt finit direm que el CW-complex és finit i és suficient amb aquestes
condicions. Un subconjunt de K és un subcomplex si és tancat i és unió de ei.

3. Clausura finita. Per a tot x ∈ K està contingut en un subcomplex finit de K.

4. Topologia de Whitehead. K té la topologia del ĺımit directe de la famı́lia dirigida
formada pels subcomplexos finits amb la inclusió.

Al subcomplex format per les cel·les de dimensió n o menor li diem n-esquelet denotat
com Kn.

Nota 2.70. A l’exemple C.28 es veu com la topologia de Whitehead és el mateix que
considerar que un conjunt U ⊂ K és obert si i només si Kn ∩ U és obert en la topologia
de Kn.

Nota 2.71. El nom de CW-complex fa referència als axiomes, la C ve de Finite Closure
i la W de Weak topology, que és com li va dir originalment Whitehead a la topologia del
ĺımit directe [Whi49], la qual no és la topologia feble de l’anàlisi matemàtica i per tant
evitem aquesta nomenclatura per evitar confusió.

Ara que hem definit què és un CW-complex podem passar a demostrar propietats sobre
els mòduls d’homologia.

Lema 2.72. Siga K un CW complex, el grup d’homologia relativa Hi(K
n,Kn−1) amb

coeficients en R és 0 per a i 6= n i és un R-mòdul lliure per a i = n amb un genera-
dor per a cada n-cel·la de K. A més, H i(Kn,Kn−1) = 0 si i 6= n i H i(Kn,Kn−1) =
HomR(Hi(K

n,Kn−1);R) si i = n

Demostració. Si per a cada n-cel·la oberta triem un punt se definim S com la unió d’a-
questos se. Si considerem Kn\S i col·lapsem cada n-cel·la foradada en la seua frontera i
per tant ens queda Kn−1 i per tant, aquest és retracte de deformació de Kn\S. Per tant
obtenim:

Hi(K
n,Kn−1) ∼= Hi(K

n,Kn\S) (2.5.2)

Aplicant el teorema d’excisió tenim que Hi(K
n,Kn\) = Hi(K

n\Kn−1,Kn\(S ∪ Kn−1)).
El primer és la unió disjunta de les n-cel·les i el segon la unió disjunta de les n-cel·les
foradades. Que és la suma directa dels grups d’homologia Hi(e, e\se) ∼= Hi(Rn,Rn\{0}),
aplicant el lema 2.65 obtenim la tesi del teorema.
En particular tenim que aplicant el lema 2.47, H i(Kn,Kn−1) = 0 si i 6= n ja que per a i ≤ n
aplica el teorema per ser Hi(K

n,Kn−1), per a n + 1 aplica per ser Hom(Hi(K
n,Kn−1))

lliure i per a la resta aplica per ser 0 l’anterior.

Corol·lari 2.73. Siga K un CW complex, el grup Hi(K
n) és 0 per a i > n i isomorf a

Hi(K) per a i < n. Anàlogament per a cohomologia.
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Demostració. És clar que HiK
0 = 0 si i > 0 ja que és un espai discret. A partir de la

successió exacta curta

0 −→ Cn(Kn−1)
i−→ Cn(Kn)

p−→ Cn(Kn,Kn−1) −→ 0 (2.5.3)

s’indueix la successió exacta llarga

... −→ Hn+1(Kn,Kn−1) −→ Hn(Kn−1)−→Hn(Kn)−→Hn(Kn,Kn−1) −→ ... (2.5.4)

Per inducció sobre n, si i > n tenim que Hi(K
n−1) = 0 i pel lema anterior tenim

Hi(K
n,Kn−1) = 0, per tant per exactitud Hi(K

n) = 0. Si n < i aplicant el lema 2.72 ens
queda:

... −→ 0 −→ Hn(Kn−1)−→Hn(Kn)−→ 0 −→ ... (2.5.5)

Per tant, per exactitud Hi(K
n) ∼= Hi(K

n−1), per tant aplicant inducció

Hi(K
n) ∼= Hi(K

n+1) ∼= Hi(K
n+2) ∼= ... (2.5.6)

. Si K és de dimensió finita ja hem acabat.
En el cas en què K és de dimensió infinita, és qüestió de considerar el ĺımit directe de
mòduls d’homologia a la famı́lia dels n-esquelets aplicant el mateix raonament que es gasta
a la demostració del lema 2.58 i la nota 2.59, s’obté el que voĺıem.
Ara considerem el cas de la cohomologia, fent el mateix raonament que en homologia però
aplicat a la successió exacta llarga:

...← H i(Kn−1)← H i(Kn)← H i(Kn,Kn−1)← H i−1(Kn−1)← ... (2.5.7)

en això, inducció i el lema 2.72 obtenim H i(Kn) = 0 si i > n.
Per al cas, i < n aplica el mateix raonament que hem fet en homologia.
La cohomologia Hn(K) és clara pel que acabem de vore i pels lemes 2.58 i la nota 2.59.

2.5.1 Estructura cel·lular del Grassmannià

Ara que en tenim algunes propietats dels CW-complexos anem a buscar un CW-complex
sobre el qual aplicar-les, vorem que el Grassmannià infinit té estructura de CW-complex,
anem a calcular la seua estructura cel·lular i amb aquesta la seua cohomologia.

Considerem la varietat del Grassmannià G(n, k), i recordem el fet de que Rn+k es pot
construir a partir de la successió R0 ⊂ R ⊂ R2 ⊂ ... ⊂ Rn+k on Rp ⊂ Rn+k consisteix en
els vectors de la forma (v1, ..., vp, 0, ..., 0) ∈ Rn+k.
Aleshores donat X ∈ G(n, k) podem definir la següent successió d’enters

0 ≤ dim(X ∩ R) ≤ dim(X ∩ R2) ≤ ... ≤ dim(X ∩ Rn+k) = n (2.5.8)

Tenim la successió exacta:

0 −→ X ∩ Rp−1 i−→ X ∩ Rp πp−→ R −→ 0 (2.5.9)
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Per tant, ker(πp) = i(X ∩ Rp−1) i per tant dim(X ∩ Rp−1)− dim(X ∩ Rp) ≤ 1. Aleshores
la successió 2.5.8 conté exactament n bots de dimensió, això motiva la següent definició:

Definició 2.74. Li direm śımbol de Schubert a σ = (σ1, ..., σn) ∈ Zn tal que:

1 ≤ σ1 < σ2 < ... < σn ≤ n+ k (2.5.10)

Per a cada śımbol de Schubert σ, definim e(σ) ⊂ G(n, k)

e(σ) :=
{
X ∈ G(n, k)/ dim(X ∩ Rσi), dim(X ∩ Rσi−1) = i− 1, i = 1, ..., n+ k

}
(2.5.11)

És clar que donat X ∈ G(n, k) existeix un únic nombre de Schubert σ tal que X ∈ e(σ).
El que anem a demostrar ara és que e(σ) és una cel·la oberta.
Recordem que Hk := {(v1, ..., vk, 0, ..., 0) ∈ Rn+k/vk > 0}7. Ens adonem que donat X ∈
G(n, k) aleshores si X té una base x1, ..., xn tal que:

x1 ∈ Hσ1 , ..., xn ∈ Hσn (2.5.12)

aplicant la successió exacta 2.5.9 obtindrem:

dim(X ∩ Rσi) > dim(X ∩ Rσi−1), i = 1, ..., n (2.5.13)

aleshores X ∈ e(σ). El rećıproc també és cert, però encara més fort tenim la següent
propietat:

Lema 2.75. Per a cada X ∈ e(σ) existeix una única base ortonormal (x1, ..., xn) ∈ Hσ1 ×
...×Hσn.

Demostració. El vector x1 té que estar en la recta donada per X ∩ Rσ1 i a més té que
ser unitari per tant, tenim dos possibilitats només però triem la que tinga la σ1-èssima
component positiva per a que x1 ∈ Hσ1 . Ara x2 té que ser un vector unitari de X ∩ Rσ2
tal que siga ortogonal a x1, això torna a donar dos possibilitats però només 1 tindrà la
component σ2-èssima positiva. Recursivament, es determinen uńıvocament σ3, ..., σn.

Definició 2.76. Definim

e′(σ) = V 0
n (Rn+k) ∩ (Hσ1 × ...×Hσn) (2.5.14)

és a dir n-marcs ortonormals de manera que xi ∈ Hσi. També definim

e′(σ) = V 0
n (Rn+k) ∩ (Hσ1 × ...×Hσn) (2.5.15)

Lema 2.77. e′(σ) és una cel·la tancada de dimensió d(σ) = (σ1−1)+(σ2−2)+...+(σn−n).
A més, l’interior és e′(σ) i q : Vn(Rn+k) → G(n, k)8 actua com a homeomorfisme entre
e′(σ) i e(σ).

7Atenció al fet que l’hem definit com el semiplà obert no el tancat.
8Recordem que q : Vn(Rn+k)→ G(n, k) és l’aplicació que porta cada n-marc al pla que genera.
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Demostració. Per inducció sobre n. Per a n = 1, e′(σ1) ś el conjunt dels vectors de la
forma:

x1 = (x11, x12..., x1σ1 , 0, ..., 0),
n+k∑
i=1

x2
1i = 1, x1σ1 ≥ 0 (2.5.16)

Trivialment e′(σ1) és el casquet superior tancat de l’esfera σ1 − 1, i per tant homeomorf a
Dσ1−1.
Suposem ara que és cert per a n i veiem que és cert per a n + 1. Siguen u, v ∈ Rn+k dos
vectors unitaris u 6= −v i siga

T (u, v) : Rn+k −→ Rn+k (2.5.17)

L’única rotació entre u i v en Rn+k que fixa punt a punt l’espai ortogonal al pla generat
per u i v. Aquesta ve donada per la fórmula:

T (u, v)x = x− (u+ v) · x
1 + u · v

(u+ v) + 2(u · x)v (2.5.18)

De fet comprovem, que la funció és lineal respecte de x, que

T (u, v)u = u− u · u+ v · u
1 + u · v

(u+ v) + 2(u · u)v = u− (u+ v) + 2v = v (2.5.19)

i finalment si x · u = x · v = 0 tenim que

T (u, v)x = x− u · x+ v · x
1 + u · v

(u+ v) + 2(u · x)v = x+ 0 + 0 = x (2.5.20)

Notem que es compleix que T (u, u) és la identitat i T (v, u) = T (u, v)−1. A més, partir
de la fórmula dedüım que que T (u, v)x és cont́ınua respecte de totes les variables i que si
u, v ∈ Rp tenim que T (u, v)x ≡ x (mod Rp).

Siga bi = (0, ..., 0,
σi)

1 , 0, ..., 0) ∈ Hσi , aleshores (b1, ..., bn) ∈ e′(σ). Per a qualsevol n-marc
(x1, ..., xn) ∈ e′(σ) considerem la rotació en Rn+k:

T = T (bn, xn) ◦ T (bn−1, xn−1) ◦ ... ◦ T (b1, x1) (2.5.21)

és clar que aquesta rotació du b1, ..., bn a x1, ..., xn respectivament, ja que per a una i ∈
{1, ..., n} fixa, si j < i bi · xj = bi · bj = 0, llavors T (bj , xj) fixa bi; T (xi, bi) du bi a xi i si
i < j T (bj , xj) fixen xi.
Donat un enter σn+1 > σn i

D = {u ∈ Hσn+1/ ||u|| = 1 ∧ b1 · u = ... = bn · u = 0} (2.5.22)

Tenim que D és un casquet tancat d’una esfera de dimensió σn+1 − n − 1 i per tant una
cel·la tancada. Definim l’homeomorfisme:

f : e′(σ1, ..., σn)×D −→ e′(σ1, ..., σn+1)

(x1, ..., xn, u) 7−→ (x1, ..., xn, Tu)
(2.5.23)
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on T és la rotació que hem definit abans en funció de x1, ..., xn. Per vore que està ben
definida notem que:

xi · Tu = Tbi · Tu = bi · u = 0, si i ≤ n, a més Tu · Tu = u · u = 1 (2.5.24)

com que Tu ≡ u mod Rσn tenim que Tu ∈ Hσn+1 . Pel que hem comentat abans de la
continüıtat de T (a, b) tenim que f és clarament cont́ınua. Coneixent la inversa de la rotació
dedüım que:

u = T−1xn+1 = T (x1, b1) ◦ ... ◦ T (xn, bn)xn+1 ∈ D (2.5.25)

és cont́ınua i per tant f−1 està ben definida i és cont́ınua. Per tant podem concloure que
e′(σ1, ..., σn) és homeomorfa a e′(σ1, ..., σn) × D. Per inducció, tenim que e′(σ1, ..., σn) és
una cel·la tancada de dimensió (σ1− 1) + (σ2− 2) + ...+ (σn−n) i per tant e′(σ1, ..., σn+1)
és una cel·la tancada de dimensió d(σ). Anàlogament es demostra que, f |e′(σ1,...,σn)×int(D)

és un homeomorfisme entre e′(σ1, ..., σn)× int(D) i e′(σ1, ..., σn+1).
Falta demostrar que

q|e′(σ) : e′(σ)→ e(σ) (2.5.26)

és un homeomorfisme, pel lema 2.75 tenim que q és injectiva. A més si (x1, ..., xn) ∈
e′(σ)\e′(σ), aleshores X = q(x1, .., xn) /∈ e(σ), ja que algun xi ∈ fr(Hσi), on fr denota la
frontera topològica en Rσi−1. Per tant, dim(X∩Rσi−1) ≥ i i com a conseqüència X /∈ e(σ).
Ara bé, siga A ⊂ e′(σ) conjunt tancat en la topologia relativa, aleshores A∩ e′(σ) = A, on
A ⊂ e′(σ) és compacte per ser tancat dins d’un compacte (e′(σ), homeomorf a un disc),
per tant q(A) és compacte i per tant tancat. Ara bé, hem demostrat que q(A)∩ e′(σ) = A,
per tant q(A) és tancat en la topologia relativa. Aleshores q du tancats a tancats i per tant
és un homeomorfisme.

Acabem de demostrar que e(σ) és una cel·la oberta de dimensió d(σ) i a més q|e′σ : e′(σ)→
e(σ) serveix com a funció caracteŕıstica.

Teorema 2.78. Els
(
n+k
n

)
diferents e(σ) són les cel·les d’un CW-complex sobre l’espai

G(n, k). A més, si considerem el ĺımit directe de la famı́lia dirigida dels G(n, k), obtenim
un CW-complex sobre Gn.

Demostració. Pel lema anterior ja tenim la condició 1.
Demostrem la condició 2. Ens adonem que e′(σ) és compacte i per tant q(e′(σ)) és
compacte, aleshores també és tancat i per tant e(σ) ⊆ q(e′(σ)) ara bé l’altra inclusió
és clara per definició de e(σ). Per tant, per a qualsevol X ∈ σ\e(σ) existeix una base
(x1, ..., xn) ∈ e′(σ)\e′(σ). Per definició de e′(σ) tenim que són ortonormals i xi ∈ Rσi per
a tot i, per tant dim(X ∩Rσi) ≥ i. Per tant el śımbol de Schubert de X, (τ1, ...., τn) ha de
complir:

τ1 ≤ σ1, ..., τn ≤ σn (2.5.27)

com que (x1, ..., xn) /∈ e′(σ) existeix un i tal que xi ∈ Rσi−1, per tant, σi > τi i dedüım que
d(σ) > d(τ). Per tant, X ∈ e(τ) una cel·la de dimensió inferior. Per tant tenim la condició
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2. Per tant tenim que G(n, k) és un CW-complex finit.
Si ara prenem el ĺımit directe, ja tenim que Gn satisfà 1 i 2, i per ser ĺımit directe ja tenim
que té la topologia de Whitehead. Finalment, si X ∈ Gn aleshores X ∈ G(n, k) per a algun
k i per tant tenim la condició de la clausura finita.

Exemple 2.79. En el cas particular en que n = 1 tenim que RP∞ = G1, serà un CW-
complex i a més té una única k-cel·la, e(k + 1), per a tot k ∈ N. A més, e(k + 1) = RP k

Amb aquesta informació podem computar H i(RP∞;Z/2) per a tot i ∈ N, a cada n-esquelet
de RP∞ el denotem per Kn, en tot moment treballem amb Z/2 de manera que es deixa
impĺıcit.
Recordem el lema 2.72, aquest ens diu si n’hi ha només una cel·la aleshoresHn(Kn,Kn−1) =
Z/2, ara pel teorema 2.47, com que estem treballant en un cos tots els Z/2-mòduls són
lliures per tant:

Hn(Kn,Kn−1) = Hom(Hn(Kn,Kn−1),Z/2) = Hom(Z/2,Z/2) = Z/2 (2.5.28)

Pel corol·lari 2.73 tenim que Hn(RP∞) = Hn(Kn) aleshores raonem per inducció, si n = 0
pel teorema 2.47 tenim que H0(K0) = End(Z/2) = Z/2. Considerem la successió exacta
curta donada pel quocient:

0←− Cn(Kn−1)
i∗←− Cn(Kn)

p∗←− Cn(Kn,Kn−1)←− 0 (2.5.29)

Indueix la successió exacta llarga:

← Hn(Kn−1)← Hn(Kn)← Hn(Kn,Kn−1)← Hn−1(Kn−1)← Hn−1(Kn)← Hn−1(Kn,Kn−1)←
(2.5.30)

sabem que Hn(Kn,Kn−1) = Z/2, pel lema 2.72 Hn−1(Kn,Kn−1) = 0 i pel corol·lari 2.73
tenim que Hn(Kn−1) = 0 i que Hn−1(Kn) = Hn−1(Kn−1) = Z/2 la darrera igualtat per
hipòtesi d’inducció. Aleshores ens queda la successió exacta llarga:

...←− 0←−Hn(Kn)
d∗3←− Z/2

d∗2←− Z/2
d∗1←− Z/2←−0←− ... (2.5.31)

Per exactitud, d∗1 és un monomorfisme, aleshores per actuar entre Z/2-mòduls de la mateixa
dimensió és clar que és un isomorfisme. Per tant d∗2 té que ser l’aplicació nul·la, per tant
d∗3 és un isomorfisme Z/2 ∼= Hn(Kn) = Hn(RP∞).

Per calcular la cohomologia del Grassmannià ens serà útil contar el nombre de cel·les en
G(n, k). Per a això, primerament definim:

Definició 2.80. Una partició de n ∈ N és una successió i1, ..., ik d’enters positius tal que∑k
j=1 ij = n. El nombre de particions el denotarem com p(n).

Exemple 2.81. Per a n = 4, p(4)=5, on les particions són 1111, 112, 22, 13, 4.
Per a n=3, p(3)=3, 111,12, 3.
Per a n = 0, p(n)=1 on la partició és el conjunt buit.

73



Per a cada śımbol de Schubert (σ1, ..., σn) tal que d(σ) = j i σn ≤ m li correspon una
partició de j, i1, ..., is donada per σ1− 1, ..., σn− n llevat dels termes que siguen 0. És clar
que

1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ is ≤ m− n (2.5.32)

i a més s ≤ n. per tant:

Corol·lari 2.82. El nombre de j-cel·les en G(n, k) és igual al nombre de particions de j
amb n enters com a màxim menors de ≤ k. En particular, si n, k ≥ j tenim que el nombre
de j-cel·les de G(n, k) és p(j).

Corol·lari 2.83. Si definim

pn(j) (2.5.33)

com el nombre de particions de j que té com a màxim n enters tenim que pn(j) és el
nombre de j-cel·les en Gn

Proposició 2.84. Existeix un R-isomorfisme de mòduls Hj(Gn;Z/2)→ ⊕pn(j)
i=1 Z/2.

Demostració. Pel lema 2.72, Hj(K
j ,Kj−1) = ⊕pn(j)

i=1 Z/2, ara pel teorema 2.47, tots els
Z/2-mòduls són lliures per tant:

Hj(Kj ,Kj−1) ∼= Hom(Hj(K
j ,Kj−1),Z/2) ∼= Hom

(
⊕pn(j)
i=1 Z/2,Z/2

)
∼= ⊕pn(j)

i=1 Z/2
(2.5.34)

Pel corol·lari 2.73 tenim que Hj(Gn) = Hj(Kj) aleshores raonem per inducció, si j = 0
pel teorema 2.47 tenim que H0(K0) ∼= End(Z/2) ∼= Z/2. Considerant el parell (Kj ,Kj−1)
tenim la successió exacta llarga.

Hj(Kj−1)
i∗← Hj(Kj)← Hj(Kj ,Kj−1)

∆← Hj−1(Kj−1)← Hj−1(Kj)← Hj−1(Kj ,Kj−1)
(2.5.35)

Pel corol·lari 2.73 tenim que Hj(Kj−1) = 0, aleshores i∗ = 0 i que

Hj−1(Kj) = Hj−1(Kj−1) ∼= ⊕pn(j−1)
i=1 Z/2 la darrera igualtat per hipòtesi d’inducció, per

tant ∆ = 0. Aleshores concloem que ⊕pn(j)
i=1 Z/2 ∼= Hn(Kj ,Kj−1) ∼= Hj(Kj) = Hj(Gn).

Teorema 2.85. Existeix un isomorfisme d’àlgebres,

H∗(RPn;Z/2) −→ Z/2[a]/(an+1) (2.5.36)

on a és l’única classe no nul·la de H1(RPn;Z/2), anàlogament existeix un isomorfisme
d’àlgebres

H∗(RP∞;Z/2) −→ Z/2[a] (2.5.37)

Per a la demostració hem gastat com a referència [Hat01, Teorema 3.11].
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Demostració. Per l’exemple 2.79 i el corol·lari 2.73, tenim que Hj(RPn) = Z/2 per a tot
j ≤ n. A més, pel corol·lari 2.73 tenim que la inclusió i : RPn−1 → RPn indueix un
isomorfisme i∗ : Hj(RPn−1) → Hj(RPn). Aleshores per demostrar la tesi del teorema
és prou provar que el producte cup de Hn−1(RPn) amb el generador de H1(RPn) és un
generador de Hn(RPn).
De forma més general, podem provar que el producte cup d’un generador de H i(RPn) amb
un generador de Hj(RPn) és un generador de Hn(RPn), on j = n− i.
Ens adonem que si considerem el subconjunt de RPn tal que les coordenades xi+1, ..., xn
són totes 0 aquest conjunt és de fet un espai projectiu RP i. Anàlogament, el subconjunt
de RPn tal que x0, ..., xi−1 són 0 és un espai projectiu RP j . La intersecció d’aquestos dos

és un únic punt p := {±(0, ..., 0,
i)

1, 0, ..., 0)}. Siga

U := {{±(x0, ..., xi, ..., xn)} ∈ RPn/ xi 6= 0} (2.5.38)

Cada element u ∈ U , té un representant tal que la i-èssima coordenada és 1, si con-
siderem aquest diem-li v podem definir un homeomorfisme U → Rn de manera que
u 7→ (v0, ..., vi−1, vi+1, ..., vn), és clar que és bijectiva ja que al fixar una coordenada les
altres varien com vullguem en tot Rn a més és cont́ınua i la inversa també. Ens adonem
també que U el podem vore com RPn\RPn−1.
Aleshores considerem el diagrama commutatiu:

H i(RPn)×Hj(RPn) Hn(RPn)

H i(RPn,RPn\RP j)×Hj(RPn,RPn\RP i) H i(RPn,RPn\{p})

H i(RmRn\Rj)×Hj(RmRn\Ri) Hn(Rn,Rn\{0})

^

^

^

(2.5.39)

Aquest commuta per la naturalitat del producte cup. Per l’exemple 2.64 el producte cup
de la fila de baix du un parell de generadors al generador, aleshores si demostrem que les
columnes són isomorfismes per la commutativitat del diagrama tindrem el que voĺıem.
L’homomorfisme de baix a la dreta és conseqüència d’aplicar excisió

Hn(RPn,RPn\{p}) ∼= Hn(RPn\RPn−1,RPn\(RPn−1 ∪ {p})) =

= Hn(U,U\{p}) ∼= Hn(Rn,Rn\{0}) (2.5.40)

Per al de dalt a la dreta, podem gastar el fet de que RPn−1 és retracte de deformació de
RPn\{p} mitjançant

{±v} 7→
{
± (v0, ..., vi−1, (1− t)vi, vi+1, ..., vn)

||(v0, ..., vi−1, (1− t)vi, vi+1, ..., vn)||

}
(2.5.41)

75



, per tant tenim que Hn(RPn,RPn\{0}) ∼= Hn(RPn,RPn−1) per l’estructura cel·lular de
RP∞ tenim que Hn(RPn,RPn−1) = Hn(Kn,Kn−1) ∼= Z/2 ∼= Hn(RPn).
Ara veiem que els morfismes de l’esquerra són isomorfismes. Considerem el diagrama
commutatiu:

H i(RPn) H i(RPn,RP i−1) H i(RPn,RPn\RP j) H i(Rn,Rn\Rj)

H i(RP i) H i(RP i,RP i−1) H i(RP i,RP i\{p}) H i(Ri,Ri\{0})

i∗ i∗ i∗ i∗

(2.5.42)
Aquest és commutatiu, per posar a la fila de baix les aplicacions indüıdes per les inclu-
sions. Pel corol·lari 2.73, coneixent l’estructura cel·lular de RP l i l’exemple 2.79, tenim
que el quadrat de l’esquerra són tots isomorfismes. El de baix al mig és per ser retracte
de deformació com hem raonat abans i el de baix a la dreta ja hem raonat abans que era
isomorfisme per excisió. Finalment, el vertical de la dreta és isomorfisme per l’exemple
2.64.
Si demostrem que el de dalt enmig és isomorfisme, per commutativitat del quadrat central
tindrem que la tercera vertical també serà isomorfisme i com conseqüència per commuta-
tivitat del quadrat de la dreta tindrem que l’homomorfisme de dalt a la dreta també serà
isomorfisme. Per provar que el d’enmig és isomorfisme és prou vore que RP i−1 és retracte
de deformació de RPn\RP j , per a això considerem

{±(x0, ..., xn)} 7→
{
± (x0, .., xi−1, (1− t)xi, ..., (1− t)xn)

||(x0, .., xi−1, (1− t)xi, ..., (1− t)xn)||

}
(2.5.43)

aquesta aplicació és cont́ınua i per tant en tenim que és un retracte de deformació.
Hem vist que tot el diagrama són isomorfismes, si intercanviem la i i la j els mateixos
arguments ens dona el mateix resultat de que siguen isomorfismes i per tant al diagrama
2.5.39 tots els morfismes verticals són isomorfismes i per tant el producte cup del generador
de H i(RPn) i el generador de Hj(RPn) donen un generador de Hn(RPn).
El cas per a RP∞ es dedueix pel lema 2.58 i la nota 2.59.

2.6 Cohomologia de fibrats

En aquesta secció el nostre objectiu serà definir el producte en creu per relacionar coho-
mologies d’espais productes. Després el gastarem per poder trobar la classe fonamental
de cohomologia i provar el teorema de l’isomorfisme de Thom, en això i les operacions
de quadrats de Steenrod que descriurem al final. Per a aquesta secció hem gastat com a
referència principal [MS74, Apèndix A, Caṕıtol 10 i Caṕıtol 8].
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2.6.1 Producte en creu i cohomologia de l’espai producte

Donat ϕ ∈ Hm(X,A), A ⊂ X obert, i ψ ∈ Hn(Y,B), B ⊂ Y obert. Si considerem les
projeccions:

p1 : (X × Y,A× Y )→ (X,A)

p2 : (X × Y,X ×B)→ (Y,B)
(2.6.1)

si p∗1 i p∗2 són les aplicacions indüıdes en cohomologia relativa podem definir el producte
en creu ϕ× ψ com:

ϕ× ψ := (p∗1ϕ) ^ (p∗2ψ) ∈ Hm+n(X × Y, (A× Y ) ∪ (X ×B)) (2.6.2)

Aquest està ben definit per com hem definit el producte cup relatiu. En definitiva, tenim
un producte exterior:

Hm(X,A)×Hn(Y,B)
×−→ Hm+n(X × Y, (A× Y ) ∪ (X ×B)) (2.6.3)

Com que el producte cup és distributiu tenim que el producte en creu és bilineal i com que
el cup és associatiu aquest també ho és i com que és natural el producte en creu també.
Anem a vore un poc la idea de com funcionaria aquest producte a nivell de les cocadenes,
siguen a ∈ Cm(X) i b ∈ Cn(Y ) representants de ϕ i ψ respectivament, és a dir, s’anul·len
en Cm(A) i Cm(B) respectivament i al projectar en la cohomologia [a] = ϕ i [b] = ψ.
Ara siga σ un n-śımplex singular de Cn+m(X × Y ) que s’anul·la en (A × Y ∪ X × B)
aleshores:

(a× b)(σ) = ((p#
1 a) ^ (p#

2 b))(σ) =

= (p#
1 a)(σ|(v0,...,vn)) · (p

#
2 b)(σ|(vn,...,vn+m)) =

= a((p1)#(σ|(v0,...,vn))) · b((p2)#(σ|(vn,...,vn+m))) =

= a(p1 ◦ σ|(v0,...,vn)) · b(p2 ◦ σ|(vn,...,vn+m)) (2.6.4)

Això és simplement al nivell de cocadenes, per a cohomologia tindŕıem que mirar que passa
en les classes.
El producte en creu ens dona una manera de relacionar les cohomologies dels espais amb
les cohomologies dels espais producte:

Teorema 2.86 (Una fórmula de Künneth per a cohomologia). Siguen X i Y espais to-
pològics, A ⊂ X i B ⊂ Y i considerem que R és un cos. Aleshores,

⊕
i+j=n

H i(X,A)⊗Hj(Y,B) ∼= Hn(X × Y,A× Y ∪X ×B) (2.6.5)

La prova es pot trobar a [Spa66, Teorema 5.11], aquesta és la versió general del teorema,
si després apliquem que si R és un cos i per tant tots els R-mòduls són lliures no n’hi ha
torsió obtenim el nostre enunciat. En els casos d’interés aquest isomorfisme ve donat pels
productes en creu, per a la demostració en CW-complexos [MS74, Teorema A.6].
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Lema 2.87. Siga B un espai topològic aleshores la correspondència

Hj(B) −→ Hj(B × Rn)
y 7−→ y × 1

(2.6.6)

és un isomorfisme, a més, si φ és el representant de y aleshores φ(p ◦ σ) = φ× 1(σ) per a
tot n-śımplex singular σ : B × Rn → Rn, on p : (B × Rn)→ Rn és la projecció.

Demostració. Per la definició de producte en creu tenim que el producteHj(B)×H0(Rn)
×→

Hj(B × Rn) està ben definit, a més tenim que és bilineal i per tant lineal respecte de la
primera variable. Com que Rn és retracte de deformació d’un punt H0(Rn) = R.
Seguint el raonament que hem fet abans obtenim que si σ : ∆n → B × Rn.

(φ× 1)(σ) = φ(p1 ◦ σ|(v0,...,vn)) · 1(p2 ◦ σ|(vn)) = φ(p1 ◦ σ|(v0,...,vn)) (2.6.7)

És a dir, φ × 1(σ) és equivalent a restringir el codomini de σ a B i després aplicar φ.
Aquesta comprovació també mostra que és injectiu. Per comprovar que és sobrejectiu és
prou adonar-se que podem retractar B × Rn a B × {0} i per tant dedüım que al passar a
cohomologia seran indiferents els valors que prenguen en Rn.

La parella (Rn,Rn0 ), on Rn0 = Rn\{0}, la podem escriure com (R,R0)× ....× (R,R0).
Anem a triar un generador en ∈ Hn(Rn,Rn0 ) de la següent manera. R0 es pot escriure com
la unió disjunta R+ ∪ R−.
La terna (R,R0,R−) per la proposició 2.53 obtenim la successió exacta llarga:

...→ Hm(R,R−)→ Hm(R0,R−)
δ→ Hm+1(R,R0)→ Hm+1(R,R−)→ ... (2.6.8)

Com que R− és retracte de deformació de R tenim que Hj(R,R−) = 0, aleshores δ és
un isomorfisme. Per altra banda, per excisió tenim que H0(R+) ∼= H0(R0,R−) aleshores
tenim:

H0(R+)
∼=←− H0(R0,R−)

δ−→ H1(R,R0) (2.6.9)

Si considerem 1 ∈ H0(R+) podem definir la e ∈ H1(R,R0) a partir dels isomorfismes del
diagrama anterior.
Anem a vore que aquesta e ens defineix un isomorfisme.

Teorema 2.88. Per a cada parella (X,A) on A obert en X

Hj(X,A) −→ Hj+n(X × Rn, X × Rn0 ∪A× Rn)

a 7−→ a× en
(2.6.10)

és un isomorfisme
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Demostració. És suficient provar-ho per a n = 1 ja que el cas general aplicant que el
producte en creu és associatiu i per inducció tenim: Demostrem el cas n = 1.
Cas 1. Suposem que n = 1 i que A és buit.
Primerament notem que si considerem Hm(X ×R0, X ×R−) aplicant el teorema d’excisió
podem escindir X × R− de manera que tenim l’isomorfisme:

i∗ : Hm(X × R0, X × R−)→ Hm(X × R+) (2.6.11)

Per altra banda, si considerem la terna (X × R, X × R0, X × R−) aquesta ens dóna una
successió exacta llarga de cohomologia, amb δ′ l’homomorfisme de connexió,

→ Hm(X×R, X×R−)
k∗→ Hm(X×R0, X×R−)

δ′→ Hm+1(X×R, X×R0)
j∗→ Hm+1(X×R, X×R−)→

(2.6.12)

Ara bé com que X × R i X × R− tenen a X × {−1} com a retracte de deformació tenim
que Hj(X × R, X × R−) = 0 per tant δ té que ser un isomorfisme. Aleshores per a una a
fixa, com que el producte cup és natural tenim el diagrama:

H0R+ H0(R0,R−) H1(R,R0)

Hm(X) ∼= Hm(X × R+) Hm(X × R0, X × R−) Hm+1(X × R, X × R0)

a×

η δ

a× a×

i∗ δ′

(2.6.13)
aquest commuta llevat del signe9, per la naturalitat del producte en creu. Per construcció
e = δη−11, aleshores a× e = a× δη−1e, per commutativitat del diagrama tenim que

a× δη−11 = ±δ′(a× (η−1(1))) = ±δ′(i∗)−1(a× 1) = δ′(i∗)−1(• × 1)(a) (2.6.14)

Pel lema 2.87 •× 1 és un isomorfisme, aleshores a× e és la composició d’isomorfismes i per
tant és un isomorfisme. Això demostra el cas 1.
Cas 2. Suposem que A és no buit i n = 1. Siga z ∈ Z1(R,R0) el representant de e i ara
considerem el diagrama commutatiu:

0 Cm(X,A) Cm(X) Cm(A) 0

0 Cm+1(X × R;X × R0 ∪A× R) Cm+1(X × R, X × R0) Cm+1(A× R, A× R0) 0

p∗

×z

i∗

×z ×z

(2.6.15)

És clar que la primera fila és exacta (vore exemple 2.11). Per a la segona ens adonem
que si una cocadena anul·la les cadenes que prenen valors només en X × R0 o A × R en
particular ho fan per al primer, per tant és injectiva la primera. Ara si una cocadena venia
de la primera tenim que en Cm+1(A × R) i per tant està en el ker de la segona aplicació.
Finalment la segona aplicació és sobrejectiva perquè tota cocadena de X ×R que s’anul·la

9Perquè la cohomologia amb el producte cup és un àlgebra anticommutativa.
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en les cadenes que prenen valors només en X × R0 també ho fa en A × R0. Per tant la
segona fila també és exacta.
A més com tots són aplicacions de cadenes commuten en la covora i δ(a×z) = (δa)×z, per
ser z cocicle. Aleshores aplicant la covora es dedueix el diagrama commutatiu de classes
de cohomologia:

... Hm(X,A) Hm(X) Hm(A) ...

... Hm+1(X × R, X × R0 ∪A× R) Hm+1(X × R, X × R0) Hm+1(A× R, A× R0) ...

δ

×e ×e

δ

×e

δ δ

(2.6.16)

Pel cas 1 tenim que les dos fletxes verticals de la dreta són isomorfismes, a l’esquerra n’hi
han dos isomorfismes més que queden fora del dibuix però que són anàlegs, aleshores en
tenim que podem aplicar el lema dels 5 i per tant Hm(X,A) ∼= Hm+1(X×R, A×R0∪A×R).
Per tant hem provat la tesi del teorema per a n = 1, per al cas general és prou aplicar
l’associativitat del producte en creu:

a× en = (a× en−1)× e (2.6.17)

aleshores que ×en és un isomorfisme ix per inducció ja que podem considerar el cas inicial
com R0 = {0} i R0

0 = ∅.

2.6.2 Teorema de l’isomorfisme de Thom

Després de més de 50 pàgines anunciant-lo per fi hem arribat al punt en que tenim la ma-
quinària matemàtica per provar el teorema de l’isomorfisme de Thom l’ingredient principal
per construir les classes de Stiefel-Whitney.

Notació. En tot el que queda de caṕıtol R = Z/2 i ometrem la referència aquest per als
mòduls de cohomologia.

Siga ξ un Rn-fibrat vectorial amb espai total E i base B, aquesta Hausdorff. Donat b ∈ B,
denotem (Fb)0 := Fb\{0Fb} i E0 := ∪b∈B(Fb)0, és a dir els vectors no nuls de cada fibra de
E.
Per a tot b ∈ B tenim la inclusió del parell ib : (Fb, (Fb)0) ↪→ (E,E0) sabem que indueix
un homomorfisme i∗b : Hn(E,E0) → Hn(Fb, (Fb)0). Notem que per a (Fb, (Fb)0) com que
un fibrat satisfà la condició de ser localment trivial serà homeomorf a (Rn,Rn0 ) pel lema
2.65 i aplicant el teorema 2.47 tenim que:

Hn(F, F0) ∼= Hn(Rn,Rn0 ) ∼= Hom(Hn(Rn,Rn0 );Z/2) ∼= Hom(Z/2,Z/2) ∼= Z/2 (2.6.18)

Per tant, i∗b : Hn(E,E0)→ Hn(Fb, (Fb)0) ∼= Z/2.
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Teorema 2.89 (Teorema de l’isomorfisme de Thom). Existeix una única classe de coho-
mologia u ∈ Hn(E,E0;Z/2) tal que i∗b(u) és no nul·la per a b ∈ B, a més l’aplicació

Hj(E;Z/2) −→ Hj+n(E,E0;Z/2)

y 7−→ y ^ u
(2.6.19)

és un isomorfisme per a tot j ∈ Z, en particular H i(E,E0) = 0 per a tot i < j. A u li
direm la classe fonamental de cohomologia.

Demostració. Cas 1. Suposem que ξ és un fibrat vectorial trivial. Aleshores, existeix un
isomorfisme de fibrats de manera que E ∼= B × Rn. Aleshores, la classe de cohomologia
Hn(E,E0) ∼= Hn(B × Rn, B × Rn0 ), pel teorema 2.88 tenim l’isomorfisme

Hj(B) −→ Hj+n(B × Rn, B × Rn0 )
a 7−→ a× en (2.6.20)

Siga x ∈ Hn(E,E0), com que l’anterior és un isomorfisme tenim que existeix un únic
s ∈ Hj(B) tal que x = s × en. Ara volem que i∗b(s × en) = 1 per a cada b ∈ B, si z és el
representant de s i ε el de en, necessitem que z × ε(σ|b) = 1, però per a això significa que
tot n-śımplex que tinga a b en la seua imatge:

(z × ε)(σ) = z(p1 ◦ σ|(v0,...,vn)) · ε(p2 ◦ σ|(vn))) = 1 (2.6.21)

per tant z×ε = 1 per a tot n-śımplex amb imatge en B i l’únic que satisfà aquesta condició
és z = 1 ja que al estar treballant amb Z/2 una cocadena diferent a 1 donarà 0 en algun
śımplex. Aleshores, 1 ∈ Hn(B) és l’únic que pot fer que eixe producte siga no nul sempre.
Definim u = 1 × en. Pel lema 2.87 tenim l’isomorfisme Hj(B) → Hj(B × Rn) donat per
y 7→ y × 1. Aleshores, l’operació

y × 1 7→ (y × 1) ^ u = (y × 1) ^ (1× en) = y × en (2.6.22)

defineix un isomorfisme per ser composició d’isomorfismes. Per tant queda provat el cas 1.
Cas 2. Suposem que B és la unió de dos oberts trivialitzants B′ i B′′. Aleshores, tenim
que la tesi del teorema és certa per a ξ|B′ , ξ|B′′ i ξ|B′∩B′′ . Denotem E∗ = E′ ∩ E′′ i
E∗0 = E′0 ∩ E′′0 . Per Mayer-Vietoris tenim la successió exacta llarga:

...→ H i−1(E∗, E∗0)→ H i(E,E0)
ki→ H i(E′, E′0)⊕H i(E′′, E′0)

li→ H i(E∗, E∗0)→ ...
(2.6.23)

Pel cas anterior, tenim que Hn−1(E∗, E∗0) = 0 per tant kn és injectiva.
També pel cas anterior tenim que existeixen u′ ∈ Hn(E′, E′0) i u′′ ∈ Hn(E′′, E′′0 ) tal que la
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restricció a cada fibra és no nul·la igual per a u∗ ∈ Hn(E∗, E∗0). Aleshores si considerem:

Hn(E′, E′0) Hn(E′′, E′′0 )

Hn(E∗, E∗0)

Hn(Fb, (Fb)0)

(2.6.24)

on les fletxes són les indüıdes per les inclusions, les classes fonamentals seran no nul·les

baix i per tant per unicitat tenim que i∗(u′) = i∗(u′′) = u∗, aleshores (u′, u′′)
li7→ 010, per

exactitud de 2.6.23 estan en la imatge de kn i venen de la mateixa classe de cohomologia
u ∈ Hn(E,E0), per injectivitat de kn està uńıvocament determinada.
Ara considerem la successió de Mayer-Vietoris:

...→ Hj−1(E∗)→ Hj(E)→ Hj(E′)⊕Hj(E′′)→ Hj(E∗)→ ... (2.6.25)

on j + n = i. Per la naturalitat del producte cup obtenim el diagrama commutatiu:

Hj(E∗) Hj(E′)⊕Hj+1(E′′) Hj(E) Hj(E′)⊕Hj+1(E′′) Hj+1(E∗)

Hi(E∗, E∗0 ) Hi(E′, E′0)⊕Hi(E′′, E′0) Hi(E,E0) Hi+1(E′, E′0)⊕Hi+1(E′′, E′0) Hi+1(E∗, E∗0 )

(^u,^u) ^u ^u (^u,^u) ^u

(2.6.26)

Pel cas anterior tenim que totes les columnes excepte la del centre són isomorfismes,
aleshores pel lema dels cinc tenim que Hj(E)

^u→ Hj+n(E,E0) és un isomorfisme. Per tant
hem provat el cas 2.
Cas 3. Siga B tal que està recobert per un nombre finit d’oberts trivialitzants B1, ..., Bk.
Raonem per inducció, per a k = 1 ja hem demostrat que el teorema és cert, aleshores per
hipòtesi d’inducció és cert per a ξ|B1∪...∪Bk−1

i per a ξ|(B1∪...∪Bk−1)∩Bk , aplicant el cas 2
tenim que és cer per a ξ.
Cas general. Siga C un obert compacte de B, aleshores per a qualsevol recobriment
d’oberts trivialitzants podem extraure un finit i pel cas 3 tenim que el teorema és cert per
a ξ|C . Al considerar el conjunt dirigit dels subespais compactes de B amb les inclusions
i el diagrama que porta cada subespai a l’homologia i les inclusions a les indüıdes per
cohomologia, pel lema 2.58 obtenim que Hj(B) ∼= lim

←
Hj(C).

Ara si considerem E, una cadena singular tindrà la seua imatge en algun compacte D, com
que π és cont́ınua C = π(D) és compacte, aleshores la imatge de la cadena està continguda
en π−1(C), per tant estem en les condicions esmentades de la nota 2.59 i per tant podem

10Aquesta aplicació de la successió de Mayer-Vietoris du el parell a la diferència de les restriccions, en
aquest cas venen donades per les inclusions indüıdes, i per això és 0, comparar amb [Hat01, pg. 202]
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aplicar el lema 2.58 obtenint:

Hn(E,E0) ∼= lim
←

Hn(π−1(C), π−1(C)0) (2.6.27)

Cada Hn(π−1(C), π−1(C)0) conté una única classe de cohomologia uC tal que la restricció a
cada fibra és no nul·la. Per tant, existeix un única classe de cohomologia u ∈ Hn(E,E0) tal
que la restricció a cada fibra és no nul·la, ja que si n’hi han dos diferents les dos coincideixen
en tots els C i existeix per ser la classe de cohomologia global de les anteriors mitjançant
el ĺımit invers.
Considerem l’homomorfisme (^ u) : H i(E) → Hj(E0, E0), aleshores per a cada C ⊆ B
compacte tenim el diagrama commutatiu:

Hj(E) Hj+n(E,E0)

Hj(π−1(C)) Hj+n(π−1(C), π−1(C)0)

^u

^uC

(2.6.28)

Si ara apliquem el ĺımit invers, per la proposició C.29 com que Hj(E) i Hj+n(E,E0) són
ĺımits, obtenim que ^ u també és un isomorfisme, això completa la prova.

2.6.3 Operacions de Quadrats de Steenrod

El que queda de caṕıtol l’anem a dedicar a descriure unes de les operacions de cohomologia.
Només amb la caracterització poden semblar un poc obscures per això hem examinat un
exemple que ens ajuda a vore millor la seua acció. Per a més informació sobre operacions
de cohomologia vore [MT68, Caṕıtol 2] i [FF16, Caṕıtol 4].

Definició 2.90. Les operacions de quadrats de Steenrod es poden caracteritzar de la
següent manera:

1. Per a dos espais topològics Y ⊂ X i per a cada i, n ∈ N és un homomorfisme
additiu:

Sqi : Hn(X,Y )→ Hn+i(X,Y ) (2.6.29)

2. Si f : (X,Y )→ (X ′, Y ′) aleshores Sqi ◦ f∗ = f∗ ◦ Sqi.

3. Si a ∈ Hn(X,Y ), aleshores Sq0(a) = a, Sqn(a) = a ^ a, i Sqi(a) = 0 per a tot
i > n.

4. La fórmula de Cartan, si a ^ b està definit aleshores,

Sqk(a ^ b) =
∑
i+j=k

Sqi(a) ^ Sqj(b) (2.6.30)
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Es pot vore a [FF16, pp. 395-400] que a partir de les propietats (1) i (3) es demostra
l’existència i unicitat de les operacions de quadrats de Steenrod i que la propietat (4) es
pot demostrat com a teorema. Per a la propietat (2) vore [MT68, Caṕıtol 2, Teorema 4].
Per una qüestió de notació definim l’operació de quadrat de Steenrod total com:

Sq(a) = a+ Sq1(a) + Sq2(a) + ...+ Sqn(a), a ∈ Hn(X,Y ) (2.6.31)

Amb aquesta notació la fórmula de Cartan queda com:

Sq(a ^ b) = Sq(a) ^ Sq(b) (2.6.32)

Recordem que el producte en creu és el producte^ de les classes indüıdes per les projeccions
aleshores:

Sq(a× b) = Sq(a)× Sq(b) (2.6.33)

Ara ja tenim el necessari per demostrar l’existència de les classes de Stiefel-Whitney. Però
abans anem a vore com actuen les operacions de quadrats de Steenrod.

Exemple 2.91. Considerem RP∞ aquesta ja sabem quina cohomologia téH∗(RP∞;Z/2) =
Z/2[a] on a ∈ H1(RP∞;Z/2), el generador de l’anell. Per la propietat 3. tenim:

Sq0(a) = a, Sq1(a) = a2, Sqja = 0, ∀j > 1 (2.6.34)

Gastant la fórmula de Cartan podem computar Sq(an). Aplicant la fórmula 2.6.32

Sq(an) = Sq(a)n =

( ∞∑
i=0

Sqi(a)

)n
= (a+ a ^ a)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an+k (2.6.35)

En particular per la propietat 1 tenim que Sqk(an) serà el terme de grau n+ k i per tant:

Sqk(an) =

(
n

k

)
an+k, si k ≤ n, 0 en altre cas (2.6.36)

Com que estem treballant amb Z/2 notem que molts d’aquestos termes seran 0.

Notem a més que al ser γ1, el fibrat tautològic sobre un fibrat universal per als R-
fibrats sobre una base paracompacta i Hausdorff, donat ξ ∈ Ob(ParaBundleR), tenim
fξ : ξ → γ1 transformació de fibrats que indueix un monomorfisme f

∗
ξ : H∗(B(ξ);Z/2) →

H∗(RP∞;Z/2), al ser monomorfisme té inversa per l’esquerra g∗ξ , per tant aplicant la
propietat 2:

Sq(u) = g∗ξ ◦ f
∗
ξ ◦ Sq(u) = g∗ξ ◦ Sq(f

∗
ξ(u)) (2.6.37)

Sq(f
∗
ξ(u)) ∈ H∗(RP∞;Z/2) per tant sabem com computar-lo, aleshores sabem com funci-

onen les operacions de quadrats de Steenrod sobre les classes de cohomologia de dimensió
1 (comparar amb [Mal12]). Notem que tenim encara més informació perquè la propietat 2
ens permet conèixer que passa en la cohomologia relativa.
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Caṕıtol 3

Classes de Stiefel-Whitney

Aquest caṕıtol té com a objectiu aplicar tot el que hem estat desenvolupant en els caṕıtols
anteriors, primerament enunciarem els axiomes de les classes de Stiefel-Whitney, després a
partir de les operacions de quadrats de Steenrod i l’isomorfisme de Thom definirem unes
classes de cohomologia i vorem que satisfan aquesta axiomàtica. Amb això calcularem
l’àlgebra de cohomologia del Grassmannià i amb això últim provarem la unicitat de les
classes de Stiefel-Whitney. Aplicant que el Grassmannià és un fibrat universal definirem
les classes de Stiefel-Whitney com a classes caracteŕıstiques. Finalment, vorem aplicacions
a partir dels axiomes ja que estarà comprovada l’existència de classes de cohomologia que
els satisfan. Per a aquest caṕıtol hem gastat com a referència principal [MS74, Caṕıtols
4,7,8,10].

Notació. En tot el caṕıtol tenim que la cohomologia i homologia és sempre amb coeficients
en Z/2.

3.1 Axiomes i existència de les classes de Stiefel-Whitney

Axioma 1. A cada fibrat vectorial ξ li correspon una successió de classes de cohomologia,
{wi(ξ)}∞i=0:

wi(ξ) ∈ H i(B(ξ),Z/2), i ∈ N (3.1.1)

a aquesta successió li direm la classe Stiefel-Whitney de ξ. A més w0(ξ) = 1 on 1 denota
la identitat de H0((B(ξ),Z/2)) i wi(ξ) = 0 ∀i > n si ξ és un fibrat de dimensió n.

Notació. Definim la classe total de Whitney com

w(ξ) = w0(ξ) + w1(ξ) + ...+ wn(ξ) (3.1.2)

Axioma 2. Naturalitat. Si f : B(ξ) → B(η) indueix una transformació de fibrats de ξ
a η aleshores,

wi(ξ) = f∗wi(η), ∀i ∈ N (3.1.3)
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Axioma 3. El teorema del producte Whitney. Si ξ i η són dos fibrats sobre la mateixa
base B, aleshores

wk(ξ ⊕ η) =
k∑
i=0

wi(ξ) ^ wk−i(ξ) (3.1.4)

Definim la classe total de Stiefel-Whitney com w(ξ) = 1 + w1(ξ) + ... + wn(ξ) + 0 + ... ∈
H∗(B(ξ),Z/2), d’aquesta manera l’axioma 3 queda com:

w(ξ ⊕ η) = w(ξ) ^ w(η) (3.1.5)

Notació. En aquest caṕıtol en general ometrem el signe del producte cup s’assumeix que
el producte de classes de cohomologia és sempre mitjançant aquest.

Axioma 4. Per al fibrat tautològic γ1
1 sobre P 1, la classe Stiefel-Whitney w1(γ1

1) és no
nul·la.

3.1.1 Existència de les classes de Stiefel Whitney

Recordem que el caṕıtol anterior hem demostrat el teorema 2.89 que ens diu que per a cada
Rn-fibrat vectorial ξ sobre una base Hausdorff existeix una única classe de cohomologia
u ∈ Hn(E,E0;Z/2) tal que la restricció a cada fibra és no nul·la i y 7→ y ^ u és un
isomorfisme entre Hj(E) i Hj+n(E,E0).

Definició 3.1. Definim l’isomorfisme de Thom φ : Hk(B) → Hk+n(E,E0) com la
composició de

Hk(B)
π∗−→ Hk(E)

^u−→ Hk+n(E,E0). (3.1.6)

Per justificar que això és un isomorfisme només hem de vore que π∗ és un isomorfisme.
Com que E\E0, la secció nul·la, és retracte de deformació de E tenim que Hk(E) ∼=
Hk(E\E0) mitjançant la inclusió. A més, π|E\E0

: E\E0 → B és un homeomorfisme, per

tant, π∗ : Hk(B)→ Hk(E) és un isomorfisme.

Per altra banda recordem que hem definit les operacions de quadrats de Steenrod a partir
de les següents propietats.

1. Per a dos espais topològics Y ⊂ X i per a cada i, n ∈ N és un homomorfisme additiu:

Sqi : Hn(X,Y )→ Hn+i(X,Y ) (3.1.7)

2. Si f : (X,Y )→ (X ′, Y ′) aleshores Sqi ◦ f∗ = f∗ ◦ Sqi.

3. Si a ∈ Hn(X,Y ), aleshores Sq0(a) = a, Sqn(a) = a ^ a, i Sqi(a) = 0 per a tot i > n.
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4. La fórmula de Cartan, si a ^ b està definit aleshores,

Sq(a ^ b) = Sq(a) ^ Sq(b) (3.1.8)

Això és gastant la notació de l’operació de quadrat de Steenrod total:

Sq(a) = a+ Sq1(a) + Sq2(a) + ...+ Sqn(a), a ∈ Hn(X,Y ) (3.1.9)

Definició 3.2. Siga ξ un Rn-fibrat, definim la classe de Stiefel-Whitney a partir de

wk(ξ) = φ−1Sqk(u), k ∈ N (3.1.10)

On u ∈ Hn(E,E0;Z/2) és la classe fonamental de cohomologia que obtenim pel teorema de
l’isomorfisme de Thom, φ l’isomorfisme de Thom i Sqk l’operació de quadrat de Steenrod.

Teorema 3.3. La classe de Stiefel-Whitney w(ξ) satisfà els axiomes de les classes de
Stiefel-Whitney.

Demostració. Axioma 1. Per la condició (1) de les operacions de Steenrod tenim que
Sqi(u) ∈ Hn+i(E,E0;Z/2) i wi(ξ) = φ−1(Sq(u)) ∈ H i(B;Z/2). A més

w0(ξ) = φ−1(Sq0(u)) = φ−1(u) = (π∗)−1(1Hk(E)) = 1Hk(B) (3.1.11)

i wk(ξ) = φ−1(Sqk(u)) = φ−1(0) = 0 per a tot k > n.

Axioma 2. Siga f : ξ → η una transformació entre Rn-fibrats vectorials, aleshores indueix
una funció g : (E,E0) → (E′, E′0). Siguen u′ ∈ Hn(E′, E′0) i u ∈ Hn(E,E0) les classes de
cohomologia fonamentals. Aleshores,

g∗ : H∗(E′, E′0)→ H∗(E,E0) (3.1.12)

és homomorfisme d’anells i per tant g∗(u′) = u. Donat a ∈ Hk(B′), recordem que tenim el
diagrama commutatiu:

E E′

B B′

f

π π′

f

=⇒
(E,E0) (E′, E′0)

B ×B B′ ×B′

g

π,π π′,π′

f,f

(3.1.13)

aleshores dedüım que π∗ ◦ f∗ = g∗ ◦ (π′)∗

(g∗ ◦ φ′)(a) = g∗([(π′)∗(a)] ^ u′) = g∗[(π′)∗(a)] ^ g∗(u′) = g∗[(π′)∗(a)] ^ u =

π∗(f
∗
(a)) ^ u = φ(f

∗
(a)) = (φ ◦ f∗)(a) (3.1.14)
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per tant tenim que g∗ ◦ φ′ = φ ◦ f∗. Aleshores,

w(ξ) = φ−1Sq(u) = φ−1[Sq(g∗(u′))] = φ−1 ◦ g∗ ◦ Sq(u′) = f
∗ ◦ (φ′)−1Sq(u′) = f

∗
w(η)
(3.1.15)

Axioma 3. Calculem la classe de Stiefel-Whitney del producte cartesià η = ξ × ξ′ que té
com a projecció π × π′ : E × E′ → B × B′. Siguen u ∈ Hm(E,E0) i u′ ∈ Hn(E′, E′0) les
classes de cohomologia fonamentals de ξ i ξ′ respectivament.
Al ser E0 i E′0 oberts en E i E′ respectivament, ja que la secció nul·la és un tancat, podem
definir el producte en creu:

u× u′ ∈ Hm+n[E × E′, (E × E′0) ∪ (E0 × E′)] (3.1.16)

Ens adonem que (E×E′0)∪(E0×E′) és un subconjunt obert de E(η) = E×E′ que és preci-
sament el conjunt de vectors no nuls E0(η). Anem a vore que u×u′ ∈ Hm+n(E(η), E0(η))
és la classe de cohomologia fonamental. Com per a tot b ∈ B les fibres són de la forma
Fb(η) = Fb×F ′b, és prou comprovar que la restricció de la classe fonamental de cohomologia
a la fibra u× u′|(Fb(η),(Fb)0(η) és no nul·la en Hm+n(Fb(η), (Fb)0(η)), ara bé per la fórmula
de Künneth 2.86 tenim

u× u′|(Fb(η),(Fb)0(η)) = u|(Fb,(Fb)0) × u′|((Fb)′,(Fb)′0) (3.1.17)

Per comprovar que aquest producte és no nul només cal vore que si triem representants
per a cada cadena no és nul però al ser classes fonamentals de cohomologia no són nul·les
per a cap cadena aleshores al considerar el producte resultant del cup ens queda que són
no nuls. Per tant u× u′ és la classe fonamental de cohomologia.
Per tant, si considerem els isomorfismes de Thom respectius:

φη(a× b) = ((π∗ × (π′)∗)(a× b)) ^ (u× u′) = (π∗(a)× (π′)∗(b)) ^ (u× u′) =

(π∗(a) ^ u)× ((π′)∗(a) ^ u′) = φ(a)× φ′(b) (3.1.18)

La tercera igualtat es justifica de la següent manera si a := π∗(a) ∈ Hj(E) i b = (π′)∗(b) ∈
H l(E′):

(a× b) ^ (u× u′) = p∗1(a) ^ p∗2(b) ^ p∗3(u) ^ p∗4(u′) =

= (−1)ljp∗1(a) ^ p∗3(u) ^ p∗2(b) ^ p∗4(u′) =
−1=1 mod 2

= p∗3(a ^ u) ^ p∗4(b ^ u′) = (a ^ u)× (b ^ u′) (3.1.19)

on les aplicacions pi són les projeccions del producte en creu, p1 : E × E′ → E, p2 :
E × E′ → E′, p3 : (E × E′, E0 × E′0)→ (E,E0) i p4 : (E × E′, E0 × E′0)→ (E,E0).
Aleshores tenim:

φη(w(η)) = Sq(u× u′) = Sq(u)× Sq(u′) = φ(w(ξ))× φ′(ξ′) = φη(w(ξ)× w(ξ′)) (3.1.20)
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Per tant si apliquem φ−1
η al dos costats obtenim la classe de Stiefel-Whitney:

w(η) = w(ξ × ξ′) = w(ξ)× w(ξ′) (3.1.21)

Ara bé si ξ i ξ′ foren fibrats sobre la mateixa base, podŕıem considerar aplicar l’encaix
diagonal d : B → B × B als dos costats i sent pi : B × B → B la projecció sobre la
component i = 1, 2, obtenim:

d∗(w(ξ × ξ′)) = w(d∗(ξ × ξ′)) = w(ξ ⊕ ξ′) = d∗(w(ξ)× w(ξ′)) =

= d∗(p∗1(w(ξ)) ^ p∗2(w(ξ′))) = (d∗ ◦ p∗1)(w(ξ)) ^ (d∗ ◦ p∗2)(w(ξ′)) = w(ξ) ^ w(ξ′)
(3.1.22)

on d∗ : H∗(X ×X)→ H∗(X) i p∗i : H∗(X)→ H∗(X ×X). Per tant hem dedüıt:

w(ξ ⊕ ξ′) = w(ξ) ^ w(ξ′) (3.1.23)

Axioma 4. Siga γ1
1 el fibrat tautològic sobre RP 1. Considerem

S := {({±x}, y) ∈ E(γ1
1)/|y| ≤ 1} ⊂ E(γ1

1) (3.1.24)

Vegem que S és homeomorfa a una banda de Möbius M , la demostració és la següent.
Considerem el diagrama:

[−1, 1]2

S M

π◦α p

h−1

h
(3.1.25)

on p : [−1, 1]2 → M representa la projecció sobre l’espai quocient de la banda de Möbius;
α(x, λ) = (eiπx, λe2πix) i π : S1×D1 → S que projecta π([eiπx], λe2πix) on [eiπx] ve donada
per la relació d’equivalència eiπx ∼ eiπy sii x = y + πn, n ∈ Z.
És clar que π ◦ α és compatible amb la relació d’equivalència que defineix M , aleshores
existeix una única aplicació h : M → S definida com h([x, λ]) = π ◦ α(x, λ) a més com
que una és cont́ınua h és cont́ınua, clarament és bijectiva i com M és un compacte i S és
Hausdorff tenim que h és un homeomorfisme amb inversa ϕ := h−1.
Això demostra que S ∼= M . Es pot vore clarament que ad(E0 ∩ S) ⊂ int(E0). Això és
perquè E0 és obert i fr(SC) = {({±x}, y) ∈ E(γ1

1)/|y| = 1}, on SC és el complementari
de S en E. Per tant aplicant el teorema d’escisió:

H∗(S,E0 ∩ S) = H∗(E\SC , E0\SC) ∼= H∗(E,E0) (3.1.26)

Siga M̃ = fr(M) tenim el següent diagrama:

M̃ M

E0 ∩ S S

i

h|M̃ h

j

(3.1.27)
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On i, j són les inclusions corresponents. La cohomologia relativa ens indueix les successions
exactes llargues i amb les aplicacions anteriors ens queda el següent diagrama commutatiu:

Hn−1(M) Hn−1(M̃) Hn(M, M̃) Hn(M) Hn(M̃)

Hn−1(S) Hn−1(E0 ∩ S) Hn(S,E0 ∩ S) Hn(S) Hn(E0 ∩ S)

i∗

h∗

∆∗

h|∗
M̃

p∗

k∗

i∗

h∗ h|∗
M̃

j∗ (∆′)∗ q∗ j∗

(3.1.28)
si k∗ és l’homomorfisme indüıt per l’aplicació per la projecció de h sobre els quocient.
Veiem que M̃ és retracte de deformació de h−1(E0 ∩ S) = [−1, 1] × ([−1, 1]\{0})/ ∼
considerem:

F : [−1, 1]× ([−1, 1]\{0})× [0, 1] −→ [−1, 1]2

(x, λ, t) 7−→
(
x, λ(1− t) + λ

|λ| t
) (3.1.29)

F és cont́ınua i compatible amb la relació d’equivalència aleshores F : h−1(E0 ∩ S) → M
és cont́ınua i a més F0 = idM , F1([x, λ]) ∈ M̃ i F1|M̃ = idM̃ per tant és retracte de
deformació aleshores h|∗

M̃
és un isomorfisme. Doncs, aplicant el lema dels 5 al diagrama

d’abans obtenim que k∗ és un isomorfisme i per tant:

H∗(M,M̃) ∼= H∗(S,E0 ∩ S) ∼= H∗(E,E0) (3.1.30)

Ara considerem D2 i l’encaixem en RP 2, anem a vore que RP 2\D2 ∼= M . La figura 3.1
mostra que són homeomorfs, aleshores dedüım

Figura 3.1: Esquema d’homeomorfisme entre RP 2\D2 i una banda de Möbius [DL18].

H∗(E,E0) ∼= H∗(M, M̃) ∼= H∗(RP 2\D2, D2\D2) ∼= H∗(RP 2, D2) (3.1.31)

L’últim isomorfisme és conseqüència del teorema d’excisió. Ara bé, és trivial que un punt és
retracte de deformació de D2 aleshores raonant com abans H∗(RP 2, D2) ∼= H∗(RP 2,±PN )
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on PN és el pol nord, a més sabem que el punt és una 0 cadena i per tant no afecta als
grups de cohomologia més enllà de i = 0, per tant si i 6= 0

H i(E,E0) ∼= H∗(RP 2, D2) ∼= H i(RP 2) (3.1.32)

Pel teorema 2.89 sabem que la classe fonamental u ∈ H1(E,E0) és no nul·la, per l’isomorfia
tenim que existirà a ∈ H1(P 2) que genere el grup. Aleshores Sq1(u) = u ^ u serà isomorf
a Sq(a) = a ^ a 6= 0 perquè la cohomologia del pla projectiu l’hem computat en 2.85 i és
H∗(RP 2) ∼= Z/2[a]/(a3), per tant:

w1(γ1
1) = φ−1Sq1(u) (3.1.33)

és no nul. Això termina la demostració.

3.2 Cohomologia del Grassmannià H∗(G(n, k),Z/2)

Ara que hem demostrat l’existència de les classes de Stiefel-Whitney, ens poden ajudar a
computar la cohomologia del Grassmannià amb això, demostrarem que les classes de Stiefel-
Whitney són úniques i ja en la següent secció passarem a definir les classes caracteŕıstiques.
Abans de procedir amb la demostració necessitem una definició i un lema tècnic d’àlgebra.

Definició 3.4. Siga (R,+, ·) un anell commutatiu i x1, ..., xn elements algebraicament
independents sobre R. Siga x una variable sobre R[x1, ..., xn], considerem el polinomi:

f(x) = (x− x1)...(x− xn) = xn − s1x
n−1 + ...+ (−1)nsn (3.2.1)

on

s1 =

n∑
i=1

xi, s2 =

n∑
i=1

n∑
j=i+1

xixj , ... sn =

n∏
i=1

xi (3.2.2)

Als polinomis s1, ..., sn els anomenarem com polinomis elementals simètrics.

Lema 3.5. Els polinomis elementals simètrics s1, ..., sn són algebraicament independents
sobre R.

Per a la demostració ens referirem a [Lan02, pp. 190-192].

Lema 3.6. Les classes de Stiefel-Whitney del fibrat tautològic γn sobre Gn, w1(γn), ..., wn(γn),
són algebraicament independents en Z/2[w1(γn), ..., wn(γn)].

Demostració. Raonem per reducció a l’absurd, suposem que existeix p polinomi tal que
p(w1(γn), ..., wn(γn)) = 0. Pel teorema 1.53 per a cada ξ ∈ Ob(ParaBundleRn) existeix
g : ξ → γn transformació de fibrats.
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Aleshores per l’axioma 2, si g és el map indüıt per g sobre les bases:

wi(ξ) = g∗(wi(γ
n)) (3.2.3)

per tant
p(w1(ξ), ..., wn(ξ)) = p(g∗(w1(γn)), ..., g∗(wn(γn))) = 0 (3.2.4)

Com a conseqüència per a provar el lema és prou trobar ξ ∈ Ob(ParaBundleRn) tal que
no existeix cap p polinomi de n variables sobre Z/2 que satisfà p(w1(ξ), ..., wn(ξ)) = 0.
Considerem γ1 el fibrat tautològic sobre RP∞, pel teorema 2.85 tenim que H∗(RP∞;Z/2),
és l’àlgebra Z/2[a] on a és la classe no nul·la de H1(RP∞). Si ara considerem el producte
cartesià X = RP∞ × ...× RP∞ pel teorema 2.86 tenim que

H∗(X;Z/2) = Z/2[a1]⊗ ...⊗ Z/2[an] = Z/2[a1, ..., an] (3.2.5)

on ai són els generadors de dimensió 1, i = 1, ..., n (vore [Hat01, Exemple 3.16]). On
ai = π∗i (a) amb πi : X → RP∞ la projecció. Pel corol·lari 1.34 tenim:

ξ := γ1 × ...× γ1 ∼= (π∗1γ
1)⊕ ...⊕ (π∗nγ

1) (3.2.6)

on ξ és un Rn fibrat sobre X aplicant els axiomes 2 i 3:

w(ξ) = π∗1(w(γ1)) ^ ... ^ π∗n(w(γ1)) = (1 + a1) ^ ... ^ (1 + an) (3.2.7)

Per tant,

w1(ξ) = a1 + a2 + ...+ an
w2(ξ) = a1 ^ a2 + a1 ^ a3 + ...+ a1 ^ an + ...+ an−1 ^ an

... =
...

wn(ξ) = a1 ^ a2 ^ ... ^ an

(3.2.8)

Aquestos són els polinomis elementals simètrics, i per tant pel lema 3.5 tenim que
w1(ξ), ..., wn(ξ) són algebraicament independents en Z/2, QED.

Teorema 3.7. L’anell de cohomologia H∗(Gn;Z/2) és l’àlgebra Z/2[w1(γn), ..., wn(γn)]

Demostració. Pel lema tenim que H∗(Gn;Z/2) conté una subàlgebra
Z/2[w1(γn), w2(γn), ..., wn(γn)]. Recordem que pn(j) és el nombre de particions de j amb

n enters com a màxim. Per la proposició 2.84 tenim que Hj(Gn;Z/2) ∼= ⊕pn(j)
i=1 Z/2, és a

dir és un Z/2-mòdul lliure amb pn(j) generadors. Per altra banda, contem el nombre de
monomis de la forma w1(γn)i1 ^ ... ^ wn(γn)in ∈ Hj(Gn;Z/2). Al ser de dimensió j, una
partició i1, ..., in haurà de complir:

i1 + 2i2 + 3i3 + ...+ nin = j (3.2.9)
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aleshores a cada partició d’aquesta forma li podem associar la partició de j definida a partir
de (in), (in + in−1), (in + in−1 + in−2), ..., (in + in−1 + ...+ i1), llevat dels 0s que apareguen.
Estos monomis, pel lema anterior sabem que són algebraicament independents en mod 2
i per tant el rang(Hj(Gn,Z/2)) és major que pn(j), però hem dit abans que té exacta-
ment eixe nombre de generadors. Per tant, Hj(Gn,Z/2) és l’anell generat pels monomis
w1(γn)i1 ^ ... ^ wn(γn)in tal que i1 + 2i2 + ...+ nin = j.
Per tant, si considerem el Z/2-mòdul graduat:

H∗(Gn;Z/2) = Z/2[w1(γn), ..., wn(γn)] (3.2.10)

Definició 3.8. Siga σ ∈ Σn una permutació, R un anell commutatiu i un polinomi p(t) ∈
R[t1, ..., tn], on t1, ..., tn algebraicament independents, definim:

σp(t1, ..., tn) = p(tσ(1), ..., tσ(n)) (3.2.11)

Direm que p és simètric si σp = p per a tot σ ∈ Σn.

Corol·lari 3.9. L’homomorfisme natural g∗ : H∗(Gn;Z/2)→ H∗(RP∞ × ...×RP∞;Z/2)
actua com a isomorfisme entre H∗(Gn;Z/2) i l’àlgebra dels polinomis simètrics amb a1, ..., an
com a variables.

3.2.1 Unicitat de les classes de Stiefel-Whitney

Amb això anem a vore que quan estem en ParaBundleRn les classes de Stiefel-Whitney
són úniques això ho farem gastant el fet de que el Grassmannià és un fibrat universal.

Teorema 3.10 (Unicitat de les classes de Stiefel-Whitney). Existeix una única aplicació
ξ 7→ w(ξ) ∈ H∗(B(ξ),Z/2) que assigna a cada ξ ∈ Ob(ParaBundleRn) una successió de
classes de cohomologia que satisfà els axiomes de Stiefel-Whitney.

Demostració. Considerem que en tenim ξ 7→ w(ξ) i ξ 7→ w̃(ξ), que satisfan els axiomes de
Stiefel-Whitney. Pels axiomes 1 i 4, i aplicant el teorema 2.85 per al fibrat tautològic γ1

1 .

w(γ1
1) = w̃(γ1

1) = 1 + a (3.2.12)

Si considerem l’encaix de γ1
1 en γ1, aquest defineix una transformació entre fibrats, aleshores

pels axiomes 1 i 2 obtenim:
w(γ1) = w̃(γ1) = 1 + a (3.2.13)

Si ara considerem el producte cartesià i apliquem el corol·lari 1.34 tenim que η = γ1× ...×
γ1 ∼= π∗1γ

1 ⊕ ...⊕ π∗nγ1. Aleshores aplicant els axiomes 2 i 3 obtenim:

w(η) = w̃(η) = (1 + a1) ^ ... ^ (1 + an) (3.2.14)
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Ara pel teorema 1.53 existeix f : η → γn transformació de fibrats i a més, pel corol·lari
anterior tenim que existeix un monomorfisme de H∗(Gn;Z/2) a H∗(RP∞ × ... × RP∞),
per tant w(γn) = w̃(γn).
Per a qualsevol η ∈ Ob(ParaBundleRn), podem trobar una transformació de fibrats f :
η → γn i tenim:

w(η) = f
∗
w(γn) = f

w
(γn) = w̃(η) (3.2.15)

Per tant, queda provada la unicitat de les classes de Stiefel-Whitney

3.3 Classes caracteŕıstiques

Durant tot el treball hem parlat de les classes de Stiefel-Whitney però en cap moment hem
dit què són les classes caracteŕıstiques, aquesta secció va a ser la definició de les classes
caracteŕıstiques i la comprovació de que les classes de Stiefel-Whitney són de fet classes
caracteŕıstiques.
Considerem ara R un anell o grup de coeficients, η un fibrat universal sobre una subcate-
goria de T Bundle i c ∈ H i(η;R) una classe de cohomologia.

Aleshores ξ i c determinen una classe de cohomologia:

f
∗
ξc ∈ H i(B(ξ);R) (3.3.1)

Això té sentit perquè una aplicació cont́ınua f ξ : B(ξ)→ B(η) indueix una aplicació entre

les cohomologies f
∗
ξ : Hj(B(ξ)) → Hj(B(η)), a més aquesta és invariant sota homotopia

per definició de fibrat universal aleshores tenim que f
∗
ξc està ben definit.

Definició 3.11. Definim la classe caracteŕıstica de cohomologia de ξ determinada per
c com

f
∗
ξc (3.3.2)

la denotem com c(ξ).

Rećıprocament, donada una correspondència:

ξ → c(ξ) ∈ H i(B(ξ);R) (3.3.3)

tal que és natural respecte les transformacions de fibrats, és a dir, si g : B(ξ) → B(η)
indueix una transformació entre fibrats tenim que c(ξ) = g∗c(η). Aleshores obtenim:

c(ξ) = f
∗
ξc(w(γn)) (3.3.4)

Recordem del caṕıtol de fibrats vectorials vam demostrar que Gn és el fibrat universal
sobre la categoria ParaBundleRn . Si considerem R = Z/2 coneixem la cohomologia del
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Grassmannià i per tant podem definir les classes caracteŕıstiques de Stiefel-Whitney
o simplement classes de Stiefel-Whitney com

ξ 7→ w(ξ) = f
∗
ξ(γ

n) (3.3.5)

on fξ és l’única transformació de fibrats f : ξ → Gn, llevat d’homotopia. Aquestes clara-
ment ens donen una correspondència entre fibrats i satisfan la naturalitat per l’axioma 2
per tant són classes caracteŕıstiques.
Com que γn en particular també està en ParaBundleRn , observem que l’anell de les classes
caracteŕıstiques de cohomologia per als Rn-fibrats sobre una base paracompacta i Hausdorff
amb coeficients en un anell Z/2 és canònicament isomorfa a H∗(Gn,Z/2).
Les classes de Stiefel-Whitney són només unes de les classes caracteŕıstiques més utilitza-
des. Notem que l’orientació permet definir una altra classe fonamental i aleshores de forma
anàloga a com he fet per a les classes de Stiefel-Whitney es poden definir altres classes
caracteŕıstiques interessants com:

• Si tenim una orientació sobre els fibrats vectorials, aleshores podem definir les classes
caracteŕıstiques dels Rn-fibrats orientats sobre Z

ξ 7→ e(ξ) ∈ Hn(B;Z) (3.3.6)

a aquesta se li diu la classe d’Euler orientada.

• Si considerem fibrats vectorials complexos orientats i prenem R = Z podem definir
les classes de Chern:

ω 7→ ci(ω) ∈ H2i(B;Z) (3.3.7)

• Donat un espai vectorial V podem considerar el producte tensorial V ⊗ C, la com-
plexificació de V . Si ara considerem un Rn vector i a cada fibra li apliquem esta
construcció obtenim ξ ⊗ C que és isomorf a ξ ⊕ ξ. aleshores definim:

ξ 7→ pi(ξ) ∈ H4i(B;Z), pi(ξ) := (−1)ic2i(ξ ⊗ C) (3.3.8)

aquestes es diuen les classes de Pontrjagin.

Per a més informació sobre aquestes consultar [MS74].

3.4 Conseqüències i aplicacions de les classes de Stiefel-Whitney

Després d’un molt llarg camı́ demostrant construint les classes de Stiefel-Whitney hem ar-
ribat per fi a un punt on podem gaudir de les recompenses de tant treball i vore aplicacions.
Primerament vorem les conseqüències més immediates i després ja vorem aplicacions més
impactants.
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Definició 3.12. Definim HΠ(B,Z/2) com l’anell de les sumes infinites formals:

a = a0 + a1 + a2 + ..., ai ∈ H i(B,Z/2), i ∈ N (3.4.1)

el producte el definim com a:

(a0 +a1 +a2 +...)(b0 +b1 +b2 +...) = (a0b0)+(a1b0 +a0b1)+(a2b0 +a1b1 +a0b2)+... (3.4.2)

Aquest producte és associatiu i commutatiu. Respecte de la suma el considerem com el
producte cartesià dels grups de cohomologia. La classe Stiefel-Whitney total d’un fibrat
vectorial de dimensió n ξ sobre B és

w(ξ) = 1 + w1(ξ) + w2(ξ) + ...+ wn(ξ) + 0 + ... (3.4.3)

Com a conseqüència, amb aquesta notació w(ξ ⊕ η) = w(ξ)w(η)

Lema 3.13. El conjunt format per les sèries de la forma:

w = 1 + w1 + w2 + ... ∈ HΠ(B;Z/2) (3.4.4)

és a dir les sèries que tenen com a primer terme 1. Són un grup commutatiu respecte de
la multiplicació.

De fet aquest és el conjunt de les unitats de HΠ(B;Z/2).

Demostració. Hem de trobar un invers w̃ := w−1, donat un element w podem considerar,
que w̃ = 1, aleshores queda:

w̃n = w1w̃n−1 + w2w̃n−2 + ...+ wn−1w̃1 + wn (3.4.5)

Això ens dóna el sistema, el qual podem resoldre per substitució progressiva i queda:

w̃1 = w1

w̃2 = w2
1 + w2

w̃3 = w3
1 + w2w1 + w3 +2(w1w2)

w̃3 = w4
1 + w2

1w2 + w2
2 + w4+ +2(w3w1)

...
...

...

(3.4.6)

Al estar en Z/2 el de la dreta del tot són 0s.

Com a conseqüència el producte de Whitney ens diu que l’equació:

w(ξ ⊕ η) = w(ξ)w(η) (3.4.7)

té com a única solució w(η) = w̃(ξ)w(ξ ⊕ η).
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Proposició 3.14. Si ξ ∼= η aleshores w(ξ) = w(η)

Demostració. Conseqüència directa de l’axioma de naturalitat.

Proposició 3.15. Si ξ és un fibrat vectorial trivial, aleshores w(ξ) = 1.

Demostració. Com que és trivial per la proposició anterior wi(ξ) = wi(εB(ξ)) ara bé, donat

b ∈ B podem considerar la transformació de fibrats indüıda per f : B → {b}, aleshores
wi(ξ) = wi(b) però la cohomologia d’un punt és trivial quan i > 0, per tant wi(ξ) = 0 si
i > 0.

Proposició 3.16. Si ε és trivial, aleshores wi(ξ ⊕ η) = wi(η)

Demostració. Conseqüència del teorema del producte de Whitney i la proposició anterior
ja que tots menys el primer sumand seran 0.

Com a conseqüència d’aquest teorema tenim i el lema 3.13 és que en què ξ ⊕ η és trivial,
el que passa és que a l’aplicar el teorema del producte de Whitney ens queda el següent
sistema:

w1(ξ) + w1(η) = 0
w2(ξ) + w1(ξ)w1(η) + w2(η) = 0

...

(3.4.8)

En aquest cas podem äıllar wi(η) com a polinomis de wi(ξ) i a més w(η) = w̃(ξ).

Proposició 3.17. Si ξ és un Rn−fibrat amb una mètrica eucĺıdea, amb una secció que no
nul·la, aleshores wn(ξ) = 0. Si ξ en té k seccions independents aleshores,

wn−k+1(ξ) = wn−k+2(ξ) = ... = wn(ξ) = 0 (3.4.9)

Demostració. Com que en té k seccions que són linealment independents per tot arreu, el
que podem és definir un subfibrat ε a partir d’eixes seccions, aleshores sabem que ξ ∼= ε⊕ε⊥.
Aleshores per la proposició anterior wi(ξ) = wi(ε

⊥) com que ε⊥ és un (n−k)−fibrat tenim
el que voĺıem demostrar.

Clar si ξ és un fibrat euclidià per a qualsevol subfibrat η podem trobar un complement η⊥

i per tant tindrem que (w(η))−1 = w(η⊥). Un cas especial és el següent:

Corol·lari 3.18 (Teorema de la dualitat de Whitney). Si τM és el fibrat tangent d’una
varietat en l’espai euclidià i νM és el tangent normal, aleshores,

wi(νM ) = w̃1(τM ) (3.4.10)
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Exemple 3.19. Per al fibrat tangent τSn tenim que w(τSn), és a dir, les classes de Stiefel-
Whitney no permeten diferenciar entre el trivial sobre Sn i el tangent.
Si considerem la Sn ↪→ Rn+1, aleshores hem demostrat al primer caṕıtol que el fibrat
normal és trivial. Aleshores w(τ)w(ν) = 1 però w(ν) = 1 i per tant, w(τ) = 1

Exemple 3.20. La classe de Whitney Stiefel del fibrat tautològic γ1
n sobre RPn és w(γ1

n) =
1 + a.

Considerem la inclusió i : RP 1 ↪→ RPn indueix una transformació de fibrats j : γ1
1 → γ1

n.
Per tant,

j∗w1(γ1
n) = w1(γ1

1) 6= 0 (3.4.11)

Per a i > 1 l’axioma 1 ja ens determina que seran 0 i w0(γ1
n) = 1 per tant ja ho tenim.

Exemple 3.21. Podem vore γ1
n el fibrat tautològic sobre RPn com un subfibrat del trivial

εn+1
RPn , el denotem εn+1, és clar per la construcció, ara si considerem γ⊥ el seu ortogonal,

per definició de fibrat ortogonal tenim que E(γ⊥) = {({±x}, v) ∈ RPn×Rn+1/ v ∈ {x}⊥}.
Anem a vore que

w(γ⊥) = 1 + a+ a2 + ...+ an (3.4.12)

Simplement cal considerar que γ1 ⊕ γ⊥ és trivial i per tant:

w(γ⊥) = w̃(γ1
n) = (1 + a)−1 = 1 + a+ a2 + ...+ an (3.4.13)

Lema 3.22. Siga τ el fibrat tangent de RPn, aleshores τ ∼= Hom(γ1
n, γ
⊥).

Demostració. Siga l ⊆ Rn+1 una recta que interseca al 0 i els punts ±x de Sn, ara con-
siderem l⊥ ⊆ Rn+1. Siga p : Sn → RPn la projecció sobre el quocient. Aleshores si
considerem:

dp : TSn → TRPn (3.4.14)

Veiem que si dp(x, v) = dp(−x,−v), això simplement és perquè per a un ε suficientment
menut les corbes α :]−ε, ε[→ Sn, α(t) = x+ tv i β :]−ε, ε[→ Sn, β(t) = −x− tv són iguals
en la projecció p(α(t)) = {±x+ tv} = p(β(t)).
Com que a més és submersió, tenim que TRPn ve donat per parells {(x, v), (−x,−v)} tal
que x ∈ Sn i v ∈ {x}⊥. Raonant amb la mateixa idea en la demostració del teorema 1.27,
s’arriba a que tenim l’aplicació f : TRn → Hom(l, l⊥) donada per ±(x, v) 7→ L on

L : l −→ l⊥

x 7−→ v
(3.4.15)

f és cont́ınua i actua com a ismorfisme entre fibres aleshores pel lema 1.14 tenim que τ és
isomorfa a Hom(γ1

n, γ
⊥).

Seguint la notació del lema anterior

98



Teorema 3.23. La suma Whitney τ ⊕ ε1 és isomorfa a
n+1)

γ1
n ⊕ ...⊕ γ1

n. Per tant, la classe
de Whitney Stiefel de RPn és:

w(τ) = (1 + a)n+1 = 1 +

(
n+ 1

1

)
a+

(
n+ 1

2

)
a2 + ...+

(
n+ 1

n

)
an (3.4.16)

Demostració. El fibrat Hom(γ1
n, γ

1
n) és trivial perquè és un R-fibrat amb una secció no

nul·la canònica donada per la identitat. Aleshores tenim

τ ⊕ ε1 ∼= Hom(γ1
n, γ
⊥)⊕Hom(γ1

n, γ
1
n) ∼= Hom(γ1

n, γ
⊥ ⊕ γ1

n) ∼= Hom(γ1
n, ε

n+1) (3.4.17)

I per tant és isomorfa a Hom(γ1
n, ε

1) es pot demostrar que Hom(γ1
n, ε

1) és isomorf a γ1
n

(compara [MS74, pg. 35]) com que γ1
n té una mètrica eucĺıdea. Aleshores τ ⊕ ε1 ∼=

γ1
n ⊕ ...⊕ γ1

n.
Pels axiomes 2 i 4 podem concloure que:

w(τ) = w(τ ⊕ ε1) = w(γ1
n)...w(γ1

n) = (1 + a)n+1 (3.4.18)

3.4.1 Existència de R-àlgebres de divisió en Rn

Un problema de l’àlgebra durant molt de temps va ser determinar les àlgebres de divisió en
Rn sobre R, en principi és un problema purament algebraic i un esperaria que la demostració
es fera només gastant mètodes algebraics. No obstant això, va ser Whitney qui va donar
la primera prova de que no n’hi han més que les que ja es coneixien R, C, els quaternions
i els octonions i va ser precisament gastant les classes de Stiefel-Whitney. Relacionarem
l’existència d’àlgebres de divisió amb la paral·lelitzabilitat de RPn i mitjançant les classes
de Stiefel-Whitney determinem que no existeix cap altra.

Com a conseqüència directa del teorema 3.23 obtenim el següent:

Corol·lari 3.24. La classe de w(τRPn) = 1 sii n+ 1 és una potència de 2.

Demostració. És una propietat elemental d’àlgebra que (a + b)2 ≡ a2 + b2 mod 2. Ales-
hores, (1 + a)2r = 1 + a2r . Aleshores, si n+ 1 = 2r tenim que:

w(τRPn) = (1 + a)n+1 = 1 + an+1 = 1 (3.4.19)

rećıprocament si n+ 1 = 2rm on m > 1 senar,

w(τRPn) = (1 + an+1) = (1 + a2r)m = 1 +ma2r +
m(m− 1)

2
a2·2r + ... (3.4.20)

l’últim terme és diferent de 0 pequè 2r < n+ 1.
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Com a conseqüència d’aquest teorema tenim que el únics espais projectius que podrien
ser paral·lelitzables serien RP 1,RP 3,RP 7,RP 15..., es pot demostrar en molt més esforç i
complicació que només els 3 primers són paral·lelitzables (vore [BM58]).
Recordem que en un anell R un divisor de 0 és 0 6= r ∈ R tal que existeix 0 6= r′ ∈ R amb
r · r′ = 0. Un domini d’integritat és un anell que no té divisors de 0. Si considerem un
R-àlgebra sobre R direm que és un àlgebra de divisió si R és un domini d’integritat.

Teorema 3.25. Suposem que existeix un producte bilineal

p : Rn × Rn −→ Rn (3.4.21)

sense divisors de 0, aleshores RPn−1 és paral·lelitzable.

Demostració. Siga e1, ..., en la base canònica de Rn. Com que p és bilineal tenim que
y 7→ p(y, e1) com que no n’hi han divisors de 0 té que ser un isomorfisme. Aleshores si
definim

vi : Rn −→ Rn
p(y, e1) 7−→ p(y, ei)

(3.4.22)

aquesta és lineal, a més v1(x), ..., vn(x) són linealment independents per a x 6= 0 i v1 és la
identitat de Rn.
Donada una recta l que passa pel 0, si π : Rn → l⊥ és la projecció ortogonal, podem definir:

vi : l −→ l⊥

x 7−→ (π ◦ vi)(x)
(3.4.23)

Tenim que v1 = 0 però que v2, ..., vn van a ser linealment independents per a tot punt.
Aleshores el que tenim són unes seccions de Hom(γ1

n−1, γ
⊥) independents i per tant aquest

és el fibrat trivial ara bé:
τRPn−1

∼= Hom(γ1
n−1, γ

⊥) (3.4.24)

Aleshores RPn−1 és paral·lelitzable.

Aleshores el que hem demostrat és que per a que en Rn es puga definir un àlgebra de divisió
sobre R una condició necessària és que RPn−1 siga paral·lelitzable, pel corol·lari d’abans
tenim que n té que ser potència de 2, hem comentat també que només ho són per a 0, 1,
3 i 7.
Com a conseqüència, els únics casos on podŕıem definir àlgebres de divisió serien R, R2,
R4 i R8, aquestos corresponen a R, C, els quaternions i els octonions respectivament.

3.4.2 Immersions

Un dels primers problemes per als quals es van aplicar va ser el problema de la immersió.
Aquest consisteix en trobar la menor k tal que existeix una immersió d’una varietat M de
dimensió n a Rn+k. Tenim el següent teorema:
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Teorema 3.26 (Whitney, [Whi44]). Siga M una varietat diferenciable compacta de di-
mensió n > 1 aleshores existeix una immersió de M en R2n−1.

Anem a vore que aquesta fita no és pot millorar i que és exacta per a alguns exemples del
projectiu.

Aplicant el teorema 3.18, si νM denota el fibrat normal, tenim

wi(νM ) = w̃i(τM ) (3.4.25)

Clar com que les classes wi(τM ) = 0 si i > n tenim que wi(νM ) = 0 si i > k, és a dir
obtenim una fita de k.

Exemple 3.27. Considerem l’espai projectiu RP 9 tenim que

w(τRP 9) = (1 + a)10 = 1 + a2 + a8 (3.4.26)

i per tant
w̃(τRP 9)1 + a2 + a4 + a6 (3.4.27)

Aleshores si existeix un a immersió de RP 9 en R9+k, tenim que k té que ser major o igual
que 6.

Exemple 3.28. Si n és una potència de 2 aleshores:

w(τRPn) = (1 + a)n+1 = 1 + a+ an (3.4.28)

i per tant
w̃(τRPn) = 1 + a+ a2 + ...+ an−1 (3.4.29)

D’aquest últim exemple dedüım el teorema

Teorema 3.29. Si existeix una immersió de RP 2r en R2r+k aleshores k té que ser almenys
2r − 1.

El que hem demostrat amb el teorema 3.29 és que el teorema 3.26 que acabem de citar de
Whitney ens dona la millor fita possible per a k, és impossible trobar-ne una millor per a
varietats compactes.

3.4.3 Nombres de Stiefel-Whitney i cobordisme

Comencem aquesta secció amb una definició:

Definició 3.30. Dos varietats diferenciables tancades M i N de dimensió n direm que
estan en la mateixa classe de cobordisme1 sii la seua unió disjunta M t M2 és la
frontera d’una varietat diferenciable compacta de dimensió (n+ 1). Es pot comprovar que
les classes de cobordisme defineixen una relació d’equivalència.

1Hem decidit traduir cobordism com cobordisme i no “covorisme” seguint el criteri que es gasta en anglés
que és respectar l’arrel francesa de bord.
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L’estudi de aquesta relació d’equivalència es coneix com a cobordisme, un problema natural
a determinar és si donades dos varietats diferenciables saber si estan o no en la mateixa
classe de cobordisme. Aplicant els nombres de Stiefel-Whitney anem a donar un criteri
necessari i suficient per comprovar-lo.

Figura 3.2: Exemple de cobordisme, la varieta M1 està en la mateixa classe de cobordisme
que M2.[MS74, pg. 53]

Recordem el següent teorema de topologia:

Teorema 3.31. Tota varietat diferenciable compacta és homeomorfa a un subconjunt tri-
angulat de l’espai euclidià, a més l’homeomorfisme es pot comprovar que és suau per a cada
śımplex de la triangulació.

Siga M una varietat diferenciable amb vora de dimensió n. Considerem la cadena simplicial
formada per tots els śımplexs de la triangulació, sense especificar una orientació ja que anem
a treballar en Z/2. És immediat que la vora de la cadena coincideix amb la triangulació de
la vora i per tant la cadena anterior defineix un cicle relatiu la classe del qual anomenem
classe fonamental d’homologia denotat com:

µM ∈ Hn(M,∂M ;Z/2) (3.4.30)

Donada una classe de cohomologia ϕ ∈ Hn(M,∂M ;Z/2), per la demostració del teorema
2.46 tenim que si z és un representant d’aquesta i u un representant de µM està ben definida
la correspondència:

h(ϕ)(µM ) = z(u) (3.4.31)

denotarem h(ϕ)(µM ) com ϕ[M ].
Si M no té vora el raonament és el mateix només que no considerem homologia relativa.
En el cas en que la varietat no siga compacta, també podem definir una classe fonamental
d’homologia en Z/2 (vore [MS74, pp. 273-275])
A més a més, l’homomorfisme de connexió ∂ de la successió exacta llarga:

...→ Hn(M,∂M)
∂→ Hn−1(∂M)→ Hn−1(M)→ ... (3.4.32)
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porta µM a µ∂M .
Ara ja estem en condició de definir els nombres de Stiefel-Whitney.
Siguen r1, ..., rn ∈ N tals que r1 + 2r2 + ... + nrn = n. Per a qualsevol fibrat vectorial ξ
tenim el monomi:

w1(ξ)r1 ^ ... ^ wn(ξ)rn ∈ Hn(B(ξ);Z/2) (3.4.33)

En particular, per al fibrat tangent d’una varietat M tenim

Definició 3.32. Definim el nombre de Stiefel-Whitney de M associat al monomi
w1(ξ)r1 ...wn(ξ)rn com:

w1(ξ)r1 ...wn(ξ)rn [M ] := h(w1(ξ)r1 ...wn(ξ)rn)(µM ) (3.4.34)

on h és l’aplicació del teorema 2.46.

Notem que dos varietats M i M ′ tindran els mateixos nombres de Stiefel-Whitney si per a
tot n i per a tota partició p(n) els nombres de Stiefel-Whitney coincideixen.

Exemple 3.33. Anem a estudiar els nombres de Stiefel-Whitney de l’espai projectiu RPn.

Siga τ el fibrat tangent de RPn:

• Si n és parella aleshores wn(τ) = (n+ 1)an 6= 0 i per tant wn[RPn] 6= 0.
A més, w1(τ) = (n+ 1)a 6= 0 i per tant wn1 [RPn] 6= 0.
En particular, si n = 2r, aleshores sabem que w(τ) = 1 + a+ an i per tant només són
no nuls els nombres de Stiefel-Whitney que ja hem considerat, i per tant és no nul.
En cas contrari podem calcular-los aplicant el binomi de Newton amb el teorema del
producte de Whitney.

• Si n és senar, n = 2k − 1, aleshores w(τ) = (1 + a)2k = (1 + a2)k. Per tant, si j és
senar tenim que wj(τ) = 0. Ara bé, tota partició de 2k − 1 ha de tindre almenys
un nombre senar per ser la suma de parells parella aleshores tots els nombres de
Stiefel-Whitney de RP 2k−1 són 0.

Els nombre de Whitney Stiefel tenen una aplicació important́ıssima que es reflecteix en els
següents dos teoremes.

Teorema 3.34. Si tots els nombres de Stiefel-Whitney de M són 0, aleshores M és la
vora d’alguna varietat diferenciable compacta.

Per a la prova consultar [Sto68, pg. 95]

Teorema 3.35. Si M és una varietat diferenciable compacta de dimensió (n + 1) i ∂M ,
aleshores tots els nombres de Stiefel-Whitney de ∂M són 0.
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Demostració. Siga µM ∈ Hn+1(M,∂M ;Z/2) la classe fonamental d’homologia del parell
(M,∂M). Aleshores tenim que l’homomorfisme natural

∂ : Hn+1(M,∂M)→ Hn(∂M) (3.4.35)

i aquest satisfà que ∂(µM ) = µ∂M . Es pot comprovar que l’homomorfisme de connexió δ
de la successió exacta llarga:

...→ Hn(M)→ Hn(∂M)
δ→ Hn+1(M,∂M)→ ... (3.4.36)

és el dual de ∂, és a dir, δ = ∂∗ (vore [Hat01, pp.198-199]).
Per a tot ψ ∈ Hn(∂M), aleshores per com hem definit h al teorema 2.46 es comprova que

h(ψ)(∂(µM )) = h(δ ◦ ψ)(µB) (3.4.37)

Si definim una mètrica riemanniana sobre τM aquest indueix un únic camp vectorial sobre
∂M , el donat pel vector exterior de la nota A.17, aquest per ser una secció no nul·la ens
dona un fibrat trivial ε1 sobre ∂M i per tant, com que és el fibrat normal tenim:

τM |∂M ∼= τ∂M ⊕ ε1 (3.4.38)

Aleshores w(τM |∂M ) = w(τ∂M ⊕ ε1) = w(τ∂M ). Aplicant el que hem raonat abans tenim
δ(wr

1

1 (τM )...wr
n

n (τM )) = 0. i per tant

h(wr
1

1 (τ∂M )...wr
n

n (τ∂M ))(µ∂M ) =

= h(wr
1

1 (τM |∂M )...wr
n

n (τM |∂M ))(∂µM ) =

= h(δ(wr
1

1 (τM |∂M )...wr
n

n (τM |∂M )))(µM ) = 0 (3.4.39)

Per tant, tots els nombres de Stiefel-Whitney són 0.

Corol·lari 3.36. Dos n varietats diferenciables tancades pertanyen a la mateixa classe de
cobordisme sii tots els seus nombres de Stiefel-Whitney són iguals.

És conseqüència dels dos teoremes anteriors. El que hem aconseguit és una caracterització
per comprovar si dos varietats estan en la mateixa classe d’equivalència.
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Apèndix A

Varietats Diferenciables

Aquesta secció es dedica a definir i enunciar propietats sobre les varietats diferenciables,
s’assumeix que el lector està mı́nimament familiaritzat amb les varietats. Com que el co-
neixement de les varietats no és l’interés d’aquest treball no es demostra res ni es comprova
que tot estiga ben definit ja que són coneixements elementals de topologia diferencial estu-
diats a nivell de grau. Hem gastat com a referència principal apunts del grau [Bal22], no
obstant el lector interessat pot consultar [GP74] i [Lee12].

Gèrmens

Simplement una definició per alleugerar la notació d’aquest apèndix, es gastarà molt pun-
tualment en el treball.

Definició A.1. Si X,Y, Z són espais topològics i x ∈ X, aleshores definim:

Si U, V ⊂ X són entorns oberts de x i f : U → Y , g : V → Y direm que defineixen el
mateix germen en x, si existeix W ⊆ U ∩ V entorn obert de x en el qual coincideixen
Això defineix una relació d’equivalència i a cada classe li direm germen d’aplicació en x,
el denotem f : (X,x)→ Y o f : (X,x)→ (Y, y) si f(x) = y ∈ Y

• Si en la classe existeix un representant que és cont́ınua, direm que el germen d’apli-
cació cont́ınua. A més, si f : U → germen continu i tenim g : W ⊆ Y → Z on W
entorn obert de f(x) es pot definir la composició de gèrmens.

• Si en la classe existeix un representant que és un homeomorfisme, direm que el germen
d’homeomorfisme.

• Un germen f : (Rn, x0)→ (Rm, y) es diu suau/de classe Ck si té un representant tal
que és suau/de classe Ck.
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A.1 Definició de varietat i espai tangent

Ara definim les varietats diferenciables.

Definició A.2 (Varietat topològica). Una varietat topològica M de dimensió n és un espai
topològic localment homeomorf a Rn i Hausdorff.

Açò no ens dona realment l’estructura que volem per poder diferenciar i derivar. Aleshores
definim.

Definició A.3 (Atles i cartes). Donat un espai topològic M , un atles de classe Ck i
dimensió n, n, k ∈ N, és una famı́lia d’homeomorfismes, els quals anomenarem cartes,

A = {ϕα : Uα ⊆M → Aα ⊆ Rn}α∈I (A.1.1)

on I és un conjunt d’́ındex qualsevol i Uα, Aα són conjunts oberts per a tot α ∈ I. Tals
que:

1. {Uα}α∈I és un recobriment de M .

2. Donats α, β ∈ I i x ∈ Uα ∩ Uβ el germen

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕβ(Rn, ϕα(x))→ ϕα(Rn, ϕβ(x)) (A.1.2)

de classe Ck. Quan es compleix aquesta condició direm que les cartes són compatibles
i a l’aplicació ϕβ ◦ ϕ−1

α li direm aplicació de transició.

Direm que dos atles A i A′ són compatibles si A ∪ A′ és també un atles. És molt fàcil
demostrar que ser compatible defineix una relació d’equivalència entre atles i a cada classe
[A] li direm estructura suau o diferenciable de dimensió n.
A més, es pot demostrar que per a cada estructura diferenciable existeix un únic atles
A′ ∈ [A] de manera que A és maximal respecte de la inclusió.

Definició A.4. Una varietat diferenciable de dimensió n és un parell (M, [A]), on M
és un espai topològic 2AN i Hausdorff i [A] és una estructura suau de dimensió n en M .

Nota A.5. Les propietats de les varietats diferenciables permeten demostrar, tal com es
pot trobar en qualsevol llibre introductori a la topologia diferencial, que aquesta definició
implica que podem suposar que M ⊂ R2n, topologitzat com a subespai de R2n amb la
topologia usual, i que k =∞.

Definició A.6 (Varietat amb vora). Si a la definició d’atles substitüım Rn per Hn, (el
semiplà superior tancat) amb la topologia relativa obtenim la definició de varietat dife-
renciable amb vora.
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Direm que un punt és de l’interior de M si en un entorn del punt M és localment home-
omorfa a Rn i direm que és de la vora en cas contrari. Es pot demostrar que la vora és
una varietat diferenciable d’una dimensió n− 1.

Definició A.7 (Funció suau). Donades M,N varietats diferenciables, direm que el germen
d’aplicació cont́ınua1 f : (M,x) → (N, y) és suau en x ∈ M si existeixen ϕ : (M,x) →
(Rn, u0) carta de M i ψ : (N, y)→ (Rk, v0) carta de N , de manera que l’aplicació:

f := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : (Rn, u0)→ (Rn, v0) (A.1.3)

és suau, a aquesta aplicació se la denomina representació local de f , (el representant depén
de les cartes la suavitat no) i ens dona el següent diagrama commutatiu:

(M,x) (N, f(x))

(Rn, u0) (Rk, v0)

f̂

ϕ ψ

f

(A.1.4)

Si f : (M,x)→ (N, f(x)) és suau per a tot x ∈M , direm que f és suau. Si a més f bijectiva
i la seua inversa suau direm que és un difeomorfisme i que M i N són difeomorfes.

Proposició A.8. La composició d’aplicacions suaus és suau, igual amb els gèrmens.

Proposició A.9. Tota aplicació suau és cont́ınua.

Espai tangent

Donat M una varietat diferenciable, denotem OM al conjunt de les aplicacions suaus f :
M → R. És clar que si definim la suma i producte de funcions de la manera natural
obtenim que OM és una R-àlgebra. Anàlogament, donat x ∈ M si considerem OM,x com
al conjunt dels gèrmens f : (M,x)→ R també és una R-àlgebra.
Siga CM,x := {α : (R, 0) → (M,x)/ α germen suau }. Aleshores podem definir la relació
d’equivalència:

α, β ∈ CM,x, α ∼ β⇐⇒(f ◦ α)′(0) = (f ◦ β)′(0) ∀f ∈ OM,x (A.1.5)

Definició A.10. Definim l’espai tangent a M en x com:

TxM =
CM,x

∼
(A.1.6)

Direm que [α] ∈ TxM és un vector tangent a X en x0. Es comprova que té una única
estructura de R-espai vectorial.

1Per a aquesta definició no cal que siga cont́ınua, és prou que donades les cartes ϕ : U → A carta de M
i ψ : V → B, compleixen que x ∈ U i f(U) ⊆ V .
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Com que té estructura d’espai vectorial, ens interessa descriure la base.

Definició A.11. Siga M una varietat diferenciable i siga φ : (M,x)→ (Rn, u0) una carta
en x ∈ M . Donat i ∈ {1, ..., n} on dim(M) = n, definim el i-èssim vector coordenat
com:

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

:= [γi] ∈ TxM (A.1.7)

on γi = φ−1(u0 + tei) ∈ CM,x i ei = (0, ..., 0,
i)

1, 0, ..., 0) ∈ Rn.

Teorema A.12. Si M és una varietat diferenciable amb dimensió n, aleshores una base
de TxM és: {

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

}n
i=1

(A.1.8)

li direm base canònica o base de vectors tangents coordenats.

Definició A.13. Donat f ∈ OM,x denotem la derivada d’una funció respecte ∂/∂xi|x
com:

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

(f) :=
∂f

∂xi
(x) (A.1.9)

A més es comprova que, si f = f ◦ φ−1:

∂f

∂xi
(x) =

∂f

∂ui
(u) (A.1.10)

on u1, ..., un són les coordenades de Rn, i la banda dreta la derivada parcial d’anàlisi.

Definició A.14. Siga f : M → N una aplicació suau entre varietats i x ∈ M es defineix
la diferencial de f en x com l’aplicació:

dfx : TxM −→ Tf(x)N

v 7−→ dfx(v) := [f ◦ α]
(A.1.11)

on v = [α]. Es pot comprovar que aquesta aplicació està ben definida.

Proposició A.15. En les condicions de la definició anterior:

• És una aplicació lineal.

• Cumpleix la regla de la cadena, és a dir, si g : N → Y aplicació suau entre varietats:

d(g ◦ f)x = dgf(x) ◦ dfx (A.1.12)
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• Si φ : (M,x)→ (Rn, u) i ψ : (N, f(x))→ (Rk, v) són cartes de M i N amb funcions
coordenades x1, ..., xn i y1, ..., yk respectivament. Aleshores la matriu dfx en les bases
canòniques dels espais tangents coincideixen amb la matriu jacobiana de f en u i és
igual a: (

∂fi
∂xj

(x)

)
, fi := yi ◦ f (A.1.13)

Per a varietats amb vora es pot definir igual l’espai tangent i a més tenim la següent
propietat.

Proposició A.16. Si X és una varietat amb vora de dimensió n aleshores ∂X és una
subvarietat de dimensió n− 1 i per a cada x ∈ ∂X es té que Tx∂X ve generat pels vectors:{

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

}n−1

i=1

(A.1.14)

és a dir la base de TxX menys l’últim vector.

Nota A.17. Com a conseqüència tenim que Tx∂X és l’hiperplà donat pels vectors tangents
tals que v(xn) = 0 on xn és la coordenada n-èssima en una carta qualsevol. Aleshores Tx∂X
divideix TxX en vectors interiors (v(xn) > 0) i exteriors (v(xn) < 0).

A.2 Teoremes i definicions auxiliars de varietats

En aquesta part inclourem els teoremes i definicions que facen falta per a la resta del
treball.

Teorema del rang constant, immersions i submersions

Definició A.18. Donada una aplicació suau f : M → N entre varietats, es defineix el
rang de f en x com el rang de la diferencial dfx. Es defineix igual per a gèrmens. Direm
que el germen f : (M,x)→ (N, y) té rang constant si existeix un representant que té rang
constant.

Teorema A.19 (Teorema del rang constant). Siga f : (M,x) → (N, y) germen de rang
constant r. Aleshores existeixen cartes φ : (M,x) → (Rn, 0) i ψ : (N, y) → (Rk, 0)tals que
la representació local de f és:

f : (Rn, 0) −→ (Rk, 0)

(u1, ..., un) 7−→ (u1, ..., uk, 0, ..., 0)

(A.2.1)

Definició A.20. 1. Direm que f : M → N és una immersió en x ∈ M si dfx és
injectiva, igual per a gèrmens i si ho és en tots els punts direm que f immersió.
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2. Direm que f és encaix si és una immersió injectiva tal que f : X → f(X) és
homeomorfisme.

3. Si M és una varietat i N ⊂M és un espai topològic tal que i : N ↪→M és un encaix,
direm que N és una subvarietat de M .

Proposició A.21. Siga f : M → N un encaix. Aleshores, f(M) és una subvarietat de N
i per a tot x ∈M tenim que Tf(x)f(M) = Im dfx.

Definició A.22. Direm que f : M → N és una submersió en x ∈ M si dfx és sobrejec-
tiva, igual per a gèrmens i si ho és en tots els punts direm que f submersió.

Definició A.23. Si f : M → N és una aplicació suau direm que y ∈ N és valor regular
si per a tot x ∈ f−1(y) tenim que f és submersió.

Teorema A.24 (Teorema del valor regular). Siga f : M → N una aplicació suau entre
varietats de dimensió n i k i y ∈ N un valor regular tal que f−1(y) 6= aleshores Z = f−1(y)
és una subvarietat de M , codimZ = dimN i a més:

TxZ = ker dfx (A.2.2)

Exemple A.25. Considerem f : Rn+1 → R donat per f(x1, ..., xn+1) = x2
1 + ... + x2

n−1

és clar que 1 és valor regular i que f−1(1) = Sn, per tant tenim que TxS
n = ker dfx =

(x1, ..., xn)⊥.

Espai tangent global

Si definim l’espai tangent a M com:

TM = tx∈MTxM (A.2.3)

anem a vore que podem topologitzar a TM . Definim π : TM →M que a cada corba li fa
correspondre el punt de la corba. Com que M és una varietat considerem A = {ϕα : Uα →
Aα}α∈I l’atles maximal de M . Definim el següent:

• Vα = π−1(Uα) ⊆ TM per a tot α ∈ I

• Wα = Aα × Rn ⊂ Rn × Rn obert.

• Si (λ1, ..., λn) són coordenades del vector v en la base de l’espai tangent
{

∂
∂ϕiα

∣∣∣
x

}n
i=1

definim
φα : Vα −→ Wα

v 7−→ φα(v) = (ϕ (π(v)) , λ1, ..., λn)
(A.2.4)
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Siga Ã = {φα : Vα → Wα}α∈I , anem a vore que defineix un atles de dimensió 2n. Prime-
rament considerem la topologia en TX que té com a base d’oberts:

B = {φ−1
α (V ) : α ∈ I, V ⊂Wα, V ∈ Tu} (A.2.5)

La propietat de ser 2AN ve del fet que M i Rn és 2AN, és Hausdorff, perquè per una banda
M és Hausdorff aleshores dos corbes centrades en diferents punts tenen oberts disjunts en
M , U i V i tenim que π−1(U)∩π−1(V ) = ∅ són els entorns oberts que buscàvem. Per altra
banda si les dos corbes corresponen al mateix punt estàn en el mateix Vα, aplicant que Ã
és un atles, obtenim que és homeomorf a un obert de R2n, per tant els podem separar per
entorns disjunts.

Teorema A.26. La famı́lia Ã és un atles de dimensió 2n si dim X = n.

Només cal destacar que la inversa de les cartes ve donada per:

φ−1
α : Wα −→ Vα

(u, a) 7−→
∑n

i=1 ai
∂
∂xi

∣∣∣
ϕ−1
α (u)

(A.2.6)

Teorema de Borsuk-Ulam

No anem a vore l’enunciat del teorema de Borsuk-Ulam sinó una conseqüència directa que
és:

Teorema A.27. Si f : Sk → Rk+1\{0} és una aplicació senar, aleshores f interseca cada
recta que passa pel 0 almenys 1 vegada.

La demostració d’aquest teorema i l’enunciat del teorema de Borsuk-Ulam es pot trobar a
[GP74, pp. 91-93].
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Apèndix B

Espais paracompactes

Aquest apèndix té com a únics objectius, definir espais paracompactes, particions de la
unitat i demostrar que tot espai paracompacte i Hausdorff és normal i que per a tot espai
regular existeix una partició de la unitat associada a cada recobriment. Hem gastat com a
referència principal [Eng89, Caṕıtol 5].

Definició B.1. Un espai topològic X és normal o T4 si per a cada parell de conjunts
tancats disjunts C i D existeixen oberts U, V C ⊆ U , D ⊆ V tals que U ∩ V = ∅. En el
cas particular que la propietat siga certa quan B és un punt només direm que és regular
o T3.

Teorema B.2 (Lema de Urysohn). Si X és un espai topològic normal, aleshores per a
cada parell de subconjunts tancats disjunts A i B existeix una funció cont́ınua f : X → I
tal que f(x) = 0 per a tot x ∈ A i f(x) = 1 per a tot x ∈ B.

Demostració. Per a cada q ∈ [0, 1] ∩Q definim l’obert Vq ⊂ V a partir de les condicions:

1. Vq ⊂ Vq′ , si q < q′

2. A ⊂ V0 i B ⊂ X\V1

Considerem una successió {qi}ni=1 ⊆ [0, 1] ∩ Q, amb q1 = 0 i q2 = 1, qi 6= qj si i 6= j i
∪i∈N{qi} = [0, 1] ∩ Q que sabem que existeix per ser els racionals numerables. Per ser
normal, existeixen U i V tals que A ⊂ U i B ⊂ V amb U ∩ V , en particular X\B ⊂ X\V
i per tant si prenem V0 = U i V1 = X\B satisfan (2).
Si definim la condició (3.k) com:

Vqi ⊂ Vqi , si qi < qj , i, j ≤ k (B.0.1)

És clar que V0 i V1 satisfan la condició (3.2). Ara anem a raonar per inducció, suposem
que Vqi estan definits per a i < n, n ≥ 2 i que satisfan (3.n). Si ara denotem ql i qm als
elements:

ql = max
i≤n
{qi/ qi < qn+1}, qm = min

i≤n
{qi/ qi > qn+1} (B.0.2)
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tenim per (3.n) que V ql ⊂ Vqm . Raonant com abans per ser normal trobem U obert tal que
Vql ⊂ U ⊂ U ⊂ Vqm . Si considerem Vqn+1 := U és clar que Vq1 , ..., Vqn+1 satisfà la condició
(3.n+1). Aleshores aplicant inducció obtenim una successió {Vqi}∞i=1 que satisfà (1) i (2).
Ara definim la funció f : X → I definida com:

f(x) =

{
infq∈[0,1]∩Q{q/x ∈ Vq}, si x ∈ V1

1 si x ∈ X\V1

(B.0.3)

Per la condició (2) tenim que f(A) ⊂ {0} i f(B) ⊂ {1}. Per tant només cal demostrar que
és cont́ınua. Si demostrem que f−1([0, a[), a ≤ 1 i f−1(]b, 1]), b ≥ 0 són oberts aleshores ja
tindrem que és cont́ınua.
Per una banda, f(x) < a sii existeix q < a tal que x ∈ Vq, aleshores

f−1([0, a[) =
⋃
r<a

Vr (B.0.4)

és obert. Per altra banda, f(x) > b sii existeix q′ > b tal que x /∈ Vq′ , aplicant la condició
(1), existeix q > r tal que x /∈ V q′ . Aleshores,

f−1(]b, 1]) =
⋃
r>b

X\Vq = X\
⋂
r>b

V q (B.0.5)

és obert. Per tant f és cont́ınua.

Definició B.3. Siga X un espai topològic.

1. Un recobriment obert A = {Ai}i∈I és un refinament d’un recobriment obert de
B = {Bj}j∈J si per a tot j ∈ J existeix i ∈ I tal que Bj ⊆ Ai.

2. Un recobriment obert A és localment finit si per a tot x ∈ X existeix un entorn
U tal que U ∩Ai 6= 0 només per a una quantitat finita de i ∈ I.

3. X és paracompacte si tot recobriment obert admet un recobriment localment finit.

4. X és localment compacte si tot punt admet una bade d’entorns compactes.

Lema B.4. Per a tota famı́lia localment finita {Ai}i∈I tenim que⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

AI (B.0.6)

Demostració. És clar que Ai ⊆ ∪i∈IAi per a tot i ∈ I. Per tant només cal provar l’altra
inclusió. Com que la famı́lia és localment finita per a cada x ∈ ∪i∈IAi existeix un entorn
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U tal que el conjunt I0 = {i ∈ I/U ∩ Ai 6= ∅} és finit. Per definició de punt d’adherència
tenim que x /∈ ∪i∈I\I0Ai i com que:

x ∈
⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I0

Ai
⋃ ⋃

i∈I\

Ai (B.0.7)

Aleshores x ∈
⋃
i∈I0 Ai =

⋃
i∈I0 Ai ⊂

⋃
i∈I Ai.

Lema B.5. Siga X un espai paracompacte i Hausdorff i A,B un parell de conjunts tancats.
Si per a cada x ∈ B existeixen oberts disjunts Ux i Vx tals que A ⊂ Ux i x ∈ Vx, aleshores
existeixen U, V oberts disjunts tals que A ⊂ U i B ⊂ V

Demostració. La famı́lia {Vx}x∈B ∪ {X\B} és un recobriment obert de X, per ser para-
compacte existeix un refinament {Wi}i∈I localment finit. Siga I0 = {i ∈ I/ Wi ∩ B 6= 0}
aleshores {Wi}i∈I0 és un recobriment obert de B i a més A ∩W i = ∅ per a tot i ∈ I0.

Aplicant el lema anterior tenim que ∪i∈I0W i és tancat, per tant U = X\∪i∈I0 W i és obert
i triant V = ∪i∈I0Wi, tenim que U i V satisfan les condicions de l’enunciat.

Proposició B.6. Tot espai paracompacte i Hausdorff és normal.

Demostració. Considerem x ∈ X i C un conjunt tancat tal que x /∈ C, en les condicions
del lema anterior considerem A = {x} i B = C, per ser Hausdorff és clar que es satisfan
les hipòtesi del teorema i existeixen dos oberts U, V disjunts tals que x ∈ U i C ⊆ V .

Ara donats dos conjunts tancats disjunts C i D apliquem el fet anterior a C i cada punt
de D, aleshores obtenim les hipòtesi del lema i obtenim que X és regular.

Definició B.7. Una partició de la unitat és una famı́lia de funcions cont́ınues tal que

{λi : X → [0, 1]}i∈I tal que
∑
i∈I

λi(x) = 1 (B.0.8)

Notem que la convergència de la sèrie implica que λi(x) = 0 llevat d’un nombre finit de
funcions.

La partició de la unitat és localment finita si per a cada punt n’hi ha un entorn de manera
que totes les funcions són nul·les llevat de λi1 , ..., λik on i1, ..., ik ∈ I.

Una partició de la unitat està subordinada a un recobriment A de X si el recobriment
{λ−1(]0, 1])}i∈I és un refinament de A.

Lema B.8. Si X és és regular i per a cada recobriment de X, {Ui}i∈I existeix un refinament
localment finit, aleshores existeix un recobriment localment finit tancat {Fi}i=I tal que
Fi ⊆ Ui per a tot i ∈ I.
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Demostració. Com que sabem que és regular tenim que existeix B recobriment obert de X
tal que per a tot i ∈ I existeix W ∈ W tal que W ⊂ Ui, això és degut a que si considerem
el tancat X\Ui i un punt x ∈ Ui aplicant la condició de regularitat podem extraure entorns
oberts disjunts Ux i UX\Ui i és clar que ad(Ux) ∩X\Ui = ∅.
Siga {Aj}j∈J un refinament localment finit de B, per a cada j ∈ J existeix i(j) ∈ I tal que
Aj ⊆ Ui(j), siga Fi = ∪i(j)=iAj , pel lema B.4 tenim que és tancat i a més la famı́lia {Fi}i∈I
és un refinament localment finit i tancat de {Ui}i∈I ja que Fi ⊆ Ui per a tot i ∈ I.

Teorema B.9. Si X és paracompacte i Hausdorff aleshores cada recobriment obert té un
refinament localment finit amb una partició de la unitat subordinada a aquest.

Demostració. Com que X és paracompacte i Hausdorff en particular és regular aleshores
tenim la condició del lema anterior aleshores per a cada recobriment obert A existeixen
U = {Ui}i∈I un refinament obert localment finit de A i un refinament tancat localment
compacte {Ti}i∈I de U amb Ti ⊆ Ui. Pel lema de Urysohn B.2, per a cada i ∈ I existeix
gi : X → I tal que gi(x)|X\Us = 0 i gs|Ti = 1. Com que U és localment finita la funció
g(x) =

∑
i∈I gi(x) està ben definida i és cont́ınua. Per tant si considerem {fi := gi/g}i∈I

tenim que és una partició de la unitat subordinada a A.

Nota B.10. El rećıproc també és cert, però no el necessitarem.
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Apèndix C

Teoria de categories elemental

La teoria de categories històricament naix de l’estudi de la topologia algebraica i la co-
homologia això fa que siga un poc inevitable dependre d’ella. Aquest apèndix té com a
objectiu definir conceptes bàsics de teoria de categories intentant sempre posar exemples
relacionats en el treball. En particular, com que els ĺımits i coĺımits tenen especial re-
llevància en les demostracions del caṕıtol de Cohomologia śı hem fet un parell d’exercicis
que es gastaran per provar propietats necessàries. Per redactar aquest apèndix hem gastat
com a referències [Dol80, Caṕıtol 1] i [Rie19].

C.1 Categories

Definició C.1. Una categoria C consisteix en

1. una classe d’objectes, denotada com Ob(C ).

2. Per a cada parell X,Y ∈ Ob(C ) una classe de morfismes o fletxes de X a Y , el
denotem com C (X,Y ). Si α ∈ C (X,Y ), aleshores li diem a X domini de α i a Y
codomini de α, també podem escriure α : X → Y o X

α→ Y . En el cas particular que
Y = X escriurem C (X,X) = EndC (X)

3. Per a cada terna X,Y, Z ∈ Ob(C ), existeix una aplicació de C (X,Y ) × C (X,Z) a
C (X,Z) anomenada composició. La imatge de (α, β) es denota com β ◦ α o βα.

Aquestos han de complir els següents axiomes:

• Associativitat. Si X
α→ Y

β→ Z
γ→W , aleshores, γ ◦ (β ◦ α) = (γ ◦ β) ◦ α.

• Existència de identitat. Per a cada X ∈ Ob(C ) existeix un morfisme X
idX−→ X

tal que:
α ◦ idX = α, idY ◦ α = α, on X

α−→ Y (C.1.1)

a més aquesta és única ja que idX = idX ◦ id′X = id′X .
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Exemple C.2. • La categoria dels conjunts C = Set. Els objectes són conjunts i
C (X,Y ) són les aplicacions entre X i Y .

• La categoria dels espais topològics C = Top. Els objectes són els espais topològics i
C(X,Y ) les aplicacions cont́ınues entre X i Y .

• La categoria C = Htpy. Els objectes són els espais topològics i C(X,Y ) les classes
d’homotopia d’aplicacions cont́ınues entre X i Y .

• Tot conjunt parcialment ordenat es pot vore com a categoria C . Triem Ob(C ) = C
i C (X,Y ) = ∅ si X � Y i C (X,Y ) és una única fletxa si X ≤ Y .

• Siga R un anell commutatiu aleshores definim C = ModR. Els objectes són R-
mòduls i els morfismes R-homomorfismes. Anàlogament, donat un R-mòdul graduat
definim GrModR com la categoria dels R-mòduls graduats on els morfismes són els
homomorfismes de R-mòduls graduats.

• Siga R un anell commutatiu aleshores definim C = ChR. Els objectes són complexos
de cadenes sobre R i C (X,Y ) aplicacions de cadenes de X a Y .

• Donada una categoria C , definim la categoria oposada, C op, com la categoria que
té els mateixos objectes. Ob(C ) = Ob(C op) i C op(X,Y ) = C (Y,X) i la composició
◦C op és defineix com β◦C opα = α◦C β. És clar que és una categoria i que (C op)op = C .

• Donat R un anell commutatiu unitari tenim que C = SkewR és la categoria on els
objectes són R-àlgebres anticommutatives i els morfismes són morfismes d’àlgebres.

Definició C.3. Una categoria C on Ob(C ) és un conjunt direm que és xicoteta.
Una categoria C on la classe dels morfismes és un conjunt direm que és una categoria
localment xicoteta, de normal anem a treballar sempre en categories localment xicotetes,
aleshores

Definició C.4. Donat una categoria C i f ∈ C (X,Y ), definim f és un isomorfisme si
existeix g ∈ C (Y,X) tal que gf = 1X i fg = 1Y . A més, direm que X i Y són isomorfs si
existeix un isomorfisme entre els dos, el denotarem com X ∼= Y .

Exemple C.5. • En Set els isomorfismes són les bijeccions.

• En Top els isomorfismes són els homeomorfismes.

• En Htpy els isomorfismes són les equivalències d’homotopia.

• En (N,≤) els únics isomorfismes són les fletxes identitat n ≤ n.

Definició C.6. Si C i C ′ són categories, direm que C ′ és una subcategoriasubcategoria
de C si:
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1. Ob(C ′) ⊂ Ob(C )

2. C ′(X ′, Y ′) ⊂ C (X ′, Y ′) per a tot X ′, Y ′ ∈ Ob(C ′).

3. les composicions de α ∈ C ′(X ′, Y ′) i β ∈ C ′(X ′, Y ′) coincideixen en C i C ′.

4. els morfismes identitat de X ∈ Ob(C ′) coincideixen en C ′ i C .

Si a més C ′(X ′, Y ′) = C (X ′, Y ′) per a tot X ′, Y ′ ∈ Ob(C ) direm que és una subcategoria
plena anàlogament si ob(C ) = ob(C ′) direm que és una subcategoria ampla.

Exemple C.7. • La categoria dels conjunts finits és una subcategoria plena de Set.

• Donat R un anell commutatiu la categoria dels R-mòduls anticommutatius, és a dir,
que el producte compleix que a · b = −b · a, C = SkewR és una subcategoria plena
de ModR.

Objectes inicials i terminals.

Definició C.8. Siga C una categoria, direm que I ∈ Ob(C ) és inicial si per a tot X ∈
Ob(C ) existeix un únic morfisme I → X. Anàlogament, direm que T ∈ Ob(C ) és terminal
si per a tot X ∈ Ob(C ) existeix un únic morfisme X → T .

Exemple C.9. • Z és inicial en la categoria dels anells, ja que per a qualsevol anell R
es pot definir un únic homomorfisme f : Z→ R donat per f(1Z) = 1R i f(0Z) = 0R.

• En Set i Top el conjunt buit ∅ és final i els conjunts d’un únic punt són terminals.

Proposició C.10. Donats dos objectes inicials o dos objectes terminals U i U ′ existeix un
únic isomorfisme U → U ′.

Demostració. Considerem el cas en què són inicials. Com que U és inicial existeix un

únic morfisme U
u→ U ′ i un únic morfisme U

idU→ U , com que U ′ és inicial existeix un únic

morfisme U
u′→ U ′. Ara bé, com que u′◦u : U → U està ben definit per unicitat u′◦u = idU ,

fent el mateix raonament arribem a que u ◦ u′ = idU ′ , i per tant u és isomorfisme.
La prova per a terminals és completament anàloga.

C.2 Functors

Definició C.11. Siguen C i D categories. Un functor (covariant) T de C a D , T : C →
D és:

1. una correspondència T : Ob(C )→ Ob(D).

2. aplicacions TXY : C (X,Y )→ D(TX, TY ) per a cada X,Y tals que:
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• T (β ◦ α) = (Tα) ◦ T (β) per a tot X
α→ Y

β→ Z en C .

• T (idX) = idTX per a tot X ∈ Ob(X).

Un functor contravariant de C a D és un functor de C op a D , només que en la condició
(2) canviem TXY : C (Y,X)→ D(TX, TY ) i T (β ◦ α) = (Tα) ◦ (Tβ).

Exemple C.12. • El functor identitat idC : C → C , donat per idC (X) = X i
idC (α) = α, per a tots els objectes X i morfismes α de C .

• Si T : C → D i U : D → E són functors aleshores la composició és un functor
UT : C → E definit com (UT )X = U(TX) i (UT )(α) = U(Tα), per a tots els
objectes X i morfismes α de C .

• Donat D ∈ Ob(D) fix definim el functor constant T : C → D de manera que TX = D
i Tα = idD per a tots els objectes X i morfismes α de C .

• Donat Top i Htpy podem definir el functor Htp : Top → Htpy que deixa invariants
els objectes i du cada aplicació cont́ınua a la seua classe d’homotopia.

• Siga R un anell, definim el functor contravariant HomR(−, R) : ModR → ModR, on
HomR(−, R) = HomR(X,R) per a tot objecte de ModR i donat α ∈ ModR(X,Y )
definim HomR(−, R)(α) = α∗ : HomR(Y,R) → HomR(X,R) on α∗(β) = β ◦ α on
β ∈ HomR(Y,R).

Transformacions naturals

Definició C.13. Siguen C ,C ′ categories i siguen F,G : C → C ′ functors, direm que α :
F → G és una transformació natural, si és una correspondència que a cada X ∈ Ob(C )
li associa:

αX : FX → GX (C.2.1)

i a més, per a cada morfisme f ∈ C (X,Y ) tenim el diagrama commutatiu:

FX GX

FY GY

αX

Ff Gf

αY

(C.2.2)

Adjuncions

Donat A
f−→ B un morfisme en una categoria localment xicoteta C , per a cada X ∈ Ob(C ),

definim les aplicacions

Hom(X,A)
f∗→ Hom(X,B)

h 7→ f ◦ h
, Hom(B,X)

f∗→ Hom(A,X)
h 7→ h ◦ f

(C.2.3)
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Definició C.14. Para cada objecte X ∈ Ob(C ), definim el functor

Hom(X, •) : C → Set (C.2.4)

que actua de manera que A 7→ Hom(X,A) i f 7→ f∗.
Anàlogament, definim el functor

Hom(•, X) : C op → Set (C.2.5)

que actua de manera que A 7→ Hom(A,X) i f 7→ f∗.

Donats dos functors L : C → C ′ i R : C ′ → C una adjunció consisteix en donar a cada
objecte X de C i Y de C ′ una bijecció

HomC ′(LX, Y )
ηX,Y−→ HomC (X,RY ) (C.2.6)

de manera que es satisfà

• Per a tot objecte X ∈ ob(C ) i tot morfisme Y
f→ Y ′ de C ′ es té el diagrama commu-

tatiu:

HomC ′(LX, Y ) HomC ′(LX, Y
′)

HomC (X,RY ) HomC (X,RY ′)

f∗

ηX,Y ηX,Y ′

(Rf)∗

(C.2.7)

• Per a tot objecte Y de C ′ i tot morfisme X
f→ X ′ en C es té el diagrama commutatiu:

HomC ′(LX
′, Y ) HomC ′(LX, Y )

HomC (X ′, RY ) HomC (X,RY )

(Lf)∗

ηX′,Y ηX,Y

f∗

(C.2.8)

En aquest cas direm que L és adjunt a esquerra de R o que R és adjunt a dreta de L.
Per a la definició formal d’adjunció i el cas contravariant vore [Rie19, Caṕıtol 4].

Exemple C.15. • El functor contravariant HomR(−, R) : ModR → ModR és adjunt
a dreta de śı mateix.
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C.3 Ĺımits i coĺımits

Definició C.16. Siga J una categoria xicoteta. Un diagrama D en forma J en una
categoria C és un functor D : J → C .

Exemple C.17. • Considerem la categoria • donada per un únic punt i la fletxa iden-
titat, un diagrama D de forma • en C és un objecte en X ∈ C .

• Considerem la categoria definida pel diagrama commutatiu

J =

• •

• •

=

1 2

3 4

(C.3.1)

Un diagrama de forma J consisteix en 4 objectes i 4 fletxes formant el diagrama
commutatiu:

X1 X2

X3 X4

(C.3.2)

Les fletxes identitat no es dibuixen sinó que les deixem impĺıcites.

• Si considerem com a J els naturals amb la relació d’ordre usual (N,≤). Un diagrama
D amb forma (N,≤) sobre C és una successió d’objectes de C {Xn}∞n=0 amb morfismes

Xn
fn→ Xn+1.

Recordem que en l’exemple C.12 ja hav́ıem definir el functor constant ctX : J → C .

Definició C.18. Un con c sobre D amb zenit X és una transformació natural:

ctX
c

=⇒ D (C.3.3)

És a dir, un con és una col·lecció de morfismes {X
λj→ Xj}j∈Ob(J) tals que per a qualsevol

morfisme j
f−→ k en J , tenim el diagrama commutatiu:

X

Xj Xk

λj λk

Df

(C.3.4)

Als morfismes λi i ∈ J els direm potes del diagrama.
Anàlogament definim un con c sota D o cocon sobre D amb nadir X com una transfor-
mació natural:

D c
=⇒ ctX (C.3.5)
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És a dir, un cocon és una col·lecció de morfismes {Xj
λj→ X}j∈Ob(J) tals que per a qualsevol

morfisme j
f−→ k en J , tenim el diagrama commutatiu:

Xj Xk

X

Df

λj λk

(C.3.6)

Igual que abans als morfismes λi i ∈ J els diem potes.

Exemple C.19. • Si considerem la categoria (Z,≤), donat un subconjunt S ⊆ Z
considerem la subcategoria (S,≤) i el diagrama donat per la inclusió (S,≤)

D→ (Z,≤).
Aleshores una fita inferior x de S és un con sobre D amb zenit x i una fita superior
y és un cocon sobre D amb nadir y.

Si considerem dos cons ctX ⇒ D i ctY ⇒ D amb potes {λj : X → Xj}j∈J y {µj : Y →
Xj}j∈J , Una transformació natural ctX ⇒ ctY tal que el següent diagrama és commutatiu

ctX ctY

D

(C.3.7)

és a dir donar un morfismes f : X → Y tal que per a tot j ∈ J tenim que λj = µj ◦ f .
Aquest el podem posar com el diagrama commutatiu:

X

Y

Xj Xk

λj λk

f

µj µk

(C.3.8)

En aquest cas direm que el con ctX ⇒ D factoritza sobre a través el con ctY ⇒ D.

Definició C.20. Un con ctL
l⇒ D és un ĺımit del diagrama D si per a qualsevol altre con

ctX
c⇒ D existeix una única transformació natural ctX

η⇒ ctL, tal que el diagrama següent
commuta:

ctX ctL

D

η

c l
(C.3.9)
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que és el mateix que dir que existeix un únic morfisme X
f→ L de manera que el diagrama

C.3.8 és commutatiu. A aquesta darrera propietat del ĺımit se li diu propietat universal
del ĺımit.
Anàlogament podem definir: un cocon D k⇒ ctK és un coĺımit del diagrama D si per a
qualsevol altre con D c⇒ ctX existeix una única transformació natural ctK

η⇒ ctX , tal que
el diagrama següent commuta:

D

ctK ctX

ck

η

(C.3.10)

que és el mateix que dir que existeix un únic morfisme K
f→ X tal que per a tot j, k ∈ J ,

el següent diagrama commuta:

Xj Xk

K

X

λj

µj

λk

µk

f

(C.3.11)

Aquesta és la propietat universal del coĺımit.

Exemple C.21. • Donat un subconjunt S ⊂ R, si considerem el diagrama donat per
(S,≤) aleshores un ĺımit de D és x = inf S i el diagrama donat per (S,≤)op = (S,≥)
un coĺımit de D és x = supS.

• Si considerem la categoria buida J , tot diagrama D sobre C és buit. Aleshores un
con sobre D és un objecte de C , per definició de ĺımit T és terminal sii és ĺımit del
diagrama buit. Si considerem el cocon sota D obtenim que un objecte és inicial en C op

sii és el coĺımit del diagrama buit. (En aquest sentit podem dir que són universals).

Definició C.22. Una relació ≤ en un conjunt Λ es diu preordenada si és

• Reflexiva. λ ≤ λ per a tot λ ∈ Λ

• Transitiva. λ ≤ µ ≤ ν implica que λ ≤ ν, amb µ, λ, µ ∈ Λ.

Un conjunt preordenat és dirigit si per a cada parell λ, λ′ ∈ Λ existeix µ tal que λ ≤ µ i
λ′ ≤ µ.

124



Exemple C.23. • Tota categoria xicoteta C on per a cada X,Y objectes C (X,Y ) té

un o cap morfisme. La relació de preordre es defineix com X ≤ Y sii existeix X
f→ Y .

• Tot conjunt parcialment ordenat en particular és també preordenat. Qualsevol reticle,
conjunt parcialment ordenat on cada parell d’elements té un suprem i un ı́nfim, és
en particular un conjunt preordenat dirigit.

– Qualsevol subconjunt de Z en la relació d’ordre usual és un reticle, donat un
parell el suprem és el màxim dels dos.

– Donat un grup G, el conjunt dels subgrups amb la relació d’ordre definida per
H ≤ N sii H és subgrup de N . G és el suprem

– Els oberts d’un espai topològic ordenats per la inclusió. L’espai total i el buit
són el suprem i l’́ınfim respectivament.

• Donat un CW-Complex K, Kn els seus n-esquelets, si considerem el diagrama en
forma N al functor F : (N,≤)→ Top tal que Fn = Kn i F (n ≤ m) = i : Kn ↪→ Km.
És clar que F és una famı́lia dirigida.

Definició C.24. Una famı́lia dirigida és un diagrama amb forma Λ, on Λ és un conjunt
dirigit.

Definició C.25. Siga J un conjunt dirigit un cocon sota D en forma J en C és un

objecte K i uns morfismes {Xj
λj→ K}j∈J tal que per a tot i ≤ j, el següent diagrama és

commutatiu:

Xj Xk

K

D≤

λj λk

(C.3.12)

El coĺımit de D es diu ĺımit directe de la famı́lia dirigida i és un cocon amb nadir denotat
com lim−→

j∈J
Xj .

Per definició de coĺımit, per a qualsevol altre cocon amb nadir K existeix un únic morfisme
lim−→
j∈J

Xj → K tal que per a tot i ≤ j el següent diagrama és commutatiu:

Xi Xj

lim−→
j∈J

Xj

X

D≤

f

(C.3.13)
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Definició C.26. Siga J un conjunt dirigit un con sobre D en forma J en C és un objecte X

i uns morfismes {X
λj→ Xj}j∈J tal que per a tot i ≤ j, el següent diagrama és commutatiu:

X

Xi Xj

λi λj

D≤

(C.3.14)

El ĺımit de D es diu ĺımit invers de la famı́lia dirigida i és un con amb zenit denotat com
lim←−
j∈J

Xj .

Per definició de ĺımit, per a qualsevol altre con amb zenit X existeix un únic morfisme
X → lim←−

j∈J
Xj tal que per a tot j ≤ k el següent diagrama és commutatiu:

X

lim←−
j∈J

Xj

Xj XkD≤

(C.3.15)

Exemple C.27. En la categoria Top, ModR i també en altres categories algebraiques
existeix el ĺımit directe de qualsevol famı́lia dirigida i té la forma següent:
Si la famı́lia dirigida ve donada per {Xj}j∈J i ρlk : Xl → Xk els morfismes si l ≤ k. Definim
el conjunt:

X =

⊔
j∈J

Xj

 / ∼ (C.3.16)

on ∼ denota la relació d’ordre que donats i, j ∈ J existeix k ∈ J tal que i ≤ k i j ≤ k. Siga
xi ∈ X i xj ∈ Xj aleshores (xi, Xi) ∼ (xj , Xj) sii ρik(xi) = ρjk(xj). Els morfismes que fan
commutar el diagrama són la projecció al quocient de ρlk.

Exemple C.28. Anem a vore com els ĺımits directes en Top on la famı́lia dirigida són
espais topològics encaixats coincideixen en la topologia de Whitehead o Weak Topology.
Considerem el conjunt dirigit (N,≤). Suposem que X0, ..., Xk, ... és una famı́lia d’espais
topològics encaixats, amb la inclusió com als morfismes.
Tenim el que l’espai X total serà el de l’exemple anterior, ara bé, per la relació d’equi-
valència, si considerem i, j ∈ N, podem assumir que j ≤ k (o al contrari).Per tant tindrem
que (x,Xj) ∼ (x′, Xk) sii ρjk(x) = ρkk(x) és a dir sii i(x) = idXk(x′) sii x = x′, per tant
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X = ∪n∈NXn. A més les projeccions al quocient passen a ser només les inclusions.
Per a que X siga el ĺımit directe primer necessitem que ij : Xj ↪→ X siguen cont́ınues,
aleshores la topologia més fina tal que eixes aplicacions són cont́ınues està continguda en
TX . Aquesta topologia, T es defineix de manera que l’antiimatge de qualsevol obert de X
té que ser obert en Xi és a dir, i−1

j (U)∩Xj obert per a qualsevol j ∈ J . Això és equivalent
a dir que U és obert sii U ∩ Xj és obert en Xj , aquesta és precisament la topologia de
Whitehead. Pel que hem dit abans, T ⊆ TX .
Ara considerem el mateix espai només amb la topologia de Whitehead (X, T ), és clar que
tenim un cocon sobre {Xi}, per la propietat universal, tenim el diagrama commutatiu:

Xj Xk

(X, TX)

(X, T )

i

i

i

i

i

g

(C.3.17)

Per a que el diagrama siga commutatiu és clar que g ha de ser la identitat, per tant la
inversa és cont́ınua ja que T ⊆ TX i té que ser cont́ınua per ser morfisme aleshores és un
homeomorfisme i T = TX .

Proposició C.29. Si tenim dos famı́lies dirigides sobre el mateix conjunt dirigit {Ai}i∈I i
{Bi}i∈I i existeix el ĺımit invers de les cada una, L i L′ respectivament, i a més existeixen

isomorfismes Ai
fi→ Bi i un morfisme L

σ→ L′ tal que el següent diagrama és commutatiu:

L L′

Ak Bk

. . .
. . .

Ai Bi

σ

fk

f...

fi

(C.3.18)

Aleshores, L
σ→ L′ és un isomorfisme.
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Demostració. El primer que ens adonem és que al ser commutatiu el diagrama L és el zenit
d’un con sobre la famı́lia dirigida {Bi}i∈I al considerar L

σ→ L′ → Bi, per la propietat
universal el morfisme σ és únic. A més, si considerem f−1

k és clar que la composició

L′ → Bk
f−1
k→ Ak (C.3.19)

Ens defineix una sèrie de morfismes donen un con amb zenit L sobre la famı́lia dirigida

{Ai}i∈I , per la propietat universal existeix un únic morfisme L′
δ→ L tal que el diagrama

aquest commuta. Ara anem a vore que idL′ = σ ◦ δ.
Considerem el diagrama commutatiu:

L′ L L′

Aj

Bj Ai Bj

Bi Bi

δ σ

fj
hji

f−1
j

fif−1
i

(C.3.20)

Aquest diagrama el que fa es dibuixar un con amb zenit L′ sobre la famı́lia dirigida {Bi}i∈I

només que ara els morfismes són L′ → Bj
f−1
j→ Aj

fj→ Bj , per la propietat universal existeix
una única fletxa L′ → L′ que fa el diagrama commutar, però δ ◦ σ i idL′ també fa el
diagrama commutar aleshores idL′ = σ ◦ δ. Anàlogament es comprova que δ ◦ σ = idL i
per tant σ és un isomorfisme.

Finalment enunciem un teorema que ens serà útil:

Teorema C.30 (RAPL). Els functors adjunts a dreta preserven ĺımits. És a dir, si tenim
un diagrama D : J → C i té ĺımit L i R : C → C ′ és un functor adjunt a dreta, tenim
aleshores el diagrama:

R ◦ D : J → C ′ (C.3.21)

té com a ĺımit RL.

La demostració es pot trobar a [Rie19, Teorema 4.5.2]. El nom RAPL, ve de l’anglés Right
Adjoint Preserve Limits.
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