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Capitulo 1

Integrales de Linea

1.1. Vectores

1.1.1. Producto escalar euclideo y norma euclidea

Definicién 1.1.1 Llamamos producto escalar euclideo en R™ a la aplica-
cion del producto cartesiano R™ x R™ en los numeros reales R, que viene
dada por la siguiente expresion

n
(@1, 22, s ), (Y1, Y20 000 Yn)) = T1Y1 + T2y + oo+ Tl = > Tl
=1

Proposiciéon 1.1.2 Las propiedades fundamentales del producto escalar
son:

a) (z,z) >0 para todo v € R"\ {0} y (z,z) =0 siz =0,
b) (z,y) = (y, ) Yo,y € R",
c) 2Aw,y> = Nz, ),

d) (x +y,2) = (x,2) + (y, 2).

Ejemplo 1.1.3 Siv = (4,-1,3) yw = (—1,—-2,5). El producto escalar de
estos dos vectores es:

(v,w) = ((4,—1,3), (—1,-2,5)) = 4(—1) + (~1)(—2) + 3(5) = 13

Definicién 1.1.4 Dado un vector (x1,...,x,) € R™ llamamos norma eu-
clideana de dicho vector a:

H(x1,...;zn)|| = —I—\/<(1‘1, s )y (T eey ) =
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Este concepto da lugar a la nocién de longitud del vector (z1, ..., zy) (ver
en el plano y en el espacio tridimensional, la relacion de este concepto con
la distancia al origen).

Proposicion 1.1.5 Las propiedades fundamentales de la norma euclidea
son:

&) 2] > 0 y o] =0 &z =0.

b) [[Azl| = [ Al

¢) Desigualdad de Cauchy-Schwarz |(z,y)| < ||z||||y]|-

¢) Desigualdad triangular: ||z + y|| < ||z|| + [Jy]|-

Prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Si alguno de los dos vectores = o y es el vector nulo, entonces la desigual-
dad es evidente.

Supongamos que z,y # 0. En este caso podemos introducir los vectores
unitarios a = ”i—” y b= ﬁ Para estos dos nuevos vectores se cumple:

0< fla—bl*=(a—ba—b)=lal*+[b]* - 2(a,b) = 2 — 2(a,b).
Las desigualdades anteriores no dicen que (a,b) < 1. Por lo tanto,

(@, y) < [=[lllyll-

Por dltimo, reemplazando el vector z por —z obtenemos el resultado.

Ejemplo 1.1.6 La norma euclidea del vector v = (—1,1,0) es |v|| =
[(-L L0 =+ V(12 + T2 407 = +2.

El dngulo de dos vectores no nulos del plano o del espacio tridimensional v
y w se define como el dngulo en radianes 6 € [0, 7| que forman las semirectas
que tienen como origen el origen de coordenadas y pasan por los puntos v y
w respectivamente.

Veamos como en el caso de vectores no colineales en el plano el producto
escalar estd relacionado con el angulo que forman dichos vectores.

Sean a,b dos vectores del plano que sean linealmente independientes.
Entonces podemos formar el triangulo de lados a b y a — b si llamamos h a
la altura de dicho triangulo y # al angulo que forman los vectores a y b se
tendra:

h = llalsin(8), bl = [lallcos(0) + v/[la = b]|* — h?
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Con lo cual
(1ol = llallcos(8))* = llall* + |Ib]* — 2{a, b) — [|al|* sin*(6)
De donde se desprende que,
161 + llal|* cos*(8) — 2all bl cos(8) = [lall* + [|b]|* — 2{a, b) — [|a][* sin*(6)
Ahora simplificando la expresién queda que:

{a,0) = lla[[[[b]| cos(8).

Este concepto de angulo se puede generalizar a R™ de la siguiente forma:

Definicion 1.1.7 Dados dos vectores no nulos a,b € R™ llamaremos angu-
lo formado por dichos vectores al siguiente nimero real:

(a.b)
Talo” € 107

6 := arc cos(

La definicién anterior nos permite ver que si v y w son dos vectores no
nulos, entonces (v, w) = ||v||||w|| cos(8).

Definicion 1.1.8 Dos vectores v y w se llaman perpendiculares u ortogo-
nales si (v, w) = 0.

Ejemplo 1.1.9 Los vectores de la base candnica de R? son ortogonales.
En efecto, si calculamos su producto escalar nos queda:

(e1,€2) = ((1,0),(0,1)) = 1(0) + (0)1 = 0.

1.1.2. Proyecciones.

Sean v y w dos vectores de R™ con origen comun. Si trazamos la perpen-
dicular por el extremo de v a la recta que contiene a w, queda determinado
un vector, que se llama el vector proyeccion de v sobre w, y que denotaremos
por P(v,w).

Se comprueba de forma facil que dicho vector viene dado por:

P(v,w) = <\|U1;f|r2> w.
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Una de las aplicaciones importantes del producto escalar y de las proyec-
ciones se da en el campo de la fisica, cuando hay que calcular la cantidad de
trabajo realizada por una fuerza constante. Se define el trabajo realizado W
por una fuerza constante de direccion la trayectoria rectilinea de un objeto,
como el nimero Fd, donde F' es la magnitud de la fuerza y d la distancia
recorrida.

Vamos ahora a considerar el caso de una fuerza que actua en otra direc-
cion.

Experimentalmente se comprueba que, cuando una fuerza F' mueve un
objeto sobre una recta desde el punto P hasta @, (con lo cual el vector
desplazamiento viene dado por PQ la magnitud del trabajo realizado es la
norma del vector proyeccién de F sobre P() multiplicado por la distancia
recorrida, i.e.,

W = | P(F, PQIPQIl = [(F. PQ)]

Ejemplo 1.1.10 Supongamos que el viento ejerce una fuerza de 2500 new-
tons sobre la vela de un barco en direccion 30° NE. Hallar el trabajo realizado
por el viento cuando desplaza el barco 100m hacia el norte.

Sabemos que ||F|| = 2500newtons. El vector desplazamiento es PQ =
(0,100), luego ||(0,100)|| = 100m. Por lo tanto

F = (2500 cos(60°), 2500 sin(60°)) = (1250, 12501/3)

Asi, el trabajo realizado es

W = (1250, 1250+/3), (0, 100)) = 125000v/3 julios

1.1.3. El Producto cruz ( o vectorial) de dos vectores del
espacio tridimensional.

Sean a = (ay,az2,a3) y b = (b1, ba,b3) dos vectores de R3. A partir de
estos dos vectores podemos construir un nuevo vector de la siguiente forma:

a x b = (agbs — azba, azby — a1b3, arbs — azby),

a dicho vector lo llamaremos vector producto cruz (o producto vectorial)
de los vectores a y b. Una regla formal para recordar la construccion de
dicho vector es la de desarrollar por menores de la primera fila el siguiente
determinante:
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el ey e3
axb=|a1 a ag|= (a2b3 — agbz)el + (agbl — a1b3)62 + (albg — agbl)eg
b1 by b3

Si calculamos la norma del producto vectorial de los vectores a y b tene-
mos lo siguiente:

||CL X b”2 = (CLng — CL3()2)2 + (a3b1 — a1b3)2 + (a1b2 — a2b1)2 =
(af + a3 + a3) (] + b5 + b5) — (arby + asbs + ashy)

Lo que nos dice:
la > b||* = HaH2llgH2 - (<avb>%2 L
= llall*[|b}| — [la]l*|[b]]* cos*(6)

= HaHillez - Hzalleb!F(l — sin?(0)) ’
= [lal[*][b]|* sin*(6)

de donde se obtiene que
[la x bl = [lall[|b]|] sin(8)],

pero como 6 es el &ngulo que forman los vectores a y b se tendra que 6 € [0, 7]
y por lo tanto sin(f) > 0, luego podemos afirmar que

la > bl = [all[[b] sin(6).

Teorema 1.1.11 Sean a,b dos vectores de R3. El producto cruz de los
vectores a y b cumple las siguientes propiedades:

1. bxa=—(axb),
2. a X b es un vector ortogonal a los vectores a y b,

3. a y b son linealmente dependientes si, y solo si, a X b= 0.

Por el apartado (2) del teorema anterior se concluye que el vector a x b es
un vector ortogonal al plano generado por a y b, con longitud ||a||b|| sin(f).
Sin embargo, hay dos vectores que pueden satisfacer estas condiciones. Para
determinar cual de los dos vectores representa a x b se usa la regla de la
mano derecha”: Si se coloca la palma de la mano derecha de forma que sus
dedos se curven desde a en la direcciéon de b en un angulo 6, el dedo pulgar
apuntara en la direccién de a x b.
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Siay b son colineales ( linealmente dependientes), sin(6) = 0, de manera
que a X b =0. Si a y b son linealmente independientes, entonces generan un
plano y a x b es un vector perpendicular a ese plano. La longitud de a x b,
coincide con el area del paralelogramo que tiene como lados adyacentes a
los vectores a y b.

Usando el producto cruz podemos interpretar geométricamente los de-
terminantes 2 x 2. Si identificamos los vectores de R? con los vectores del
espacio que tienen la tercera coordenada nula, entonces a = aje; + ageo,
b = biey + bses. Si 0 denota el dngulo que forman ambos vectores, hemos
visto que |la x b|| = ||al/]|b]|| sin(€)|. Como la norma del producto vectorial
representa el area del paralelogramo con lados adyacentes a y b,

€1 €y €3
axb= ar a9 0= (a1b2 — agbl)eg.
by by O

Entonces ||a x b| es el valor absoluto del determinante

ap a2

bl bg = a1b2 — agbl.

De aqui se obtiene que el valor absoluto del determinante anterior es el
area del paralelogramo que tiene como lados adyacentes los vectores a =
ajei + azez, b = brey + baes.

1.2. Parametrizacion de curvas

1.2.1. Trayectorias

Definicién 1.2.1 Dado un intervalo cerrado y acotado [a,b], llamaremos
trayectoria o camino en R™ a toda funcidn continua o : [a,b] — R™.

» Al punto a(a) lo llamaremos punto inicial del camino.
» Al punto a(b) lo llamaremos punto final del camino.
» Cuando a(a) = a(b) diremos que la trayectoria es cerrada.

» Llamaremos arco parametrizado por « al conjunto o* = «([a,b]) C
R™.
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Ejemplo 1.2.2 Si f : [a,b] — R es una funcion continua, entonces G(f)
es un arco en R? que viene parametrizado por el siguiente camino:

a:a,b] = R az) = (z, f(z))
es claro que a([a, b)) = G(f).

Ejemplo 1.2.3 La circunferencia S = {(z,y) : 2% +y* = R?} es un arco
en el plano que viene parametrizada por

a:[0,21] - R?* a(f) = (Rcos(f), Rsin(h))
es claro que a([0,27]) = S.

Hay que tener presente que un arco puede tener muchas paramentriza-
ciones:

Ejemplo 1.2.4 El conjunto A = {(x,y) : z,y >0, 2>+ y? = 4} es un
arco en el plano que puede ser paramentrizada por:

a:[0,2] = R? a(x) = (z,+V4—22)
es claro que a([0,2]) = A.

3o, g] — R () = (2cos(h), 2sin(6))

es claro que ([0, 5]) = A.

~ 1 [0, g] —R2 ~(0) = (25in(6), 2 cos(h))

es claro que ¥([0, 5]) = A.

Definicién 1.2.5 Diremos que un arco C = «([a,b]) es simple si a es
inyectiva en [a, b].

El siguiente resultado pretende mostrar la relacion existente entre dos
paramentrizaciones de un mismo arco simple.

Lema 1.2.6 Sea I un intervalo de R, supongamos que s : I — R es conti-
nua e inyectiva. Entonces s es estrictamente mondtona.

Prueba. Aplicar el teorema de Bolzano.
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Teorema 1.2.7 Consideremos los intervalos cerrados y acotados I = [a, b]

y J = [e,d]. Supongamos que f : I — R™, g : J — R™ son funciones
continuas las cuales son parametrizaciones del mismo arco simple. Entonces
existe una funcion continua y estrictamente mondtona s : I — J tal que

ft)=g(s(t)), Vtel.

Prueba. Como ¢ es inyectiva, se cumple que g : J — g(J) es biyectiva
y por lo tanto existe la funcién inversa g=! : g(J) — J. Veamos que g~ ! es
continua.

Sea y € g(J) y sea y, € g(J) tal que y, — y. Tenemos que demostrar
que g~ (yn) = 97 (y).

Ahora bien, existen x,,z € J de forma que y, = g(x,), y = g(z). Luego
debemos probar que z,, — z, sabiendo que g(z,) — g(x).

Supongamos, para obtener una contradiccién, que (x,) no converge a x.
Como la sucesién (x,,) estd acotada, por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
existird una subsucesion (z,,) convergente a z # z. Como g es continua,
entonces g(zy,) — g(2) # g(x). Lo cual es una contradiccién. Es decir, g=*
es continua en g(J). Finalmente definimos s : I — J como:

s=glof

Esto tiene sentido ya que f y g definen el mismo arco simple f(I) = g(J).
Como s es composicién de funciones continuas entonces es continua.
Ademas, es inyectiva por ser composicion de inyectivas.
Por 1ltimo aplicando el lema anterior se desprende que s es estrictamente
monotona.

g

Definicion 1.2.8 Dadas dos parametrizaciones o : I - R" y 5 : J — R"
de un mismo arco simple, diremos que son equivalentes si existe una funcion
continua y estrictamente creciente s : J — I de forma que f = a o s.

Se puede comprobar que la definicién de parametrizaciones equivalentes
es una relacién de equivalencia, i.e., verifica la propiedad reflexiva, simétrica
y transitiva.

Definicion 1.2.9 Una curva es una clase de equivalencia de representa-
ciones paramétricas.
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1.2.2. Longitud de una trayectoria

Definicién 1.2.10 Sea « : [a,b] — R™ un camino. Definimos la longitud
de la trayectoria o por la siguiente formula:

l() := sup L(«, P) ZHa t;) — a(ti—1)||,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones P = {a =ty < ... <
t, = b} del intervalo [a,b]. Si l(c) es finito decimos que el camino o es
rectificable.

Proposicién 1.2.11 (a) Sea f : I — R™ un camino tal que f(I) es un
arco simple y sea P = {a = tg < ... < t, = b} una particion del
intervalo I. Si se define gi = fli, 1, para k =1,2,...,n. Entonces

£ =" Ugw).
k=1

(b) Sea It := [a,T] y definimos f|r como la restriccion de f a [0,T).
Definimos s(T') := I(f|r), entonces s es una funcion continua para
cada T € I.

(¢) Siaw: I — R™ es un camino y P y Q son particiones del intervalo I
tal que P C @, entonces L(a, P) < L(c, Q).

Es claro que si la parametrizacién « define un arco simple, entonces
podemos definir la longitud del arco como la longitud de dicha parametri-
zacién. El siguiente resultado muestra que la longitud de un arco simple es
independiente de la parametrizacién que seleccionemos.

Teorema 1.2.12 Sean o : I — R" 5 : J — R" dos representaciones del
mismo arco simple. Entonces l(a) = I(53).

Prueba. Por el Teorema 1.2.7, sabemos que existe una funcién continua
y estrictamente monétona s de forma que o = o s. Sean P = {to,...,tn} y
Q = {70, ..., Tm} dos particiones de I y J respectivamente. Llamamos

n

:ZHa(ti)— (ti—1) Lﬂ—ZHﬁ (1i) = B(Ti=1)]]-

i=1
Cada particion @ del intervalo J se puede obtener mediante una particién
P de I llamando
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(i) 7 = s(t;) si s es estrictamente creciente o

(ii) poniendo 7; = s(t,—;) si s es estrictamente decreciente.

En el caso (i) estd claro que 5(7;) = a(t;) parai =0,2,...,n.. En el caso
(i), B(7i) = a(tn—i)-

En ambos casos las sumas L, y Lg son iguales y por lo tanto I(«) = ().

O

Cuando las trayectorias son suficientemente diferenciable los métodos del
calculo pueden usarse para obtener su longitud.

Dado un camino en R, i.e.; una funcién continua = : [a, b] — R". Escri-
biremos

h) — ()
1(4) = 7(
7(®) h—>t,1hm€[a,b} h—t

)

si tal limite existe. Observemos que si ¢t €]a, b[ entonces 7/(t) existe si, y s6lo
si, v es diferenciable en el punto ¢.

Ahora, vamos a extender el concepto de funcién de clase C? a intervalos
cerrados.

Definicién 1.2.13 (i) Sea « : [a,b] — R"™ una trayectoria. Diremos que
a es de clase C9 en [a,b] si existe oD (t) y oD es continua en [a,b].

(ii) Diremos que « es de clase C9 a trozos, si existe {a = tg < t1 <
e < tp—1 <ty = b} de forma que « es de clase C? en cada intervalo
[ti1,ti].

Lema 1.2.14 Sea P = {to, ..., t,,} una particion del intervalo [a,b] y deno-
tamos por ||P|| la longitud del subintervalo mds largo de P. Para cualquier
funcién continua f : [a,b] = R y para cada seleccion uj € [tj_1,t;] se tiene
que

m b
1131/|n—1>0; fui)(ti —ti-1) = /a f(t)dt.

Prueba. Como f, por el teorema de Heine-Cantor, es uniformemente
continua, para cada € > 0 existe § > 0 tal que

[f(x) = fly)| <e
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siempre que |z — y| < 6 con x,y € [a,b]. Ahora consideremos una particién
P con 0 < ||P|| < . Entonces

S S (i)t~ tia) = [7 ()t \ P (F) = F()t
= Zl 1]%1 L ‘f u;) — f(t)]dt
< Ezzzl(tz ti-1) =¢€(b—a)

O

Teorema 1.2.15 Sea a : [a,b] — R™ una trayectoria de clase C*. Entonces
« es rectificable y ademds
b
/
~ [l ®)ar
a

Por definicién de longitud sabemos que

Prueba.

o) = sup{z la(t;) — altiz)|| : P = {to,....tn} € P([a,b])}.

Por otra parte, por definicién de trayectoria de clase C', sabemos que
existe la funcién o : [a,b] — R™ y es continua. Por lo tanto, la funcién que
asocia t € [a,b] — ||&/(¢)|| es una funcién continua sobre [a,b] y por lo tanto
es integrable Riemman en dicho intervalo. Lo cual significa:

b
/ o ()| dt < co.

Luego, por el lema anterior, dado € > 0 existird 6 > 0 tal que si |P| < 0,

entonces
)t — i) / o/ (1)t
para cada §; € [t i—1,tz‘[.

Si escribimos o mediante sus funciones coordenadas se tendra que o =
(a1, ..., ) donde cada una de las funciones coordenadas oy, : [a,b] — R es
continua en [a, bly derivable en |a,b[. Entonces dada la particién P por el
teorema del valor medio sabemos que existe &; € [ti—1,t;] tal que

<e€

(i) — ap(tio1) = o (Ere) (ti — tio1).
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Con lo cual,

Z la(ts) — a(ti-)|| = Z (Z(ak(&n)y) (t: —tiz1).

=1 \k=1

Ahora teniendo en cuenta el teorema de Heine-Cantor sabemos que las
funciones coordenadas ¢y son uniformemente continuas y por lo tanto si la
norma de la particién es suficientemente pequena, se cumplird que oy (z) =

ak(y) cuando z,y € [t;—1,t;]. Con lo cual para particiones suficientemente
finas se podrd encontrar &; € [t;—1, ;[ tal que
> <Z(a;€(£ki))2> (ti—tii) =Y <Z(0¢;@(§i))2> (t; —ti-1).
i=1 \k=1 i=1 \k=1

Lo que acabamos de ver es que si P es una particién lo suficientemente
fina se tiene que

)= |la(t) —azlll~ZHa&H ti) /”a V.
i=1

O

Corolario 1.2.16 Sea «v: I — R" un camino de clase C' a trozos. Enton-
ces « es rectificable y ademds (o f |/ (t)||dt.

Prueba. Sea P = {to,..., m} una particién de [a,b] tal que «o; :=

a][t ;] es de clase C! para cada j = 1,2, ...,m. Por el teorema anterior

]17

)= [ ']

tj—1

Consecuentemente « es rectificable ya que:

m

=S e =% / " o) .
j=1 j=17ti—1

Como la funcién t — [|o/(t)|| estd bien definida en cada punto del inter-
valo salvo a lo sumo en un nimero finito de puntos y es acotada y continua
en su domonio de definicién. Por el teorema de Lebesgue-Vitali dicha funcién
es integrable Riemann en [a, b].

De las propiedades de la integral de Riemann se concluye que

b
- / o (8) ldt.
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Definicién 1.2.17 Sea « : [a,b] — R™ una trayectoria. Diremos que o es
suave si « es de clase Ct y o/ (t) # 0 para todo t € [a, b].

Ejemplo 1.2.18 Calcular la longitud de una circunferencia de radio R >
0.

Consideremos la parametrizacion de la circunferencia dada por a(0) =
(Rcos(0), Rsin(0)). Claramente, esta trayectoria es suave ya que

o' (0) = (=Rsin(0), Rcos()) # (0,0).

Por lo tanto,

27 27
I(a) = / (= Rsin(6), Reos(0))|d0d = B [ do = 27 R.
0 0

1.3. Integracion de campos.

La integral de linea fue inventada para resolver problemas relativos a
movimientos de fluidos, electricidad, magnetismo o campos de fuerzas.

1.3.1. Campos vectoriales

Definiciéon 1.3.1 Un campo vectorial en R™ es una funcion continua f :
UCR" - R".

Asigna un vector a un punto. Los campos vectoriales son de utilidad
para representar campos de fuerza o campos de velocidad.

Supongamos que « : [a,b] — R3 es suave de forma que el arco parame-
trizado por a estd contenido en un abierto U. Si queremos evaluar el trabajo
hecho sobre un objeto moviendose en un campo de fuerzas F : U C R? — R3
alo largo del arco o desde el punto a(a) hasta a(b), debemos tener en cuen-
ta los siguientes principios basicos:

1. El trabajo sélo depende de la componente de la fuerza que actua en
la misma direccién en la que se mueve el objeto,

2. El trabajo realizado por un campo constante Fy que mueve un objeto
entre dos puntos que forman un segmento, en la direccién de la fuerza,
es el producto || Fyl|| por la longitud del segmento.
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Recordemos que

)
T = @]

es un vector unitario, tangente al arco en el punto a(t) y la longitud de
alit;_,,¢,) es aproximadamente [la(t;) — a(tj—1)[| = [lo/(¢;)[|(t; — tj-1).

Entonces, si consideramos una particién P lo suficientemente fina del
intervalo [a, b], el trabajo hecho para mover la particula desde «(t;—1) hasta
a(tj) es, aproximadamente

(F(a(t;), T(t;)) - llo (t)I1(t5 — tj—1)-
Luego una buena aproximacién del trabajo realizado para mover una

particula a lo largo de o es:

m

D (F(alty)), T(t))lla' ()1t — tj-1)-

=1

Teniendo en cuenta el Lema 1.2.14, es razonable definir el trabajo reali-
zado por la fuerza F' sobre la particula que se mueve a lo largo de o como:

b
W / (F(at)), o/ (£))dt.

Definiciéon 1.3.2 Sea F' : U C R"™ — R"™ un campo vectorial y o un camino
de clase C! a trozos tal que o* C U. Llamaremos integral de linea de F a lo
largo de a a:

/QF = /ab<F(a(t)),a’(t))dt.

Ejemplo 1.3.3 Clacular la integral de linea del campo vectorial F(x,y, z) =
(z,y,2) a lo largo de la trayectoria « : [0,27] — R3 definida por a(t) =
(sin(t), cos(t), ).

2m
/ Fds = / ((sin(t), cos(t),t), (cos(t), —sin(t),1))dt =
a 0
2

2m
/ (sin(t) cos(t) — sin(t) cos(t) + t)dt = / tdt = 272,
0 0
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1.3.2. Formas diferenciales

A veces para simplificar la resolucién de algunos problemas concretos
asi como para encontrar conexiones con el teorema general de Stokes, es
conveniente adoptar otro punto de vista para las integrales de linea. La
observacién esencial es que cada vector v € R” define una forma lineal:

v : R" — R definida por ¢, (h) = (v, h).

Reciprocamente, para cada forma lineal L : R™ — R se le puede en-
contrar un y sélo un vector v € R™ tal que L = ¢,. Observar que v :=

(L(61)7 L(€2)7 ey L(en))
Esto significa que si definimos la aplicacién
I':R" — (R")* como I'(v) = ¢y,

es un isomorfismo lineal.
Denotemos por dz; las formas lineales asociadas al vector de la base
candnica e;. Esto es,

dzj(h) = (ej, h) =

Se sigue facilmente que si v = (vy, ... Un) entonces ¢, es la siguiente

forma lineal: .
Yy = Z vj - dxj.
i=1
De este modo podemos identificar vectores con formas lineales, con lo
cual es bastante natural identificar campos vectoriales sobre un conjunto
U C R” con aplicaciones que asocian a cada punto de U una forma lineal.

Definicién 1.3.4 Sea U un subconjunto abierto. Una forma diferencial de
grado 1 sobre U es una aplicacion

w:UCR" — (R")".

A la formas diferenciales de grado 1, también las llamaremos 1-formas
diferenciales. Para cada x € U y h € R" se tiene:

w(x)(h) = fil (Z filz da:l> (h).
=1

Entonces w(z) = Y., fi(x)dx; para cada € U. Lo abreviaremos escri-
biendo:
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w= Zn: fidx;.
=1

Una 1-forma diferencial w se dird que es continua o de clase C si sus
componenetes f; son todas funciones continuas o funciones de clase C'?. En
adelante asumiremos que las 1-formas son siempre continuas.

Observemos que si w(z) es la forma lineal asociada con el vector F/(z) =
(f1(x), ..., fn(z)), estudiar la 1-forma w es equivalente a estudiar el campo
vectorial F. Es decir, interpretaremos la 1-formas diferenciales y los campos
vectoriales como dos formas diferentes de visualizar un mismo objeto ma-
tematico. Cuando formulemos problemas que vienen de la Fisica o ingenieria
usar campos vectoriales parece el camino més correcto. No obstante, para
resolver problemas con herramientas matematicas es mas frecuente expre-
sarlas mediante formas diferenciales.

Ejemplo 1.3.5 Sea g: U — R una funcién de clase C'! sobre el abierto U.
La diferencial de g en un punto € U es la aplicacion lineal

dg(z):R" - R
dada por
" dg dg
dg(e)(h) = 30 S @i = 3 £ ()dai(h),
=1 ¢ % v
por lo tanto
dg = dx;
=1 8:1:1

Como cada derivada parcial de g es una funcién continua, concluimos
que la aplicacién = € U — dg(x) es una 1-forma diferencial continua que la
representamos por w = dg. Asi que, el ejemplo anterior muestra que la nocién
de 1-forma diferencial es una generalizacién del concepto de diferencial de
una funcién.

Definicion 1.3.6 Sea w una 1-forma diferencial continua sobre el abierto
U y sea «: [a,b] = R™ una trayectoria de clase C* a trozos tal que o* C U.

Entonces )
[ o= [ wtatin@ o
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Observemos lo siguiente: Siw = Y1 | fidz; se tiene:

[e=] b(i; fla®)de (o) = [ bizn;fi(a(t))(aé(t))dt - [

Donde F' = (fi,..., fn) es el campo vectorial asociado con la 1-forma
diferecnial w = fidx1 + ... + fodz,.

1.3.3. Cambio de pararemtro.

La integral de linea fa F' depende del campo vectorial y también de la
trayectoria «. En esta seccién analizaremos qué ocurre cuando reemplazamos
« por otra trayectoria que define el mismo arco.

Definicién 1.3.7 Sea « : [a,b] — R™ y B : [¢,d] — R" dos trayectorias.
Diremos que son equivalentes (o —~ ) si existe una aplicacion de clase C!
¢ : la,b] = [c,d] suprayectiva tal que ©'(t) > 0 para todo t € [a,b] y ademds
a=foop.

Como ¢ es una biyeccién estrictamente creciente se tendra que ¢(a) = ¢
y ¢(b) = d. Luego de la definicién anterior se sigue que si o «~ [3, entonces

3~ a poniendo B = avo o~ 1.

Proposicién 1.3.8 Si a y 8 son dos trayectorias equivalentes y una de
ellas es de clase C' a trozos, entonces la otra tambien lo es y ademds I(a) =

1(B)-

Prueba.

Supongamos que 3 es C! a trozos. Consideremos en este caso P = {ug <
u; < ... < Uy} una particién del intervalo [c,d] tal que By, ., es cl,
i = 1,2,...m. Tomemos para j € {0,1,....,m} t; := ¢ ' (u;). Esta claro que
Q = {to,...,tm} es una particién del intervalo [a, b]. Como sabemos que ¢ es
estrictamente creciente y de clase C'! y la composicién de funciones de clase
C' es una funcién de clase C'!, podemos concluir que a‘[ti—l,ti] = Boplit,_, 1]
es de clase C1.

Por otra parte, se sabe que

d m u;
1) = / 18/ @lldu =3 / 18 (w)|d.
¢ i=1 M-t
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Ahora aplicando el teorema de cambio de variable en cada subintervalo
(lamando u = ¢(t)), se deduce:

o(t;) t;
/ Bl | 1seanie o

(ti—1) tio1

Como ¢'(t) > 0 para todo t € [a,b] nos queda que

/ 1B (1)t = / "B o) @)t

li—1 ti—1

De donde se desprende que
u
/.

i—

18 ()l du = / ().

ti—1

Sumando todas las integrales anteriores se obtiene el resultado.
O

Proposiciéon 1.3.9 Sea w una 1-forma continua en un abierto U y sean
a y 8 dos caminos de clase C' a trozos equivalentes. Entonces

/ w— / w.
a B
Prueba.

Para simplificar lo haremos para trayectorias de clase C'. En este caso
se tiene:

g

Definicién 1.3.10 Sea a : [a,b] — R™ una trayectoria de clase C* a tro-
zo0s. Llamaremos trayectoria opuesta a o y la denotaremos por —a a la
sigquiente trayectoria:

—a:[=b,—a] = R", —a(t) = a(-t).

La trayectoria opuesta define el mismo arco pero éste se recorre en sentido
contrario,i.e., el punto inicial de una pasa a ser el final de la otra y vice versa.
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Definicién 1.3.11 Sean « : [a,b] — R™ y 8 : [¢,d] — R™ dos trayectorias
de clase C' a trozos tal que a(b) = B(c). Llamaremos union de trayectorias y
la denotaremos por U a la trayectoria de clase C* a trozos € : [e, f] — R™
con la siguiente propiedad: Eziste e < r < f tal que

ey~ y &l ~B

Obviamente (aUB)* = a*UB* y aUf se puede expresar con el siguiente
camino

€:[0,1] — R™ donde
_ { a2t —a)+a), 0<t<;
§(t) = { B2t -1)(d—c)+e), L<t<l

Proposicion 1.3.12 Sea w una I-forma continua sobre un abierto U de
R" y sean o, 3,7 tres trayectorias de clase C' a trozos, cuyos arcos estdn
contenidos en U. Entonces

1. f*'vw:_fvw’
2. fauﬁw:faw—i—fﬁw.

Prueba.
S w= S w(v(—t)) (= (—t))dt, haciendo el cambio de variable u =

—t queda:
e ) ()~ [

También tenemos:

Joopw =" [T w(EB)E@)dt+ [T w(e®)(€ (t))at
- fé\[e,r] w+ f&\[r,f] w
= faw+f5w.

g

1.4. Campos conservativos. Formas diferenciales
exactas.

Ejemplo 1.4.1 Sea F : R? — R? el campo vectorial definido por F'(z,y)
(w,y) y consideremos las siguientes trayectorias o : [0,1] — R? y 8 : [0,1]

o
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R? definidas por a(t) = (¢,t) y B(t) = (¢,t?). Si calculamos las correspon-
dientes integrales de linea, se tiene:

AF:/01<(t,t),(171)>dt:/012tdt:1.
/BFZ/01<(t,t2),(1,2t)>dt:/01(t+2t3)dt:1.

La conclusién del ejemplo anterior no es sorprendente ya que la integral de
linea representa el trabajo hecho por el campo de fuerzas F' para mover una
particula a lo largo de una trayectoria y se conoce de la fisica que, bajo la
accién del campo gravitacional, el trabajo es independiente de la trayectoria
y solo depende del punto inicial y del punto final. No obstante, hay campos
de fuerza donde esto no se cumple.

Ejemplo 1.4.2 Sean oy 8 como en el ejemplo anterior y consideremos el
campo vectorial F(z,y) = (—y+ 3,z — 1). Entonces

! 3., 1 Tl 1
F = —t+—,t—=),(1,1))dt = ——dt = ——.
[ F= [t ge=gnma= [ —gar=—
1

/F_/1<(—t2+3t—1)(12t)>dt—/1(t2_t+3)dt_1_
s g2 A

Definicién 1.4.3 Sea F = (f1,..., fn) un campo vectorial sobre un abierto
U de R™ o bien la 1-forma diferencial asociada w = fidxy + ... + fndx, Si
existe una funcion f : U — R de clase C! tal que Vf = F ( o, equivalen-
temente df = w) sobre U, entonces el campo F se llama conservativo y la
1-forma diferencial w se llama exacta. La funcion escalar f es el potencial
del campo conservativo F.

Los campos conservativos tienen un comportamiento similar al dado en
el ejemplo 1.4.1. Este hecho es una consecuencia inmediata del siguiente
resultado, que se puede ver como una generalizaciéon de la regla de Barrow.

Teorema 1.4.4 Sea g : U — R una funcién de clase C' sobre el abierto
Uy~ :la,b — R™ una trayectoria de clase C1 a trozos tal que v* C U.
Entonces

l/v9=gww»—gww»
:



1.4. CAMPOS CONSERVATIVOS. FORMAS DIFERENCIALES EXACTAS.25

Prueba.
Es evidente que dg es la 1-forma asociada al campo vectorial Vg. Ademas,

"0
dg = —gdzx;,
=1
entonces teniendo en cuenta la regla de la cadena se tiene:

(907) (1) = (V(u(0), 7' (1) = D gl (O).
i=1 "

Excepto en un numero finito de puntos. Con lo cual,

b na b
d: / d: O/d.
/;gté(g%mmwm%m>t | @ a

Finalmente, consideremos la particiéon P = {a = ty < ... < t;, = b}de
forma que ’7|[ti—17ti] es de clase C! para 1 < i < m. La regla de Barrow nos
da:

m t;
/@=2/<wwMﬁaM@wmwm
04 i—=1 Yti—1
]

Teorema 1.4.5 Sea F : U C R"™ — R" un campo vectorial sobre el abierto
conezxo U. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. F es conservativo,

2. Siv es de clase C a trozos y v* C U cerrada, entonces

[F=o
gl

3. Siy1 y y2 son de clase C' a trozos tal que vi,~v5 C U y tienen el
mismo punto inicial y final, entonces

/F:/F
71 72
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Prueba.

(1) = (2). Por hipétesis F' es conservativo, entonces existird f : U C
R"” — R de clase C! tal que F = V.

Sea v : [a,b] — U una trayectoria de clase C! a trozos cerrada. Por el
teorema anterior

/szfww»—fwmnzu

(2) = (3). Si~1 y 72 tienen los mismos puntos iniciales y finales, entonces
la trayectoria v = 1 U (—v2) serd cerrada y aplicando (2) se tendréd que

o:/vv!f:/wv]w _WVf.

Ahora teniendo presente las propiedades de la integral de linea se deduce
que
/ F= / F
" Y2

(3) = (1). Como U es un abierto conexo de R"™, entonces U es conexo
por poligonales. Fijemos, xg € U y definimos las funciones potencial de la
forma siguiente:

Para cada = € U, sea 7, la poligonal contenida en U que une el punto

o con x, y definimos
fx) = / F.

La hipétesis (3) significa que la definicién de f no depende de la poligonal
concreta que tomemos. Ahora probaremos que f es una funcién de clase C!
cuyo gradiente coincide con el campo F.

Sea x € U, como U es abierto existira § > 0 tal que B(z,d) C U. Para
cada 1 < j <mny0 < |t <J observamos que si 7, es una poligonal en U
que une el punto xy con x, entonces v, U [z, z + te;] es una poligonal en U
que une o con z + te;. Entonces,

fatiey-f@=[  F-[r=[ F
YaUlz,2+te ] Yo [z,2+te;]
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Supongamos, para simplificar, que ¢ > 0 y paramentrizamos el segmento
[z, z + te;] de la siguiente forma y(s) = x + sej donde 0 < s < t. Si F' =
(f1,--., fn) se tiene

. t
f(x+te;) — fz) = / (F(x + sej), ej)ds = / [i(z + sej)ds.
0 0
Por ltimo,

f(wﬂf@%')*f(x) — f; (z) ‘

Lo (fila + sej) — fi(@))ds

<1 Jo lf (@ + sej) = f(w)lds
< max{|f;j(z + sej) — f(z)|: 0<s <t}

Como las funciones f; son continuas en x, la expresién anterior tiende a
cero cuando ¢ — 0. Luego

of
aTsj(x) = ().

g

Definiciéon 1.4.6 Un abierto U C R"™ se dice que es estrellado respecto de
un punto a € U si el segmento [a,x] estd contenido en U.

Lema 1.4.7 Sea U un abierto estrellado respecto del punto a € U. Si y €
B(xz,R) C U. Entonces el tridngulo con vertices {a,x,y} estd contenido en

U.

Recordemos que el triangulo de vertices {a,z,y} es el conjunto:

{aa+Br+7yy: 0< o, B,yy a+ B+ =1},

La frontera del tridngulo serd la poligonal [a,z] U [z, y] U [y, a].

Teorema 1.4.8 Si U es un abierto estrellado con respecto a a € U, enton-
ces las condiciones del teorema 1.4.5 son equivalentes a:

4. St es la frontera de un tridngulo contenido en U, entonces fv F=0.
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Prueba.
Probaremos que (4) = (1). Definimos la funcién potencial por

f(z) = /[1 F.

Para cada = € U tomamos R > 0 tal que B(z,R) C U. Por el lema
anterior, para cada 1 < j < n y para cada t € R con [t| < R, el tridngulo
con vertices {a,x,x +te;} estd contenido en U. Con lo cual, de la condicién
(4) se desprende que

f(x—}—tej)—f(x):/ F—/ :/ F.
la,x+te;] [a,z] [z, x+te;]

Ahora se puede razonar como en la implicacién (3) = (1) en el Teorema
1.4.5
O

Ejemplo 1.4.9 Consideremos el campo vectorial F : U := R?\ {(0,0)} —
R? definido por

_ Y z
F(ZL‘,y) - (_x2+y2’x2+y2)’

Veamos que F no es conservativo. Sea v : [0,271] — R? donde v(t) :=
(cos(t),sin(t)),. Es claro que esta trayectoria es cerrada y su arco esta con-
tenido en U. Sin embargo,
/ F =27
g

Luego, por el Teorema 1.4.5, F' no puede ser conservativo.
Por otra parte, si consideramos que el dominio de F' es el conjunto V :=
R2\ {(0,y) : y € R} Es facil comporbar que si llamamos

g(@,y) = arctan(?),
T
entonces F' = Vg

El ejemplo anterior pone de manifiesto que el ser o no ser conservativo
depende tanto de la expresion del campo como de su dominio de definicion.

Ejemplo 1.4.10 El campo gravitacional es conservativo.
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Consideremos una particula de masa M localizada en el origen. La fuerza
de atraccién ejercida sobre una particula de masa m localizada en el punto
del espacio (x,y,z) € R3\ {(0,0,0)} es

GMm
V(@2 +y? + 22)3

Donde G es la constante gravitacional. Es decir, F(x,y, z) apunta hacia el
origen y, como la magnitud de la fuerza es la misma en todos los puntos
equidistantes desde el origen parece razonable esperar que ocurra lo mismo

F(z,y,z) = — (x,y, 2).

para su funciéon potencial.
Consecuentemente buscamos una funcién de r = /22 + y% + 22 cuyas
derivadas sean —C’;—éw. Un ejemplo de una funcién de ese tipo es % Con

ello es facil comporbar que
GMm
/1-2 + y2 + 22

satisface que Vf = F, es decir, f es una funcién potencial para el campo
gravitacional.

Es de destacar que en fisica se llama potencial gravitacional a la funcién
V := f. Con lo cual, el trabajo realizado para mover una particula desde un
punto A hasta un punto B es independiente de la trayectoria de la particula
y su valor es la diferencia de los potenciales V(B) — V(A).

f(x7y’z) =

El siguiente resultado nos da una condicién que deben cumplir los cam-
pos conservativos.

Teorema 1.4.11 Sea F : U — R™ un campo conservativo de clase C'
sobre el abierto U y con funciones coordenadas F' = (fi, ..., fn). Entonces

sy _ Ot
ka a$j

(),
para cada eleccion de indices 1 < j,k < n y para cada x € U.

Prueba.

Como F es conservativo y de clase C! | existird una funcién de clase C?
g : U — R de manera que F' = Vg. Calculando las derivadas parciales de
las funciones coordenadas del campo F' se observa que:

0f; d%g
x) =
oxy 01,0

(@),
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8.%']' 8x]3xk
para todo x € U. Ahora teniendo presente el teorema de Schwartz de las
derivadas cruzadas obtenemos el resultado.

O

En particular, si F = (P,Q) es un campo vectorial en el plano defini-

do en un abierto U y ademés es de clase C!, entonces si es conservativo
debera cumplir:

oP 0
Fy(l"y) = aicj(xvy)v

para cada (z,y) € U.

En el caso de campos vectoriales de clase C'! en el espacio F' = (f1, fa, f3)-
Para el estudio de los campos conservativos tiene interes el campo rotacional,
el cual viene dado de la siguiente forma:

RotF(z,y,z) = (% - %,% - %,% — %)
oy 0z 0z ox
Si F' es conservativo, entonces Rot(F')(z,y,z) = 0.

Una técnica interesante para obtener el campo rotacional de F' es el
siguiente: llamemos i = e1, j = eg, k = ez, donde ey, eo, e3 son los vectores
de la base canénica de R3. Entonces

a o] o]
Fy F> Fj3

Observacién 1.4.12 Si un fluido se mueve en una region del plano xy,
se puede imaginar el rotacional como la circulacion del fluido. Una buena
manera de medir el efecto de la circulacion (mdédulo, direccion y sentido)
es colocar una pequena rueda con aspas en el fluido. El rotacional mide la
tasa de rotacion del fluido en el punto P, en el que se coloca la rueda con
aspas, en la direccion de su eje. El rotacional es positivo para la rotacion
en sentido anti horario, y negativo en sentido horario. Sea V(x,y,z) =
(Fi(z,y,2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)) la velocidad de un fluido y supongamos
que introducimos una Tueda con aspas en el fluido, de tal forma que su eje
es el eje z. El fluido tiende a arremolinarse alrededor del eje z haciendo que
giren las aspas. Podemos estudiar el movimiento del fluido mediante el de
las aspas. Se puede ver que la velocidad angular del liquido
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alrededor del eje x es proporcional a (85; — %)
Alrededor del eje y es proporcional a (TFz — %)

Alrededor del eje z es proporcional a (% - %})

Asi la tendencia del fluido a formar un remolino viene dada por rot(V).
En el caso particular en que rot(V) = 0, el fluido no tiene movimiento

rotacional.

Teorema 1.4.13 (Lema de Poincaré) Sea F' = (f1,..., fn) : U CR" —
R™ un campo vectorial de clase C', siendo U un abierto estrellado respecto
de un punto a € U. Si

of; Of

B D = 3, @

para cada eleccion de indices 1 < 5,k < n y para cada x € U. Entonces F es
conservativo.

Prueba.
Definimos g : U — R por

1 1 n
o(z) = /0 (Fla+t(z — ),z — a)dt /0 ; fi(a+ t(e —a))(x; — ay)dt.

Se sigue de los resultados sobre derivacién paramétrica que g es una
funcién de clase C! sobre U y

""fo gi’; a+ t(x - a))t(xk —ag) + fr(a+t(x — a))} dt

—fo Ty — )5 (a+ te — @)t + fula+ 1o - a)| dt
0 dt(fk(a+t(37—a)) Jdt = fr(z),

para cada x € U. Esto prueba que F' = Vg, y por lo tanto F' es conservativo.
O

Corolario 1.4.14 Sea F : U — R? un campo vectorial de clase C' y U un
abierto estrellado. Entonces F' es conservativo si, y sélo si, Rot(F) = 0.
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1.5. Campos escalares

Definicion 1.5.1 Llamaremos campo escalar a toda funcion real de varias
variable continua.

Sea a : [a,b] — R™ una trayectoria de clase C'! a trozos. En este caso en
virtud del Teorema 1.2.15 sabemos que « es rectificable. De este modo, la
correspondiente longitud de arco viene dada por la siguiente integral:

t
s(t) = [ o’ )| du.

La derivada de la longitud de arco tiene por valor:

s'(8) = [l (@)l

Si f:U CR" — R un campo escalar, donde o C U. La integral de
linea de f respecto a la longitud de arco viene dada por:

/af = /abf(a(t))s'(t)dt.

Definicién 1.5.2 Sea « : [a,b] — R™ una trayectoria de clase C* a trozos
y sea f: R™ — R un campo escalar. Llamaremos integral de trayectoria del
campo escalar f sobre la trayectoria o a la siguiente integral

b
[ 1= [ samai
1.5.1. Interpretacién fisica.

Las integrales de trayectoria se presentan en problemas relativos a la
distribucién de masa a lo largo de una curva. Imaginemos una curva C' =
a([a,b]) en el espacio como un alambre delgado de densidad variable. Su-
pongamos que la densidad en cada punto se representa por un campo escalar
f, ie., f(z,y,2) es la masa por unidad de longitud en el punto (z,y, z). La
masa total del alambre vendra dada entonces por

M:/af
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Ejemplo 1.5.3 Calcular la masa total de un alambre que tiene la forma
a([0,2x]) donde a(t) = (cos(t),sin(t),t), sabiendo que su densidad viene
dada por f(z,y,z) = 2% +y? + 22

Segin hemos visto,

M = /Qf = /0%((3052(25) + sin®(t) + tQ)\/(—sin(t))2 + cos?(t) + 1dt =

/%(1 + 12)V2dt = V2[t + tj]ﬁ” = Q‘fﬂ (3 + 47?)
0

1.5.2. Interpretacién geométrica

Consideremos una curva plana que tiene una parametrizacion « : [a, b] —
R? inyectiva y f : R? — R es un campo escalar tal que f(z,y) > 0, entonces
podemos considerar la valla que sobre el plano tiene la forma de «([a,b]) y
en cada punto de la curva «(t) su altura es de f(«(t)). Con lo cual,

/1

representara el area de la valla.

1.6. Teorema de Green

En esta secciéon daremos una primera aproximacion al estudio del Teore-
ma de Green, descubierto en 1828. Este resultado puede considerarse como
una generalizacién del teorema fundamental del calculo y establece una re-
lacién entre la integral de linea y la integral doble.

Definicién 1.6.1 Sea K C R? un compacto cuya frontera 0K = ~([a,b]),
donde 7 : [a,b] — R? es una trayectoria cerrada de clase C' a trozos. Dire-
mos que 7y estd orientada positivamente si OK es recorrida una vez de forma
que la region K quede siempre a la izquierda.

Teorema 1.6.2 Bajo las condiciones de la definicion anterior, si w =
Pdx + Qdy es una 1-forma de clase C* sobre un conjunto abierto U conte-
niendo a K. Entonces

o (52 5) e
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Definicion 1.6.3 Un compacto K se dice que es una region de tipo I si
puede describirse de la siguiente forma:

K={(z,y) eR*: a<w<b, filz)<y< fale)},
donde f1, fo : [a,b] — R son funciones de clase C' a trozos de forma que

f1 < fo.

La orientacién positiva de 0K la podemos describir mediante la unién
de las siguientes trayectorias:
Y=mUrU (=) U (=),
donde
() = (& f1(1), 13(t) = (@ f2(1))
21 [f1(b), f2(0)] = R?, %2(t) = (b,1)
Y4 : [fi(a), f2(0)] = R”, () = (a,1)

Lema 1.6.4 Sea K un compacto el cual es una region de tipo I. Sea P

una funcion continua sobre K admitiendo derivada continua %—1; sobre un

entorno de K. Entonces
P
/Pd:v = —/ 8—al:):dy.
v K 8y
Prueba.

Como 75(t) = v4(t) = (0,1), n(t) = (L, fi(t)) y () = (1, f3(t))-

Tenemos

/{Pda::/vl de—/% Pd:c:/:P(t,fl(t))dt—/abP(t,fg(t))dt.

Por otra parte, el teorema de Lebesgue-Vitali nos asegura que toda funcién
continua sobre un compacto es integrable. Luego por el teorema de Fubini
se tiene que:

OP b fa(z) OP b
[ Py~ | ( [ aydy> s = [ (P(e.20) - Pl A

Consequentemente,

/Pda:: —// a—Pdajdy.
o K ay

)
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Definicion 1.6.5 Un compacto K se dice que es una region de tipo II si
puede describirse de la siguiente forma:

K={(z,y) eR*: c<y<d, gi(y) <z <0y}

donde g1,g2 : [c,d] — R son funciones de clase C' a trozos de forma que
91 < go.

La orientacién positiva de 0K la podemos describir mediante la unién
de las siguientes trayectorias:

v =(=7) U2 U3 U (=),

donde
1(t) = (91(t), 1), 73(75) = (gz(t),t)
Y2 1 [g1(c), g2(c)] = Y2(t) = (t,c
Y4 : [91(d), g2(d)] — Ya(t) = (2, )

Andlogamente al anterior lema se puede ver que

Lema 1.6.6 Sea K un compacto el cual es una region de tipo II. Sea Q
una funcion continua sobre K admitiendo derivada continua % sobre un

entorno de K. Entonces
0
/Qdy:// —dedy.
o K ax

Teorema 1.6.7 Sea K un compacto el cual es una region de tipo I o de
tipo II y sea w = Pdx+ Qdy una I-forma de clase C' sobre algin rectingulo
conteniendo a K. Entonces

/Pda:+Qdy = // (8@ — 8];) dzdy.
Prueba.

Supongamos que K estd contenido en el rectdngulo R := [a,b] X [¢,d] y
supongamos que w es una 1-forma de clase C' sobre otro rectangulo abierto
T que contiene a R. Haremos la prueba para el caso en que K es una region
de tipo I. En el caso en que K es una regién de tipo II la prueba es similar.

Ya hemos visto que

/de_ // — dady.
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Por lo tanto sélamente necesitamos ver que

/Qd — [ ] Gduay

Hay que observar que aqui no podemos aplicar el lema previo ya que K
puede que no sea de tipo II.
Para cada (z,y) € T definimos:

V(z,y) = /yQ(x,t)dt

Calculando la diferencial de la funcion V' queda claro que
dV(z,y) = F(z,y)dz + Q(z,y)dy,

donde F(x,y) = fyaQ:ctdt

La expresién para F' se obtiene aplicado un resultado de integracion
paramétrica. Como dV es un campo conservativo y - es una trayectoria de
clase C! a trozos cerrada, entonces

[av=o
v

Que la integral anterior sea nula, implica que

AQ@M@:—AF@wm.

Ademas, sobre T se cumple que

OF 0

Esto es asi, puesto que la funcién que y — F(z,y) es la primitiva de la

funcién y — %—?(az, y). Como K es de tipo I, el lema 1.6.4 nos dice que

—LF(x,y)dxz//}(%i(%WdﬂCdy,

Consecuentemente
0
/Q(af,y)dyz// FQ(%y)dmdy?
g K 0%
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lo cual nos permite concluir que
/w:// (8@2_61’>dmy
~ x \O0xr Oy
d

El teorema de Green puede usarse para obtener el area de una regién
acotada por un arco cerrado simple.

Corolario 1.6.8 Sea v una trayectoria cerrada simple orientada positiva-
mente de forma que acota una region para la cual se aplica el teorema de
Green, entonces el drea de la region D acotada por v es:

1
A:/mdy—ydx.
2 Jy

Ejemplo 1.6.9 Calcular el drea de la elipse z—z + z—z =1

Damos la orientacion positiva de la elipse:

a(t) = (acos(t),bsin(t)) t € [0,2n].

Por el teorema de Green se tiene:

Ar(El) = 1/ —ydr + vdy =
2 oD+
1 2m
2/ (—bsin(t))(—asin(t)) + acos(t)bcos(t)dt =
0

1 2m

- badt = bam

2Jo

1.6.1. Teorema de la divergencia en el plano

Teorema 1.6.10 (Teorema de la divergencia en el plano) Sea D un
compacto de R? de tipo III y sea OD su frontera. Denotemos por n la normal
unitaria exterior a D. Si a : [a,b] — R?, t — a(t) = (a1(t), aa(t)) es una
parametrizacion positiva de 0D, n viene dada por

1 /

= e T (e A

Sea F = (P,Q) : U C R? — R? un campo vectorial de clase C* con

D CU. Entonces
/ (F,n) :/ div(F)dzdy.
oD D
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Observacién 1.6.11 1. Dado el campo F' = (P, Q) se llama divergen-
cia de F', al siguiente campo escalar: div(F) := %—1; + %.

2. Cuando consideramos (F,n) estamos denotando el siguiente campo

escalar:
(Fon) = . ah()P - : ol (1.
V(@ (1)% + (ah(1))? V(@ ()2 4 (a4(t))?
Prueba.

Como o/ (t) = (e (t), a(t)) es tangente a dD, resulta claro que (n,a’) =
0, de modo que n es normal a la frontera. El signo de n se escoge para
hacer que corresponda a la direccién exterior. Por otra parte, la definicién
de integral de trayectoria nos permite escribir:

b 1 / / !
/a (Fn) = / T (OP(@ (1) 02() = 0l ()Q(an (1) 02(1)) /().

Luego

b
[#m) = [ (@b(0P(@i0).02(0)) - 04 (1Q(en (1) a2(0) .

Es decir

/a(F,n> :/any—Qda:

Ahora aplicando el teorema de Green se tendréd que

B oP 0Q B _
/any—de—/D(aT—l—ay)dxdy—/de(F)da:dy.

O

Supongamos que U es un abierto de R? y f : U — R es un campo escalar

de clase C1(U). Si K es un compacto contenido en U tal que 0K = a*. La

derivada normal de f sobre JK, que se designard por 8% f, es la derivada

direccional de f en la direcciéon de la normal hacia afuera de K. En otras
palabras,

0
%f = <Vf, 1’1>.

En el ejemplo siguiente se muestra como se puede usar el teorema de la
divergencia en conexién con la derivada normal.



1.6. TEOREMA DE GREEN 39

Ejemplo 1.6.12 Supongamos que f es un campo escalar de clase C? sobre
una regin D de tipo IIL. Si la frontera de D es una curva suave a trozos a™,

veamos que
| [ st sy = [ 3.

donde Af(z,y) = 812f(:1: y) + By 2f(ac y) es el laplaciano de f.
Llamemos F' := (P, Q) al siguiente campo vectorial P(z,y) := —%(CE Y)

y Q(z,y) = f(ac y). Como f es de clase C? estd claro que F es un campo
vectorial de clase C''. Ademds, por la definicién de laplaciano se cumple que:

0oQ oP

Af=% 90
/ or Oy’

Con lo cual podemos aplicar el teorema de Green para obtener:

Af(x,y)dxdy = 8—Q—a—Pdal = [ Pdx + Qdy.
] Jpstistn= [ ] 50~ Gyetn= |

Ahora, aplicando la definicién de integral de linea de una forma diferencial,
tenemos:

b
[ Pz Qay = [ (-5 aw)ai® + 5 s

la dltima integral se puede expresar de la siguiente forma:

b b
/ Pdz + Qdy = / (VF(a(t), (ah(t) — ol (t))dt = / (V f(a(t)), ) n]ldt,

Finalmente teniendo en cuenta la definicion de integral de trayectoria

nos queda:
//Af:zyda:dy—/Vf, /8
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Capitulo 2

k-Superficies regulares

Una superficie en R? es, generalmente hablando, un subconjunto de pun-
tos 2-dimensional, en el sentido que se puede describir localmente por dos
parametros ( sistema de coordenadas local) y con la propiedad de ser lo
suficientemente suave (i.e., no tiene vértices, bordes o auto-intersecciones)
para gerantizar la existencia de plano tangente a la superficie en cada punto.

2.1. Sistemas de coordenadas. Parametrizacion

Los objetos que trataremos en este capitulo suelen denominarse en los
libros de geometria diferencial como k-subvariedades de R".

Definicion 2.1.1 Sea M C R"™ un conjunto no vacio y sea 1 <k <n. M
se denominard k-superficie regqular de clase C' si para cada punto xo € M
existe un subconjunto abierto A C R* y una aplicacion de clase C,

w:A—> M,
de forma que

(S1) Existe un abierto U de R™ tal que p(A) = M NU, xo € p(A) y ¢ :
A — ¢o(A) es un homeomorfismo,

S2) para cada t € A, ¢'(t) :=dp(t) : RF — R" es inyectiva.
(S2) p @ @ y

Al par (A, p) se le llama carta o sistema de coordenadas local. La apli-
cacién ¢ es una parametrizacién y ¢(A) es una coordenada de un entorno
de zy. Una familia de cartas {(4;, ;) }icr con la propiedad de que

M ={Jpi(Ai)

il

41
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se llama un atlas de M.
La condicién (S1) es equivalente a:

(S1)” zy € p(A), p es continua e inyectiva y para cada abierto B C A existe
un abierto V' en R tal que

©(B) =V N M.

En efecto, supongamos que la condicién (S1) es cierta y fijemos un abierto
B C A. Como ¢ : A — ¢(A) es un homeomorfismo, entonces el conjunto
©(B) sera abierto en ¢(A). Con lo cual podremos encontrar un abierto W
en R" verificando que

p(B) =p(A)NW =MnNV,

donde V =W NU es un abierto de R™.
Supongamos ahora que (S1)’ se cumple. Dado un abierto B C A tomemos
V' como en (S1)’. Entonces

(™) 7H(B) = 9(B) =V Np(A),

lo que implica que
e t:ip(A) = A

es continua. Este hecho junto con la condicién (S1)’ nos da la condicién (S1).

O
La condicién (S1)’ es, en general, méas fuerte que suponer que o' :

¢(A) — A sea una funcién continua.

La condicién (S2) es equivalente a que la matriz jacobiana ¢'(t) tenga
rango maximo,i.e., k para cada t € A. Si denotamos ¢ := (¢1, ..., ¥n ), donde
las ¢; son las funciones coordenadas de ¢. La columna j-ésima de la matriz

Jacobiana seré 5 5 5
' o ®1 Pn
fe = (G0 520).

La condicién (S2) significa que los k vectores de R™,

dp Oy
87t1(t)7 () %(t)}

son linealmente independientes para cada t = (t1,...,tx) € A.
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En el caso n = 3, k = 2, normalmente denotamos los parametros por
(s,t) y la condicién (S2) es equivalente a
d¢

dp
%(Szt) X a(svt) 75 07

para cada (s,t) € A.

Las 2-superficies regulares en R3 se conocen como superficies regulares.
Observemos que en el capitulo anterior el concepto importante cuando es-
tudiamos las curvas era la aplicacion que parametrizaba dicha curva,i.e.,
las trayectorias, sin embargo una superficie regular es el conjunto de pun-
tos definido por su parametrizacion. Este punto de vista serd muy util para
entender la orientacién.

Ejemplo 2.1.2 Las n-superficies regulares de clase C'' en R™ son los sub-
conjuntos abiertos de dicho espacio.

Supongamos que M es una n-superficie regular de clase C''. Por la defi-
nicién, para cada punto zg € M existe un conjunto abierto A C R™ y una
aplicacién ¢ : A — R™ de clase C' de forma que

xo € p(A) C M, (2.1)

y su diferencial ¢'(t) : R™ — R"™ es inyectiva para todo t € A. Esta tltima
condicién nos dice que el determinante matriz jacobiana de ¢ es diferente
de cero en cada punto de A. Por el teorema de la funcién inversa, para cada
t € A existen dos abiertos Wy C Ay Z; C R™ de forma que t € W; y
@ : Wy = Z; es biyectiva. Ademas

p(A) = U Zy

teA

es un conjunto abierto de R". Se sigue de la condicién (2.1) que M es la unién
de una familia de conjuntos abiertos. En particular, M es abierto. Ademas,
cada abierto es una n superficie regular de clase C' basta considerar la
carta (A, @) donde A es el abierto en cuestion y ¢ : A — R" es la aplicacién
identidad, ¢(x) = = para x € A.

Ejemplo 2.1.3 Sea g : A C R¥ — R™ ¥ una aplicacién de clase C' sobre
un conjunto abierto A. Entonce su gréfica

G(g) = {(t,g(t)) eR": t € A}
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es una k-superficie regular de clase C'! con el sistema de coordenadas (4, @),

donde ¢(t) = (£, g(t)).
En efecto, consideremos la aplicacién ¢ : A — R"™ dada por ¢(t) =

(t,9(t)).

Es claro que ¢ es inyectiva y si B C A es abierto entonces
p(B) = {(t.g(t). t € A} N (Bx R"*) = G(g) NV,

donde U = B x R"* is un abierto de R”.
Si ahora calculamos la diferencial de ¢ nos queda:

1 0 0 .. 0
0 1 0 .. 0
= | 0 0 0 .. 1
4 ( ) g1 (t) g1 (t)
A S 1t
doni®  Bgup(®)
oell) L D

Como las primeras k filas son presisamente las filas de la matriz identidad
en R* queda claro que ¢/(t) tiene rango méximo, i.e. k para cada t € A.

Ejemplo 2.1.4 La circunferencia unidad del plano es una curva regular.
En efecto S1((0,0)) := {(z,y) € R? : 22 + 3% = 1}. Para ver que
51((0,0)) es una curva regular razonamos de la forma siguiente:
Definimos ¢ :]0,27[— R? por ¢(0) = (cos(#),sin(d)). Esta claro que si
(x,y) € S1((0,0)) \ {(1,0)}, entonces

¢(10,27[) = $1((0,0)) N (R*\ {(L,0)}).

Ademss, ¢ es inyectiva, continua y su inversa es continua w_l(fc,y) =
arctan(¥) €]0,2n[. También es claro que ¢'(f) = (—sin(f),cos(d)) es in-
yectiva.

Luego (]0,27[, ¢) es una carta que cubre toda la circunferecnia menos el
punto (1,0). Para cubrir dicho punto hacemos lo siguiente:

Definimos 1 :] — 5, Z[— R? por ¢;1(0) = (cos(d),sin(d)). En este caso
tomamos el abierto

U=R>\{(z,y): <0, 2?2 +y* =1},

Entonces
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Razonando como antes vemos que (] — 7, [, ¢1) es una carta de forma
que (1,0) € ¢1(] = 5, 5[). Con lo cual se tiene que

5((0.0).1) = ¢(J0,2n) Upa (] — 3.

Es decir, S((0,0),1) es una curva regular.

D-

b 3

Ejemplo 2.1.5 El conjunto M := {(z,y) : 2? = 3} no es una curva
regular.

El conjunto M estd formado por las rectas y = z e y = —z. Luego el
problema lo tendremos en el punto interseccién de ambas rectas, i.e., en
(0,0).

LLamemos B := {(z,z) : x € R} y C :={(z,—z) : = € R}, entonces
M =BUC, y ademas BN C = {(0,0)}.

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que alrededor del origen se
verifica la condiciéon de curva regular. Esto significa que existird un abierto
A de la recta real y una funcién ¢ : A — M tal que (0,0) € ¢(A). Ademas
podremos encontrar una bola abieta U conteniendo a (0,0) tal que

p(A)=MnU.

Ahora bien como UN B es conexo y ¢~ ! es continua, entonces ¢~ (BNU) =

Ja, b|C A. Del mismo modo, ¢~ (C NU) =]c,d[C A.
Como (0,0) e BNU y (0,0) € C NU, entonces

e H(BNU)Nne Y (CNU) =|h,r].

Pero esto significa que ¢(Jh,r[) = BN C = {(0,0)}, lo cual es absurdo ya
que ¢ debe ser inyectiva.

Ejemplo 2.1.6 La esfera unidad en R? es una superficie regular.
Llamemos S := {(z,y,2) : 2% +3? + 2% = 1}. Consideremos el abierto
de R?, formado por el circulo unidad abierto:

A:={(s,t): s* +t* <1},
y definimos sobre A la funcion
f(s,t) =1 —(s2+12)
Si ahora consideramos la funcién o1 : A — R? definida por

Spl(svt) = (37t7 f(S,t)),
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estd claro que (A, 1) es una carta que recubre la semiesfera abierta que
queda por arriba del plano z = 0.
Si ahora consideramos

@Q(Sﬂt) = (37t7 _f(37t))7

estd claro que (A, p2) es una carta que recubre la semiesfera abierta que
queda por debajo del plano z = 0. Es decir, mediante estas dos cartas
hemos recubierto toda la esfera salvo el ecuador.

Para recubrie el ecuador es suficiente considerar la siguientes cartas:

903(57t) = (37 f(Svt)vt)v @4(8775) = (87 _f(57t)7t)7
905(37t) = (f(S,t),S,t), SOG(Sat) = (—f(S,t),S,t).

2.1.1. Superficies de nivel.

Los conjuntos de nivel de una funcién f: U C R® — R estan definidos,
para cada numero real ¢, por

fHe)={zeU: flx)=c}

Lo que veremos en esta seccién es bajo qué condiciones los conjuntos de
nivel de una funcién de dos variables es una curva regular en el plano y los
conjuntos de nivel de una funcién de tres variables es una superficie regular
en el espacio.

Proposicién 2.1.7 Sea 1 < k <n y M CR", M # (. Supongamos que
para cada xg € M existe una funcion de clase C' sobre un abierto U,

d:UCR" »R"F
tal que xo € U y se cumplen las siguientes condiciones:
1. MNU = &1(0),

2. El rango de la diferencial de ® i.e., rango de ®'(x) es n —k para cada
zeMnU.

Entonces M es una k-superficie regqular de clase C*.

Para demostrar esta proposicién utilizaremos el teorema de la funcién
implicita, el cual pasamos a enunciar:
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Teorema 2.1.8 Sea U un abierto de R™ y f € CYH(U,R"*) Sea (to,y0) €
U tal que f(to,yo) = 0. Supongamos que

det(D; fi(to, Y0))i=1,2,.n—k; j=k+1,..n; 7 0.

Entonces existe un entorno abierto V- de (to,yo) tal que

det(D; fi(t,y))i=1,2,...n—k; j=k+1,.n 70 Y(t,y) €V,

existe un entorno A de ty en R, y existe una, y sélo una, funcidn g €
CY(A,R"F) tal que g(to) = yo y ademds,

{ty) eV:ift,yy =0t ={(t.y) eR": te A,y=g(t)}

Prueba de la Proposicién 2.1.7
Sea xg € My ® = (¢1,...,0p—k) como en las hipdtesis. Despues de una
permutacion de coordenadas, si es necesario podemos suponer que

a(¢1a ey ¢n—k)

O(Tht1y ey Tn)

(o) # 0.

Por el teorema de la funcién implicita, existird un abierto A C R con
to = (zo1,...,Tok) € A,
un abierto VC R"™, V C U, tal que zg € V y una aplicacién
g: ACRF 5 R

de clase C! de forma que g(tg) = (Tops1, - Ton) ¥

{zeV:®x)=0}={(tg(t)): te A},
Es decir, M NV = G(g). Ahora definimos ¢ : A — M por

o) = (£, g(1)).

Entonces M NV = p(A). Como (A, ¢) es una carta, se concluye que M es
una k-superficie regular.
O
El resultado anterior significa que, bajo ciertas condiciones, la inter-
seccién de un conjunto abierto del plano con una curva de nivel es una
1-superficie regular y que la interseccién de un abierto del espacio con una
superficie de nivel es una 2-superficie regular.



48 CAPITULO 2. K-SUPERFICIES REGULARES

Ejemplo 2.1.9 Sea f : U C R?> — R una funcién de clase C! sobre el
abierto U y sea ¢ un nuimero real de forma que

U= {(z,y) €eR*: f(z,y) =},

es un conjunto no vacio y que V f(z,y) # (0,0) para todo (x,y) € I". Enton-
ces I' es una curva regular de clase C''. Nos referiremos a I' como la curva de
nivel de la funcién f. Para demostrarlo es suficiente aplicar la proposicién
2.1.7 a la funcién

O:U—-R: P(z,y) = f(z,y) —c.

Las curvas de nivel son la proyeccién sobre el plano z = 0 de la interseccién
de la gréafica de f con el plano horizontal z = c.

Ejemplo 2.1.10 La superficie de nivel

S :={(z,y,2) € R3: f(x,y,2) = ch,

donde f : U € R® — R una funcién de clase C' sobre el abierto U es
una superficie regular si se cumple que Vf(z,y,z) # (0,0,0) para todo
(x,y,2) € S. De hecho, es suficiente aplicar la proposicién 2.1.7 a la funcién:

o:U—-R: Ox,y,2) = f(z,y,2) —c.

Ejemplo 2.1.11 El elipsoide S := {(z,y,2) € R3: z—z + %; + ’z—i =1} es
una superficie regular.

Definimos la funcion

2 2 2,2

. 3 _z Y
Como
S =o(0),
y
2¢ 2y 2z .
vﬂa%@:&§@?9)¢m@m,$(a%@€5

Se obtiene del ejemplo 2.1.10 que S es una superficie regular.
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2.2. Vectores tangentes y normales

Entenderemos por vector tangente a una superficie en un punto como
un vector tangente a una curva contenida en la superficie que contenga
a dicho punto. Puede parecer obvio que el conjunto de todos los vectores
tangentes a una k-superficie regular en un punto forman un espacio vectorial
de dimensién k, sin embargo este hecho no es ficil de probar. El objetivo
de esta seccién consiste en demostrarlo, y en particular estudiar el plano
tangente a un punto dado de una superficie regular en R3.

Definicién 2.2.1 Sea M una k-superficie reqular de clase C* en R™. Dire-
mos que un vector h € R™ es tangente a M en el punto o € M si podemos
encontrar una funcion

a:]=06,0[— M

diferenciable en t = 0 y de forma que
a(0)=xz9 y ' (0)=h.

El conjunto formado por todos los vectores tangentes a M en un punto
xg € M se llamara FEspacio tangente a la superficie M en el punto xg y se
denotard por Ty, M. Llamaremos plano tangente a xg + T, M.

Teorema 2.2.2 Si M es una k-superficie reqular de R™, entonces T,,M
es un subespacio vectorial de R"™ de dimension k. Ademds, si (A, p) es una
carta de M y ¢(ty) = xo, entonces una base de Ty, M viene dada por

Prueba.

Lo tinico que debemos hacer es probar que Ty, M = dy(to)(RF). Para
este proposito, primero tomemos un vector fijo v € R* y probaremos que
dp(to)(v) € Ty, M.

Sea ¢ > 0 lo suficientemente pequeno para que tg + sv € A siempre que
|s| < & y consideremos

a:]—0,0[— M donde «afs)=¢(ty+ sv).

Esta claro que
a(0) = ¢(to) = zo.
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Ademas,
o/(0) = 1im 2 =4O _ i) = delto) v),

s—0 S
lo cual muestra que
dp(to)(v) € Tyy M.

Para ver la inclusién contraria, consideremos h € T, M. Tenemos que ver
la existencia de v € R* de forma que h = dp(t)(v).

Por la definicién de vector tangente, sabemos que existe una funcién
diferenciable

a:]—68,0[— M tal que a(0)=z9 y o'(0) = h.

Como (A, ) es una carta, existe un abierto U de R" de forma que

p(A)=MnU.
Entonces
I'=aYp(A)=a ' (UnM)=a"YU)
Como « es continua, entonces I es un abierto de | — ¢, d].

Por otra parte, como « es diferenciable y ¢! también, la regla de la
cadena nos permite afirmar que la aplicacién

B:=ploa:I—>RF
es diferenciable en el punto ¢t = 0. Ademas

B0)=to y a=gop,

con lo cual,

h = a/(0) = de(to)(8(0)),

Como 3'(0) € R¥, se concluye que h € dip(to)(RF).

Para finalizar la prueba hay que tener en cuenta que: como T, M =
dp(to)(R¥), entonces Ty, M es un subespacio vectorial. Ademds, como dip(t)
tiene rango maximo, se tiene que dim (T, M) = k. Una base de dicho espacio
viene dada por

dilto)(es) = §;j<to>, je L2 kY.
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El teorema 2.2.2 explica porqué necesitamos en la definicién de k-superficie
regular que la diferencial dy tenga rango k en cada punto, ya que esta con-
dicién nos permite probar que el espacio tangente en cada punto es un
subespacio vectorial de dimensién k.

En particular, cuando n = 3, y k = 2, es decir cuando S es una superficie
regular en el espacio y ¢ : A — S define la carta (A, ) de S. Entonces una
base del espacio tangente a la superficie en el punto (xg,yo, z0) = ¢(s0,to)
de S viene dada por los vectores

Oy

{g(so,to), %f(so,to)}.

Por lo tanto, el producto vectorial

0 0
%(So,to) X aff(so,to)

es un vector normal al espacio tangente.

Ejemplo 2.2.3 Plano tangente al cono 22 + y? = 222 en el punto (1,1, 1).
Es facil ver, utilizando la proposicién 2.1.7, que

S= {(x7y7 Z) 7é (0,0,0) : :Bz -+ y2 = 222}
es una superficie regular de clase C'. Ahora elegimos el atlas para el cono:

p: ACR? 5 R ¢(p,0) = (pcos(h), psin(6), ),

V2

donde
A:={(p,0): p>0, 0<60<27}.
Entonces,
52 (9.0) = (cos(0).sin(6). =),
y

%(Pa 0) = (—psin(0), pcos(0),0).

Por lo tanto,

8(,0 8@ €1 €9 €3
(‘T(p’ 0) x %(p’ ) = | cos(f) sin(#) %
P —psin(f) pcos(f) 0
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Es decir,

Iy

%(pa 0) x

dp

%(M 6) = (—L cos(0), - sin(6), ).

V2 V2

Con lo cual el vector normal g—"f(p, ) x g—g(p, 0) es no nulo, lo que significa
que los vectores,

99 9

son linealmente independientes para cada (p, 0).

Ademas, es facil ver que ¢ es inyectiva. Entonces (A, ) es una carta de
la superfice. Como (1,1,1) = p(V/2, 7). se desprende que un vector normal
al plano tangente es:

(V2,5 x 22 (V2,5) = —=(—1,-1,2).

Por ltimo, la ecuacién del plano tangente sera

<\2(—1, C12), (r =1,y —1,2— 1)> 0,

0 equivalentemente,
r+y—2z=0.

Definicion 2.2.4 Sea M una k-superficie reqular en R™. El espacio normal
a la superficie en un punto xg € M es el subespacio ortogonal al espacio
tangente Ty M. Lo denotaremos por Ny, .

Ny :={heR": (h,v) =0, Yv € T,,;M}.
LLamaremos plano normal a xo + Ng,.
Proposiciéon 2.2.5 Sea 1 < k < n y consideremos
U :R" R &= (¢1,....0n4),

una funcion de clase C' sobre el abierto U. Si el rango de la diferencial de
® esn —k en cada punto x € M := ®~1(0). Entonces, para cada xo € M
los vectores

{v¢1 (l’o), Sx) v¢n—k(x0)}

forman una base del espacio normal Ny, .



2.2. VECTORES TANGENTES Y NORMALES 53

Prueba. Por la Proposicién 2.1.7 se obtiene que M es una k-superficie
regular de clase C'. Si o :] — §,5[— M es una funcién diferenciable en t = 0
y a(0) = ¢, entonces,

pjoalt) =0
para todo ¢t €] — §,6[. Con lo cual,
(¢ 0 (0) = 0.

Aplicando la regla de la cadena, se tiene que

(Véj(x0), 0/ (0)) =0,

para j = 1,2,...,n — k. Es decir, cada vector V¢;(zg) estd en Ny,. Como
el rango de d®(xo) es n — k, entonces los n — k vectores anteriores son
linealmente independientes y como la dimensién de N, es precisamente
n — k obtenemos el resultado. 0

Ejemplo 2.2.6 (Hiperplano tangente a una grafica) Seag: A CR"! —
R una funcién de clase C'! sobre un abierto A y sea

p: AR pt) = (L g(1),
una paramentrizacién de G(g). Como G(g) = ®~1(0) donde
D(x1,.yxp) = g(T1, .00y Tp—1) — Tp

y (z1,...,2z,) € A x R. Es de destacar que el espacio normal a G(g) en el
punto zg = (to, g(to)) = (29, ...,22) es el subespacio generado por el vector

Jg dg

Vo = (==(tg),..., ——(t9), —1).
(3:0) (8t1< 0)7 ) 0tn_1( 0); )
Finalmente, la ecuacién del hiperplano tangente a G(g) en el punto xg es:
9y 9y
(x1 — x?)a—h(to) + .+ (X1 — x?l_l)atn_l (to) = xp — 20,

Ejemplo 2.2.7 (vector normal a una superficie de nivel) Sea f : U C
R3 — R una funcién de clase C! sobre el abierto U de forma que

Vf(z,y,2) #(0,0,0),
para todo (z,y,2) € S, donde S = {(z,y,2) : f(x,y,2) = c} # (. Sabemos
por la proposicién 2.1.7 que S es una superficie regular de clase C'. Ademaés,
el vector
V f (o, Yo, 20)
es normal a S en el punto (z,¥o,20). De hecho, es suficiente aplicar la
proposicién 2.2.5 a la funcién ® := f — c.
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2.3. Area de una superficie regular en R?

Primeramente restringiremos nuestra atencién al caso de una superficie
regular definida por una sola carta (A, ¢), es decir; la superficie S := ¢(A).
Ademads, supongamos que

K = [a,b] x [¢, d]

estd contenido en A.

Sea a = s9p < §1 < ... < Sy = b una particién del intervalo [a,b] en
subintervalos de longitud h y ¢ = tp < t; < ... < t; = d una particién del
intervalo [c, d] en subintervalos de longitud k. Llamamos

I j = [s6,5041] X [tj,t541],

entonces
-1, -1
P(K) =U, Ui—o e(Lig)-
La porcién de superficie ¢(I; ;) puede aproximarse por el paralelogramo
determinado por los vectores:

e

ot (Sutj)}

Iy
122 (si1), 122
(trasladados de forma que el punto ¢(s;,t;) sea el vertice). El 4rea del an-
terior paralelogramo es

Oy

dp
hk’”g(sz»tﬂ X of

(sis )

Por lo tanto, una buena aproximacién del drea de p(K) sera:

S5 kI 2 sty < Psi ) (22)

=0 j=0

Lema 2.3.1 Sea K := [a,b] X [c,d]. Sea a = sp < 51 < ... < S = b una
particion del intervalo [a,b] en subintervalos de longitud h y ¢ =ty < t; <
.. < t; = d una particion del intervalo [c,d] en subintervalos de longitud k.
Si F: K — R es una funcion continua entonces

m—11—1

B hkF(si,t;) = | F(s,t)dsdt.
ol S )= s
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Prueba.
Denotemos I; j := [s;, Si+1] X [tj,t;+1]. Entonces
m—11-1
/ F(s,t)dsdt = ZZ/ F(s,t)dsdt
=0 j=0

hkF(Si, tj) = / F(Si, tj)dsdt.
Ii,j

Con lo cual

—

-1

3

hEkF (s, t;) — / F(s,t)dsdt
K

i

Il
=)
.

Il
)

es menor o igual que

[y

-1

3

/ F(s;,tj) — F(s,t)|dsdt. (2.3)
I

I§
o

7 7=0

Por el teorema de Heine-Cantor, la funcién F' es uniformemente continua
sobre K, lo cual significa que para cada ¢ > 0 existen hg > 0 ky > 0 de

forma que
€

[F(s',t") = F(s,t)] < b—a(d—0

siempre que
‘5/—8| <hyy |t/—t| < ko.
Por lo tanto, si 0 < h < hg y 0 < k < kg se tiene

€

|F(s',t') — F(s,1)] < b—a(d—0

para cada (s,t) € I; j y la expresion (2.3) es menor o igual que
€

— dsdt.

== ),

m—11—1 m—11—1

Z/I dsdt = 30 3" (ty1 — 1) (50 = 51) = (b= a)(d — <),

1=0 j=0 =0 j5=0

m—11-1

™

Como
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podemos concluir que

m—11—1

> hEF(si,t; / F(s,t)dsdt]| < e
K

=0 j=0
O

Por el lema que acabamos de probar, el limite cuando h y k tienden a
cero de la expresion (2.2) es la integral

/ H— s,t) X —(s t)||dsdt.

De este modo estamos listos para introducir el concepto de area de una
superficie regular.

Definicién 2.3.2 Sea (A, ) una carta de una superficie reqular S y sea
K un compacto contenido en A. El drea de (K, ©) se define como

K, p) /H (s t)||dsdt.

Seguidamente discutiremos cémo proceder para evaluar el area de una
superficie regular la cual no pueder cubrirse con sélo una carta.

Lema 2.3.3 Sea M una superficie reqular con un atlas finito {(A;, pi) }i"y
Entonces existe una particion de M en subconjuntos {B;} con la propiedad
de que Bj = pj(Kj), donde K; es un subconjunto medible de Aj;.

Prueba.
Por la definicion de superfice regular, sabemos que para cada j = 1,...,m
existe una conjunto abierto U; de R3 de forma que

pi(Aj) = M NU;j.
Definimos Bj := ¢1(A1) y, para cada j = 2,...,m,

Bji= ¢4\ (Urcic, #i(40)
= MU0 (R Uyeic, Ui)

Algunos de los conjunto B; podrian ser vacios, pero los no vacios de dicha
familia son una particién de M y, como B; C ¢;(A;), podemos ponerlos
como: Bj = ¢;(K;), donde K1 = A; y, para cada j # 1 con Bj # 0,

Ki=¢;' [U;n®R\ |J U3)
1<i<j
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Para finalizar, es suficiente observar que K; es un subconjunto medible de
Aj ya que es la interseccién de un conjunto abierto y uno cerrado.
O

Definicién 2.3.4 Sea M una superficie reqular de R® la cual admite una

particion finita en subconjuntos {B;} (1 < j < m) tal que Bj = ¢;(Kj),
donde (Aj, ;) es un atlas de M y K; es un subconjunto medible de A;. El
drea de M se define como:

Ar(M) =" Ar(Kj, ¢;).
j=1

Ejemplo 2.3.5 Area de la esfera de radio r > 0. La esfera de radio r, Sr,
la podemos parametrizar mediante la siguiente carta:

U:={(s,t): 0<s<m 0<t<2m}
y para cada (s,t) € U, definimos
©(s,t) := (rsin(s) cos(t), rsin(s) sin(t), r cos(s)).

Esta claro que (A, ) es una carta de la esfera, pero para obtener toda la
esfera nos faltan los dos polos y un meridiano. Como tanto el meridiano
como los dos polos se pueden obtener a partir de conjuntos nulos en R? no
aportaran nada al drea de la superficie asi que podemos decir que

Ar(S,) = Ar(U, ).

Como

Op Oy

b b 2
155 * ¢

| = r*sin(s)

Obtenemos que

™ 27
Ar(U, @) = / (/ 7 sin(s)dt) ds = 4mr.
0 0
O

Ejemplo 2.3.6 Sea g : A C R? — R una aplicacién de clase C'! sobre
el abierto A. Entonces G(g) es una superficie regular en R3. Veamos la
expresiéon de Ar(G(g)) en términos de la funcién g.
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Sabemos que G(g) se puede parametrizar por medio de una sola carta:
e A=R: (s, t) = (s,t,9(s,1)).

Desde lo anterior es facil obtener que:

dyp

(Z—f(s,t) X E(S’ﬂ = (——S(s,t), ——(s,t),1).

Por lo tanto,

9 9 _\/ 9915 (995

Luego

Ar(G(g)) Z/A\/1+ (gi)2 + ((;i)zdsdt.

2.4. Flujo de un campo vectorial.

Supongamos que una superficie S, contenida en un plano de R3, se su-
merge en un fluido teniendo un campo de velocidades constante Fy. Fijemos
un vector unitario N que sea normal al plano y estamos interesados en ob-
tener la cantidad de fluido que atraviesa la superficie por unidad de tiempo
en la direcciéon dada por el vector normal N.

Primero analizaremos el caso mas simple, es decir, supongamos que el
fluido se mueve en la direccién dada por el vector N, esto es: Fy = || Fp]||N.
Imaginemos el fluido como un bloque sélido el cual en el tiempo t se mueve
a una distancia ||Fp||t en la direccién dada por el vector N. En este caso,
la cantidad de fluido que estd cruzando S en el tiempo t coincide con el
volumen del bloque que se mueve, precisamente ||Fyl|t - ar(S). Con lo cual,
la cantidad de fluido cruzando S por unidad de tiempo es:

[ Eoll - ar(S).
En el caso en que Fy = —| Fp|| N llegarfamos a
=l Fol - ar(S),

donde el signo menos quiere decir que el fluido atraviesa la superficie en el
sentido contrario al que indica el vector N.
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Bajo la condicion més general, es decir cuando Fj es un vactor arbitrario,
lo descomponemos de la forma siguiente:

Fo = (Fo,N) - N + Go

donde Gj es un vector paralelo al plano que contiene a la superficie S. Es
bastante intuitivo que el movimiento en una direccién paralela a la superficie
no contribuya a la cantidad total de fluido que atraviesa la superficie, por lo
tanto, es bastante natural pensar que la cantidad de fluido cruzando S por
unidad de tiempo sea:

(Fo,N) - ar(S).

Supongamos ahora que F es campo vectorial en R3 que representa la
velocidad de un fluido en el cual se sumerge una superficie regular S. Por
razones de simplicidad, supondremos que S viene representado por una sola
carta (A, ), i.e., S = p(A). También supondremos que K = [a,b] X [c,d]
estd contenido en A. En el punto ¢(s,t) consideremos el vector normal uni-
tario a S el siguiente:

0 0
N Nty ) X B

0 0
155 (s,) < 37 (s, )|

Consideremos ahora las siguientes particiones

{a=s0<..<spy=0b}delongitudh y {c=ty<..<t =d}delongitud k

A parir de lo anterior construimos los rectangulos I; j 1= [s4, Siy1] X [t;, tj+1],
asi tenemos que
m—11—1
oK)= ey
i=0 j=0

La porcién de superficie ¢(/; j) puede expresarse aproximadamente por el
paralelogramo generado por los vectores

0 (o 13 k2P 60 4.
{h’ 68 (Sl?t])’k at (Slvt])}

(Trasladados de forma que el punto ¢(s;,t;) sea el vertice). Como el drea de
dicho paralelogramos es
Iy

%
hk”%(si’tj) X E(Siatj)H-
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Si h y k son suficientemente pequenos podemos asumir que F' es constante
en ¢(I; ;) y la cantidad de fluido que atraviesa ¢(1; ;) en la direccién del
vector N(s;,t;) es aproximadamente

(Fp(si,15)), Nisis 1)) -k - 152 s, 1) % 92 (5171

Por el Lema 2.3.1 el limite, cuando h, k tienden a cero, de

>—‘

m— l—1

Oy Oy

Psist)s Nlsist)) - k- 155 (sist) x 52 (sisty)]

=0 ]:0

viene dado por la integral

J PG5, ). 30 - 15205,8) % G0

El razonamiento hecho aqui nos permite dar la siguiente definicién:

Definicién 2.4.1 Sea (A, ) un sistema de coordenadas de una superficie
reqular S := p(A) en R3. Sea F un campo vectorial definido sobre S y

92 (s,t) x %2(s,1) |
12 (s, t) x %2(s,0)]|

N(s,t) :=

El flujo del campo F que cruza la superficie S en la direccion del vector N
se define por

Flux = /A(F(ap(s,t)),N(s,t))HZf(s,t) x ?;f(s,t)ndsdt,

cuando la integral anterior existe.

2.5. Orientacion.

Como hemos visto en la seccién anterior para evaluar el flujo de un
campo vectorial que atraviesa una superficie regular S, necesitamos elegir
un vector normal unitario en cada punto de dicha superficie de forma que el
correspondiente campo vectorial que aparece sea continuo. Por ejemplo, si
sumergimos una esfera permeable en un fluido y seleccionamos el campo de
vector normal hacia afuera de la esfera, entonces el flujo del campo velocidad
del fluido que atraviesa la esfera nos da la cantidad de fluido que sale de la
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esfera por unidad de tiempo. Sin embargo, si elgimos el campo de vectores
normales unitarios que apuntan hacia dentro de la esfera, entonces el flujo
nos dara la cantidad de fluido que entra en la esfera por unidad de tiempo.
Por lo tanto, es natural preguntarse si cualquier superficie regular admite un
campo continuo de vectores normales unitarios. Las superficies regulares que
admiten un campo continuo de este tipo se llaman orientables. La mayoria
de las superficies regulares son orientables. No obstante, hay ejemplos de
superficies regulares que no lo son.

Definicion 2.5.1 Sea V' un espacio vectorial real de dimension n. Las ba-
ses (vi)y y (w;i)ly se dice que tienen la misma orientacion, denotado
por (vi)i_y ~ (w;)iy, si el dnico isomorfismo lineal F' : V. — V tal que
F(v;) = w; tiene determinante positivo.

Es decir, la matriz del cambio de base tiene determinante positivo.

La propiedad de tener la misma orientacién es una relacion binaria de
equivalencia y hay dos clases de equivalencia. Estas clases de equivalencia
son las dos posibles orientaciones de V', denotadas por O y —QO.

Definicién 2.5.2 Un espacio vectorial orientado es un par (V,O), donde
V' es un espacio vectorial real y O es una de las dos posibles orientaciones.
Una base B = (v;) se dice que estd positivamente orientada si B € O. En
ese caso, normalmente se escribe O = [vy, ..., vp].

Ejemplo 2.5.3 Consideremos una base de R3, {v1, v2, v3} y ahora la reoor-
denamos de la siguiente forma {vs, v1,v2}, i.e., aqui estamos suponiendo que
el isomorfismo lineal es el que viene dado por F(v1) = vs, F(ve2) = v1 y
F(v3) = va. Veamos que estas dos bases definen la misma orientacién.

La matriz de cambio de base sera:

010
0 01
100

cuyo determinante es positivo.
Sin embargo, si la primera base la reoordenamos de la siguiente forma
{va2,v1,v3}, entonces la matriz de cambio de base es:

010
100
0 01

cuyo determinante es negativo.
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A menos que indiquemos lo contrario siempre consideraremos en R3 la orien-
tacion definida por la base canodnica. Se deduce de la definicién de orientacién
que la base {v1, vy, v3} estd positivamente orientada si, y sélo si, la matriz
con las columnas [vy, v2, v3] tiene determinante positivo.

Proposicién 2.5.4 Sean {v1,v2} dos vectores de R? linealmente indepen-
dientes. Entonces la base {v1 X vy, v1,v2} estd positivamente orientada.

Prueba.
La matriz, respecto a la base canénica, de la transformacién F : R? — R3
definida por

F(e1) =v1 xv2, F(e2) =v1, F(e3)=wvy,

tiene como vectores columna [v] X vy, v1,v3]. Como el determinante de una
matriz coincide con el de su matriz traspuesta, se tiene que

V1 X V2
det(F) = det([v1 X vo,v1,v2) = det(| vy ).
V2

Con lo cual, el det(F') coincide con el tripe producto escalar de los vectores
{7}1 X V2,01, ’02}.

det(F) = <’l)1 X Vg,V1 X 1)2> = Hvl X U2H2 > 0.

O

Proposicién 2.5.5 Sea V subespacio vectorial de dimension 2 de R3 y
sean By := {vy,va} y By := {w1,wa} dos bases de V. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. Las dos bases definen la misma orientacion,
2. existe A > 0 tal que v1 X vy = A(w1 X wa).

Prueba.
Los vectores v1 X vo y w1 X wg son ortogonales a V', con lo cual han de
ser paralelos, i.e., existird A # 0 tal que v; X v9 = A(wy X ws). Si denotamos

por
bi1 b12>
B=
<b21 ba2
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la matriz de cambio de base de B; a Bs. Ahora, consideremos la matriz A
que sea la de cambio de la base {v] X vy, v, v2} a {wy X wa, w1, ws}, entonces

A0 0
0 bar bao

por lo tanto, det(A) = Adet(B).

Veamos ahora que (1) = (2). Como las dos bases en V definen la misma
orientaciéon tenemos que det(B) > 0 y entonces aplicando la proposicién
anterior las bases {v1 X v9,v1,v2} y {w1 X we,wy,ws} estan positivamente
orientadas luego det(A) > 0 lo que conduce a que A > 0.

(2) = (1) Como por la proposicién anterior 0 < det(A) = Adet(B) y
por hipétesis A > 0, entonces det(B) > 0 luego B; y Bs tienen la misma
orientacién.

O

Observemos que una base B = {v1,v2} de un subespacio de dimensién 2
de R? define un vector unitario normal a ese subespacio:

N V1 xXv2

[[v1 X va]

Teniendo presente el resultado anterior, dos bases de V' definen la misma,
orientacién si, y sélo si, tienen el mismo vector normal unitario. En otras
palabras, para definir una orientaciéon en un subespacio vectorial de dimen-
si6n 2 de R3 es suficiente seleccionar un vector normal a tal subespacio

Lema 2.5.6 Sean V,W espacios vectoriales de dimension 2, sea
L:V—>W,

un isomorfismo lineal y consideremos {ui,us} y {v1,va} dos bases de V.
Entonces se tiene que

{ur,u2} ~ {1, 09} & {L(w1), L(uz)} ~ {L(v1), L(vz)}-

Prueba.
Denotemos por f:V = V yg: W — W los siguientes isomorfismos
lineales:
flui) =vi, 1=1,2. g(L(w)) = L(v;), i=12.

Esta claro que
flui) = (L7 o go L)(w),
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para i = 1,2, entonces se tiene que f = L™! o g o L, ahora por la propiedad
de los determinantes se tiene que

det(f) =det(L™ o go L) = (det(L)) ™! det(g) det(L) = det(g).

2.5.1. Orientacién de una superficie

Consideremos M una superficie regular en R3, para cada punto p € M
podemos considerar su espacio tangente T,,M. Una orientacién sobre T}, M
nos indica desde que sitio estamos mirando la superficie en un entorno U, del
punto p, o lo que es lo mismo, estamos orientando la superficie en un entorno
Up. Si es posible elegir una orientacién de cada plano tangente de forma que
para la interseccién de dos entornos arbitarios U, y Uy la orientacién inducida
por T, M y T, M coincide entonces diremos que la superficie es orientable. En
esta seccién formalizaremos estas ideas y veremos que las superfices regulares
orientables son aquellas que admiten un campo vectorial continuo formado
por vectores normales unitarios.

Sixzg € My (A, ) es una carta de M tal que zo = ¢(p), entonces sobre
Ty, M consideramos la orientacién dada por la base

% (t0), 5 (t0))

Queremos encontrar condiciones que nos aseguren que la orientacién de
T,,M es independiente de la carta elegida.

Proposicién 2.5.7 Sea M wuna superficie reqular en R3 y sean (A, )
(B,1) dos cartas con D = @(A) NY(B) # 0. Sea xy € D y ty € A,
ug € B de forma que xo = p(to) = ¥ (ug). Entonces son equivalentes:

1. Las bases de Ty, M

%210), 22003} {22 (o), 22 o))

tienen la misma orientacion,

2. J(p~toh)(ug) > 0.
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Prueba.
Llamemos L := dp(tg), T := di)(ug), R := d(¢ ™" 0 1) (ug). Como

P(u) = (pop~ ' o) (u)

en un entorno abierto de ug y ademds (¢! o1)(ug) = to, aplicando la regla
de la cadena se tiene que T'= L o R. También

By ={L(e1), L(e2)}
mientras que
By ={T(e1),T(e2)} = {L(R(e1)), L(R(e2))}.

Por el Lema 2.5.6, se desprende que By ~ By si, y s6losi, {e1,e2} y {R(e1), R(e2)}
son dos bases de R? con la misma orientacién. Esto nos conduce a que

J(p™ o) (up) = det(R) > 0.
O

Definicién 2.5.8 Una superficie reqular M de clase C' en R3 se dice que
es orientable si existe un atlas {(Ai, 1) : @ € I} de forma que para cada
x € M hay una orientacion 0, en T, M con la siguiente propiedad:

» Siempre que (A, p) sea una carta del atlas con x = ¢(r), entonces
0 0
0r = [52(r), 5 (r)]

Definicion 2.5.9 Bajo las condiciones de la definicion anterior, decimos
que el atlas define una orientacion sobre M. Ademds, una carta (B,1) de
M se dice que es compatible con la orientacion dada por el atlas si, para
cada v € B, la base del espacio tangente T, M con x = (r), la cual viene
dada por {g—f(r), %—If(r)} pertenece a la orientacion Oy ).

Como una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.5.7 y de las defi-
niciones anteriores se obtiene.

Teorema 2.5.10 Sea M una superficie reqular en R3. M es orientable si,
y sdlo si, existe un atlas {(A;, ;) : @ € I} de forma que para cada par de
cartas (A1,1) y (Ag,p2) de dicho atlas con D = p1(A1) N pa(Az) # (O se
tiene que J(c,ofl o p2) >0 en su dominio de definicion.

Las superficies regulares orientables son precisamente aquellas que ad-
miten un campo vectorial continuo de vectores unitarios normales.
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Lema 2.5.11 Sean f,g: A CRP — R"\{0} dos funciones continuas sobre
el abierto A y sea h : A CRP — R tal que f(xz) = h(x)g(x). Entonces h debe
ser continua.

Prueba.

Para cada zg € A existe j € {1,2,...,n} tal que g;(x0) # 0y, por con-
tinuidad, podremos encontrar r > 0 con g;(z) # 0 para todo = € B(xzg,r).
Entonces

fi(x)

9i(x)
lo cual nos dice que h es continua sobre toda la bola B(xg,7) ya que es
cociente de funciones continuas.

h(z) =

para todo = € B(xo, ).

g

Lema 2.5.12 Sea (A; ) una carta de una superficie reqular M y definimos
L :R? — R? por L(s,t) = (t,s). Si B= L™ Y(A) y¢ = poL, entonces (B,)
es una carta de M, o(A) = ¢(B) y (B,v) cambia la orientacion inducida

por (A; ).

Prueba.
Denotemos por S := p(A) = (B). Para cada x = ¢(t) € S la orienta-
cién definida en T, M por la carta (A, @) es

. = 122, 22 0),

Ponemos s = L~1(t), entonces la orientacién definida por (B, ) en T, M es

ve = (22(0), 2003 = 220, 22 1)) = 0.

g

Teorema 2.5.13 Sea M una superficie reqular. M es orientable si, y solo
si, existe una funcion continua F : M — R3 tal que F(x) es ortonormal a
T.M para cada v € M.

O

Definicién 2.5.14 Sea M una superficie reqular en R3 y sea F': M — R3
una funcion continua tal que F(z) es ortonormal a T,M para cada x €
M. Llamaremos orientacion inducida por F en M a la orientacion con la
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propiedad de que, para cada x € M, la orientacion en el espacio tangente
T,M es

pa = [01(), v2 ()],
donde {vi(z),va(x)} es una base de T, M tal que la base de R® dada por

{F($)v Ul(x)v ’()2(1’)}
estd positivamente orientada.

Esta dltima condicién es equivalente a que F'(z) sea un multiplo positivo de
v1(z) X va(x).

Ejemplo 2.5.15 Laesfera S = {(z,y, z) : 22+y*>+2% = R?} es orientable.
Consideremos la funcién ® : R? — R definida por ®(z,y, z) = 22 +y? + 2% —
R?%. Estd claro que ® es de clase C!, ademds S = ®1(0) y Vo(z,y,2) =
(2z,2y,2z) # (0,0,0) para cada (x,y, z) € S. Por lo tanto S es una superficie
regular.

Ademas, dado (xg,yo, z0) € S sabemos que V®(xg, yo,20) es un vector
normal a T{, o 2,)S con lo cual si tomamos

F:M—>TR3

definida por F(z,y,z) = %(m, Yy, z) nos define un campo vectorial de vectores
normales unitarios continuo. Ahora aplicando el teorema 2.5.13 se obtine que
S es orientable.

Ejemplo 2.5.16 Una superficie regular no orientable: La banda de Md&bius.

Consideremos un circulo centrado en el origen del plano XY y un seg-
mento ( sin sus extremos) en el plano Y Z cuyo centro estd localizado sobre
el circulo. Movemos el centro del segmento a lo largo del circulo y al mis-
mo tiempo rotamos el segmento alrededor de la linea tangente al circulo de
tal forma que cuando el centro del segmento ha rotado sobre el circulo un
angulo 0 el segmento haya rotado un angulo g. La superficie que se obtiene
de esta forma se llama Banda de Mobius. También se puede obtener desde
un rectdngulo [—a, a]x]0, 1 en el plano XY juntando los puntos de la forma
(a,€) con el punto (—a,1 — ).

Si la superficie fuese orientable existiria un campo vectorial F' de vecto-
res normales unitarios a la superficie. Un anélisis de esos vectores normales
a lo largo del circulo usado para generar la Banda de Mobius permite con-
cluir que, después de una vuelta completa, el campo vectorial F' vuelve a la
posicion inicial como —F', lo cual es una contradiccion.
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Para finalizar mencionemos que una parametrizacién de la Banda es
(A, @) donde A =]0,2x[x] — 1,1y

o(s,b) = ((2 - tsin(%)) sin(s), (2 — tsin(%)) cos(s),tcos(%)) .

2.6. 2-Formas diferenciales en R?

Cuando estudiamos el flujo de un campo vectorial F' = (f1, fo, f3) : @ —
R? sobre una superficie definida por una carta (A, ) tal que S = ¢(A4) C Q
vimos que dicho flujo venia expresado de la forma siguiente:

Flux — /SF: /A<F(<p(s,t),gf(s,t) y %‘f(s,t»dsdt.

Expresando el producto escalar anterior por medio de determinantes
obtenemos:

file(s, 1)) falp(s, 1) f3(e(s,t))
FluX:/F:/ a—“’fsl(ts,t) a—‘?(s,t) %(s,t) dsdt
S I SOOI SCRIN EN)

Por lo tanto, identificando, el flujo se puede expresar de la forma siguien-

te:
N g 2 J3
— _ 0 y 0
Flux = | F = / 5e ? e
S| oz 0Oy 0z
ot ot ot
Lo anterior pone de manifiesto que dado un campo vectorial F' sobre un
abierto 2 de R? y dado 7 := (z,y, 2) € Q, F(Z) se puede identificar con la
siguiente la aplicacién bilineal alternada:

F@):R¥*xR® =R

definida por

h(@) fo(@) f3(7)
dados u = (u1,ug,us3), v = (vi,v2,v3), F(Z)(u,v) =| u1 ug us
(%] V2 V3

En esta seccion estudiaremos aplicaciones w definidas sobre un abierto

U de R? tal que para cada € U w(z) es una forma bilineal alternada en
(R?)?.
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Definicién 2.6.1 Denotaremos por A*(R?) al espacio vectorial de todas la
aplicaciones bilineales alternadas o : R3 x R® = R, i.e., que satisfacen:

(a) a(u+v,w) = alu,w) + (v, w),
(b) a(u,v+w) = alu,v) + a(u, w),
(¢) a(hu,v) = Aa(u,v),
(d) o(u, \v) = Aa(u, v),

(e) a(u,v) = —a(v,u).

Donde u,v,w € R® y A € R.

Como una consecuencia inmediata de la definicién se desprende que si
a € A%(R3?) y u € R?, entonces a(u,u) = 0.

Como hemos visto en la seccién de 1-formas diferenciales, sobre (R*)* po-
demos considerar su base canénica. La cual viene representada por {dz, dy, dz}.
A partir de dicha base podemos definir las 2-formas canénicas de la siguiente
manera:

Dados los vectores u = (u1,uz,u3) y v = (v1, v2,v3) se definen:

(do A dy)(u,v) =| " | = —(dy A da)(u,v)
us V2

(dy A dz)(u,v) = | 2 "2 | = —(dz A dy)(u,v)
us vs

(dx AN dz)(u,v) = u = —(dz A dx)(u,v)
us vs

Teorema 2.6.2 El sistema {(dyAdz), (dzAdz), (dxANdy)} es una base del
espacio vectorial A?(R3).

Prueba.

Veamos primero que {(dy Adz), (dz Adz), (dx Ady)} es un sistema libre.

Sean a,b,c € R de forma que a- (dy Adz) +b-dzANdx+c-deANdy = 0.

Lo anterior significa que si tomamos los elementos de la base canénica
de R3 {ey,es} se tendra:

O0=a-(dyANdz)(er,e2) +b-(dz Ndx)(er,e2) + ¢ (dx Ady))(er,e2) = c.

Tomando ahora los vectores {e1,es}
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0=a-(dyAdz)(ei,e3) +b-(dz ANdzx))(er,e3) = —b.

Finalmente, tomando {e1, e3} nos queda:

0=a-(dy Ndz))(ez2, e3) = a.
Veamos ahora que {(dy A dz), (dz Adx),(dz Ady)} es un sistema generador.
Tomemos o € A?%(R3). Llamemos a = af(er,es), b = aler,e3), ¢ =
a(ez, e3). Entonces es facil comprobar que
a=a-deNdy—b-dzNdx+c-dyNdz
g

Definicién 2.6.3 Una forma de grado 2 (2-forma ) sobre R® es una apli-
cacion
w:U C R = A%(R3).
Por el teorema 2.6.2 dado = € U podemos escribir de forma tinica
w(z) = fi(x)dy Adz + fo(x)dz A dx + f3(x)dz A dy,

donde f; : U — R son funciones. w se dice que es continua si cada f;
es continua. Si U es un conjunto abierto y cada f; es de clase C! en U,
entonces diremos que w es una 2-forma diferencial de clase C' en U.

Sabemos, visto en el capitulo anterior, que hay una biyeccién entre los
campos vectoriales y las 1-formas continuas que viene dada por

F=(fi,fo. f3) : U = R3 2 w= fide + fody + fzdz: U — (R3)*.
En el caso de 2-formas continuas también podemos encontrar una biyeccion:

F = (f1, fo, f3) : U = R® 2 w = fidyNdz+ fadzNdz+fzdzAdy : U — A*(R3).

2.6.1. Producto exterior

Dadas dos 1-formas en R3, wy,ws : U — (R3)*, donde
w1 = fidx + fady + f3dz, we = gidx + gady + g3dz.

Llamaremos producto exterior de wi y wo a la siguiente 2-forma:

wi Awz = (fig2 — fagr)dx ANdy + (91 f3 — fig3)dz A dx + (fag3 — f3g2)dy Adz.
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Proposicién 2.6.4 Sean w,a,: U — (R3)* 1-formas. Entonces
1. wh(a+8)=wAha+wApf,

2. wha=—(aAw).

Prueba.

Sean w = widr + wedy + wsdz, a = a1dxr + asdy + asdz, B = [idx +
Bady + B3dz. Es claro que a+ 8 = (a1 + B1)dz + (a2 + B2)dy + (a3 + B3)dz.

Si ahora calculamos el producto exterior, nos queda:

wA (a+ ) = (wi(as+ F3) —ws(ae + B2))dy Adz
+(wsz(ar + B1) —wi(as + B3)dz A dx
+(wi(ag + B2) — walar + B1))dz A dy
= [(wia3 — w3an) + (w13 — w3Pe)|dy A dz
+H(wsar —wiag) + (w3fr — wiBs)]dz A dx
+H(wiag — waarr) 4 (w182 — wafr)]dz A dy.

Aplicando las propiedades de espacio vectorial obtenemos:
wA(a+B)=wAa+wApB.
Por 1ltimo, como
wAa = (aow) —waas)dy Ndz + (aswi —wsay)dz Adx + (aqws —wiag)de Ady

se desprende que
wAa=—(aAw).

2.6.2. Diferenciacién exterior

En el capitulo anterior vimos como desde una funcién diferenciable g
obteniamos una 1-forma diferecnial, su diferencial. En esta seccién vamos a
generalizar ese mecanismo para 2-formas diferenciales.

Definicién 2.6.5 Sea w : U C R — (R3)* una I-forma diferencial sobre

el abierto U dada por
3

w(z) = Z fi(z)dz;.

=1
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La diferencial exterior de w se define:

3
dw(x) = Z df; A dx;.
i=1

Entonces, dw es una 2-forma diferencial.

Ejemplo 2.6.6 La diferenciacion exterior de la 1-forma diferencial F =
(P,Q,0). En este caso el campo vectorial se puede escribir de la forma si-
guiente:

w(x) = Pdx + Qdy.

Entonces,

dw=dP ANdz +dQ ANdy = (%Ldx + IPdy) A da
—1—(%%6156 + %—ydy) A dy
= 9Ldy N do + $2dx A da

(ET? - %)dm A dy.

Observemos que la 2-forma diferencial dw estd determinada por la misma
funcion

oQ OoP

or Oy

que aparece en el Teorema de Green.

Si F = (f1, f2, f3) : U CR3 = R3 es un campo vectorial de clase C1, la
divergencia de dicho campo se define de la forma siguiente:

o Oh 0h | 0fs
DivF = D By + P

y recordando la definicién de rotacional de un campo se tendra:

€1 €2 ¢€3
RotF =V xF=| & & &
fi fo f3

Es decir:

_,0fs Ofy 0fir Ofs Ofs 0fi
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Ejemplo 2.6.7 La diferenciacién exterior de una 1-forma diferencial sobre
R3.
Sea F = (f1, f2, f3) un campo vectorial de clase C' sobre un abierto
U. Ahora calcularemos la derivada exterior de la 1-forma asociada a dicho
campo:
w = fidz + fody + f3dz.
Obtenemos
dw =dfi Ndzx +dfs Ndy +dfs ANdz
(6f1dm + 8fldy + 8fldz) A dx
(anda; + afzdy + aanlz) A dy
(af3dx + Jg‘?’dy + 8f3dz) Ndz

Con lo cual,

Ofs  0fs ofi  Of3 0fa  Ofi
dw = (Ty_g)d yAdz +(E—a—)d z A\ dx +(%_7y)d x A dy.

Finalmente, podemos observar que dw es la 2-forma que estd asociada
con el campo vectorial RotF =V x F.

Al igual que se ha hecho con las 2-formas diferenciables se puede introdu-
cir el concepto de 3-forma. Para ello, primero definimos las formas trilineales
alternadas de la siguiente manera:

Definicién 2.6.8 Denotaremos por A3(R?) al espacio vectorial de todas la
aplicaciones trilineales alternadas o : R3 xR3 xR — R, i.e., que satisfacen:

(a) af-,-,-) es lineal en cada una de sus variables,

(b) a(u,v,w) = —a(v,u,w) = —a(u, w,v) = —a(w,v,u).
Donde u,v,w € R3.

Como hemos visto con las formas bilineales alternadas podemos conside-
rar su base candnica, la cual viene representada por {dyAdz, dzAdx, dxAdy}.
A partir de dicha base podemos definir la 3-forma candnica de la siguiente
manera:

Dados los vectores u = (u1, ug,us), v = (v1,v2,v3) y w = (wq, we, ws3) se
definen:

upr v w1
(de Ndy Ndz)(u,v,w) =| ug vy we
uz vz w3
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Definicién 2.6.9 Una forma de grado 3 (3-forma ) sobre R® es una apli-
cacion
w:U CR® = A3(R?).

Dado x € U podemos escribir de forma tnica

w(x) = f(z)dx AN dy A dz,

donde f: U — R es una funcién. w se dice que es continua si f es continua.
Si U es un conjunto abierto y f es de clase C' en U, entonces diremos que
w es una 3-forma diferencial de clase C! en U.

Segun se ha visto hay una biyeccién entre las 2-formas continuas y los
campos vectoriales:

F = (f1, fo, f3) : U = R® 2 w = fidyNdz+ fadzNdx+fzdzAdy : U — A%(R3).

Si ahora consideramos la derivada exterior de una 2-forma, de la misma
manera que hemos hecho en el caso de 1-formas, nos que lo siguiente:
Si w es la 2-forma asociada al campo vectorial F', entonces:

. 3f1 an af?)
dw = (8—xdy Adz) Ndzx + (8—ydz Adz) A dy + (de Ady) Adz.

Usando las propiedades de las 3-formas se desprende que:

ofi  0f2  Ofs :
= = Div(F .
dw (ax + By + 5, Ydz A dy A dz iv(F)dx A dy N dz

2.6.3. Integracién sobre superficies

Definicién 2.6.10 Sea M uns superficie reqular orientable de clase C* y
sea (A, @) una carta de M compatible con la orientacion. Sea

w: M — A%(R?)

una dos forma continua en M. Para cada subconjunto medible Q C A se

define:

/ w::/ w::/w(cp(s,t)) (aw(s’t),aw(s’t> dsdt.
() (%) Q s ot

siempre que exista esta integral.
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Supongamos que tenemos el campo vectorial F = (f1, fa, f3) : M — R3,
en las mismas condiciones de la definicién, se define:

— s 2P0 t)  Oplst,
/SO(Q)F._/Q@(@( ), B o SR .

Proposicion 2.6.11 Siw = fidy A dz + fadz A dx + fsdx A dy, entonces
/ w = / F.
e () ©(Q)
Prueba.

Por definicién de integral de superficie de una 2-forma se tendra:

L;(Q) w = [o(file(s, t)dy A dz+
fa(o(s,t)dz A dx+
f3(p(s, t)dz A dy) (%, a%ts’t> dsdt.

De donde se obtiene que

file(s, 1)) fa(p(s,t))  fa(e(s,t))
/ w:/ Gor(s,t)  D22(s,t)  O(s,1) dsdt:/ F
#(2) @ %(s,t) a—S‘f(s,t) %(s,t) @(2)

2.6.4. Cambio de variable

Supongamos que una funcién r aplica una regiéon A del plano uv sobre
una superficie paramétrica r(A). Supongamos también que A es la imagen
de una regién B del plano st a través de una aplicacién inyectiva de clase
C', G : B — A siendo G = (U, V). Consideremos la funcién R definida
sobre B mediante la ecuacion

R(s,t) = r(G(s,t)).

Dos funciones asi relacionadas se denominan regularmente equivalentes. Fun-
ciones regularmente equivalentes definen la misma superficie. Esto es r(A) =
R(B). El siguiente resultado nos da la relacién entre sus productos vecto-
riales fundamentales.



76 CAPITULO 2. K-SUPERFICIES REGULARES

Lema 2.6.12 Sean r y R dos funciones regularmente equivalentes ligadas
por la ecuacion R =r o G. Entonces

OR OR _(0r 0r\odUV)
9s ot \au " au (s, t)

Prueba.
Como R = r o G. Aplicando la regla de la cadena, para cada ¢ = 1,2, 3.
Obtenemos

OR; Or;0U  Or; oV

ds  Ou Os "o v ds

OR; Or;oU  Or;oV

ot ou ot dv o
donde las derivadas ‘?9” y %’;}' estan calculadas en (U(s,t),V (s, t)). Multipli-
cando vectorialmente se concluye que:

8R OR or Or ou oV oU oV or Or
<au * a> (88t - ma) = (au « a) det(JG(s, ).

O

83 ot

Teorema 2.6.13 La definicion de integral de superficie de un campo vec-
torial es independiente de la carta elegida ( siempre que sea compatible con
la orientacion de la superficie).

prueba.

Sean (A, ¢) y (B,v) dos cartas que preservan la misma orientacion tales
que ©(A) = (B). Esto significa que llamando G = ¢~ lo : B — A,
entonces G es inyectiva de clase C! y ademés det(JG) > 0.

Segun la definicién de integral de superficie tenemos:

PN U 2 (5 N
[ F = e, B S due

Ahora como la aplicacién G estéd bajo las condiciones del lema anterior,
aplicamos el cambio de variable para la integral doble y obtenemos:

oy B = [4(F (o, v)), 255u2) x 220000y dy
= fB<F(cp 5,1)), 220G t) o 02lClet)y| qet (G (s, 1)) | dsdt
= [(F(d(s, 1), 2D x 22etdy gs

Jp
f ) P



Capitulo 3

Superficies con frontera

Consideremos en R3 la parte del cilindro z? + y? = 1 limitada por los
planos z =0 y z = 1. Es decir,

M::{(x7y7z)€R3: £B2+y2=1, nggl}

El conjunto M no es una superficie regular ( el problema aparece en los
puntos de M de la forma (x,y,0) y en los de la forma (z,y, 1)). Sin embargo,
podemos descomponer M = M; U My donde

My = {(z,y,2) €ER®: 22+ =1, 0< 2 < 1}
que si que es una superficie regular y
My ={(z,y,z) e M: z=0, 0 z=1}

que es una curva regular.

En este sentido, M es un ejemplo de lo que denominaremos superficie
regular con frontera. La frontera es la curva Ms, que en este caso no coinci-
de con la frontera topoldgica de M. En general, una superficie regular con
frontera en R? es la unién de una superficie regular y una curva regular (lla-
mada frontera). Este concepto serd esencial para la formulacién del teorema
de Stokes.

3.0.5. Funciones de clase C' en un semiplano

Consideremos el semiplano H? := {(z,y) € R? : x < 0}. Como el plano
no es un conjunto abierto, no es obvio el significado de que una funcién
definida en H? sea diferenciable. Recordemos que un conjunto A C H? es
abierto en H? para su topologia relativa si existe un abierto A en R? tal que
ANH? = A.

7
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Definicién 3.0.14 Sea A un abierto en H?. La aplicacion
o:A—-R?

se dice que es diferenciable (C') si existe un abierto A C R? y una funcion
diferenciable (C!)

g: A= R?
tal que ANH? = A y gla = o.

Ahora verificaremos que las derivadas parciales de g en un punto (s, t) €
A estan determinadas por la restriccién gla = ¢, lo cual nos permite hablar
de parciales de la funcién ¢ en los puntos de A.

Como A = ANH?, donde A es un conjunto abierto. Existird § > 0 tal
que (s,t) + h(0,1) € A siempre que |h| < 4. Como s < 0, tenemos

(s,t) +h(0,1) € A
para cada |h| < 6. Luego

@(s,t) = lim pls,t +h) = go(s,t)'
ot h—0 h
Este 1ltimo limite no depende de la elecciéon concreta de g.

El analisis de la parcial respecto de la primera variable es ligeramente
diferente. Como antes, § > 0 tal que (s,t)+ h(1,0) € A siempre que |h| < 9.
Sin embargo, la primera coordenada del vector anterior es s+ h y sélamente
hay una forma que nos garantiza que (s + h,t) € A cuando s = 0 el cual es
retringirse a los valores negativos de h. De hecho, si —9 < h < 0 entonces

ag 1. (70(3 + ha t) B 90(57 t)
9 (51 = limy n :
cuando s < 0y
dg . p(h,t) — ¢(0,1)
—(0,t) =1 )
88( ) hs0- h

Definicién 3.0.15 Sea ¢ : A — R3 una funcion. Las derivadas parciales
de ¢ en un punto (s,t) € A se definen como sigue:

87(,0 90(S7t+h) _ @(Svt)

= 1’ .
ot (s:%) hs h
d¢ s p(s+ht) — (s, t)
75 (&t = Jim h ‘
cuando s < 0 y

s h—0— h
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Definicién 3.0.16 Sea M C R3, no vacio. M se dice que es una superficie
reqular con frontera de clase C si para cada x € M existe una aplicacion

p:ACH? - M CR?
de clase C' tal que x € p(A) y se cumplen:
1. ¢(A) es abierto en M y ¢ : A — @(A) es un homeomorfismo,
2. para cada (s,t) € A, dp(s,t) : R? — R? es inyectiva.

Al par (A, ¢) se le llama carta o sistema de coordenadas. Un atlas es una
familia de cartas (A;, @;)icr tal que

el

Definicion 3.0.17 Sea M wuna superficie reqular con frontera. Un punto
xo € M se dice que estd en la frontera de M ( denotada por OM ) si para
alguna carta (A, @) hay un punto (0,ty) € A tal que

ro — (p(o, to).

Proposicién 3.0.18 Sea M una superficie reqular de clase C'. Entonces
M es una superficie reqular con frontera de clase C* y OM = ().

Prueba. Sea xg € M, como M es una superficie regular. Consideremos
(A, 1) una carta de M tal que (sg,tp) € Ay 1¥(so,to) = xo. Como A es un
abierto, podemos encontrar B :=|sy — 1, so + r[x]to — r,to + r[C A de forma
que (B, 1) es una carta de M.

Llamemos A :=] — 2r, 0[x|tg — r, to + r[C H?. Sobre este conjunto defini-
mos:

o(s,t) =Y(s+ (so+1),1).
Esté claro que (A, ) es una carta de M y ademds xg = ¢(—r,tp). Con lo
cual, g ¢ OM.
0

Lema 3.0.19 Para cada semi-plano S de R? existe una aplicacion afin
R:R? — R?

tal que R(H?) =S y R(OH?) = 5S.
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Prueba.

Dado el semi-plano S = {(s,t) € R? : 7(s,t) < a}, donde 7 : R? — R
es una aplicacién lineal no nula. Consideremos {v;, v2} una base ortonormal
de R? de forma que 7(v1) > 0y {v2} es la base de 771(0). Tomemos

L:R? 5 R?

la aplicacién lineal definida por L(e;) = v1 y L(e2) = vo. Finalmente, selec-
cionamos un vector b € R? tal que m(b) = a y definimos como R la aplicacién
R :=b+ L. En este caso,

m(R(ze1 + ye2)) = w(b+ zv1 + yvo) = a + z17(vy).

de donde deducimos que
RH?) =S

R(OH?) = 8S.
O

Como una consecuencia inmediata del lema anterior el semi-plano S es
una 2-superficie regular con frontera en R2.

Proposicién 3.0.20 Sea M = M U Ms tal que My N My = (), donde M,
es una superficie reqular y para cada xg € My existe un semi-plano S y una
aplicacion

p:ACS—-M

de clase C' tal que xo € p(A) y cumpliendo que
1. ¢(A) es abierto en M yp: A CS — p(A) es un homeomorfismo,
2. Para cada (s,t) € A, dp(s,t) : R? = R3 es inyectiva,
3. o Y(xp) € OS.

Entonces M es una superficie reqular con frontera y OM = M.

Prueba.

Para cada xyp € M7, no tendremos ningin problema puesto que M; es
una superficie regular. Ahora, nos concentraremos sobre los puntos de Ms.
Sea z¢g € Ms y tomemos

p:A—>M
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una aplicacién de clase C! satisfaciendo las condiciones (1), (2) y (3). Tam-
bien consideremos R : R? — R? como en el lema anterior. Finalmente,
definimos

B:= R (A) C H?

Yv:B—> M, Yv=poR.
Es facil comprobar que (B, ) es una carta para M y ¥~ 1(x9) = (0,9) O

Teorema 3.0.21 Sea S una superficie reqular de clase C' en R? contenida
en un abierto U C R3 y sea f : U — R una funcion de calse C' tal que para
cada x € SN f71(0) el gradiente V f(x) no es ortogonal al espacio tangente
T,.S. Entonces al conjunto

M:={xeS: f(z)<0}
es una superficie reqular con frontera. Ademds,
OM ={xe€S: f(x) =0}
es la frontera de M.
O

Proposicién 3.0.22 (Criterio practico) Sean ®,f : U C R® — R dos

funciones de clase C* sobre el abierto U. Si V®(z) # (0,0,0) para cada
x € ®71(0) y también, la diferencial de la funcion F : U — R? dada por
F = (®, f) tiene rango 2 para cada x € ®~1 N f~1(0). Entonces

M:={zxeU: ®(x)=0, f(x) <0}
es una superficie reqular con frontera:
OM ={zeU: ®(x)=0, f(z)=0}

Prueba.
Por las hipdtesis dadas sobre la funcién @, el ejemplo 2.1.10 asegura que
el conjunto

S={zeU: ®(z)=0}

es una superficie regular de clase C!.
Por otra parte, si tomamos x € S N f71(0) se tiene que dF(x) tiene
rango 2. Como las filas de la diferencial anterior son respectivamente V®(x)
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yV f(x). Estamos diciendo que dichos vectores no pueden ser paralelos. Aho-
ra bien, Por el ejemplo 2.2.7, sabemos que V®(z) es un vector normal a T,
y como V f(x) no es paralelo a dicho vector podemos concluir que V f(z)
no es ortogonal a T,S. Es decir, estamos bajo las condiciones del teorema
anterior.

O

Ejemplo 3.0.23 Sea M = {(z,y,2) € R : 22+ 92 +22 =1, 2 > 0}
la semiesfera unidad superior. Entonces M es una superficie regular con
frontera cuya frontera es la circunferencia

OM = {(2,,0) : % + y? = 1}.
Para probarlo, consideremos las funciones:

f(1’7y72):—za q)(xvyaz):x2+y2+z2—l.

Entonces,
Vo(x,y,z) = (2z,2y,2z) # (0,0,0)

en R3\ {(0,0,0)}. Ademds, tomando F = (®, f), tenemos que

20 2y 2z
dF(x)z(O ) _1)

tiene rango 2 excepto en los puntos del eje Z. Como el eje Z no intersecta
con la circunferencia unidad z? + y*> = 1, z = 0 El criterio anterior nos
asegura que M es una superficie regular con frontera.

Definicion 3.0.24 Sea M un subconjunto de R™. Diremos que M es unan

superficie reqular de clase C' con frontera de clase C* si la frontera topoldfica
de M (llamemosla Fr(M)) es una (n-1)-superficie reqular de clase C1 de
forma que para cada x € Fr(M) existe 6 > 0 tal que, para cada 0 < r < 9§,
el conjunto B(x,r) \ Fr(M) tiene dos componentes conexas, y una de ellas
coincide con la interseccion de B(x,r) con el int(M). En este caso, OM =
Fr(M).

Ejemplo 3.0.25 La bola unidad M = {(z,y,2) € R®: 22 +¢% + 22 < 1}
es una 3-superficie regular con frontera en R3.

Esté claro que M es un conjunto compacto de R3. Ademads ya se ha visto
que Fr(M) = {(x,y, 2) : 22+ y* + 22 = 1} es una superficie regular de clase
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C'. Si ahora consideramos un punto u € Fr(M) es evidente que podemos
encontrar & > 0 tal que si 0 < r <  entonces

B(u,r)\ Fr(M) = B(u,r)N{(x,y,2): 22 +y*+22 < 1}
UB(u, ) N {(z,y,2): 2 +y%+ 22> 1}

Ambos conjuntos son conexos y ademas
B(u,r) N {(z,y,2): 2°+y*+ 22 <1} = B(u,r) Nint(M).

Sea M una 3-superficie regular con frontera de clase C' en R3. En par-
ticular, para cada zg € OM existe r > 0 tal que B(xg,r) \ Fr(M) tiene
dos componentes conexas, U, V', donde U es la interseccién de B(zg, ) con
int(M) y V es la interseccién de la bola con el complementario de M. A
continuacién vamos a estudiar bajo qué circunstancias podemos hablar de
vectores normales que apuntan hacia dentro o hacia fuera del interior de M.

Definicién 3.0.26 Sea xg € Fr(M). Un vector normal N a Ty, (Fr(M))
se dice que es un vector normal exterior si existe & > 0 tal que

o +tN € R\ M
siempre que 0 < t < 6.

Si suponemos que Fr(M) es localmente un conjunto de nivel, la defini-
cién anterior nos dice:

Sabemos que Fr(M) es una superficie regular, entonces dado zy €
Fr(M), supongamos que existe 7 > 0 y una funcién de clase C! & :
B(zo,7) — R tal que

B(zg,r) N Fr(M) = {z € B(zo,r) : ®(x) =0}
Mientras que podemos suponer que
U={z e B(xg,r): ®(z) <0}, V={z¢e B(zxg,r): ®(x)>0}.

En este caso llamamos N := V®(zg), dicho vector es normal al espacio
tangente Ty, (Fr(M)). Ese espacio tangente divide a R® en dos partes dis-
juntas: una de ellas consta de todos los vectores v € R3 tales que (N,v) > 0
y la otra consta de todo los v € R3 tales que (N, v) < 0.

Sea v € R3 tales que (N,v) > 0. Entonces,

O(xg + tv)

0 < (N,v) = Dy%(z) = lim ————=.
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Lo cual prueba que

O (xp + tv) > 0,

siempre que t sea positivo y suficientemente pequeno, lo que quiere decir que
xo + tv € V. Es decir, el vector v apunta hacia el exterior de M. El mismo
argumento demuestra que si

(N,v) <0,

entonces xg + tv € U siempre que t > 0 sea suficientemente pequeno. Es
decir, v apunta hacia el interior de M.

O

Ejemplo 3.0.27 Un caso simple que ilustra lo anterior es el siguiente. Sea
M ={(z,y,z) :  <0}. Considermos la funcién ®(x,y, z) = = en este caso

M ={(z,y,2) : ®(x,y,2) <0}

En este caso la frontera de M coincide con el plano x = 0, y el vector
V&(x,y,z) = (1,0,0) que apunta hacia el exterior del semiplano.

3.0.6. Orientacién de una superficie con frontera

Definicion 3.0.28 Sea M wuna k-superficie regular con frontera de clase
C! en R" (donde k = 1,2 y n = 2,3). Diremos que M es orientable si
existe un atlas (A, ;)ier tal que para cada par de cartas (A1, 1) y (A2, p2)
con p1(A1) Npa(Ag) # 0 se cumple que det(J (oL o)) > 0 en su dominio
de definicion.

Proposicién 3.0.29 Sea M una k-superficie reqular con frontera en R™.
M es orientable si, y solo si, M\ OM lo es.

Sea M un subconjunto compacto de R” cuya frontera topoldgica (F'r(M))
es una (n—1)-superficie regular de clase C!. Se ha visto que la eleccién de una
orientacién sobre M es equivalente a una orientacién sobre U := M\ F'r(M).
Diremos que la orientacién sobre M es positiva si para cada z € M \ Frr(M)
la carta que cubre a z (llamemosla (A, ) verifica que si p(t) = z, entonces
el jacobiano de ¢(t) tiene determinante positivo.
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3.1. Teorema de Stokes

Observacién 3.1.1 (Conjuntos compactos en R?) Sea (g, o) un pun-
to de Fr(M) y (A,p) una carta compatible con la orientacién tal que
(0,%0) = (20, %0)-

Llamemos R
A:={teR: (0,t) € A}
este conjunto es un entorno abierto de £y en R. Sea |a, b[ un intervalo abierto
tal que ty €]a,b[C A. Notemos que

7 Ja, b= R*: (1) = ¢(0,1),

es una trayectoria de clase C' de forma que el arco que define esta contenido
en Fr(M) y contiene a (z9,yo). Ademds, (Ja,b[,7) es una carta de Fr(M)
compatible con la orientacién. El vector tangente a v* en el punto 7(ty) =

(wo,yo) €s: 5
vy =7/ (to) = 55(0,to).

Por otra parte, para cada s < 0 tal que (s,tp) € A tenemos que

¢ dp
%(57 tO)? E(Sa tO)}
tiene determinante positivo (M estd positivamente orientado).
Tomemos, vy := %‘;(O,to), entonces por la continuidad de las derivadas

parciales se cumplird que
det[vy, v2] > 0.

Esto significa que la base {v1,v2} estd positivamente orientada en R?. Esto
significa lo siguiente:

Si descomponemos el plano por dos semiplanos separados por la linea
tangente a F'r(M) y nos movemos a lo largo de dicha linea en la direccién
dada por el vector vy entonces —wv; apunta hacia la parte izquierda del
semiplano. Ademas, el vector —v; apunta hacia el conjunto M. En efecto,
para s > 0, |s| suficientemente pequenio, tenemos que ¢(—s,ty) € M y
también, desde la definicién de diferencial se tendra que

@(_SvtO) ~ (xov yO) — Sv1.

Definicion 3.1.2 Sea M wuna superfice regular orientable con frontera de
tal forma que M \ OM estd definida por un atlas finito. Si w : M — A?(R3)
es una 2-forma diferenciable continua. Entonces se define

/ w = / w.
M M\OM
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Proposicién 3.1.3 Supongamos que T C R? es una 2-superficie reqular
en R? en el sentido de la definicion 3.0.24 y sea v : U — R3 tal que r es
inyectiva y de clase C1 en un abierto U que contine a T. Entonces r(T) es
una superficie reqular con frontera en R3.

Teorema 3.1.4 (Teorema de Stokes) Sea M una superficie compacta
reqular con frontera de clase C? y sea w una 1-forma diferencial de clase C*
sobre un abierto que contiene a M. Entonces

/ w:/ dw.
oM M
Prueba.

Para demostrar el teorema basta establecer las tres férmulas siguiente,

Jorr Pz = [ foy (=32 du ndy + 92 dz nde)
Jors Qdy = [ [ —%—gdy/\dz—l—%—gdx/\dy), (3.1)
Jops Rdz= [ [}, —%—gdz/\dx—i—%dy/\dz).

La suma de esas tres ecuaciones nos da la tesis del teorema. Puesto
que las tres son parecidas, tan sélo demostraremos la primera. El plan de la
demostracién consiste en expresar la integral de superficie como una integral
doble sobre T. Entonces se aplica el teorema de Green para expresar la
integral doble sobre T' como una integral de linea sobre 97. Por tltimo,
demostraremos que esta integral de linea es igual a |, o Pdx.

Escribimos,

r(s,t) = X(s,t)e1 + Y(s,t)ea + Z(s,t)es

y expresamos la integral de superficie sobre M en la forma:

opP oP BPaXY) 0P O(Z,X)
/M< aydw/\dy—l—adz/\dx) //{ st) —l-& 905.1) }dsdt

Designemos ahora con p la funcién compuesta dada por

El dltimo integrando puede escribirse de la forma:

OPI(X,Y) OPO(ZX) o 90X, 0, 0X

Ay O(s,t) | 0z O(s,t) = 5P o) a5 ) (3:2)



3.1. TEOREMA DE STOKES 87

Aplicando a la integral doble sobre T el teorema de Green obtenemos:

0 8X 0,6 0X 0X 0X
/ / { Por) " aﬁ}d““ /an@ster@tdt’

en donde 0T se recorre en sentido positivo. Parametrizamos 97 mediante
una funcién ~ definida en un intervalo [a, b] y sea

la correspondiente parametrizacién de M. Expresando entonces cada in-
tegral de linea en funcién de su representacién paramétrica encontramos

que
0X 0X
—d —dt Pdzx.
/T 88 5 +p at \/BM v

lo cual completa la demostracién.

3.1.1. Teorema de la divergencia (Teorema de Gauss)

El teorema de Stokes expresa una relacién entre una integral extendida
a una superficie y una integral de linea tomada sobre la curva que constituye
la frontera de la superficie. El teorema de la divergencia expresa una relacion
entre una integral triple extendida sobre un sélido compacto y una integral
de superficie tomada sobre la frontera del sélido.

Teorema 3.1.5 Si V es una 3-superficie compacta en R3 limitada por una
superficie orientable S, sin es la normal unitaria exterior a S y si F' es un
campo vectorial definido sobre V, entonces

/Div(F)dxdydz—/(F,n). (3.3)
1% S
Observacion 3.1.6 Si expresamos F' y n en funcion de sus componentes

F(m,y,z) = P(£U7y,z)61 + Q(-’E,y,z)GQ + R(xayaz)e&

n(x,y, Z) = n1($;y7 2)61 + TZQ(«T,y, 2)62 + 77,3(.%, y,Z)63

la ecuacion (3.3) puede entonces escribirse de la forma:

/// <aP % * ?9];) dzdydz = //S(Pm + Qna + Rn3)dS. (3.4)
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Demostracion.
Bastara establecer la tres ecuaciones

[ ] [ 2 i~ [ [ pwas.
///V((;Cy?da;dydz—//SQngdS,
/// dxdydz-//Rn;;dS

Comenzaremos por la tercera de esas formulas y la demostracién para
solidos de tipo especial.

1.

Supongamos que V es de la forma siguiente:

Vi={(z,y,2): 9(z,y) <2< f(z,y): (z,y) €T},

siendo T una regién conexa del plano, y f,g son dos funciones continuas
definidas sobre T, con la condicién g(z,y) < f(z,y) para cada punto de T.
Geométricamente, esto significa que T es la proyeccion de V en el plano zy.
Toda recta paralela al eje z que atraviese T corta al sélido V a lo largo de
un segmento rectilineo que une la superficie z = g(z,y) a la z = f(x,y).
La superficie frontera S consta de un casquete superior S, dado de forma
explicita por z = f(x,y), otro inferior So dado por z = g(x,y), y en algunos
casos por una porciéon de cilindro S3 enegendrado por una recta que se
mueve a lo largo de la frontera de T" manteniéndose paralela al eje z. La
normal exterior a S tiene componente z no negativa sobre S7 y no positiva
sobre Sy y es paralela al plano horizontal en S3. Los sélidos de este tipo
se llaman ”proyectables-xy” .Este tipo incluye a todos los sélidos convexos (
por ejemplo, esferas, elipsoides, cubos) y otros muchos que no son convexos
(por ejemplo, el toro con eje paralelo al z).

La idea de la demostracién es la siguiente: Expresamos la integral triple
como una doble extendida a la proyeccién T. Entonces demostramos que
esta integral doble tiene el mismo valor que la integral de superficie citada
en el enunciado. Comencemos con la férmula

[ S ][22

dxdy.
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La integral unidimensional respecto de z puede calcularse mediante el se-
gundo teorema fundamental del célculo, dandonos

///Vgjjdxdydz://T{R(xayaf(%y))—R(x7y7g(a:,y))}da:dy. (3.5)

Para la integral de superficie podemos escribir:

//RngdS:// Rn3d5+// Rn3d5+/ RngsdS. (3.6)
S S1 Sa S3

Sobre S3 la normal es paralela al plano horizontal, de modo que nz = 0
sobre S5 y la integral sobre S3 serd nula. Sobre la superficie S7 usaremos la
representacion

r(z,y) = (z,y, f(z,y)),

y sobre S5 la representacion

s(z,y) = (z,9,9(,y)).

En S la normal tiene la misma direccién que el producto vectorial funda-

ar or
mental g x 5y con lo cual,

//51 RnsdS —/ 5 Rdx Ndy = //TR(x,y,f(a:,y))da:dy.

En S5 la normal n tiene la direccién opuesta a la de g—; X g—;, con lo cual,

/ RnsdS = —// Rdx N dy = —// R(z,y, g(z,y))dzdy.
Sa So T

Por consiguiente, obtenemos que la ecuacién

/ / /V gfda:dydz: / /S RnsdsS, (3.7)

En la demostracion anterior la hipdtisis de que V' es proyectable-xy nos
permite expresar la integral triple extendida a V' como una integral doble
sobre su proyeccién T sobre el palno horizontal. Es evidente que si V es
proyectable-yz podemos razonar del mismo modo y demostrar que

/ / /V %—]:da:dydz: / /S Pryds. (3.8)

es cierta.
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y si V' es proyectable-xz obtenemos

/ / /V ‘ggdxdydzz / /S QnadS. (3.9)

Asi vemos que el teorema de la divergencia es valido para todos los
solidos proyectables sobre los tres planos coordenados; en particular, para
todo sélido convexo.

O
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