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Tema 1

CONJUNTS NULS.

1.1. Definici6 i Propietats.

Siguen Aq, Ag, ..., A, intervals en R, és a dir, cada Ay pot ser fitat, no

fitat, obert, tancat, etc. Un conjunt A C R™ de la forma
A=A1 x Ay x ... x A, = {(xl,xg, ,.CCn) T TE € Ak}

s’anomena interval o rectangle general n-dimensional.

Anomenarem interval o rectangle tancat, a un rectangle que coincideix
amb la seua clausura. Direm que un interval és obert si coincideix amb el
seu interior.

Direm que un interval n-dimensional és no fitat si alguna de les seues pro-
jeccions no esta fitada en R. Direm que un rectangle és impropi o degenerat
si alguna de les seues projeccions es redueix a un punt.

Siga I C R un interval, denotem per p(I) a la longitud de dit interval.

Definicié 1.1.1 Siga A = A1 X Ay X ... X A, un rectangle en R". Anome-

narem mesura de A:

p(4) = [ wlar)

k=1

ot
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Definicio 1.1.2 Les projeccions d’un interval n-dimensional es denominen

arestes. Si totes les arestes son iguals, al rectangle se [’anomena cub.

Definicié 1.1.3 Siga H C R", direm que H és un hiperpla st H es una

varietat lineal de dimensio n — 1.
Siga a € R es defineix donat i € {1,2,...,n} fix:
H, ={rcR":z; =a}

és evident que H, és un hiperpla.
Donat un interval fitat n-dimensional I = [ay,b1] X ... X [ay, by] es defi-
neixen:

Héi:{xE]R":xi:ai}
HgiZ{:UGRn:xi:bi}

A aquests hiperplans se’ls denomina hiperplans fitants de I i a la intersec-
cié d’aquests hiperplans amb I se’ls anomena cares de I.
Les cares d’un interval n-dimensional es poden considerar com intervals

(n-1)-dimensionals.

Definicié 1.1.4 Siga A C R", direm que A és un conjunt nul si donate > 0
existeir una successio de rectangles fitats (oberts) n-dimensionals {I(j)}‘;i1
de manera que:

(1).- AC U2, 1V

(2)- 232 V) <e

Proposicié 1.1.5 (1).- Si A és nul i B C A. Llavors B també és nul.
(2).- Siga {Am}men una successié de conjunts nuls. Llavors el conjunt

Umex Am €s un conjunt nul.
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Demostracio.-

(1).- Es evident per la definicié de conjunt nul.

(2).- Siguen € > 0im € N.

Sabem que A, és un conjunt nul, llavors donat mr > 0 existeix una
successié de rectangles fitats {I (m’j)}?‘;l de manera que per a tot m € N

tenim:

J=1

> €

S <

j=1

D’aquesta forma podem escriure:

D 72 @) la successié que recobreix a Ag
@Y 122 g@n) la successié que recobreix a Ao
k1) pk2) | plen) la successié que recobreix a Ay,

Sabem que aquests intervals es poden ordenar del mode segiient:

1(1’1)7 I(LZ)’ 1(211), 1(173)’ 1(272)’ 1(311),

i a aquesta successié d’intervals la denotem de la forma segiient: {.J (i)};‘il,

és clar que
A=A cJI®
k=1 i=1
i a més a més,
PIVCADEN I BICAD
i=1 e
tenint en compte la definicié dels intervals J® tenim:

n A ) n ) n 4 1
douINy < ST ) < 3T YT () < et
i=1 i=1 =1

m+i<n+1

1
2n+1

)

<

|
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per tant

=
=
IN
N
AN
o

Corol-lari 1.1.6 Els conjunts numerables sén conjunts nuls.

Demostracio.- Es evident que un conjunt format per un sol element és
un conjut nul. Com un conjunt numerable es pot escriure com unié numera-
ble de conjunts d’un sol element, per 'apartat (2) de la proposici6 anterior,

obtenim el resultat.

1.2. Exemples.

Proposicié 1.2.1 Un hiperpla en R™ es un conjunt nul.

Demostracié.- Un hiperpla en R" és una varietat lineal (n—1)-dimensional.
Per tant, si H és un hiperpla, podem afirmar que existeix a € R™ i un sub-

espai vectorial de dimensié n — 1, F' tal que
H={a+v: veF}

farem la prova per als hiperplans paral-lels als eixos coordenats, sense perdua

de generalitat, podem suposar que
H=A{(z1,....,xn-1,0): zx €R, k=1,2,....,n—1}

Vegem que H és un conjunt nul.

En efecte; Siga € > 0, anomenem:

€ €

I =] =2,2[x...x] = 2,2[x]a - g D1 T 22(n—1)+1+1[
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€ €

_ 2 52 2 52
I =] — 27,2%[x...x] — 27,2%[x]a — 2(2+1)(n_1)+1+2,a+ 2(2+1)(n_1)+1+2[

Aixi successivament, donat k£ € N, es defineix;

€ €
St DDk 4 T S D D11k [

I, =] — 28 28 [x...x] — 2% 2F[x]a —

tenint en compte la definicié de H esta clar que

o0
HC|JI
k=1
a més a més és clar que
n—1 € €
_ k ok _
p(ly) = (1_[1 (] =27, 2" u(la — S DDtk 4T 2(k+1)(n71)+1+k) =
1=
nl 2¢ €
k+1 _
(1_.[ 2 )2(k+1)(n71)+1+k T 9k
1=
Per consegiient,
o0 (0.9] €
S H <Y 5=
k=1 k=1

Proposicié 1.2.2 Siga f: I CR — R amb I un interval. Si f és continua

en I llavors G(f) és un conjunt nul de R2.

Demostracié.- Primer farem la demostracié per al cas en que I és un
interval compacte [a, b].

Com f és continua en [a,b] pel teorema de Heine-Cantor sabem que f
es uniformement continua en [a, b] la qual cosa significa que

Donat €’ > 0 existeix § > 0 tal que si |x—y| < d llavors | f(x)— f(y)] < €.

Considerem n € N tal que 0 < =% < §, i ara anomenem a; = a -+ =
amb j =0,1,...,n és evident que {aj}j:0 és una partici6 de l'interval [a, b].

Aix6 ens permet agafar els segiients rectangles

Ij = laj,aj1] % [f(a;) — €, fa;) + €]



10 TEMA 1. CONJUNTS NULS.

Vegem que {; ?:_(} és un recobriment de G(f).

En efecte;

Donat (z, f(z)) € G(f) sabem que = € [a,b] per tant existira j €
{0,1,...,n} tal que = € [a;, a;41] llavors, |z —a;| < |aj41 —aj| < 0 i per tant,

|f(z) — f(a;)| < € la qual cosa ens diu que:

n—1
GHclyi
=0
a més a més,
n—1 n—1 n—1 b—a
ZM(IJ) = Z(aj—i-l —aj)2€ = Z 2¢' = €2(b - a)
7=0 7=0 7=0

llavors prenent € = ﬁ s’obté el resultat.

El cas general,
Siga I un interval, llavors podem escriure I com unié numerable d’intervals
compactes, es a dir I = (J,,cy[@n, bn]. Tenint en compte la definicié de G(f)

es té

G(f) = J{( f()) : @ € lan, bu]}

neN

pero pel cas anterior cadascun dels conjunts que formen la unié anterior és
un conjunt nul. Ara aplicant que la unié numerable de conjunts nuls és al

seu torn un conjunt nul obtenim el resultat.

1.3. Problemes proposats.

Exercici 1 Demostrar que R\ Q no és un subconjunt nul de la recta real.

Exercici 2 Provar que existeizen conjunts de nombres reals nuls que no son

numerables.
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Exercici 3 Demostrar que si A és nul en R™ i a € R™, llavors el conjunt

a+A:={a+xeR": xe A} és nul també.

Exercici 4 Siga ¢ € R i considerem el conjunt de R? definit per: {(z, cz) :

x € R}. Provar que dit conjunt és nul.
Exercici 5 Demostrar que tota circumferéncia en R? és un conjunt nul.

Siga P(x) una propietat que depén de x € R™. Direm que la propietat
P(x) es verifica quasi per totes parts, quan existeix un conjunt nul A tal que

si x ¢ A, llavors es compleix la propietat.

Exercici 6 Siguen les successiones funcionals, (fn) i (gn) de forma que
fn— faqpp. ign — g qpp. Siper a totn € N es té que f,, = gn q.p.p.
LLavors, f =g q.p.p.

Exercici 7 FEl limit quasi per totes parts d’una successié de funcions si

existeix és unic?. Per qué?.
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TEMA 1.

CONJUNTS NULS.



Tema 2

FUNCIONS
ESGLAONADES.

2.1. Definicions i Propietats.

Definicié 2.1.1 Siga A C R™. Anomenarem funcid caracteristica de A a la
seglient funcio

xa: R — R
_ () = 1 z€A
v XA =1 0 x ¢ A

Definicié 2.1.2 Una funcio s’anomena simple o esglaonada si es pot es-
criure com una combinacio lineal finita de funcions caracteristiques d’intervals

fitats.
n
=" arxy,
k=1

on els ap € R i els I, son intervals fitats.

Denotarem per S(R™) al conjunt de les funcions esglaonades en R™. Evi-

dentment S(R™) és un espai vectorial sobre R.

13



14 TEMA 2. FUNCIONS ESGLAONADES.

Lema 2.1.3 Siga ¢ una funcid esglaonada en R™. LLavors ¢ es pot escriure
com combinacio lineal finita de funcions caracteristiques d’intervals disjunts

dos a dos.

Demostracio. Suposem que

n
= arxy,
k=1

on els I son els intervals que caracteritzen a ¢. Com tots aquests intervals
son fitats podem considerar els seus hiperplans fitants.

Considerem els segiients hiperplans:
HZ:{CCERHLQZO}

Siga p; el nimero d’hiperplans fitants paral-lels a H;.

Vegem quants intervals disjunts podem formar:

Exemple 2.1.4 Siga ¢ = @1X([q; 1] T @2X]az,bo[- ED aquest cas, tenim que
i =11p; =4 els intervals disjunts seran (suposem a més a més que a; <
as < bl < bQ)

la1, a1], [az, az], [b1, b1], [b2, o]
| — 00, a1], a1, az(,]az, b1[,]b1, bal, Jba, +00]

apareixen, 2p; + 1 intervals disjunts, dels quals 2p; — 1 sén fitats.
En R2, si prenem I| = [(ll,bl] X [al,bl] I, = [ag,bz] X [(Ig,bg] (a1 <ag <
b1 < by.) Siga i € {1,2}, llavors tenim que p; = 4.

Intervals disjunts, segons hem vist abans:
la1, a1]x{[a1, a1], [az2, as], [b1, b1], [b, b2], | —00, a1, |a1, azl, |az, b1[, b1, ba[, ]b2, +oo[}

és a dir, amb [a1, a1] podem formar 2p; + 1 intervals disjunts i 2p; — 1 dels
quals son fitats.
Fent aix6 per a tots els intervals de la primera projeccié obtenim (2p; +

1)(2p2 + 1) intervals disjunts i dels quals (2p; — 1)(2p2 — 1) s6n fitats.
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Tenint en compte aixé i mitjancant un proces inductiu s’obté que si p;
és el nimero d’hiperplans fitants paral-lels a H; es té que hi han (2p; +
1)(2p2+1)...(2p, + 1) intervals disjunts dos a dos i dels quals (2p; —1)(2p2 —
1)...(2p, — 1) s6n fitats. De tots els intervals que obtenim ens quedem amb
el fitats.

Aquest raonament ens diu que donats I, ..., I, intervals fitats, existeix

s € N tal que
n S
Un=U7%
i=1 i=1

on els J; sén intervals disjunts dos a dos i a més a més sén fitats.

Es clar aleshores que
S
é=>_ Bixs
i=1

on els 3; venen donats de la forma segiient:

Si donat J; existeix ig tal que J; C I;,, llavors
Bi = iy
Si existeixen i1, ..., 7 tal que J; C I;; N...N I;, aleshores definim
Bi = oy, + ...+ oy,

d’on s’obté el resultat.

Com el concepte d’integral és una generalitzacié de 'area, es tracta
d’obtindre el segiient:

Si I és un interval fitat en R, i x 1 és la seua funcié caracteristica, aleshores

/Xr:MD

Si tenim una funcié esglaonada, tenint en compte el que hem fet abans,

déu complir-se:

podem considerar que

m
¢ = iy
i=1
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on els intervals I; sén fitats i disjunts dos a dos. Es defineix:

/¢ = ;am(fi)

Per a que aquesta definici6 tinga sentit en les funcions esglaonades hem

d’assegurar-nos que és independent del representant triat.

Lema 2.1.5 Suposem que ¢ = > " a;X1, @ que ¢ = Y i1 Bixy,. (Els in-

tervals disjunts dos a dos). LLavors

Z a;p(l;) = Z Bin(Ji)

Demostracié. Considerem els intervals Iy, ..., Iy, J1, ..., J;, pel procedi-
ment descrit al Lema 2.1.3, podem obtindre Kj, ..., K, intervals fitats dis-

junts dos a dos que ens permetran escriure:

S
¢=> VXK,
=1

Considerem dos casos especials:

(1). Siga I un interval fitat en R™. Un hiperpla
H={xeR":z;,=a}
pot utilitzar-se per a dividir a I en tres intervals disjunts:
L={zel:z <a}
L={zel:z=a}
Iy={zel:z;>a}

Aixi tenim

XI =X, T XL, T XI3
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a més a més, com p(l2) = 0 la definicié d’integral ens diu que

/XI = u(l) = p(l1) + p(l3)

(2). Per a dos nimeros reals a, b i un interval fitat I es té que (a+b)xs =
axr + bxr aixo és consistent amb la definici6é d’integral ja que (a4 b)u(l) =
ap(l) +op(l).

Com de > ", aixr, a >y ViXK, €s passa fent una successié finita de

transformacions de tipus (1) i (2) obtenim que

m S
Z aip(l;) = Z%’M(Ki)
i=1 i=1

de la mateixa manera podem fer ’altre cas.

Com a conseqiiencia dels lemes precedents es pot concloure que la defi-

nicié d’integral d’una funcié esglaonada és consistent.

Proposicié 2.1.6 ( Propietats.-) (a).- Linealitat: Si ¢, € S(R") i, 0 €
R. Aleshores, [(ap+ Bp)=a [¢+ 3 [¢.
(b).- Monotonia: Siguen ¢, ¢ € S(R™) tal que ¢ < ¢. LLavors [ ¢ < [ ¢.
(c).- Si ¢ € S(R™). Aleshores || € S(R™) i a més a més, | [ ¢] < [|d].

Demostracio.

(b).- Escriurem ¢ = Zle a;X1,, on els intervals involucrats sén disjunts
dos a dos.

Si ¢ > 0 és perqué tots el a; > 0 amb la qual cosa, és facil veure que

J[¢=>0.
Suposem ara, que ¢ < ¢, llavors ¢ — ¢ > 0 per tant, [(p — ¢) > 0 per

0< [e-0=[o- [0

(a) tenim que
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2.2. Figures elementals.

Definicié 2.2.1 Un subconjunt A C R" és una figura si ezisteiz {I;}71,

intervals fitats disjunts dos a dos de forma que
m
A=
j=1

Al conjunt de totes les figures elementals de R"™ el denotarem per

F(R™)

Teorema 2.2.2 (Caracteritzacid) (a).- A és una figura si, i només si,
XA €s esglaonada.
(b).- Siguen ¢ € S(R™) i M > 0 llavors, A :={zx € R" : p(z) > M} és

una figura.

Demostracio.
(a). (=) Sabem que
x4a: R* — R
1 z€A
T xalw) = 0 z¢ A
Ara, utilitzant la definicié de figura, si x € A existira un tnic I; tal que

x € I;. Per tant,
m
XA = ZXIJ-
j=1

(<) Suposem que x4 = > .. a;xs, amb els I; disjunts dos a dos.
També podem suposar que els «; # 0. Aixo significa que, si ¢ € A ales-

hores

xa(z) = ZaiXIi(l‘) =1.
i—1
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Per consegilient, existira un tnic I; tal que x € I, el que ens porta a concloure

que

Ac L%
j=1

D’altra banda, si « ¢ A aleshores
m
xa(x) = Zaixh (x) = 0.
i=1

Aixi que
j=1

Dels fets (*) i (**) concluim que,

(b). Com que ¢ € S(R™) podem escriure:

p
Y= Z Qi X JT;
=1

on els intervals involucrats sén disjunts dos a dos.

Considerem )
¢ = Bixs
i=1

on B;=1sio; >Mifp;=0sic; <M

Vegem que x4 = ¢. En efecte;

Siz € A, aleshores p(z) > M. Com a més a més, els intervals sén disjunts
dos a dos. Existira un tnic J; tal que x € J;. Per tant, ¢(x) = a; > M i per
la definici6 dels f3; es té que 3; = 1 d’on deduim que ¢(z) = 1.

Siz ¢ A, llavors p(z) < M el que ens diu:

D’una banda que, si x € J; aleshores oa; < M d’on 3; = 0.
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D’altra que = ¢ |J I; la qual cosa implica que ¢(x) =0

Proposicié 2.2.3 Si S;T € F(R™). LLavors es té que:
(a).- SNT € F(R™).
(b).- SUT € F(R").
(c).- S\T € F(R").
(d).- S AT € F(RY).

Demostracio.
(a). Lnic que hem de demostrar és que xsnr és una funcié esglaonada.

Pero, clarament

XSsnT = XSXT>

lavors, SNT € F(R™).
(b). Com que

XSuT = XS + XT — XsSnT

s’arriba al resultat.

(¢).- Es evident a partir del fet:
XS\T = XS — X8nT-
(d).- Es clar, ja que

SAT=(S\T)U(T\S).

Si S € F(R™), aleshores per la definicid,
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on els I; sén intervals disjunts dos a dos. Aixo ens permet definir la mesura

de S de la segiient forma:

i com a més a més, xs =y, xr1,, Sobté que,

/XS = gﬂ(ji)-

El fet anterior ens permet definir:

Donada A € F(R") i ¢ € S(R")

o[ ou
A n

Aquesta tultima expressié té sentit, ja que x4 € S(R™), i per tant, pxa €
S(R™). A més a més, tenint en compte 1'dltim resultat, si A, B € F(R") es

té:
/ v = / ©(xa+ XB — XAnB)
AUB n

llavors, si AN B = () s’obté

/AUBsoz/nw(XAJrXB)

ara aplicant la linealitat de la integral, s’arriba:

/AUBQOI/RR‘P(XA‘FXB):/A‘P“‘/BSD-

2.3. Successions monotones de funcions esglaona-
des.

Una successio de funcions reals { f,,} definida sobre un conjunt S s’anomena

monotona creizent en S si:

fu(2) < fata(2)
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per a tot x € S'i per a tot n € N.

Una successio de funcions reals s’anomena monotona decreizent si:

fn(m) 2 fn-&-l(x)

per a tot x € S'i per a tot n € N.

Notacié. Si {f,} és una successié creixent de funcions definides en S

tal que f, — f q.p.p. en S, escriurem

o1 f qpp-enS.

De la mateixa forma, la notacié f, | f q.p.p. en S significara que la

successié {f,} és decrecixent en S i convergeix quasi per totes parts a f.

Teorema 2.3.1 Siga {Sn} C S(R™) tal que Sy, | 0 ¢.p.p. en I (on I és
un interval) i a més a mes, Sy, > 0 per a tot m € N. Llavors

lim [ S5, =0.

m—00 I

Demostracié. La demostracid consisteix en escriure

[8n=[ 50+ [ s
I A B

on A i B sén uni6 finita d’intervals (per tant, A, B € F(R")). El conjunt
A s’obtindra triant aquells intervals on l'integrand és xicotet quan m és
suficientment gran. En B l'integrand no necessita ésser xicotet, perd en
canvi la suma de les mesures dels seus intervals sera xicoteta.

Com que 57 és una funcié esglaonada, aleshores existira un interval com-
pacte Iy tal que Si(x) = 0 sempre que z € R™ \ Ij.

Com que 0 < Sy, (z) < Si(x) per a tot x € I. Cada S,, s’anul-la fora de

Iy. Ara be, S,, és constant en cada subinterval obert d’una certa particié de
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Iy. Designem D,,, al conjunt de les cares d’aquests subintervals, i siga D =
U Di. Com que cada D, és un conjunt finit de cares (les cares sén conjunts
nuls), D sera un conjunt nul.

Siga E el conjunt de punts de Ij en els que la successi6 (S, ) no convergeix
a zero. Per hipotesi E és nul. Per tant, el conjunt F' = E'U D sera també nul.

Aixo significa que:

Donat € > 0 existira (F}y) successié d’intervals oberts i fitats de manera

que:

oo
FC U Fy,
k=1

i a més a més,
o0
> u(Fy) <e.
k=1

Suposem que g € Iy \ F. Aleshores, 29 ¢ E, d’on S;,(x¢) — 0. Per tant,
existira N (zg) € N tal que Sy (z9) < €. A més amés, xg ¢ D, aixi que x( esta
a l'interior d’algun dels subintervals en els que Sy és constant. Aixi podem
afirmar que existeix un interval obert B(xo) de forma que Sy(t) < € per a
tot ¢ € B(xp).

Com que la successié (Sy,) és decreixent, tenim a més a més, que Sy, (t) <
€ per a tot m > N i per a tot t € B(zp).

El conjunt de tots els intervals B(x) que s’obtenen quan z € Iy \ F junt
amb els intervals oberts (F}) formen un recobriment obert de Ij.

Com que Iy és compacte

P q
Iy C U B(a;,) @] U F,..
i=1 r=1
Siga No := max{N(z1), ..., N(zp)}. Aleshores
S (t) < €

per a tot n > Ny i per a tot t € | J_; B(x;).
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Ara definim A i B de la seglient manera:

A=1Iy\B,

[8n=[ Su=[ Sut [ 50
I Io A B

Calculem la integral sobre B.

és clar que

Com que {S,,} és decreixent, tenim que Sy, (z) < Si(x) < M per a tot
z € .
La suma de les longituds dels intervals que pertanyen a B és menor que

€. D’on podem traure que:

/SmS/SmXBgA]\46
B

Ara calcularem la integral sobre A.

Com que A = Iy \ B C |J!_; B(z;) es dedueix que S,,(z) < € per a tot
xr € Aiperatot m > Ny.

Aixi, sin > Ny

AS 2/&MA<WM%%M%)

Aquests dos casos ens porten a la conclusié de que si m > Ny llavors

/] S < (M + pu(Io))e

amb la qual cosa;

lim Sm = 0.

m—00 I
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Definicié 2.3.2 Siguen f,g funcions reals definides sobre R™, anomenem

méx{f,g} = f Vg imin{f, g} = f A g respectivament, a les funcions:
x — max{f(z),g(x)}
x — min{f(z), g(x)}
Amb aquestes definicions és senzill comprovar que:
mix{f,9) = {7 +g+1f — g}, min{fg} = S{f +9-1f— g}

méx{f, g} +min{f, g} = f +g.

max{f +h,g + h} =méx{f, g} +h, min{f+h,g+h}=min{f h}+h

Una conseqiiencia practicament inmediata de les definicions és la segiient:

Si f, — f q.p.p., 1si g — g q.p-p. llavors
méx{ fn, gn} — méx{f, g} q.p.p.

min{ fn, gn} — min{f, g} q.p.p.

Proposicié 2.3.3 Si f,g son funcions esglaonades, aleshores max{f,g} i

min{ f, g} son també funcions esglaonades.

Teorema 2.3.4 Siga {ty,} una successid de funcions esglaonades en l'interval
I de manera que

(a). Ezisteix f de forma que t, T f q.p.p. en I.

(b). La successid { [;tm} convergeiz.

Llavors tota t € S(R™) tal que t(x) < f(x) g.p.p. en I, compleix que

/t < lim tm.
I m—oo Jr
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Demostracio. Definirem una nova successié de funcions esglaonades no

negatives sobre I de la forma segiient:

Sm: I — R
_ [ @) —t(z) t(x) =t ()
r o= Sml@) = { 0 t(z) < tm()
Observeu que Sp,(z) = méx{t(x) — t;n(x),0}. Aleshores la successié {Sp,}
és decreixent en I ja que {t;,} és una successié creixent. A més a més,
S — méx{t(x) — f(x),0} q.p.p. en I. Perd com que t(z) < f(x) q.p.p. en
I tenim que S;, | 0 q.p.p. en I.
D’aquesta manera aplicant el teorema anterior:
lim [ S, =0.

m—0o0 I

Com que Sy, (x) > t(z) — tm(z) per a tot x € I, la monotonia de la integral

[Sn= [t [t
1 1 1
lfm /tmz/t.

2.4. Problemes proposats.

€ns assegura que

Aixi que

Exercici 8 Considerem en R? els segiients rectangles:
I =[1,2[x]0,3], I =[1,3[x]1,2[, I3 =0,3] x [0, 3].
Ezxpressar les segiients funcions esglaonades en termes d’intervals disjunts:
X1y = XIzs XIi T XI3» XIi — X + XI5-

Exercici 9 Es el producte de dues funcions esglaonades una funcid esglao-
nada? En cas afirmatiu, ;Es pot afirmar que la integral del producte és el

producte de les integrals?
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Exercici 10 Agafem la successié de funcions esglaonades:
Sm: [0,1] — R
1
= x>
oo s {2

S-S =

Proveu que lim,, f[o’” Sm = 0, sense calcular el limit.
Exercici 11 Provar la Proposicié 2.3.3.
Exercici 12 Si f,, — f q.p.p., i si g — g q.p.p. Provar que
méx{ fn, gn} — méx{f, g} a.p.p. i min{fn, gn} — min{f,g} qa.p.p.
Exercici 13 Siga ¢ € S(R¥). Siga a € R¥, i siga r > 0. Definim
Y(x) == ¢z + a)

0(x) = ¢(rz).

Provar que v, 0 son funcions esglaonades i que:

fo-fo fo-ii e

27
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Tema 3

FUNCIONS SUPERIORS.

3.1. Definicions i Propietats.

Definicié 3.1.1 Una funcid real f definida sobre R™ s’anomena funcio su-

perior, i s’escriu f € U(R™), si existeiz una successio creizent de funcions

esglaonades {Sy,} tal que
(a). Sm T f q¢.p.p. en R”

(b). la successid { [z Sm} esta fitada superiorment.

En aquest cas també direm que la successié {S,,} genera a f.

La integral d’una funcié superior f es defineix:

f:= lim Sm-

R™ m—oo [pn

Observaci6. Com la successio { [, Sm} estd fitada superiorment i per la
monotonia de la integral és una successié monotona creixent, la condicié (b)
ve a dir que dita successio és convergent.

El proper resultat demostra que la definicié de la integral d’una fun-

ci6 superior és consistent.

29
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Teorema 3.1.2 Suposem que f € U(R™) i siguen {Sy} i@ {tm} successions
de funcions esglaonades que generen a f. Llavors,

lim Sm = lim tm.
m—0o0 m—0o0

Demostracié. La successié {t,,} compleix les hipotesis (a) i (b) del
Teorema 2.3.4, ja que

(a). tm 1 f a.p.p.

(b). {[ tm} és convergent.

D’altra banda, sabem que S,, T f q.p.p. el que significa que, Sy, (z) <
f(z) q.p.p- A més a més, com la successié {S,,} és de funcions esglaonades,
utilitzant el Teorema 2.3.4, s’arriba a:

/Sm < lim tm

m—0o0
i per tant,
lim / Sm < lim tm
m—0o0 m—0o0
Intercanviant, ara, els papers de les dues successions obtindriem 'altra de-

sigualtat i d’aquesta manera el resultat.

Proposicié 3.1.3 (Propietats de les funcions superiors.-) Suposem que
frg € UR™) llavors:

(a). f+geUR™) i [(f+9)=[f+][g

(b). cf € UR™) per a tot ¢ >0 i amésamés, [cf=c]f

(c). Si f < g q.p.p. aleshores [ f < [g.

(d). max{f,g} i min{f, g} son també funcions superiors.

Demostracié. Els apartats (a) i (b) sén conseqiiéncia inmediata de les
propietats de les integrals de les funcions esglaonades.

Vegem (c).
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Siga (Sy,) una successié que genera a f i siga () una successié que
genera a g.

Llavors, com que f < g q.p.p., tenim

Sm(z) < f(z) < g(x) = lim tp,(x)

m—00

q.p-p- Aixi, per la definicié d’integral d’una funcié superior i pel Teorema

/Smgh'm tm:/g.

i fent tendir m — oo s’obté el resultat.

2.3.4, es compleix

El segiient resultat ens proporciona una conseqiiencia important de 'apartat

(c) de les propietats de les funcions superiors.

Teorema 3.1.4 Si f,g e U(R™) i f =g q.p.p. Aleshores,
Ji=]s

Demostracié. Com que f = g q.p.p.. Llavors

(1). f < g q.p-p., aplicant (c), s'obté [ f < [g.

(2). g < f q.p-p., aleshores aplicant (c), s’arriba a que [¢g < [ f.
De (1) i (2) es dedueix que,

1]

3.2. Exemples

Obsevacié. En l'apartat (b) de la Proposicié 3.1.3, el fet de que ¢ > 0
és fonamental.
En efecte; siga I = [0,1]. Considerem, ara {r,}5°; una ordenaci6é en

successié dels nombres racionals de 'interval I i agafem I,, = [r), — 4%, T+



32 TEMA 3. FUNCIONS SUPERIORS.

Definim,
f:[0,1] — R

- fz) = 1 dneN:zx€l,

o 7V 0 2¢1,VneN

7

Ara considerem la segiient successié funcional
fo: [0,1] — R
e b0 ={4 15
ooy fm

Des de la successié anterior, definim S,, = méax{ fi, fo,
(a). Vegem que {S,,} és una successi6 creixent de funcions esglaonades

a).
En efecte, és una successié creixent . A més a més, cada Sy, és esglaonada
per ésser el maxim d’un nombre finit de funcions esglaonades
(b). Vegem que lim,, oo S (z) = f(z) per a cada z € [0, 1]
Donat z € [0, 1], poden passar dos casos

Cas 1. Existeix n € N tal que = € I,,. Si passa aixo, aleshores Sy, (x) =1

per a tot m > n el que ens diu que

lim Sp(z) =1= f(x).

m—00
Cas 2.- Donat n € N suposem que x ¢ I, llavors, S,,(z) = 0 per a tot
n € N per tant,
lim Sp(z) =0= f(x).

m—0o0

A més a més, és clar que [; Sy, < 1 per a tot m € N. Aixi que, f € U(I)

().
/f: lim Sm— lim ( S + Sm) < (%)
I m—00 m—»oo Bm
on A, = U,_,[r —4%,TTL+—,L]1Bm—[O 1]\ A;,. Per tant, Sy, (z) =0
sempre que x € By, i Sp(z) < 1six € A,,. D’aquesta manera es té
o0 1
2 1 2
< Ii < ) < i 4 _ =
()< lm [ Sm s pAm) < r; =2 —173

m—0o0 A
m
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(d). Si S és una funcié esglaonada tal que S < —f q.p.p. en I. Llavors
es pot provar que S(x) < —1 q.p.p. en I, i per tant, fIS < —1.

En efecte, considerem la segiient funcié esglaonada

.
S=> arxy
k=1

on els Ji s6n intervals disjunts dos a dos i fitats.

Com que S < —f q.p.p. en I, siga A un subconjunt nul tal que S(z) <
—f(z) peratot x € I\ A. Siz € I, \ A per un n € N, llavors z € Jj per un
k € N ja que en cas contrari S(z) =01 —f(x) = —1.

D’aquesta manera, si Jy = I(ag,br) amb b, = 1, i podem suposar que
bi < ajq1.

Siajy1—b; >0peruni € {1,2,...,r — 1}, llavors existira ng € N tal que
bi < rp, < aj4+1 per tant, podem suposar que existeix 0 < € < 4%,0 de manera
que |rn, — €, g +€[C]bi, ai41]. Ara és facil veure que si x €]ry,, —€, 1, +€[\A4,
S(z) =01—f(x) = —1, la qual cosa és una contradiccié. El que ens diu que
ai+1 —b; =0.

Aquesta tultima conclusié ens permet afirmar que els Unics punts on
S(zx) pot ésser major que —1 és quan x € {ai,b1,...,b,_1b,} que per ésser
un conjunt finit és nul. ( Aixd es dona, ja que en Jy hi han r,) i per tant
ap < —1.

Es a dir, S(z) < -1 q.p.p. en [0,1].

Suposem ara que —f € U(I).

Sabem que si f,g € U(I) aleshores, [,(f +g) = [, [+ [; g per tant,

Jen=-1

Aixd significa que [;(—f) > —2.

Pero d’altra banda, si

{Sm} 1 —faqpp enl
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Jim [ s~ [,

com deu verificar-se, per (d), que [; Sy, < —1 s’arriba a una contradiccid.

i a més a més,

L’exemple d’abans fica de relleu que les funcions superiors no formen un
espal vectorial. Ara veurem que, tanmateix, les funcions superiors inclouen

una gran quantitat de funcions.

Teorema 3.2.1 Siga f : [a,b] — R una funcio fitada i continua q.p.p. en

[a,b]. Llavors f és una funcié superior.

Demostracié. Siga P, := {x(()n),xgn), ,ngl)} una particié de [a,b] en
2" subintervals d’igual longitud %:2.
Els subintervals de P, 1 s’obtenen dividint en dos els de P,.

Siga
m,(gn) = inf{f(x):z € [:U,@l,xén)]} peral <k<2"

i definim una funcié esglaonada S,, en [a, b] de la segiient forma:

Sp(x) = m]gn) si :c](:_)l <z < x,(cn), Sn(a) = mgn).

Aleshores, S,,(z) < f(z) per a tot = € [a,b]. A més a més, la successié {S,,}
és creixent ja que I'inf(f) en un subinterval d’una particié P, necessariament
deu ésser menor que I'inf(f) en el subinterval correspondent de P, (aixo
és conseqiiencia del fet de que els intervals de la particié P,y1 estan dins
dels intervals corresponents de la particié P,).

A continuaci6 vegem que S, (z) — f(z) en cada punt de continuitat de

Com que el conjunt de punts de discontinuitat de f en [a,b] és nul, aixo

demostrara que S,, 1 f q.p.p. en [a, b].
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Si f és continua en z. Aleshores per a cada e > 0 existeix 6 > 0 (que

depén de z i de ¢€) tal que

flx) —e< fly) < f(z)+e
sempre que
r—0<y<xz+9.

Siga m(d) = inf{f(y) : y €]z — J§,x + d[}. Llavors f(x) — e < m(¢), d’on
f(x) < m(d) + e. Existeix una particié Py que té un subinterval que conté a

x 1 estd contingut en linterval |z — §, 2 + §[. Per tant,

Sn(x) =my " < f(z) <m(d) +e< méN) +e=Sn(z) +e

Pero S,(z) < f(z) per a tot n € N i Sy(x) < Sp(z) per a tot n > N.
Aixi que,

Sp(z) — f(z) quan n — oo.

Linic que ens queda per demostrar és que la successié ( f[a b] Sp) és fitada
superiorment.
En efecte, com que f estd fitada, existira M > 0 tal que |f(x)] < M per

a tot = € [a,b] i per consegiient;

Se< [ M=M®b-a)
[a,b] [a,b]

3.3. Problemes proposats.
Exercici 14 Awvaluar les segiients integrals:
/ xdr, / z2dx,
(1,2] [0,1]
mitjancant successions creixents de funcions esglaonades.

Exercici 15 Provar lapartat (d) de la Proposicié 3.1.3
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Exercici 16 Provar que si f : [a,b] — R és una funcié monotona, aleshores

f és superior.

Exercici 17 Siga {I} una successié d’intervals fitats de la recta continguts

en un interval compacte. Si definim:

A= [j 1.
k=1

Provar que x4 és una funcid superior. (Comproveu que aizo simplifica prou
el raonament fet en ’exemple de que les funcions superiors no formen un

espai vectorial).

Exercici 18 Siguen f,g : [a,b] — R dues funcions reals. Suposem que f és
continua i que f = g q.p.p. Raoneu les segiient prequntes.
(a). Es g continua quasi per totes parts?

(b). Es g una funcié superior?

Exercici 19 Siga f : [a,b] — R una funcié monotona i g = f q.p.p.
(a). Es f una funcié superior?
(b). Es g una funcié monotona?

(¢). Es g una funcié superior?



Tema 4

FUNCIONS
INTEGRABLES
LEBESGUE.

4.1. Definicions i propietats

Hem vist que S(R™) és un espai vectorial real i a més a més, per defi-
nicié de funcié superior sabem que S(R™) C U(R"™). Pero hem observat que

U(R™) no és un espai vectorial. Aixd sugereix definir el seglient conjunt:
LR") ={f:R"—=R: f=g—h/g,h e UR")}

cada element de L(R™) s’anomena funcid integrable Lebesgue i la seua inte-

gral es defineix mitjangant 1’equacié:

Lo L

Tota funcié f € L(R™) es pot escriure com diferencia de dues funcions
superiors i no necessariament de forma tunica. El proper resultat prova que la

definicié d’integral de f no depén de la forma de triar les funcions superiors.

37
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Observacié. Es convenient ficar de relleu que com 0 € U (R™), llavors

donada f € U(R™) es té que,
f=r-0.

Per tant,

U(R™) C L(R™).

Teorema 4.1.1 Siguen u,v,uy,v; € U(R™) de forma que u —v = u; — vy.

Ju-[o=[u-[o

Demostracio. Per les propietats de les funcions superiors sabem que

Aleshores

u+vy,u; +v € UR™) iamés amés, per les hipotesis del teorema, podem

afirmar que u + v1 = w1 + v, amb la qual cosa es té

/(u+v1)=/u—|—/v1Z/(u1~|—v):/U1—|—/v

d’on s’obté la tesi del teorema.

En la seccié dedicada a les funcions superiors s’ha vist que U(R"™) no
és un espai vectorial real, ara provarem que L(R") si ho és, i a més a més,
L(R") =< U(R™) > (aix0 significa que L(R™) és el menor espai vectorial

que conté a les funcions superiors).

Proposicié 4.1.2 Siguen f,g € L(R™). Aleshores,
(a). af +bg € L(R™) per a tot a,b € R i a més a més,

/(af+bg):a/f+b/g
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(b). [f>0sif>0qpp.
(c) [f=[gsif>gaqpp
(d). [f=[gsif=gaqpp.

La prova d’aquest resultat és conseqiiencia de les propietats de les fun-

cions superiors i de la definicié de funcid integrable Lebesgue.

Definicié 4.1.3 Si f és una funcio real, la seua part positiva designada per
fT i la seua part negativa designada per f~ es defineizen mitjancant les

equacions:

T = méx{f,0}
/= méx{—/,0}
Observeu que les funcions f™ i f~ sén funcions no negatives i verifiquen:
f=r=f

fl=fr"+f

Observacié. Si f és integrable, aleshores existeixen u,v funcions su-
periors, verificant que f = w — v, amb la qual cosa, fT = méax{u — v,0}
per tant, deu complir-se: fT = max{u,v} — v, ara tenint en compte que el
maxim de dues funcions superiors és una funcié superior, s’obté que fT és
una funcié integrable.

Raonaments analegs proven que si f € L(R"), aleshores f~,|f| € L(R™).

Com una conseqiiencia del que s’acaba de veure i del fet que L(R")
és un espai vectorial, es té que max{f, g}, min{f, g} € L(R™) sempre que
f,9 € LR™).
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Proposicié 4.1.4 Siga f € L(R™) i suposem que f = g q.p.p.. Llavors,
g€ L(R"™) iamésamés, [f=]g.

Demostracié. Si f = g q.p.p., aleshores f — g = 0 q.p.p., com que la
funcié 0 és superior podem considerar (¢,,) una successié que genere a 0.

Aixo significa que (¢,) generara a f — g. Aixi que f — g € U(R™). A més a

‘/U—wzgg&/¢m=a

Ara be, podem escriure;

més,

g=f—-(f—-9).

Per tant g € L(R™) i com que 'operador integral és lineal, [ f = [ g.

Seguidament estudiarem un exemple d’una funcié que és integrable Le-

besgue en R

Exemple 4.1.5 Siga la segiient funcid,

f: R — R

Es clar des de la definicié que f = 0 q.p.p. en R. Per tant, f € L(R)ila
seua integral sera fR f=0.
Tanmateix, sabem que f no és integrable Riemann en cap interval real.
Una conseqiiencia d’aquests fets és que hi han funcions integrables Le-

besgue que no sé6n integrables en el sentit de Riemann.

La integral de Lebesgue esta definida en R", per a deixar constancia

d’aquest fet de vegades fiquem [ f com:
f
Rn
també s’utilitza la notacio:

f(x1, oy xn)d(y, .oy )
R’I’L
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Definici6é 4.1.6 Siga A C R" es diu que f : R™ — R és integrable en A si
fxa € L(R™). En aquest cas, s’entendra:

[ =]

FEscriurem
L(I):={f:R"—=R: fxr € L(R")}.

4.2. Teorema de Lebesgue-Vitali

El resultat que s’estudia en aquesta seccié caracteritza a les funcions
integrables Riemann, i a més a més, mostra que la integrabilitat Lebesgue
és més general que la de Riemann.

Abans de comengar el Teorema de de Lebesgue-Vitali veurem alguns

resultats que facilitaran la seua demostracio.
Definicié 4.2.1 Donada una funcié g : R™ — R fitada, es defineix;
S(g,6,x) =sup{g(y) : i € Bs(x)}

s(g,0,r) =inf{g(y) : y € Bs(v)},

on Bs(x) és la bola oberta de centre x i radi 6.

Lema 4.2.2 La funcid g €s continua en x si, i només si,

i ((9,6,2) — 5(9,8,2)) =0

Demostracio.
(=) Suposem que g és continua en a. Aleshores, per a cada € > 0 existeix

0 > 0 tal que si ||z — al| < d llavors

l9(z) — g(a)] <e
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Ara, aplicant la desigualtat triangular, s’obté que
S(g,0,a) — s(g,9,a) < 2e.
(<) Suposem que

%I/H(l)(S(g7 57 a) - 3(97 67 CL)) =0

Vegem que g és continua en a.

Donat € > 0, existira h > 0 tal que si |§| < h aleshores,
|S(ga(57 CL) - 5(9’57 a)| <€

aixo significa que:

Donat z € R™ amb ||z — al| < J tenim

’g(l‘) _g(a’)| < S(g’éaa) - S(gvéaa) <€

Definici6 4.2.3 Anomenarem oscilacié d’una funcid fitada g en un punt x
a:

O(gvx) = %1,_{%(5(976’55) - 5(97 5a .T))

Observacion. Com una conseqiiencia del Lema 4.2.2 i de la definici6 an-
terior, es pot concloure que una funcié fitada és continua en un punt si, i

només si, 'oscilacié en aquest punt és zero.

Lema 4.2.4 Siga f : [a,b] — R una funcid fitada, les integrals de Darbouz
de f es poden obtindre:

—b
/ f(a:)dx—inf{/ o: peSR)i f <o}
a [a,b]

b
f(x)dﬂfzsup{/ p: e SR)i f> e}
[a,b]

—a
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Demostracio.

Farem la demostracio per a la integral superior de Darboux, de la mateixa
manera es pot demostrar el resultat per ’altra integral.

Siga P = {xg,...,x,} una particié de l'interval [a,b], i considerem la

suma superior

P)=> Mz - x;1),
i=1

on M; =sup{f(y) : zi-1 <y<uxz}, i=12,...n
Per a cada i € {1,2,...,n} Anomenem I; =|z;_1,z;] i considerem la

funcié esglaonada:

n
¢ = Z Mixr, + f(a’)X[a,a}
i=1
és clar que f < ¢. a més a més,

/ b]¢ ZMZM ZM —2i1) = ST(f, P)
Per tant,
inf{ [ ¢: ¢ SR)if<o}<ST(f,P)

[a,b]
si ara prenem infims en les particions de l'interval s’obté la desigualtat (>).

Reciprocament, si prenem ¢ una funcié esglaonada tal que f < ¢. Obte-

nim;

o= ZCzXI/ a,b] = UI“ I; = [x;—1, x;[ disjunts.

Siga € > 0, i siga M > 0 tal que |f(z)] < M per a tot x € [a,b],

considerem
P = {.’L'(], Zo + A1, L1y ey Tn—1,Tn—1 + Qp, .’L’n}

On T — Ti—1 — 35 < @ < x; — w1 és evident que P és una particié de

I'interval [a, b] i com que f < ¢ llavors:

chu +e= o+ e

[a,]
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Amb la qual cosa,

—b
/ f(z)dx < O+ e
a [a,b]
d’on prenent infims i fent tendir € cap a zero s’obté ’altra desigualtat.

Lema 4.2.5 Siguen {¢m oo i {om}oe_ dues successions de funcions es-

glaonades, {pm}oo_ creizent i {pm}o0_ decreizent, de forma que
Om < f < per atot meN

1 verificant que

lim (om — édm) = 0.

10 Janb]

Aleshores, f € R([a,b]), (és a dir, f és integrable Riemann en [a,b]). A més

a més,

b
/ f(z)dx = lim ¢Om = lim Om.

1700 Jasb) 0 Janb]

Demostracié. Hem de provar que f és integrable Riemann. Per tant
utilitzarem el teorema de caracteritzacié, és a dir, hem de provar que:

Donat € > 0 existeix una particié P tal que ST(f, P) — S_(f,P) <e

En efecte, agafem .

Existeix ng € N tal que f[a b](gon — ¢n) < § per a tot n > ny.

Fent s del Lema 4.2.4, considerem FP,,, i @y, les particions de I'interval
[a, b] de forma que
€

SH(f, Qg < / no +

[a,b] 3

S (f,Pa)+=> [ én
37 Jlap)

Anomenem P = P, U@y, com que, ¢p, < f < ¢y, es té,
€

+ +
SRS FQS [ ont g
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i també,

¢n0 -

[ b] 3—S—(f7Pn0)§S—(f7P)

Aixi que,
2
SUP) = S(RP)S [ (om—bu)+ 5 <

El que ens diu que f € R([a,b]).
Com a conseqiiéncia del lema anterior tenim;

/bf(m)da::/bfginf{/[ab} ©m :m €N} = lim Om.-

m—0o0 [a,b}

/f dx—/af>sup{/ omimeN) = tin [ on.

D’on s’obté que:

b
lim Om < f(z)dz < lim Om-

1700 Jasb] a 10 Janb]

i com que

lim (om — dm) = 0.

m—0o0 [a,b}

s’arriba a laltra part del resultat.

Teorema 4.2.6 (Lebesgue-Vitali) Siga f : R — R. f és integrable Rie-
mann en [a,b] si, i només si, f és fitada en [a,b] i és continua q.p.p. en

[a,b]. A més a més, en aquest cas tenim:

b
[ t@do= [ g
a [a,b]

Demostracié.
=)
Com que f € R([a,b]), f estara fitada en [a,b]. Siga D el conjunt de

punts de [a, b], on la funcié f no és continua.
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Realitzarem la prova per reduccié al absurd. Suposem que D no és un
conjunt nul.

Com que f és fitada, anomenem
D = UD" on Dy, ={z €a,b] :o(f,z) > =}

Si suposem que D no és nul, aleshores existira ng € N tal que D,,, no és nul.

SHE

Per tant, existeix € > 0 de forma que qualsevol familia numerable d’intervals
oberts recobrint a Dy, tindra mesura major que e.
Siga P una partici6 de [a, b], tenim:

n

ST, P) = S_(f,P) = (Mi —my)(t; —t;i1) =

=1

Z(Mz —m)(t; —tio1) + Z(Mz —mg)(t; —ti—1)

1€S51 1€S2
on S :={i € {1,2,...,n} : Dyp,N|xi1,x;[# 0} i Sz és el complementari de
S1.
Els intervals oberts en que 7 € S recobreixen a D,,, excepte, possible-
ment en un nombre finit de punts. Per tant, la suma de les longituds és

major que €. Ara, en aquests intervals es té que:

1
M; —mi > —
no

per tant S; > nio D’on

S+(f,P)—S_(f,P) Zni
0

El que ens diu que f no és integrable Riemann.

(<)

Estem en les condicions del Teorema 3.2.1. Siga {¢y, } una successié crei-
xent de funcions esglaonades, com en el Teorema 3.2.1. Com que la fun-
ci6 —f també compleix les hipotesis del teorema podem obtindre una suc-

cessié creixent de funcions esglaonades {¢,} tal que ¢, < —f i a més a

més, [0 —f = limp—co [} ¢m
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Siga Xm = —¢@m. Tenim, aleshores que {x,,} és una successié decreixent
de funcions esglaonades tal que f < y,, i a més a més, f; f=1lm, o fab Xm-

Llavors, per les hipotesis del Lema 4.2.5 es té f € R([a,b]) 1 que,

b b
/ f(z)dzr = lim / Xm = f
a m—oo Ja [a,b]

4.3. Problemes proposats.
Exercici 20 Provar la Proposicié 4.1.2.

Exercici 21 Siguen f,g € L(R™). Provar que fV g, f A g € L(R").

2

Exercici 22 Demostrar que f(x) = x* és una funcion integrable Lebesgue

en [0,1] i calcular llur integral.
Exercici 23 Siga ¢ € L(RF). Siga a € R¥, i siga r > 0. Definim
Y(x) := ¢z + a)

0(x) = ¢(rz).

Provar que v, 0 son funcions integrables i que:

foufo fomife

Exercici 24 (a). Siguen f i g dues funcions esglaonades. Es f-g una fun-
cid esglaonada?
(b). Siguen f i g dues funcions superiors. Es f-g una funcid superior?
(c). Siguen f i g dues funcions integrables Riemann en l'interval [a, b].

Es f.g una funcid integrable Riemann en [a,b] ?
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TEMA 4. FUNCIONS INTEGRABLES LEBESGUE.



Tema 5

TEOREMES DE
CONVERGENCIA.

Aquest Tema esta dedicat als dos teoremes de convergencia més impor-
tants que verifica la integral de Lebesgue: El teorema de la convergencia
monotona y el de la dominada. Com varem dir en la indroduccié aquests
resultats fan de la integral de Lebesgue una de les integral més potents per

a tractar, posteriorment, les necessitats de I’Analisi superior.

5.1. Teorema de la convergencia monotona

En R és clar que 'axioma de completitud és forca important, ja que ens
diu que entre una recta i el cos dels nombres reals hi ha una bijeccid, és
a dir, que R no deixa forats a la recta. Aixo es tradueix matematicament
dient que el limit d’una successié monotona i fitada de nombres reals és un
nombre real.

En aquesta seccié ens plantegem el problema segiient:

Si {fn} €s una successié monotona de funcions de L(R™) tal que la
successio de les seues integrals és fitada:

(a). Convergeix {f,} q.p.p. a una funcié f € L(R"™).?

49
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(b). En cas afirmatiu, [ f = limp, . [ fn-

Com és habitual en el tractament dels resultats per aquesta integral.
Primer farem el resultat per a funcions esglaonades, després per a superiors

i finalment ho farem per a funcions integrables.

Teorema 5.1.1 Siga () una successié creixent de funcions esglaonades

tal que ([ om) esta fitada. Aleshores, (¢r,) convergeiz ¢.p.p. a una funcid.

Demostracié.
Cas I.- Suposem que o1 > 0, com que ([ ¢n,) estd fitada, existira M > 0
tal que [ ¢m < M per a tot m € N.

Definim el segiient conjunt:
S:={z eR": (pn(x))n—; divergeix}

I"nic que hem de provar és que S és un conjunt nul, ja que en aquest cas,
definim:
g(w) = lm on(z)

quan z ¢ Sig(zr)=0siz € S.

Vegem que S és nul.

Donat € > 0, considerem B(m,€) := {z € R" : ¢y, (2) > 2}

Com que @, > 1 tenim que %XB(m,e) < om. (Ja que six ¢ B(m,e) es
té que XB(m,)(r) =0 < p1(z) < pm(z).)

Com que ¢, és una funcié6 esglaonada, llavors B(m,¢€) és una FIGURA
(aix0 és conseqiiencia del Teorema 2.2.2). Aleshores, X g(m.) € L(R™) i per

la monotonia de la integral:

M
~ XB(me = /som <M

amb la qual cosa, com que B(m,¢€) és la unié finita de rectangles disjunts
dos a dos,

u(B(m, ) < e
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per a tot m € N.

Anomenem

Vegem que S C B.

Six € S, per ésser (o) creixent i (¢m(z)) divergent, tindrem que;
lim;,— 00 om (x) = 00 1 per tant,

Danat % > 0 existira m’ € N tal que @, (z) > %, el que significa:
x € B(m',e) C B.

L’anic que ens queda per demostrar és que B pot recobrir-se per una

familia numerable de rectangles amb mesura total menor que e.

(B(m + 1,¢) \ B(m,e))
1

B=|]J B(m,e)=B(1,6) U (

m=1

S8

Cada conjunt que apareix a la igualtat anterior és una FIGURA. Aixi que
cada una d’elles sera una unié finita de rectangles disjunts dos a dos.
S’escriu,
1
@:Ug

k=1
on S1 = B(l,€) i Sj41 = B(j + 1,¢) \ B(j,€). ( mirar Teorema 2.2.2, i
Proposicié 2.2.3.)

Ara considerem
(I 1<k<I(j),j=1,2,..}.

Aquest conjunt esta format per una quantitat numerable de conjunts finits,
per tant és numerable. Aixo significa que el podem ordenar en successié de

rectangles. Aixi tindrem
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Considerem I,]Ci, veey I,JC]’; i siga m = max{ji, ..., jp}, llavors

p
U 1 € B(m,e)

i=1
i a més a més,
P
p(J 5 < p(Blm.e)) < e
i=1
pero sabem que
P p A
pJ 1) = w1l
i=1 i=1

per tant,

w .
> ouIl) <e
=1

En el cas general, com que la successié de funcions esglaonades és crei-
xent, considerem: ¢, = @, — 1 > 01 a més amés, [ dn = [om — [ 1.

Amb aquestes condicions ja podem aplicar el cas I i s’obté el resultat.

Observacié 5.1.2 El resultat anterior ens diu que si () €s una succes-
si0 creixent de funcions esglaonades de forma que la succesid de les seues
integrals és fitada, aleshores () és convergent q.p.p. a una funcid superior

g iamésamés, [g=1mp_co [ Om.

Lema 5.1.3 Siga (f,) una successio creixzent de funcions superiors de ma-
nera que ([ fm) esta fitada. Llavors, (fy,) €s convergent q.p.p. a una fun-

cid superior f i a més a més, [ f=Umy oo [ fr.

Demostracié. Per la definicié de funcié superior sabem:
(ga}-)]o-’;l és una successio d’esglaonades que genera a fi.

2\ 0o 3 .z P}
(ij) 521 €s una successio d’esglaonades que genera a fo.
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Aix{i successivament s’arriba a que:

Donat m € N podem pendre (cpgn);’ozl successié d’esglaonades que genera

a fm.

Considerem, ara, les segiients funcions esglaonades:

d}m:go,ln\/cp?n\/...\/gp%

la successié (¢y,) és creixent, ja que: ¥,11 = 90,11+1 V.. Ver Vv cpﬁﬁ i

quan prenem i € N fix, sabem que ¢, < ¢! 11 amb la qual cosa, oL <

1 n+1
(pn-i-la"'agpn

< goflﬂ D’aquesta manera, es té
=L VRV Vel <pr V2 V.Vl <y
Y=V, V..V, < Prt+1 ¥V Pnt1 VooV Pyl = Pnitl-

A més a més sabem que:

90711 < f1 q.p.p. i en general, ¢!, < f; q.p.p. Per tant,
Un < 1V 2V .V fn gpp.

Com que la successié de funcions superiors és creixent, clarament f; V

foV..V fn=fa
Aixi que ¢, < fi.

Com aquestes funcions sén integrables. Aplicant la monotonia de la in-

[onz [

Com que la successié ([ f,) estd fitada per hipotesi, aleshores la succes-

tegral obtenim que

si6 ([ 4y, estara fitada. Si ara li apliquem el Teorema 5.1.1 a la successié (¢,
existira f de manera que ¥, — f q.p.p.

Aix0 significa que f € U(R™) i a més a més,

[ =t [ .

Vegem que f, — f q.p.p.
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Per definicié de v, sabem que 4,0% < ¢y sempre que 1 < j<ninéeN.
Ara fixem jo € N, llavors 90%0 < ¢, sempre que n > jg, d’aquesta manera
prenent limits en n obtenim:

o = fjo 4D

Yn — [ a.p.p.

Per tant, f;, < f q.p.p.

A més a més, sabem que ¥, < f, < f q.p.p. Aixi que prenent limits en

n, pel criteri de 'entrepa es compleix

fn— f q.p.p.

D’altra banda, per la monotonia de la integral

[z [rz ]2

lm [ f, = / 7.
Lema 5.1.4 Siguen f € L(R"™) i e > 0. Aleshores ezisteizen u,v € U(R™)
tal que v >0 i [v < € verificant que f = u — v.

Per tant,

Demostracié. Com que f € L(R"), llavors existiran dues funcions su-
periors [1, 3 tal que f =1 — 3. Considerem (¢,,) la successié d’esglaonades
que genera a lo. Aixo vol dir que:

Donat € > 0 existira mg € N tal que

/l2_/90m0:/(l2_(pmo)<€-

D’altra banda, com que f =11 — @m, — (l2 — ¥m,) 1 @ més a més, sabem que

la — ©mg = 0 q.p.p.

Anomenem

v=(lg = Pmo) T i u=11 = Pmg + (l2 — Pmo)
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Aixi,
=l —pme— (l2 — ‘Pmo)+ + (l2 — ‘Pmo)_ =u—-"v.

Com que v = (I3 — ¢m,) 4.p-p., aleshores v és una funcié superior i a més a
més, (l2—¢my)~ = 0 q.p.p. per tant, aquesta funcié ha d’ésser superior. Lla-
vors u és una funcié superior ja que la suma de funcions superiors també ho
és. El que acabem de veure ens diu que u i v sén funcions superiors que

compleixen la tesi.

Teorema 5.1.5 (Teorema de la convergéncia monotona de Levi.-)
Siga { fn}22, una successié monodtona de funcions integrables tal que { [ fn}
esta fitada. Aleshores {fn}50, convergeix q.p.p. a una funcid integrable f i

a més a més,

[ =t [ 1,

Demostracié. Podem considerar que {f,}2° és creixent. En altre cas,
treballariem amb {—f,}2% . I com que L(R™) és un espai vectorial, de totes
totes, s’obtendria resultat.

D’altra banda, podem considerar f; > 0. Ja que en altre cas, s’estudiaria
la successi6 {fn, — f1}22,.

Aquesta ultima suposicié ens diu que f,, > 0 per a tot n € N. Anomenem
91 = f1i9gm = fm — fm-1 si m > 2. Aleshores és clar que g,, € L(R") i

també g,, > 0. Per la definici6 d’aquestes funcions es té:
n
o= Z 9k
k=1

a cada g,, li apliquem el Lema 5.1.4 amb ¢ = 2% Aixi s’obté:
Existeixen oy, B € U(R™) tal que ¢ = ay — B amb G, > 0 i
fﬂmgzim. (Noteu que ay, > 0 ja que g, > 01 3, > 0.
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Anomenem:

k
Fk :Zaj ZO
j=1

k
GkZZﬂjZO

j=1

és evident que Fy,Gj € U(R™). A més a més, {F} i {Gr} son creixents i

k k k
/sz/ZﬁjZZ/ﬁj<Zgj<1.
j=1 j=1 j=1
Com que .
fe=>_9;=Fx— G
j=1
obtenim que [ Fy = [ fr + [ Gr < M + 1 (aix0 és conseqiiéncia de que la
successié d’integrals estd fitada.)
Ara aplicant el Lema 5.1.3, es té: F, — F q.p.p. amb F superior i
[ F =lim, . [ F.
G — G q.p.p. amb G superior i [ G = lim,,_.o [ Gp.
Llavors, anomenem

f=F-G.

Obtenint que f,, — f q.p.p. 1 a més a més, com que [ fr, = [ F — [ Gy

s’arriba a que

klggo Ji= / /

5.1.1. Conseqiiencies.
(a).

Corollari 5.1.6 Siga f € L(R"), f >0, [ f=0. Llavors f =0 ¢.p.p.
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Demostracié. Com que f > 0 considerem la successié {mf}°°_;, aques-
ta successio verifica les condicions del Teorema de la convergencia monotona,
per tant; existird h € L(R") tal que mf — h q.p.p. i verificant que [h =
lim,, oo ['mf = 0. Com que la successié (mf) convergeix q.p.p. a h, I'inica
soluci6 és que f(z) = 0 ¢.p.p., ja que si f(x) # 0, aleshores nf(x) — +oo i

aixi es conclou que f =0 ¢.p.p.

(b). Siga o € R\ {0} definim ¢ : R® — R de manera que c¢(z) = a.
Aleshores ¢ ¢ L(R").

Per a provar-ho sera suficient amb demostrar que 1 ¢ L(R™).

Anomenem

Iy, == [—m,m]"

i definim per a cada m € N
9m = XIn-
Llavors {g,} és una successié de funcions esglaonades creixent, que a més a
més, convergeix puntualment a la funcié constantment igual a 1.
Si suposem que 1 € L(R™), com que g, < 1, per la monotonia de la

integral, [ g, < [ 11 ara, aplicant el Teorema de la convergéncia monotona

es tindra:

/1 = lim [ g = lim u(l,)= lim (2m)" = +oo.

m—00 m—00 m—00

La qual cosa és una contradiccio.

Proposicié 5.1.7 (Propietats.-) Siguen a,b € R, I = [a,b] i f € L(I).
Llavors,

(a). Donat c € [a,b] es compleiz que

[ o= s+f 1
[a,b] la,] [e,b]
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(b). Sim < f(x) < M per a tot x € [a,b], es té:

m(b—a) < f<M(b-a)
[a,b]

(c). Si anomenem F(z) = f[a 1) [+ aleshores F és continua en [a, b)].

Demostracié. Provarem (c). Per fer aixo distingirem dos casos:
(1). Existeix M > 0 tal que |f(z)| < M per a tot = € [a, D]

Siga x,y €]a, b[ de forma que x < y, aleshores:
o) - Fa)l=| [ fi<[ If<M@-a
[z.y] [z,y]

i aix0 ens dona la continuitat.

(2). Cas general.

Suposem primer que f és una funcié superior. Llavors podem considerar
(pm) la successié que genera a f en [a, b]. Aix0 vol dir que:

Donat € > 0 existeix mg € N tal que

/Wu o) <

DO

Per tant,

€
FO) -P@I<| [ (E=onl+| [ oml <5+1 [ oml <e
[z,y] [z,] [,]

Aquesta tltima desigualtat és certa ja que ¢, és una funcié esglaonada i
per tant fitada. Aixi que podem aplicar-li el cas 1.
Agafem f una funcié integrable general. Per definicié existiran u, v fun-

cions superiores de forma que f =u — v i a més a més,

L=l
fa.] [a,c] 2]

on, pel raonament anterior, les funcions de la dreta de la igualtat sén funcions

continues.



5.2. TEOREMA DE LA CONVERGENCIA DOMINADA. 59

Observacié El resultat anterior té sentit demostrar-ho fent la distin-
cié anterior ja que existeixen funcions no fitades que sén integrables.

En efecte, siga la funcié

f: [0,1] — R

- 0< 1
JCE B

Aquesta funcié no esta fitada en [0, 1] per tant no pot ésser integrable Rie-
mann.
Vegem el que passa amb la seua integrabilitat Lebesgue.

Considerem la successié funcional:
fm: [0,1] — R

11

[u—y

S <
1

<z <

La successié (fm,) és una successio creixent de funcions integrables. A més

a més, fp(x) — ﬁ en |0,1] i en quant a la successi6 de les seues integrals

tenim:
1

1
1
fm:/ —dr=2(1 - ——) <2
[071] %\/5 ( \/m)

Llavors si apliquem el Teorema de la convergencia monotona apleguem a

que f és integrable i a més a més,

/ f= lim fm =2.
(0,1] m—eeJo,]

Aquest mateix exemple també fica de relleu que el Teorema de la con-

vergencia monotona no és cert per a la integral de Riemann.

5.2. Teorema de la convergencia dominada.

El resultat que farem a continuacio és inclis més utilitzat que el teorema

de la convergencia monotona, i a més a més, fou obtés anteriorment a aquest
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en el tractament original de la integral de Lebesgue. El teorema de la con-
vergencia monotona fou publicat uns pocs anys més tard per Beppo-Levi. El
teorema de la convergencia dominada és considerablement més general que
el de la monotona. Tanmateix, veurem com aquest resultat pot ésser deduit

de forma prou senzilla des de el Teorema de la convergencia monotona.

Teorema 5.2.1 (Teorema de la convergéncia dominada.-) Siga {fn}
una successio de funcions integrables de manera que f,, — f q.p.p. i supo-
sem que la successio { fi} estai DOMINADA per una funcid integrable g en

el sentit que per a tot m € N

|fm| <9 a.p.p.

Aleshores f és integrable i a més a més

i [ = [

Demostracié. Donat k € N considerem les segiients funcions:

0

Ug ‘= \/ fm
m=k
oo

Vg = /\ fm
m=k

esta clar que ug, vy — f q.p.-p-

En efecte, com que f,, convergeix q.p.p. a la funcié f. Siga A un conjunt
nul de forma que f,(x) — f(z) sempre que x ¢ A. Aleshores donat un
x ¢ A fix i un e > 0 sabem que existira mg € N tal que |f,(z) — f(x)| < €

sempre que m > myg. Aixi que, per a cada k > mg, es té:

fl@)—e=f@) < \/ fml@) = f(@) < f(z) + €= f()
m=k

d’on es dedueix que

u(z) — f(z)| <e
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Per la construccié d’aquestes funcions sabem que, {ux} és una succes-
si6 decreixent i {vy} és una successié creixent.
Vegem que per a cada k € N les funcions u, v € L(R™).

Per a pI‘OV&I‘-hO, anomenern:

k+3

ui; = \/ fm.-
m=k

Per hipotesi f,, és integrable, llavors ui, també és integrable, a més a més,
la successi6 (u],) és monotona creixent i evidentment u), — .

Si ara anomenem
k+j

Ui = /\ fm
m=k

fent el mateix raonament que abans s’obté: vi també és integrable, a més a
més, la successid (vi) és monotona decreixent i evidentment vi — V.

Com que per hipotesi |f,| < g q.p.p., tenim que

u), < g q.p.p.
vi > —3g q.p-p--

Llavors per la monotonia de la integral

ent
/42/9

Es a dir, les successions ([u]) i (fv]) estan fitades. Aleshores aplicant el
T.C.M. apleguem a que uy, vy son integrables.

A més a més,

—9 < fy <up qpp. = /(—g) < /Uk
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v < g qp.P-j/vké/g'

Aleshores aplicant el T.C.M. es té que f és integrable i a més a més,

/f: lim up = lim Vg,

m—00 m—0o0

i tenint en compte que, vi < fr < ug, per la monotonia de la integral

[us [1< [

Aplicant ara el criteri de ’entrepa s’obté el resultat.

5.2.1. Conseqiiencies.

Corollari 5.2.2 (Teorema de la convergeéncia fitada.-) Siga I un rec-
tangle fitat en R™. Siga {fm} una successio de funcions integrables en I tal
que fm — f q.p.p.. Si ezisteix M > 0 tal que |f| < M q.p.p. per a tot

m € N, llavors f és integrable i a més a més,
/ f= lim [ fn
I m=ee Jr

Demostracié. Com que [ és un rectangle fitat. Definim:

g:=Mxs

que és una funcié esglaonada.

D’altra banda, considerem la successio,

him == fmX1-

Llavors tenim que h,, € L(R") ja que (fm € L(I)). A més a més, h,, — fx1
q.p.p. Com que també tenim que |hp,(x)| < g(z) q.p.p.. Aleshores aplicant

el Teorema de la convergencia dominada s’obté:

fxr € L(R™)
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/fX[: lim /hm.

fe L)

Aixo0 significa:

/f: lim fm-
I m=—oo Jr

Corol-lari 5.2.3 ( Lema de Fatou.-) Suposem que {fn} €és una succes-
si0 de funcions integrables tal que per a cada m € N es compleir que f, > 0.

Si fm — f ¢.p-p- i a més a més, existeiz K > 0 tal que [ fn, < K. Llavors,

[r=x

Demostracié. La demostracié d’aquest resultat és practicament la ma-

f és integrable i es té que

teixa que la del Teorema de la convergencia dominada. Pero aci només uti-

litzarem la successio
[o@)
Vg = /\ fm.
m=k

Com en el teorema de la convergencia dominada sabem que vy — f
q.p.p- i que {vx} és monotona creixent.

D’altra banda, si agafem la successio vl = /\fnJ;jk 'm, €s clar que aquesta
successio és una successié de funcions integrables monotona decreixent i per
hipotesi es compleix que la successio de les seues integrals és fitada. Aixi que
pel teorema de la convergéncia monotona es té que vy € L(R™).

Per les hipotesis sabem que, 0 < [wv, < K. Per tant, aplicant-li el

Teorema de la convergencia monotona a la successié (vg) es té que f és

integrable i també

/f = lim [ v, < K.
k—oo
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Nota. v, := A°_; fm, aleshores v, < fi, per la monotonia de la integral,

[ e < [ fi per tant,

h’kminf / v < h;cminf / Sr-

Aixi obtenim,

/f = kh'm v = h'minf/vm < lim inf/fm.

Corollari 5.2.4 Siga {fn} una successié de funcions integrables de for-
ma que fm, — f q.p.p. Suposem que existeiz g integrable tal que |f] < g.

Aleshores f és integrable.

Demostracié. Anomenem

b = ((_g) N fm) Ng

és clar que aquestes funcions sén integrables. A més a més, |hp| < g i

b — ((=9) V f) A g 4.p.p., com que |f| < g, llavors ((—g) V f) Ag = f, és

a dir,

hp — f

q.p.p.
Utilitzant ara el T.C.D. s’obté el resultat.

5.3. Problemes proposats.

Exercici 25 Es el producte de dues funcions integrables Lebesgue una fun-

ci6 integrable Lebesque? (Compareu aquest resultat amb lexercici 24).
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Exercici 26 Provar que

1
lim Me Teosxdr =0

n—oo Jq n

Exercici 27 Siga {I,,} una successid creizent d’intervals i siga S = In,.

Si f € L(Iy) per a tot m € N i la successid {[; |f|} esta fitada, llavors

feL(s)i
/f— lim I
S n—oo I

Exercici 28 Provar que la funcié f(x) =P, x >0, f(0) =0 és integrable

en [0,1] si p > —1, i calcular la seua integral.

2

Exercici 29 Estudiar si la segiient funcié és integrable f(x) = e en
[0, +o0].
Exercici 30 Siga f(z) = 1—1-% Demostrar que és integrable sobre R i cal-

cular la seua integral.

Exercici 31 Discutir segons els valors de p la integrabilitat de la funcid

sin(z)

fz) =

xP

en l'interval [0, +o00[. Per a quins valors es compleix que existeix limg_, f; SH;E,I) 2

Exercici 32 Quina relacid hi ha entre la integral de Riemann impropia 4
la integral de Lebesgue?

(a) Trobar funcions integrables Lebesque en R que no sdn integrables
Riemann impropies.

(b) Trobar funcions integrables impropies en [1, 00| que no son integrables
Lebesgue.

(¢) Provar que tota funcid positiva i integrable Riemann impropia en un

interval no fitat és integrable Lebesque en dit interval.
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Exercici 33 Donar un exemple d’una successioé de funcions integrables (fi-

tades) convergent quasi per totes parts a una funcié no integrable. (Sugeren-
sin(z))

cia, pensar en la funcio f(r) = =

Exercici 34 Provar que si f és una funcio continua, positiva de forma que

[ f=0, llavors f = 0.



Tema 6

INTEGRACIO MULTIPLE.
TEOREMA DE FUBINI.

La integral de Lebesgue fa integrables a una gran quantitat de funcions.
Pero ara ens trobem amb la dificultat d’avaluar aquestes integrals i podem
dir que no hi han duplicats senzills al Teorema fonamental del calcul quan
pugem les dimensions de ’espai R™. Tanmateix, hi ha un resultat de molta
importancia el qual relaciona la integral sobre R™ amb successives integrals

sobre espais de dimensié menor i d’aquesta forma amb integracions sobre R.

6.1. Resultats previs

Proposicié 6.1.1 Suposem que S C R™ és un conjunt nul. Aleshores exis-
teiz una successio creixent de funcions esglaonades {Xj};')i1 de forma que

per a cada x € S es compleix

lim y;(x) = oo

J—00

i{[ x;} esta fitada.

67
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Demostracié. Siga e = =, com que S és nul, podem afirmar que existeix

277
una successié de rectangles fitats {I ,]g} que cobreixen a S i de forma que

Yol < 5
k=1

Fent aixo per a tot j € N es té que:
D’una banda, {Ii}kj és numerable, per tant el podem ordenar en suc-
cessi6. Anomenem a la successié {.J,, }.

Aix0 ens permet definir les segiients funcions:

Xk = XJg, + -+ X5,

Evidentment aquestes funcions sén esglaonades. A més a més,
< u(J Ji) < L L - 1 1
Xi < p(J1) 4 -+ k)_27+ +2M_IZ:21<
=1
on jo := max{ji,...,jx}. Siga x € S, llavors = € ﬂj 1 k ) el que significa
que donat m € N existeix n1 € N tal que xp,(z) > m i com que {xx} és
creixent, aleshores

lim x4 () = o0
k—o0

6.2. El teorema de Fubini.

6.2.1. Plantejament general.

Considerem una funcié f : R — R amb n > 1. Podem escriure n = k+1

on k,l € Nik,l> 1. Llavors podem identificar:
R" := RF x R

aixf (z,y) € R” si, i només si, = € R¥ i y € R, Considerem a més a més,

que f € L(R™). Aleshores construim les segiients funcions:

F RkHRtalqueF /f:ny
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G :R' = R tal que G(z) = / f(z,y)dz
RFE
Primer intentarem provar que F' i G estan definides correctament i des-
prés que ambdues funcions sén integrables. Per a demostrar-ho, ho farem
seguint els passos usuals, és a dir, primer ho estudiarem per a funcions es-

glaonades, i aixi fins arribar al cas general.

Lema 6.2.1 Siga f una funcid esglaonada. Llavors F, G son també funcions

esglaonades © @ més a més

[r=[o-[

Demostracié. Com que estem suposant que f és una funcié esglaonada,

podem escriure:
m
f = E Q5 XT;
i=1

on I; sén rectangles fitats disjunts dos a dos.
Evidentment, cada I; el podem projectar sobre R¥ i sobre R! obtenint
els rectangles If e If respectivament.

Per la definicié d’integral d’una funcié esglaonada es té:

[ =Sty = )

i per la definicié de la mesura d’un rectangle s’obté:

(¥) = > aip(IF)p(1}).
i=1

D’altra banda, estudiant les funcions F'y G es té:

£ = [ ety = [ o) = [ (3o exgar

Observacio. X gk () és una constant, ja que x és fix, i aixo significa

que

Z QiX 1k (x)Xjf ()
i=1
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és una funcié esglaonada en R/,

Tenint en compte aquesta observacié ens queda:

ﬂm:Aymwwa@gkmww¢wwzgmmmmm-

Aleshores, hem vist que F' és una funcié esglaonada i llavors integrable en

R*. A més a més,
m
[ =S cuntiyutrh.
i=1

Segons hem vist anteriorment es té que

Jor=Jor

De la mateixa forma s’arriba al resultat per a G.

Definicié 6.2.2 Considerem S C R"® = RF x RL. Donat z € RF anomenem

seccid de S determinada per x al segiient conjunt:
S, :={yeR': (z,y) € S}.

Analogament donaty € RY anomenarem seccié determinada pery al segiient
conjunt:

S, :={x e R : (x,y) € S}.

Lema 6.2.3 Suposem que S C R" és nul. Llavors Sy és nul per a quasi tot

x € R¥ i de la mateiza forma, Sy €s nul per a quasi tot y € R,

Demostracié. Suposem que S és nul. Aleshores per la Proposicié 6.1.1,
sabem que existira una successié creixent de funcions esglaonades {x;} de
forma que { [ x;} esta fitada i si (x,y) € S, llavors lim; . x;j(z,y) = oo.

Definim:

e = [ ey
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Pel Lema anterior sabem que ¢; sén funcions esglaonades i a més a més,
com que {x;} és una successié creixent i 'operador integral és monoton,

podem afirmar que {¢;} és també creixent i

Com que abans hem vist que { [, x;} és fitada, aleshores { [z ¢;} és també fi-
tada.

Aix0 ens permet aplicar-li el T.C.M. a la successi6 (¢;) i d’aquesta forma
afirmar:

®j — g q.p.p- en R* (anomenem A al conjunt nul de R* on no es dona
la convergencia).

Prenem z € R*\ A. Aleshores

o1 = [ xite iy < 929

La desigualtat anterior és conseqiiencia de que ¢;(z) — ¢g(z) i a més a més,
aquesta successié és creixent.
Ara fixem aquest z, i considerem la successié de funcions {x;(z,.)},

aquesta és una successié creixent de funcions esglaonades que verifica:

{/Rl X% y)dy}

és fitada, (veure (*)).

Llavors, pel T.C.M. es té que x;(%,.) — h q.p.p. en R! ( anomenem A(z)
al conjunt nul de R! on no hi ha convergencia ).

Estudiem la seccié S..

Siga y € S, aleshores (z,y) € S i per tant, lim;_ x;(2,y) = oo.
Llavors, y € A(z) amb la qual cosa S, C A(z). El que ve a dir que S,
és un conjunt nul i aixd és cert per a cada z € R* \ A. Podem afirmar
aleshores, que S, és un conjunt nul per a tot z € R* \ A.

Com que A és un conjunt nul, s’obté el resultat.
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Teorema 6.2.4 (Teorema de Fubini.-) Suposem que f € L(R"™). Defi-

nim les funcions:

fo : RES R foy) = f(2,y)

fy :RF SR fy(x) = f(z,y)

Llavors
fe € L(RY) ¢.p.p. en R,
fy € L(R¥) g¢.p.p. en RL.
F(z) = [q fo(y)dy € L(R").
G(y) = Jgr fy(x)dx € L(RY. A més a més,

[i-[r-[a

Demostracié. Suposem que f és una funcié superior i que (¢;) genera
a f.

Anomenem x;(z) := le @j(z,y)dy que sén funcions esglaonades, ja que
aixf ho sén les ;.

Com que (p;) és una successié monotona creixent es tindra que (x;) és

també monotona creixent i a més a més,

/kaj'—/Rnwy‘S/Rnf-

El que ens diu que la successi6 ([pr x;) és fitada.
Aleshores, aplicant-li el T.C.M. s’obté que x; — ¢ q.p.p. en R* ( ano-
menem A al conjunt nul on no es dona la convergencia ).
Siga
S = {(z,y) € R" : (pj(z,y)) divergeix.}

Com que (¢j(z,y)) genera a f, sabem que S és nul.

Llavors, pel Lema 6.2.3, S, és nul per a tot = € R* \ B on B és nul.
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Ara traballarem amb x € R¥\ (AU B). Si = esta en aquestes condicions.

Per la definicié de x; es té que

xj(2) < g(x).

Fixem aquest x i agafem la successi6 ¢;(x,.) : R! — R. Evidentment, aquesta
successié és de funcions esglaonades i la successio de les seues integrals esta
fitada. A més a més, com que ¢; — f q.p.p.( hi ha convergencia sempre
que (z,y) ¢ S), per al z fix, tenim que ¢;(x,.) — f(z,.) q.p.p. en R!( hi ha
convergencia sempre que y ¢ S,). Aplicant el T.C.M. s’obté que f, € L(R!)

i a més a més,
F@)= [ f(zy)dy= lim / o3, y)dy = lim x; ().
R Jj—oo Jt j—o0

D’aquesta forma hem obtés que si 2 € R*\ (AU B)

Xj — F q.p.p.
com que a més a més,

Xj — 9 9.P-P--
Llavors,

F=gqpp

i com que g és integrable, s’arriba a que F' és integrable i també:

/F=/ g=1lim [ x;=1lm [ ¢=[ f
Rk Rk J—00 JRE )70 JRrn Rn

[ =]

La comprovacié de que el Teorema de Fubini es dona per a funcions

Per tant,

Analogament per a G.

integrables és, ara, evident a partir de les funcions superiors.



74 TEMA 6. INTEGRACIO MULTIPLE. TEOREMA DE FUBINTI.

En efecte,

Si f és integrable, existiran dues funcions superiors h, g tal que f = h—g

[r Lo [

Aleshores aplicant-li el resultat a cadascuna de les dues integrals anteriors

1 a més a més:

s’obté resultat.

6.2.2. Cas particular.

Siga S C R? si yg és integrable, anomenem mesura de S a:

u(s) = [ xs =)

que per Fubini ens queda:

(*) :/R(/RXs(x,y)dx)dy:/Ru(Sx)d:c.

Aleshores la mesura de S és 'area de S, ja que per a cada x obtenim la

mesura de .S,.

Exemple 6.2.5 Calcular ’area del circle de radi r
Siga
S={(z,y):2® +¢y> <1}

u(S) = / X5
R2
VT2
F(l‘)Z/Xs(x,y)dyz/ dy:/

R (V=22 /i) Y

D’aquesta forma hem fet:

dy =2/ 1% — 22

F: R — R
[0 x ¢ —rr|
S F(J:)_{ 2Vr2 — 22 x € [-n,7]
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Ara tenim:

/XS—/ dIL‘_/ V2 — 22dx = 7.
R2 [—r,r]

6.3. Problemes proposats.

Exercici 35 Provar que la funcid f(xz,y) =

[0,1] x [0,1].

($+y)3 no és integrable en A =

Exercici 36 Provar que la funcio f(x,y) = e és integrable sobre el trian-

gle de vertex (0,0), (1,0),(1,1). Calcular aquesta integral.

Exercici 37 Estudiar si la funcié f(z,y) = \/%Ty és integrable en [0,1] X

[0,1]. En cas afirmatiu, calcular la seua integral.

Exercici 38 Calcular la [ [, 2E(1+ x +y)dxzdy, on A=1[0,1] x [0,1] i on

E(t) denota la part entera de t, estudiant abans la seua integrabilitat.

. . e — n . 7 .
Exercici 39 Provar que la funcid f(x1,xo,...,x,) =€ 2im 1wl gs integra-

ble Lebesgue en R™ 4 calcular la seua integral.
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Tema 7

FUNCIONS
MESURABLES.

Sabem que l'espai L(R™) conté gran quantitat de funcions, pero encara
aixi hi han funcions molt importants en Analisi que no sén integrables. Per
exemple, les funcions constants no nul-les no pertanyen a L(R™). A més
a més, hi han operacions de funcions que no sén tancades respecte a la

integrabilitat.

Exemple 7.0.1 Considerem la funcid.
f: 01 — R
1
)z 0<z<1
v f(m)_{ 0 z=0

Sabem que f € L(R™), pero f ¢ L(R™).
En efecte,

Considerem la successio funcional:
fa: [0,1] — R
: €[]
Es clar que fn(z) — f2(x) per a tot x €]0,1], amb la qual cosa, podem

afirmar que la convergéncia és q.p.p. en [0,1]. A més a més, es compleix

T
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que | fn] < f% per a tot n € N. Aleshores, pel Teorema de la convergéncia

dominada, si f* € L(R™) es té que

1 1
f?= lm [ f,= lim — = lim (—=In(=))
m

[0’1] m—0o00 R m—o0 [i&} xr m—0o0

0.
Llavors, f? ¢ L(R").

Aquest exemple fica de relleu que el producte de dues funcions integra-

bles, en general, no és una funcié integrable.

Per a resoldre el problema de quan el producte de funcions integrables
és, de fet, integrable, aixi com per a ’obtencié de metodes que ens diguen si

una funcié és integrable Lebesgue, s’introdueixen les funcions mesurables.

7.1. Definicions i propietats.

Definicié 7.1.1 Una funcié f : R™ — R direm que és mesurable (Lebesgue)
si existeir una successid de funcions esglaonades {xn}o> tal que xpn — f

q.p.p. en R™.

Al conjunt de les funcions mesurables l'escriurem: M(R™).

Evidentment es compleix que L(R™) C M(R").

Vegem que el reciproc no és ciert.

En efecte,

Considerem la funci6 f(z) = 1 per a tot x € R, és clar que la successi6 de
funcions caracteristiques {X[—n,n]} convergeix puntualment a f. Per tant,

f € M(R). Perd sabem que aquesta funcié no pot ésser integrable en R.

El segiient resultat ens dona un metode per a saber quan una funcié me-

surable és integrable:
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Proposicié 7.1.2 Siga f € M(R") i siga g € L(R"), si |f| < g. Llavors
f € L(R™).

Com un cas particular tenim que si f € M(R™) y|f| € L(R™). Aleshores
f € L(R™).

Demostracié. Si f € M(R") existira {x,}72; successié de funcions
esglaonades tal que x,, — f q.p.p., com que |f| < giamésamés, g € L(R™).
Pel Corol-lari 5.2.4, s’obté el resultat.

El segiient resultat ens permet, entre altres coses, I’obtencié de les pro-

pietats de les funcions mesurables.

Proposicié 7.1.3 Siga ¢ : RxR — R continua i verificant que ¢(0,0) = 0.
Siguen f,g € M(R™) i anomenem h(z) = ¢(f(z),g(x)). Llavors h €
M(R™).

Demostracié. Com que f,g € M(R"), podem afirmar que existeixen
{xn},{on} successions de funcions esglaonades tal que:

on — [ q.p.p. (i.e.,llevat en un conjunt nul A.)

Xn — g 4.p-p. (i.e., llevat en un conjunt nul B.)

A més a més, pel raonament fet en el Lema 2.1.5, podem suposar que

m(j) m(j)

Z@ Xy X = Zﬁ Xyi

on els intervals Iij sén disjunts dos a dos.
Aleshores I"inic que hem de comprovar es:
(a). ¢(oj,x;) és esglaonada.
(b). ¢(oj,x;) = h a.p.p.
Vegem (a). Com que ¢(0,0) = 0,

m(j)

JJ’X] ZO‘X]hZﬁ X]J _Z (3aﬁzj)X]ZJ
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Segons aquesta tltima expressi6 la funcié ¢(o;, x;) € S(R™).
Vegem (b).
Com que la convergéncia en R? és coordenada a coordenada, es té:
Siz e R"\ (AU B). Llavors
lim oj(x) = f(x)
Jj—00
lim () = g(),
j—00
i per consegiient:
Jim (o5 (x), x;(2)) = (f(2), 9(=))

Tenint en compte que ¢ és continua, s’onté el resultat.

Corollari 7.1.4 Siguen f,g € M(R"™). Aleshores
(a). f+g€ MR
(b). fg € M(R")
(c) fVg,fnrge MR
(d). |f| € M(R")

Seguidament veurem un resultat que ens diu quan el producte de dues

funcions integrables és una funcié integrable.

Corollari 7.1.5 Siga f € L(R") i g € M(R") on g és fitada. Aleshores
fg € L(R").

Demostracié. Sabem, pel corol-lari anterior, que fg € M(R™). A més
a més, com que g és fitada, existira M > 0 tal que |g] < M d’on podem
afirmar que |fg| < M]|f]|, ara be, com que les funcions integrables formen

un espai vectorial, per la Proposicié 7.1.2, s’obté el resultat.

Proposicié 7.1.6 Si f € M(R"). I f(z) # 0 per a tot x € R™. Llavors
7 € M(RM).
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Demostracid. Aquest resultat es conseqiiencia de la segiient observacio:
Sip= Z;’;l a;xr; amb a; # 0 i els intervals I; sén disjunts dos a dos,

podem definir la segilient funcié esglaonadas:
0= i
p— a /L

Des de la definici6 anterior, es té que si ¢; — f aleshores ¢; — %

En efecte, siga ¢; = Z (‘17) oz(J)XI(]), on podem suposar que tots els

agj) # 01 a més a més, {Ii( :i=1,2,..m(j)} sén disjunts dos a dos.
Com que ¢ — f q.p.p., anomenem A al conjunt nul on no hi ha con-
vergencia. Llavors si x € R™ \ A, sabem que podem trobar per a cada j

suficientment gran un tnic Z(j ) tal quezx €[ z(j )i d’aquesta forma sabem que

j(x) = ozg‘;). Aixo ens diu que la successio (ag)) convergeix cap a f(x). Ara

tenint en compte la definicié de ¢; s’obté el resultat.

Proposicié 7.1.7 Siga {fn}5°_; € M(R"™) tal que fm, — f ¢.p.p.. Llavors
f e M(@R™).

Demostracié. Considerem una funcié h > 0 tal que h € L(R") (per
exemple, si estem en R”, h(z1, ...z,) = e~ Zk=117k])

Prenem a partir de la funcié h la segiient successio,

fm

Fp=h—""
L+ fml

Per les propietats de les funcions mesurables sabem que F,,, € M(R"). A

més a més,

F,—h q.p-p-

f
1+

Anomenem F = ${f| Donat que cada F,, € M(R"), i que

fm

h
Fml = b

| < [h]=h.
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Per la Proposicié 7.1.2 s’arriba a que Fy,, € L(R™). A més a més, es compleix
que |Fy,| < h. Pel T.C.D, F € L(R").
Ara tenim:

_ _hlf]
1+ [f]

y=- M _p

Per tant,
F

Pt
Tenint en compte que, F,h € M(R™) i les propietats de les funcions mesu-
rables, h — |F'| € M(R") i a més a més, |F| < h, aleshores h — |F| > 0, amb
la qual cosa f € M(R™).

Ara farem una demostracié alternativa del resultat anterior que encara
que és més llerga la considerem més intuitiva:

Demostracio. Primer estudiarem el cas particular en que la successié de
funcions esta formada per funcions integrables.

Com que f,,, € L(R™), per definici6, sabem que exiteixen g, hy, € U(R™)
de manera que f,, = gm — hm.

Ara per la definicié de funcié superior, podem considerar (ozf(lm)) succes-
si6 de funcions esglaonades que genera a g, i siga (ﬂém)) una successié de
funcions esglaonades que genera a h,,.

Per tant, donat el nimero 27"% podrem trobar un nombre natural n(m) €

N tal que,

(m) 1
/n(gm B Cyn(m)) < om+1

i al hora,

(m) 1
/n(hm - ﬂn(m)> < om+1

Prenem ara la funcié esglaonada:

(m) ﬂ(m)

T 3= ) = Bnom)

Es clar que fy, — Tjn € L(R™) per a cada m € N.
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Ara definim la segient successié de funcions:

Donat k € N es defineix:

k
Re:= Y |fm — Tl
m=1

és clar que aquesta successié de funcions integrables és monotona creixent i

a més a més, si s’estudia la successio de les seues integrals, queda:

k

k

k k
(m) (m) 2
Z_l/R 19 = | + Z_I/R [m = Byi| < D gt <1

m=1

Lo qual significa que la successi6é de les integrals és fitada. Aixo ens per-
met aplicar el Teorema de la convergencia monotona i d’aquesta manera

assegurar que:

S [fn — Tl € L(R").
m=1

Com a conseqiiéncia es té que |fp, — Tpn| — 0 q.p.p..
Vegem que T,, — f q.p.p..
En efecte

Tm:Tm_fm+fm

icom que f,, — f q.p.p-iTm—fm — 0q.p.p. és clar que T,,, — f q.p.p.. Esa
dir, f és limit quasi per totes parts d’una successié de funcions esglaonades.
Cas general:

Agafem linterval I,,, := [—=m, m]". I definim:

m = sup{inf{fm)([m 5 mXIm}7 _mXIm }

Com que f,,, € M(R"), llavors per les propietats de les funcions mesurables

es té que g, € M(R").
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D’altra banda, es compleix que |gn| < mxir,, € L(R™). Aixi, utilitzant
la Proposicién 7.1.2, es dedueix que g, € L(R™). A més a més, no és dificil
comprovar que g,, — f q.p.p.. Per tant, aplicant el cas anterior s’arriba al

resultat.
Proposicié 7.1.8 Siga f € M(R") i sigar € C(R). Llavors, rof € M(R").

Demostracié. Com que f € M(R™), sabem que existeix una succes-
si6 de funcions esglaonades {goj} °, tal que ¢; — f q.p.p.

Pel procés habitual podem escriure:

mG)
Yi = Z O‘gXIg"
i1

Llavors

”MS
><
1
3.
=
_
|
=
E
_|_
+
=
.
S

Aixi, tenim:
(a). S r(ad)xpy € SRY).
(b). r(0)(1 — (XI{ +..+ Xlin(j))) € M(R™).
Per les propietats de les funcions mesurables, afirmem r o p; € M(R").
Com que r € C(R) i ¢; — f q.p.p., s'obté que rop; — ro f q.p.p.. Ara

aplicant el resultat anterior, es conclou
ro f e M(R").

Teorema 7.1.9 Si f : R® — R és una funcidé continua. Aleshores f €

M(R™).

Demostracié. Siga f € C(R"), llavors agafem els intervals:

I, = [-m,m]".
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Com que I, és compacte i f és continua en I,,. Llavors pel teorema de
Lebesgue-Viltali sabem que f és integrable Riemann en [I,,,. Aquest fet ens
permet afirmar que

fxr, € L(R™) c M(R").

Pero, és clar que

Aleshores utilitzant que el limit puntual de funcions mesurables és també una

funcié mesurable, s’arriba a:

fe MR

7.2. Criteri de Tonelli-Hobson

Fins ara hem vist com calcular la integral de Lebesgue d’una funcié de
diverses variables aplicant el Teorema de Fubini. El resultat seglient ens pro-
porciona una condicié suficient per a que una funcié mesurable de diverses
variables siga integrable Lebesgue. D’aquesta manera, es pot considerar el
resultat segiient com una especie de reciproc al Teorema de Fubini.

El criteri de Tonelli-Hobson fou obtés independentment per E. W. Hob-
son i L. Tonelli en 1909.

Teorema 7.2.1 ( Criteri de Tonelli-Hobson) Sigan > 2 i escribimn =

l+k ambl,k>1. 5 fe M(R") i existeiz alguna de les segiients expres-

s1ons:

L[ e lanay
)

L i
Aleshores

f e L(RM).
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Demostracio. Suposem que existeix la expressié:

/Rl(/Rk |f (@, y)|dx)dy.

Anomenem
Im = [FI A (MX[ym)r)s
és clar que g, — |f|. Com que f € M(R") i (mX|—pmmp») € S(R"), per les
propietats de les funcions mesurables no és dificil veure que g, € M(R").
També és facil veure que |gm| = gm i gm < mx(—mmp» € L(R").
Llavors g,, € L(R™).
Vegem qué passa amb { [o, gm }oo_; .-

Aplicant Fubini, es té:

Loon= [ ([ antepasay <

Com que g, < |f| tenim:

0= [ ([ oy

Com que per hipotesi aquesta tiltima integral existeix, la successio { [pn gm ooy
esta fitada.

Ara, utilitzant el Teorema de la convergencia monotona, s’obté: g,, — g
q.p-p- i amés amés, g € L(R™). Pero des de la definici6 de les g, es dedueix
que g, — |f] q.p.p.. Per tant, es compleix que |f| € L(R™).

Per consegiient, com que

feM@R"),
|fl € LR™).

Per la Proposicié 7.1.2, s’aplega al resultat.
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7.3. Problemes proposats.

Exercici 40 Siga f una funcié mesurable sobre R", a € R™, ir € R, definim
9(x) = f(z +a), h(z)=f(rz)

per a tot x € R™. Provar que g © h son mesurables.

Exercici 41 Siguen f,g,h : R™ — R. Si f és mesurable i g, h son integra-

bles. Provar que min{f, g, h} és integrable.

Exercici 42 Si f es una funcié fitada i integrable sobre R™, provar que f>

és també integrable.

Exercici 43 Utilitzar el Teorema de Tonelli-Hobson per a demostrar que

[ 2= [ incria

per a b > 0. 81 b tendis cap a +00, provar que

b -

1
lim/ Sln(x)d:c:fw.
b—oo Jo xT 2
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TEMA 7. FUNCIONS MESURABLES.



Tema 8

CONJUNTS
MESURABLES.

8.1. Definicié i Propietats.

Definicié 8.1.1 Es diu que S C R™ és Mesurable si la seua funcid carac-

teristica xs €s una funcio mesurable.
Anomenarem Q(R™) a la familia de tots els conjunts mesurables de R™.

Definicié 8.1.2 Definim la mesura de Lebesgue d’un conjunt mesurable

de la segiient forma:

p: QR™ — [0, +o0]

S M(S):{+OO xs ¢ L(R™)

Jxs xse€ LR
Com una conseqiiéncia inmediata de les dues definicions anteriors es

té que R" € Q(R"), i a més a més, u(R") = oo.

Proposicié 8.1.3 (Propietats) Si S,T € Q(R"). Llavors
1SUT, SNT, S\ T son conjunts mesurables.
2. 81 S C T, aleshores u(S) < u(T).

89
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3. u(SUT) +pu(SNT) = p(S) + pu(T).

4. Si p(S) = 0, aleshores S és nul. A més a més, si S és nul, llavors
S € QR™) i es té que u(S) = 0.

5. St (Sp) é€s una successio creizent de conjunts mesurables. Aleshores
S=USn € QR") y p(S) = Mmoo p(Sh).-

6. Si (T,,) és una successio de conjunts mesurables. Llavors S = JT,, €

QR™) i w(S) < Y02y w(Tn). Siels T, son disjunts dos a dos, aleshores
u(S) =202y i(Tn).

Demostracié.
1. Es clar que xsur = xs V xr. Com que xg,xr € M(R™). Per les

propietats de les funcions mesurables:
xs V xr € M(R"),

i per tant,
xsur € M(R™).
El cas de SNT es fa de la mateixa forma, sapiguent que xsnr = xXsAXxT-

Per dltim, xg\r = Xsn7 = (Xs —x7)" = (X5 —x7) V0, Com que la resta
de funcions mesurables és mesurable i el suprem de dues funcions mesurables

és també mesurable, s’arriba: xg\p € M(R").

2. Si xr ¢ L(R™), llavors u(T") = oo, el que significa que u(S) < u(T).
Suposem que x7 € L(R"), com que S C T es té que xs < x7.

Per tant aplicant la Proposicié 7.1.2, tenim:

XS € L(Rn)v

/XSS/XT;

el que ens diu que u(S) < u(T).

i a més a més,
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3. Com que xsnr + Xsur = Xs + x7- A més a més, per (2) si suposem

que p(SUT) < oo, aleshores
1(S), (1), n(SNT) < oo,

és a dir,
XS, XT» XsnT € L(Rn)

Per tant,

p(SNT) +pu(SUT) = p(S) + u(T).

Si suposem que u(SUT) = oo, llavors xsur ¢ L(R™), per tant, ys ¢
L(R™) o xr ¢ L(R™). Aleshores

u(SNT) +pu(SUT) = pu(S) + pu(T).

4. Si pu(S) = 0, per definici6 tenim que [ xs = 0 i aix0 vol dir, pel
Corol-lari 5.1.6, que xs = 0 q.p.p-, és a dir S és nul.

Si S és nul, es té que xs = 0 gpp, amb la qual cosa, per la Proposi-
ci6 4.1.4, xg € L(R™) i a més a més, [ xg = 0 el que significa: S € Q(R") i
wu(S) =0.

Com a conseqiieéncia d’aquest resultat s’obté:

Si AC Biu(B)=0,llavors A € Q(R") i a més a més, u(A) = 0.

5. Suposem que agafem una successié creixent de conjunts mesurables
(Sn), aleshores xs, — xs puntualment, (on S = [JS,.) Aixo vol dir que
Xxs € M(R™), (mirar Proposicié 7.1.7). Ara, tenint en compte la definicié de
conjunt mesurable, es té:

S e QR").

Si ara s’aplica (2) (monotonia de la mesura), s’obté:

(1(Sy)) és creixent.
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Si xs € L(R™), com que xs, < xs, llavors xs, € L(R™). Com a con-
seqiiencia d’aixo, aplicant el Teorema de la convergencia monotona, es té:

[ xs=n(s) = tim [ xs, = 1 uls,),

n—oo
Sixs ¢ L(R™), la successié (u(Sy,)) no estara fitada, ja que en cas contra-
ri, pel Teorema de la convergeéncia monotona yg € L(R™). Per tant, (u(Sy))
és creixent i no fitada. Aleshores p(S,) — 400. El que ens permet concloure:

u(S) = +oo = lim pu(Sy).

n—oo

6. Anomenem

k
Se=J Tm € QR

m=1

és clar que la successi6 (Sk) és creixent. Aleshores per (5), tenim que

G Sy = [j Tm € Q(Rn)
k=1 m=1

Ara utilitzant (2) es dedueix:

k

1( U Tn) < Z 1(Tm),

m=1 m=1
i com que la mesura és no negativa:

—+00

k
Z (Trm) < Z p(Tom)

m=1 m=1
Aplicant (5) obtenim:

k +o00

1 U Tm) = lm pu( U Tn) < Z 1(Tim).

m— 00
m=1 m=1 m=1

Aixi,
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+oo

( U Tn) < Z 1(Tom).
m=1

m=1

Si (Ty,) sén disjunts dos a dos, llavors p(7; NT;) = 0 si i # j. Per tant,
aplicant (2) es té:

k k
1( U Tn) = Z (L)
m=1 m=1
Aixi que prenent limits:
o o
:u( U Tm) = Z M(Tm)'
m=1 m=1

Proposicié 8.1.4 Tot subconjunt obert de R™ és un conjunt mesurable.

Demostracié.

Tot conjunt obert de R™ és localment compacte i Lindeloff. Aixi que, per
a cada punt de l'obert podem agafar un cub centrat en ell (el cub el podem
pendre obert) cobrim l'obert amb aquests cubs fitats i oberts.

Com que el conjunt obert és Lindeloff, podem traure un subrecobriment
numerable. Com que cada cub obert i fitat és mesurable. Aleshores per (6)

s’arriba al resultat.

Com a conseqiiéncia d’aquest ultim resultat i de la proposicié d’abans es
té que els conjunts tancats també son mesurables 1 a més a més, els conjunts

compactes sén mesurables amb mesura finita.

Definicié 8.1.5 Donat A C R™ y z € R". Anomenem A+ z :== {z + z
x e A}

Teorema 8.1.6 Si A € Q(R"). Aleshores A+ z € Q(R") i a més a més,
H(A) = p(A+2).
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Demostracié. Per a veure que el conjunt A 4 z és mesurable 'inic que
hem de provar és que la seua funcié caracteristica és una funcié mesurable.

Es fcil comprovar que
XA+z(x) = xalz —2) Vo eR".

és a dir,
XA+z(7) = xa(h(z))

on, h: R™ — R" es defineix de manera que h(z) = x — z.

Per tant, el problema es redueix a provar que x4 o h € M(R"). La qual
cosa és conseqiiencia del fet d’esser y 4 mesurable.

Com que x4 és mesurable, existira una successio de funcions esglaonades
(aun) de forma que ay, — x4 q.p-D- Es clar que ay0h — Y 40h q.p.p. Aleshores
si provem que aquesta nova successié esta formada per funcions esglaonades
haurem demostrat el resultat.

Si ay, és una funci6 esglaonada

m
i=1

amb els intervals I; disjunts dos a dos.

Llavors
(on(h(x)) = aixs(x —2) =Y aixs,+2(x)
i=1 =1

és a dir, a,, o h és també esglaonada.

Per a veure que p(A) = pu(A + z), és prou observar que

/an:/anoh,

ja que pu(l;) = p(l; + 2). Ara el resultat és conseqiiencia inmediata del

Teorema de la convergencia monotona.
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Observacié. El teorema anterior afirma que la mesura de Lebesgue és
invariant per translacions. A més a més, la iltima part de la demostraci6 an-
terior es pot llegir:

SifeLR")izeR™

Podem definir la funcié,
g:R" = R: g(x)= f(z+ 2)
Entonces, g € L(R™) i amés amés, [g= [ .

Exemple 8.1.7 A continuacié donarem un conjunt de la recta real el qual
no és mesurable Lebesgue.

En l'interval [0, 1] definim la segiient relacié d’equivalencia:

r~y—xz—yeqQ.

Triem un representant de cada classe d’equivaléncia ( aci hem de fer us de
Paxioma d’eleccid) , i al conjunt resultant ’anomenem E.

Vegem que E no és mesurable.

Agafem QN[—1, 1], per ésser un subconjunt de nombres racionals, aquest

conjunt és numerable, per tant el podem ordenar en successio
QN [-1,1] =A{ra}ni

Anomenem FE, := F + r,. Suposem que E és mesurable.

Aleshores E,, € Q(R) i a més a més, u(E,) = pu(E) (aixo és conseqiiéncia
de que la mesura és invariant per translacid).

Vegem que [0,1] C U>2 ;| En.

Siga x € [0, 1]. Llavors existira e € E tal que x —e € QN [—1,1]. Amb la

qual cosa, ©z — e = ryp,. Aixi que x € E,,,. Per tant,

0,1] € D E, C[-1,2].
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Vegem que E,, N E,,, =0 si n # m.

En efecte,

Sin # m es té que 1, # rpy. Suposem que existeix z € E, N Fy,, llavors
z=-¢e,+ryiz=ey+r, complint-se que e, — e,, € Q, la qual cosa és una
contradiccid ja que e, i e,, sén de classes d’equivalencia diferents.

Com a conseqiiencia de Panterior i de (6) es compleix

M(U En) = Z:U’(En)
n=1 n=1

Ara, podem diferenciar dos casos:
a. Suposem que p(E) = 0.
Com que [0,1] € U2 | En € [—1,2] es tindra:

1 SM(U Ey) :ZN(EH) <3

n=1
El que ens porta a una contradiccié.

b. Suposem que pu(E) > 0. Aleshores

Z ,U/(En) = +00
n=1

el que també és una contradiccio.
D’aquesta forma, hem deduit que E no pot ésser un conjunt mesurable.
Com a conseqiiencia de ’exemple anterior, també es conclou que hi han

funcions que no sén mesurables x .

Definicié 8.1.8 Siga M € Q(R") i siga f : R™ — R. Direm que f € L(M)
si fxy € L(R™). A més a més, definirem

/Mf = [ o

Es d’interés observar que si f € L(R™) llavors fxu € M(R™) i per la
Proposicié 7.1.2 fxar € L(R™), és a dir, f € L(M).
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8.2. Principi de Cavalieri.

Per a finalitzar farem una aplicacié del Teorema de Fubini que és una

generalitzacié del metode frequentment usat per al calcul de volums.

Teorema 8.2.1 ( Principi de Cavalieri) Siga A C R"™! un conjunt me-

surable amb A C I x [a,b], on I és un interval fitat en R™. Llavors

p(A) = Ay
(4) /[a’b] 11(At)
on Ay ={x e R": (x,t) € A}.

Demostracié. Com que x4 és mesurable i A C I X [a,b] per ésser I
fitat. Aleshores A estd contingut en un compacte, llavors x4 € L(R™*!).

Per consegiient, aplicant el Teorema de Fubini s’arriba a que:

M(A)Z/ XAZ/ XA:/ (/XA(ac,t)dac)dt:/ w(Ayz)dt.
Rn+1 Ixa,b] [a,b] JI [a,b]

L’aplicacié més tipica del principi de Cavalieri és 'avaluacié de volums
de revolucido en R3.

Siga f : [a,b] — R una funcié continua i positiva. Denotem per R(f) =
{(t,y,2) : t€a,b] y*>+ 22 < f2(t)} el subconjunt de R? engendrat per la
grafica de f al girar sobre 'eix 0z. Aleshores com que R(f); és un circle de

radi f(¢), tindrem:

Per tant, aplicant el Principi de Cavalieri, el volum de la figura de revolucio,

ens queda:

b b
W(R(f)) = / W(R(f))dt = = / F(t)%dt.
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Exemple 8.2.2 Per a calcular el volum de la bola B,(0) C R3 fem el
seguent:
Agafem la funcié f(x) = V1% — 22. Llavors R(f) = B,(0), aleshores
" 4
w(B(0)) = 7T/ (r? — 2?)dx = §7T7“3.

8.3. Problemes proposats.

Exercici 44 Agafem una successid de conjunts mesurables (Ay,) disjunts

dos a dos. Si f € L(U,2, An). Provar que f € L(A,) i que,

/u:fl Wl nil /A !

Exercici 45 Si tenim una successio creizent de conjunts mesurables (By,) i

anomenem B = J°_, By,. Suposem que f € L(B). Provar que

f— lim f

m—00

Exercici 46 Si f € C(U) amb U obert, i IC és un compacte contingut en U.
Provar que f € L(K).

Definicié 8.3.1 Una familia % de subconjunts de R™ s’anomena o- dlgebra
st compleix:

(a). R" € X.

(b). Si A€ X, llavors R"\ A € %.

(c) Si A,B € X, llavors AN B € X..

(d). Si (T,) és una successio de conjunts que pertanyen a X. Llavors

S=UT,ex.

La menor o-algebra en R™ que conté als oberts de R"™ s’anomena o-

algebra de Borel de R" i la denotarem per B(R™).

Exercici 47 Provar que B(R™) C Q(R™).



Tema 9

EL TEOREMA DEL CANVI
DE VARIABLE.

L’objectiu d’aquest tema és obtindre el segiient resultat:
”Siga U C R™ obert no buit. Siga 7' : Y — R™ una aplicacié de classe
C! invertible amb inversa de classe C!. Llavors f és integrable en T'(U) si, i

només si, (f o T)|Jr| és integrable en U i a més a més,

/T(M)f:/u(foT)\JT-”

Definici6 9.0.2 Una transformacid de coordenades sera una aplicacio
p: U CR" —=R",

amb U un obert, que verifica:

(1). ¢ € CY(U).
(2). ¢ és injectiva.
(3).- Jy(t) # 0 per a tot t € U.

99
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Per les propietats (1), (2), (3) es pot aplicar el Teorema de la funcié in-
versa i sabem que existeix ¢! local, pero per (2), aquesta inversa sera global

i a més a més, serd de classe C'.

Exercici. Si ¢, x sén transformacions de coordenades. Provar que poy és
també una transformacié de coordenades. (Per a veure la demostracié aplicar

la regla de la cadena.)

Exemple 9.0.3 Coordenades polars en R2.
Siga U := {(t1,t2) €R?:t; > 0,0 < t3 < 27} definim:

©:U — R?

de manera que:
©1(t1,t2) = t1 cos(ta).
pa(t1,t2) = t1 sin(ta).
Jy(t1,t2) = cos(t2)t1 cos(ta) + t1 SiHQ(tg) =t.
A més a més, p és injectiva i pU) =R?\ {(x,0) : = >0}

9.1. Canvi de coordenades lineals i afins.

Siga 0 € L(R™,R™) com que o € C*® i do = o es compleix que det(c) =
Jo(t). Per tant, o és injectiva si, i només si, det(o) # 0. Aleshores o és una
transformacié de coordenades si, i només si, deto # 0 o ¢ és injectiva o o és

suprajectiva.

Definicié 9.1.1 Una aplicacié ¢ : R™ — R™ s’anomena transformacio afi si

o(t) = o(t) + z tal que z € R™ fiz i o € L(R",R"™).

Com que o € C*, llavors ¢ € C*° i a més a més, J, = deto. Per tant,

una transformacio afi sera un canvi de coordenades si, i només si, deto # 0.
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Tota transformacié de coordenades linial es pot expressar com una com-
posicié de tres tipus especials de transformacions de coordenades, anomena-
des transformacions elementals, a les que ens referirem com de tipus a, b, i
c. Aquestes transformacions es defineixen de la forma segiient:

tipus a. o4(t1, .oty ooy tn) = (1, o0y Mgy ooy ty), on A # 0. En altres
paraules. o, multiplica una component de t per un escalar no nul A. En par-

ticular, o, transforma els vectores coordenats unitaris de la forma segiient:

Ua(ek) = Aej
oalei) = ei, i # k.

la matriu de o, s’obté multiplican els elements de la k-éssima fila de la
matriu identitat per A, i aixi ens queda que deto, = A.

tipus b. oy(t1, ..., tk, ..., tn) = (t1, ..., tk + ¢, ..., tn), on j # k. Aleshores,
op reemplaca una component de t per ella mateixa més altra. En particular,

oy transforma els vectores coordenats unitaris de la segilient forma:
op(exr) = e +e;
per a certs k i j fixos, k # j.
op(ei) = e

per a tot i # k.

La matriu de o}, pot obtenir-se a partir de la matriu identitat reemplacant
la k-éssima fila de I per la k-éssima fila de I més la j-éssima fila de I i
d’aquesta forma ens queda que detoy, = 1.

tipus . oty sty oostiyostn) = (b1 ooyt tiy ooy t), o0 0 # j. Es
a dir, o, intercanvia les components i-éssima i j-éssima de t per a certs
ij amb i # j. En particular, o.(e;) = ej, oc(e;) = e, 1 oc(ex) = ek, per
a tot k # 4,7. La matriu de o. és la matriu identitat amb les files ¢ i j

intercanviades. Aixi, deto. = —1.



102 TEMA 9. EL TEOREMA DEL CANVI DE VARIABLE.

La inversa d’una transformacié elemental és altra transformacié elemen-
tal del mateix tipus. La matriu d’una transformacié elemental s’anomena
matriu elemental. Cada transformaci6 de coordenades linial o pot transformar-
se en la matriu identitat I multiplicant la transformacié o de ’esquerra per
una successié finita de matrius elementals. (Aixo constitueix el conegut pro-

cediment de Gauss-Jordan de I’Algebra linial.) Aix{ doncs,
I =TT,.T,0,
on cada T} és una matriu elemental. Per tant,
o=T1.T, 1.

Aix6 ens dona una descomposicié de o en composicié de transformacions

elementals.

Exercici. Si f € L(R), aleshores g(x) = f(Ax) és també integrable y a
més a més, [ f = |\ [z 9.

Aquest exercici és una conseqiiencia del problema 77

Teorema 9.1.2 Siga 0 € L(R",R") una transformacié de coordenades. Si-

ga f € L(R™). Aleshores |Js|f oo € L(R™) i [pn f = [gn(fo0)|Js|.

Demostracio. Per a provar el resultat sera prou demostrar-ho per a les
transformacions elementals, ja que com hem dit adés, tota transformacio li-
nial esta formada per una composicié finita d’aquest tipus transformacions
elementals.

Suposem que o és del tipus a.

Pel teorema de Fubini és té:

/n f= /Rnl[/Rf(tl, ot dtald (bt 1) = (%)
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Per 'exercici anterior, s’obté:

(%) = /Rn_l[/R AL (1, oo Ao )dtn]d(E1n it 1) = (%)

Suposem ara, que f > 0, com que detoc = A és compleix que |J,| = ||

amb la qual cosa:

(%) = /Rn_l[/R(foa)(tl, ot ) (b1 oo b)) d (o).

D’altra banda, com que foo és mesurable, fooc > 0 i la integral iterada
existeix, aplicant Tonelli-Hobson s’arriba a que (f o 0)|J,| € L(R™). Ara,

tornant a aplicar Fubini és té:

Lr=[ roalsl

Per als altres tipus de transformacions el procediment de la prova és

analeg. Quan f és no necessariament positiva, farem la descomposicié f =
=7

Quan la transformacié linial és arbitraria com que
g = TkOTk_lo...Tl

on les T; son transformacions elementals. Llavors utilitzant el que hem fet

| 7= [ romolam =9

Com que els jacobians de les transformacions elementals sén constants, te-

abans, és té:

nim:

(x) = |z, / (foTi) = T, || Tz / (FoThoTin) = .= o] [ (foo)
R Rn R

d’on s’obté:

| 1= [ ozl

Teorema 9.1.3 Agafem ¢ una transformacié de coordenades afi. Siga f €

L(R™). Llavors (f o @)|J,| € L(R™) i a més a més, [gn [ = Jgn(f o @)yl
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Demostracio. Tenint en compte que ¢ és una transformacié afi, existira
una transformacio linial o i un punt z € R"” de manera que ¢(z) = o(z) + 2.

Per un resultat vist, sabem: (veure I'observacié de que la mesura de Lebesgue

és invariant per translacions)

/n fx—i—z)d

En conseqiiencia,

/n fx+zdx—/ f(o(t) + 2)|J,|dt =

FeO)Irldt = [ Fogl |

Observacié. Siga A C R™ amb u(A) < oo, aixi x4 € L(R™) i a més a

més,,u(A) = fXA
Danada una transformacié aff: p(x) = o(z) + 2, anomenem ¢'(z) =

o~ 1(x) — 071(2), aleshores
pl(p()) =0 (o(z) +2) —07!(2) = 2,
-1

aixi que o' = ¢

Si ara mirem la mesura de A obtenim:

= /XA = /(XAO‘Pl)’Jgol’ _/X@(A)‘det@|1

Per tant,

1(p(A)) = |deto|u(A).

Aquesta tltima igualtat és coneguda com formula de transformacic de con-

junts per a transformacions afins.
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9.1.1. Canvi de variable: casos practics.

El teorema del canvi de variable sol aplicar-se en els segiients casos:
(1). El recinte d’integracié és complicat.

(2).- No és evident la integraci6 encara que el recinte siga senzill.
Entendrem per recinte senzill aquell on pot aplicar-se el Teorema de

Fubini de forma mecanica i sense problemes.
Diversos canvis de coordenades.

Coordenades cilindriques.
Siga 7 :={(r,0,z) : 7> 0,0 < 0 <27,z € R}
Es defineix:

g(r,0,z) := (rcosf,rsinb, z)

Coordenades esfériques.
Siga 7 :={(p,0,0): p>0,0<0 <271,0 < ¢ <7}
Es defineix

9(p,0,p) := (pcosBsinp, psinfsin p, pcos ).

Exemple 9.1.4 Calcular [; e~ @+ on I := [0, 00[x [0, 00].

Fem el canvi a coordenades polars: x = rcosf i y = rsinf. La fun-
ci6 f(z,y) = e~ (#*+¥°) és integrable sobre I si, i només si fog(r, 0)|J,(r,0)| =
re™"" és integrable sobre o 1(I).

Vegem que f o ¢(r,0)|J(r,0)| = re™"" € L(]0, 00[x]0, T]).

Com que la funcié (r,6) — re " es continua, aleshores és mesurable i
com que també és positiva si estudiem ’existéncia d’una de les seues iterades,
pel teorema de Tonelli-Hobson, s’obtindra el resultat.

Llavors,
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J2 (o redr)d = % [F° re™ dr = T limy_ o[~ 1 ]8) = T

Es a dir, la funcié f o o(r, )| (r,0)| és integrable en |0, oo[x]0, Z[). Per

consegiient, aplicant el teorema del canvi de variable es té que f és integrable

—(a?+y?) _ T
/I c i

9.2. Problemes proposats.

en I iamésamés

Exercici 48 Calcular [ [ e~V dady i deduir que fjoooo e dy = \/T.

Exercici 49 Calcular [ fA x2y%dxdy, on A és la regid del primer quadrant

limitada per les hipérboles xy = 1, xy = 2 4 les rectes y = x, y = 4x.

Exercici 50 Calcular el volum del solid limitat superiorment per la super-
ficie esférica x* + y? + 22 = 4, inferiorment pel pla XY i lateralment pel

cilindre x4+ y* = 1.

Exercici 51 Calcular el volum de la regio comprenguda entre els cilindres

22 W 2 2
T‘F@—l,lj%—j—l.
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