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Un poquito de Historia

Maurey en 1981 mediante la técnica de ultrapotencias probé que todo
subconjunto convexo no vacio w—compacto de ¢p tiene la propiedad de
punto fijo para mapeos no expansivos (FPP).

Lin en 1985 extendid este resultado a espacios con base 1— incondicional.
En 1998 Llorens Fuster y Sims conjeturaron que es cierto el inverso
del teorema de Maurey, es decir que todo conjunto acotado,
convexo, cerrado, no vacio (cca) que tiene la (FPP) tiene que ser

w— compacto.

Hubo varios intentos para probar esta conjetura, entre ellos los de
Dominguez Benavides, Japén y Prus.
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Dowling, Lennard y Turett |

Characterization of weakly compact sets in ¢y

Dowling , Lennnard y Turett en 2003 presentaron el mejor resultado hasta
esa fecha, para la solucién de la conjetura de Llorens, Sims.

Se dieron cuenta que la propiedad de punto fijo para un subconjunto
cerrado, acotado, convexo, no vacio C esta ligada a la existencia de una
sucesién en C “parecida” a la base sumante de ¢y,

Definicién: Sea (x,) en un espacio de Banach. Decimos que (x,) es
asintéticamente isométrica a la base sumante (&) de cp, si existe una
sucesién (e,) de niimeros positivos que converge a 0 tal que para toda
(tn) € h se tiene que

1 oo
sup | ——— ti| <
np<1+8n> J;J <

(o]

<sup(l+e,) Z tj
n j:n

Z thXn
n
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Observacion

Si (xn) es asintéticamente isométrica a (Gp), y Wn = Xp — Xp—1, X0 =0y
(sn) € coo, entonces

anWn
n
< (1+€n)sup|s,,\ = (1+e¢,)

Z (Sn - 5n+1) Xn

n

an (Xn - Xn—l)

y por consiguiente

Whn €n

sup |sp| <
T5e, suplsl

es decir que (w,) se va “pegando” a la base canédnica (e,) de co.
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Dowling, Lennard y Turett |

Characterization of weakly compact sets in ¢y

Uno de los dos resultados clave para la caracterizacién de conjuntos
w—compactos en ¢y es el siguiente teorema.

Teorema: Si K es cerrado, convexo, acotado y no vacio (cca) en el
espacio de Banach X y K contiene una sucesién (x,) asintSticamente
isométrica a (), entonces existen C C K asuvez (cca)y T: C — C
aplicacién contractiva sin punto fijo. De hecho

o0 (o)
C = XGX:x:Zt,,x,,:t,,ZO,Ztnzl
n=1 n=1

T : C — C esta dada por

[e0]
Txy = J+", Z tn Tn.
j=1
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Dowling, Lennard y Turett |

Characterization of weakly compact sets in ¢y

La segunda parte consiste en ver el siguiente teorema:

Teorema: Si K es (cca) y no w—compacto en ¢y entonces contiene una
sucesién (y,) tal que (42) es asintéticamente isométrica a (¢,) y por lo
tanto existen C C K a su vez (cca) y T : C — C aplicacidn contractiva
sin punto fijo.

Esbozo de la demostracidn:
Como K no es w compacto pero es w* compacto existen (x,) C Ky

X € lo\co tales que x, — x , xp = ) ; a}")ej,x = (aj). Se supone sin
W*

pérdida de generalidad que limsup; |a;| =1.
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Dowling, Lennard y Turett |

Characterization of weakly compact sets in ¢y

Sid <477 ||xal| <Bparan€N,y (6,) C(0,1) es tal que 5, < §/4",
se construyen dos sucesiones de enteros N (1) < N (2),...y
M (1) < M(2),... tales que B/, < M (n) — M(n—l) Ap y se define

1 M(n)
Yn = A N Z x; € K.
(n—1)+1

Ademas, si y, =Y ; yl e,, entonces

yi( n)

42 5 > Ny

yi" - af’ < 8/4"2 para i < Ny(n-1)

(n) _ Ap—j
Yi T A 90

< 8/4"1 para Ny(n-1)j-1 < i < Nyn1)1
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Dowling, Lennard y Turett |

Characterization of weakly compact sets in ¢y

De aqui se muestra a base de muchos célculos que si wy = v — Vk_1 Y
(€n) es cierta sucesién dependiente de 8, para (tx) € coo

max - s [ta] < || tiew|| < m,?x(l +€n) [tal,
es decir que (y,) es asintéticamente isométrica a la base sumante (¢,) de

co-

Corolario: Sea K un subconjunto cca de ¢y. Entonces K es w—
compacto si y solamente si todo subconjunto cca de K tiene la FPP.
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Dowling, Lennard y Turett |

Characterization of weakly compact sets in ¢

El caso para el espacio ¢ se obtiene usando el siguiente teorema:
Teorema: Sea (X, ||-||) un espacio de Banach real, T € X*, K C X
cerrado, convexo, acotado, no vacio. Entonces K es w—compacto, si y
solamente si para toda a € R, T~1 (a) N K es w—compacto.

Corolario: Sea K un subconjunto cca de c. Entonces K es w— compacto
si y solamente si todo subconjunto cca de K tiene la FPP.

Esbozo de la demostracién. Un lado se sigue de Borwein y Sims.
Consideremos K (cca) y no w— compacto y A € ¢* dado por

A((xn)) = limp x,. Sean a € R tal que A~1 (a) NK no es w—compacto y
U:A"1(a) — ¢ dado por (U (x)), = x, — a. Entonces U es una
isometria afin sobre cp. Consecuentemente U (A~! (a) N K) no es
w—compacto en ¢y y existe un subconjunto C cca de U (A~! (a) N K)
que no tiene la FPP. Sea V : C — C no expansiva sin punto fijo, entonces
U VU : U71C — U71C es una aplicacién no expansiva sin punto fijo en
el subconjunto cca U™1C de K.
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Dowling, Lennard y Turett Il

Weak compactness is equivalent to the fixed point property in ¢

Finalmente, en 2004, esto condujo a la solucién de la conjetura de Llorens
y Sims:

Teorema: Sea K C (¢, ||-||o) un conjunto cerrado, convexo, acotado, no
vacio. Entonces K es w— compacto si y solamente si tiene la FPP. Es

mas, si K no es w— compacto existe T : K — K contractivo que no tiene
punto fijo.

Esbozo de la demostracion: Un lado se sigue de Maurey. Sea K (cca)
no w-compacto. Por lo anterior existe (y,) C K asintSticamente
isométrica a ({,.) Sea w, = yp — yn—1. Entonces y, = wy + ... + w,,. Sea

(o]
Ko = thwp,: 1=t >t >..0
n=1
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Dowling, Lennard y Turett Il

Weak compactness is equivalent to the fixed point property in ¢

Para u = (u,) € K sea u*=(u};) donde (u) es un rearreglo decreciente
de (Jui|, |uz],...) ysiu € cé y k €N, sea uy = u; AN 1.
Definimos S : K — Ky C K como:

wy + thwo +U2W3) +

S(u) =

[ T

(Wi +wp +Tiws +...) +
(Wl + ws + w3 + uiws + ) =+ ...

Del hecho que (w,) es asintéticamente isométrica a la base canénica de ¢

se obtiene que para u # v, u,v € Ky

15 (u) =S (V)lleo < max[tim = Vim| < [lu=vll.
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Dowling, Lennard y Turett Il

Weak compactness is equivalent to the fixed point property in ¢

El que S no tiene punto fijo, se basa en el siguiente lema, procediendo
después, como es costumbre, por contradiccidn.

En el transcurso de la demostracién de que (y,) es asintéticamente
isométrica a ({,), se demuestra lo siguiente:

Lema: Sit = (t,) € coo y 0 = Y 51 tkWk, entonces 0 =} _; 0je; donde
i =Yk tkwl-k y se tiene que

max loi| > |ta] —
)

— ||t .
NM(n71)<i§NM(,, 4n72 H Hoo
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Dowling, Lennard y Turett Il

Weak compactness is equivalent to the fixed point property in ¢

Observacion:

iLa prueba del teorema anterior no vale para c!
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Gallagher, Lennard y Popescu

Weak compactness is not equivalent to FPP in c

iDe hecho el teorema anterior es falso para c!, es decir existe K C ¢
cerrado, convexo, acotado, no w— compacto que tiene la FPP.

Para probarlo los autores se basaron en la hiperconvexidad de los
“intervalos” en Iy, €l teorema de Soardi de 1979 y en un resultado de
Aronzajn y Panitchpakdi de 1956.

Definicion: Un espacio métrico (M, p) es hiperconvexo si para toda
familia (B (xx, fa)),e 4 de bolas cerradas tal que para toda «, B € A,
[y (xa,xﬁ) < ry + rg, se tiene que () B (Xa, o) # @

x€A

Teorema (Soardi): Todo espacio (M, p) hiperconvexo y acotado tiene la
FPP para aplicaciones no expansivas.

Teorema (Aronzajn y Panitchpakdi): Si (M, p) es hiperconvexo, H C M
y existe una retraccién no expansiva R : M — H sobre H, entonces H es
hiperconvexo.

Helga Fetter () Conjuntos w—compactos en c y en ¢y Diciembre de 2016 14 /20



Gallagher, Lennard y Popescu

Weak compactness is not equivalent to FPP in c

Teorema: Existe un conjunto W no w—compacto en (c, ||-||,,) que es
cerrado, acotado y convexo tal que para toda aplicacién T : W — W no
expansiva, T tiene un punto fijo.

Demostracion: Sea W ={y = (y,) €Ec:1>y1 > y» > ... >0} C c.
Claramente W es convexo, acotado y cerrado. Si suponemos que es
w-compacto, consideremos para n € N 0, = (1, 1,.., %,0,0, ) eWy
la funcional A : ¢ — R dada por A (y) = lim, y, que evidentemente es
continua. Si suponemos que (Unj)j es una subsucesién w-convergente a
algiin elemento ¢ € ¢, entonces 0 = A (O'nj) —i A (&) =0, pero como
(cT,,J.)j converge coordenada a coordenada tendriamos que
¢=1(1,1,1,1,...) y que A (&) = 1 que es una contradiccién.
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Gallagher, Lennard y Popescu

Weak compactness is not equivalent to FPP in c

Sea L ={(yn) € Io:0 <y, <1 paranecIN} el intervalo de orden
[0,1] € Ix donde 0 = (0,0,...),, 1 =(1,1,...) que se sabe que es
hiperconvexo. Sea S : L — W dado por

SW) =0 yiAys o i AV AYIA LAY, )

para cada y € L. Como para cada aj, az, b1, bo € R se tiene que
lai Aax — b1 A bp| < |a1 — b1| V |a2 — ba|, resulta que si x, y € L,

19 = Syl < lIx =yl

y ademds, si w € W, Sw = w. Asi S es una retraccién no espansiva de L
sobre W y consecuentemente W es hiperconvexo, acotado y tiene la FPP.
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Gallagher, Lennard y Popescu

Weak compactness is not equivalent to FPP in c

Usando variaciones sobre el mismo tema, los autores encuentran mas
familias de conjuntos cerrados, acotados convexos no w— compactos con
la FPP. Aln mds, obtienen el siguiente resultado.

Teorema: Existe una sucesién decreciente (W, ) de conjuntos convexos,
acotados, cerrados no w— compactos en (c, ||-||,,) tal que para cada
k € IN, Whi_q tiene la FPP pero Ws no la tiene.
ién: 1 1
Demostracién: Sea ay = 5 + 157 Y

Wok—1={y:ak>y1 >y > ... >0}, Wor ={y € Wor—1: A(y) < py1]

Es claro que W5, _1 tiene la FPP pues estos conjuntos son analogos a W.
Sea T : Wy — Why dado por Ty = (ak, y1,¥2,...). T es no expansivo,
perosi Ty =y, entonces y = (ak, &k, ...) y A (¥) = &k > k41 y entonces
y & Wo.
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Gallagher, Lennard y Popescu

Weak compactness is not equivalent to FPP in (co, ||-]|™)

Definicién: Sea x = (x,), € co. Definimos ||x||™ = sup; |x1 + x;{ .
Entonces ||-||” es una norma equivalente a la norma ||-||,, en o y la
aplicacién U : (¢, ||||l) — (co. ||]|”) dada por

Uly)=Ay) n—AWy).y2—Ay), )

donde y = (yn) € c y A(y) = lim, yn, es una isometria lineal
suprayectiva. Obtenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema: Si W C c es el conjunto convexo, cerrado, acotado, no w—
compacto con la FPP construido para ¢, entonces U (W) C (co, ||||7) es
un conjunto convexo, cerrado, acotado, no w—compacto con la FPP.
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