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Mathematics that can be seen and also handled

RESUMEN

Este trabajo estudia como diferentes herramientas y representaciones pueden
contribuir a la mejora de la resolucion de problemas de geometria tridimensional,
con especial atencion al papel de las habilidades de visualizacion y la atencién
a la diversidad. Se presentan recursos manipulativos fisicos, entornos digitales
interactivos y representaciones simbolicas organizadas en funcidn de su utilidad
didactica, asi como una colecciéon de problemas basados en la triple forma, una
figura con proyecciones ortogonales de triangulo, cuadrado y circulo. Los
problemas se clasifican en torno a categorias como exploracién, analisis de
propiedades, comparacion y clasificacion, promoviendo el uso de multiples
representaciones y estrategias. Se concluye que la integracion de estas
herramientas amplia las posibilidades de acceso al conocimiento geomeétrico y
favorece una ensefianza mas inclusiva y equitativa.

Palabras clave: visualizacion, resolucion de problemas, geometria 3D,
representaciones multiples, accesibilidad

ABSTRACT

This work explores how different tools and representations can enhance the
resolution of three-dimensional geometry problems, with a particular focus on
spatial visualization skills and attention to diversity. It presents physical
manipulatives, interactive digital environments, and symbolic representations
organized according to their didactic value, along with a collection of problems
inspired by the “triple form,” a figure with orthogonal projections of a triangle,
square, and circle. The problems are grouped into categories such as exploration,
property analysis, comparison, and classification, encouraging the use of multiple
representations and strategies. The study concludes that integrating these tools
broadens access to geometric understanding and fosters a more inclusive and
equitable approach to mathematics education.

Keywords: visualization, problem solving, 3D geometry, multiple
representations, accessibility
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INTRODUCCION

La resolucion de problemas constituye una de las competencias fundamentales
en el aprendizaje de las matematicas, especialmente en el area de la geometria
[1]. En este contexto, los procesos de visualizacién espacial permiten interpretar,
manipular y transformar representaciones de objetos geométricos [2]. Sin
embargo, las dificultades del alumnado para abordar problemas de geometria
tridimensional suelen estar vinculadas, en gran parte, a las limitaciones
inherentes a los formatos bidimensionales tradicionalmente empleados en los
materiales educativos. Estas limitaciones pueden obstaculizar la comprension
profunda de las propiedades espaciales y dificultar el desarrollo de estrategias
eficaces de resolucion [3].

Desde la perspectiva del Diseiio Universal para el Aprendizaje (DUA) [4], se
plantea la necesidad de ofrecer multiples formas de representacion de los
objetos matematicos para garantizar la accesibilidad y la equidad en el
aprendizaje. En este sentido, integrar herramientas que favorezcan la
manipulacion directa, la interaccion dinamica o la modelizacion tridimensional de
las figuras geométricas permite atender a la diversidad del alumnado y potenciar
distintas rutas de comprension [5]. Esta pluralidad de representaciones resulta
especialmente pertinente en el caso de estudiantes con dificultades de
percepcion espacial, pero también en contextos de altas capacidades, donde se
requieren problemas abiertos ajustados a las capacidades del alumnado. El éxito
en la resolucion de problemas esta fuertemente relacionado con la capacidad de
los estudiantes para manejar diferentes tipos de representaciones y realizar
traducciones entre ellas [6].

La incorporaciéon de tecnologias emergentes, materiales manipulativos y
entornos digitales interactivos se configura, por tanto, como una via para
enriquecer la ensefianza de la geometria. Estas herramientas facilitan tanto la
interpretacion y exploracion de objetos tridimensionales como la apertura de
nuevas posibilidades para el planteamiento y la resolucion de problemas
vinculados a la exploracién tridimensional y la visualizacion espacial, conectados
con el mundo fisico y el pensamiento computacional. El objetivo de este trabajo
es presentar diferentes recursos que, desde una mirada didactica, pueden
ayudar a superar las barreras de los soportes planos y promover experiencias
significativas de visualizacion matematica en el aula.

METODOLOGIA

Herramientas para ver y también tocar

A diferencia de otros enfoques centrados en la visualizacién como objetivo, aqui
se abordan las herramientas desde su funcidon como mediadoras en el proceso
de resolucién de problemas, facilitando la transicion entre diferentes registros
semioticos. De esta forma, las herramientas propuestas se organizan en tres
categorias principales:
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1. Herramientas manipulativas fisicas

a.

Impresion 3D: Permite construir fisicamente objetos geométricos
que pueden ser, o bien, disefados por el alumnado a través de
programas de modelado 3D, o bien utilizados directamente para la
manipulacion fisica y la comprobacion empirica de propiedades
geométricas. Esta herramienta refuerza la comprension espacial al
permitir una interaccion tangible con los modelos matematicos.
Plastilina o materiales modelables: Permiten construir, deformar
y reinterpretar libremente formas tridimensionales con las manos,
favoreciendo la exploracion tactil del volumen, la simetria y las
transformaciones espaciales. Resulta especialmente util en niveles
iniciales o contextos con acceso limitado a tecnologia, y se alinea
con un enfoque sensorial de la visualizacion geométrica. Su
caracter flexible facilita representar modelos mentales en evolucion
durante la resolucion de problemas.
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Figura 1: A la izquierda, figura geométrica impresa en 3D; a la derecha,
representacién construida con plastilina. Fuente: elaboracion propia.

2. Herramientas hibridas fisico-digitales
a. Cubo holografico (Merge Cube): Combina la manipulacion fisica

de un objeto real con la proyeccidn aumentada de modelos
tridimensionales interactivos. Esta herramienta permite al
alumnado explorar objetos geométricos cuya visualizacion en
realidad aumentada se ajusta en tiempo real a los movimientos
fisicos del cubo, uniendo lo tangible con lo virtual, y facilitando asi
una comprension mas integrada de la estructura espacial.
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Figura 2: Uso del Merge Cube para la visualizacion aumentada de objetos
tridimensionales. Fuente: elaboracion propia.

3. Herramientas virtuales para el modelado y la exploracién

a. Tinkercad: Plataforma basada en la manipulacion directa de
formas geométricas elementales. Es especialmente util en etapas
iniciales por su accesibilidad e interfaz grafica intuitiva. Permite
disefiar modelos de forma libre y desarrollar conceptos como
volumen, simetria y combinacién y sustraccion de soélidos. Su uso
fue presentado en las | JID+ [7].

b. Blockscad/OpenSCAD: Blockscad utiliza bloques de
programacioén visual, mientras que OpenSCAD emplea sintaxis
textual para modelar objetos tridimensionales. Ambas
herramientas se enfocan en la construccion paramétrica,
permitiendo definir modelos mediante variables y expresiones
l6gicas. Estas plataformas favorecen el pensamiento algoritmico y
una mayor precision en los disefios, siendo mas adecuadas para
alumnado con experiencia previa. Esta herramienta se incluyé
como recurso representativo en las Il JID+[8].

c. GeoGebra 3D: Herramienta de geometria dinamica que permite la
representacion algebraica y grafica simultanea de objetos
tridimensionales. A diferencia de las anteriores, se centra en la
visualizacion de funciones y relaciones matematicas a través de
superficies, intersecciones y construcciones dinamicas basadas en
ecuaciones.
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Figura 3: Herramientas digitales para el modelado y la visualizacién
tridimensional. De izquierda a derecha y de arriba abajo: Tinkercad, Blockscad,
OpenSCAD y GeoGebra 3D. Fuente: elaboracion propia.
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4. Herramientas virtuales para la visualizacién inmersiva

a. Assemblir EDU: Aplicaciéon de realidad aumentada que permite
visualizar objetos modelados en el espacio fisico a través de
dispositivos moviles con camara, favoreciendo una exploracion
contextualizada y accesible de las figuras tridimensionales.

b. CoSpaces EDU: Entorno de realidad virtual que permite al
alumnado crear y programar mundos tridimensionales interactivos,
incorporando modelos geométricos, animaciones y secuencias
l6gicas mediante cddigo visual o JavaScript. Facilita una inmersion
total en escenarios disefados con fines didacticos. Esta
herramienta, junto con la anterior, fue analizada en la Ill JID+ [9].
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Figura 4: Herramientas de visualizacion inmersiva. A la izquierda, Assemblir EDU
y a la derecha, CoSpaces EDU. Fuente: elaboracién propia.

5. Representaciones estaticas o simbdlicas

a. Dibujos planos: Representaciones ortogonales o en perspectiva
que permiten deducir o inferir propiedades geométricas. Este tipo
de representaciones es el mas habitual en libros de texto, y sirve
como base para interpretar las formas tridimensionales desde
vistas bidimensionales estandar, facilitando la transicion entre lo
visual y lo simbdlico.

b. Ecuaciones algebraicas: Definen con precision superficies y
relaciones espaciales, facilitando un analisis mas formal y riguroso
de las propiedades matematicas implicadas. Esta representacion
resulta especialmente util para establecer conexiones entre la
geometria y el A&lgebra, y para formalizar modelos que
posteriormente pueden aplicarse en contextos de disefio o
fabricacion digital. Su relacion con la impresion 3D fue analiza en
las IV JID+ [10]

c. Diagramas y esquemas: Utiles en fases iniciales del problema
para organizar informacion, identificar patrones de simetria,
representar conexiones entre elementos geométricos o estructurar
posibles vias de resolucion a partir de esquemas visuales.
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Una coleccion de problemas accesible
En este apartado se propone una coleccion de problemas matematicos
inspirados en la figura tridimensional que posee proyecciones ortogonales con
forma de triangulo, cuadrado y circulo. Este problema fue popularizado por
Yakov |. Perelman en su libro “Problemas y experimentos recreativos” [11],
publicado por primera vez en 1913. A partir de esta situacion geométrica, se
plantea una nueva perspectiva centrada en el disefio y la exploracién de
variaciones problematicas que exijan distintas formas de razonamiento, vinculen
representaciones multiples y fomenten procesos de resolucion mas alla de la
mera identificacion de propiedades. La propuesta se articula en torno a varias
categorias de problemas:
1. Exploracioén inicial de representaciones
o ¢ Qué otras figuras podrian pasar por dos de los tres agujeros?
e ¢S0n Unicas?
2. Problemas de prediccion de secciones planas
« Sise realiza un corte con un plano oblicuo a la figura, ¢ qué tipo de seccion
apareceria?
« ¢Como varian las secciones si se modifica el angulo o la orientacion del
plano de corte?
3. Problemas de comparacion y clasificacion
o Compara la figura con otras que puedan pasar por solo dos orificios. ¢ Qué
propiedades hacen posible o impiden que una figura pase por tres?
o Clasifica un conjunto de figuras propuestas en funcion de sus
proyecciones. ¢ A qué familias geométricas podrian pertenecer?
4. Problemas de analisis de propiedades geométricas
e ¢Qué simetrias presenta la figura y como se manifiestan en las
proyecciones?
e ¢Qué orientacion debe adoptar la figura para pasar por los tres orificios?
5. Problemas de construccién geométrica inversa
o ¢Es posible construir otra figura diferente con las mismas proyecciones
ortogonales? ¢ Qué condiciones debe cumplir?
« Disefia una figura cuyas proyecciones sean un pentagono, un 6valo y un
trapecio. ¢ Qué dificultades aparecen?
Estos problemas pueden implementarse en distintas fases de la secuencia
didactica o como actividades diferenciadas para evaluar competencias
especificas vinculadas a la visualizacion, la argumentacion, la comunicacion
matematica o el uso de herramientas tecnoldgicas.
Ademas, se recomienda invitar al alumnado a formular nuevos problemas a partir
de una variacion de la condicidn inicial (por ejemplo, cambiar las formas de las
proyecciones, trabajar en otras orientaciones espaciales o considerar el uso de
secciones planas no ortogonales), promoviendo asi el pensamiento matematico
creativo y el desarrollo progresivo de estrategias de resolucion de problemas.

CONCLUSIONES

Las herramientas analizadas —manipulativas fisicas, hibridas y virtuales, junto
con las representaciones simbolicas— ofrecen diferentes posibilidades para
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abordar la geometria tridimensional desde perspectivas complementarias. Su
uso combinado favorece el transito entre representaciones, permitiendo adaptar
el enfoque a distintas formas de razonamiento y mejorar la resolucion de
problemas. Las manipulativas fisicas facilitan la interaccion directa con los
objetos; las hibridas integran lo tangible con lo digital ampliando las posibilidades
de exploracion; las virtuales permiten el modelado, la modificacion y la inmersion
en entornos tridimensionales; y las simbdlicas ayudan a formalizar propiedades
y conectar con otros dominios matematicos.

Desde una perspectiva inclusiva, la diversificacion de representaciones y
herramientas no solo enriquece la comprension matematica, sino que también
amplia el acceso a la resolucion de problemas. Ofrecer problemas con multiples
formas de entrada —ya sea a través de la manipulacion, la exploracion digital o
el analisis simbdlico— permite que mas estudiantes encuentren vias accesibles
para enfrentarse al reto propuesto. Esta estrategia no consiste en simplificar los
contenidos, sino en garantizar que todos los alumnos puedan iniciar el proceso
de resolucién desde sus propias fortalezas, contribuyendo asi a una educacion
matematica mas equitativa y significativa.
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