Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones lineales

3.1. Problemas del dalgebra lineal

Un problema lineal es un problema planteado de la forma

apnxy+appxy+---+apmx,
a1xy +axpxy + - -+ axx,

Am1X1 + amaX2 + -+ - + QunXy

d;
dr
dp,

donde tenemos m ecuaciones y n incégnitasUn problema de este estilo se puede escribir de forma

compacta como

Ax=d
donde
ail a2 ain
A— a.21 a'22 axn X —
aml  Am2 Amn

Los problemas lineales tienen como objetivo la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y

problemas asociados como

1. Operaciones con matrices

A+B
AB

2. Determinantes

|A|:28pa]p1a2p2...anpn P:<P17P27-'~7Pn)

37

ep paridad de la permutacion P.
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3. Inversas de matrices
Determinar A~! que cumple AA~! = A~1A=1.

4. Valores y vectores propios
Determinar los escalares A (valores propios) y vectores asociados x; (vectores propios) que
satisfacen Ax; = Ax;.

En el caso de pequefias dimensiones, estos problemas se pueden resolver a mano o con la ayu-
da de una pequefia calculadora, pero frecuentemente aparecen situaciones donde es necesario
resolver sistemas de centenares o incluso centenares de miles de ecuaciones, en problemas mal
condicionados numéricamente (definiremos mds adelante con precision el concepto de mal con-
dicionamiento). En este caso, disponer de métodos numéricos eficientes es crucial. La regla de
Cramer, que se estudia en cursos elementales, es pesada de aplicar en sistemas de mds de tres in-
cognitas, ya que el cdlculo de determinantes de matrices de orden mayor que tres es complicado.
En los cdlculos de sistemas de orden pequefio, se emplea usualmente el método de eliminacion
de Gauss, que describo a continuacion.

3.2. Meétodo de eliminacion de Gauss

El método de eliminacién de Gauss utiliza las propiedades de los sistemas lineales para elimi-
nar incognitas sucesivamente, de forma que el sistema se reduzca a la forma triangular. Sumando
la primera ecuacion multiplicada por un coeficiente adecuado a cada una de las ecuaciones si-
guientes, se elimina la primera incognita desde la segunda ecuacion hasta la ultima. Sumando la
segunda ecuacion del nuevo sistema multiplicada por el coeficiente correspondiente a las ecua-
ciones de la tercera a la ultima, se elimina la segunda incégnita de estas ecuaciones, y asi sucesi-
vamente. Veamos como se aplica en un caso practico. Consideremos el sistema de ecuaciones,

2x1+2x+3x3 = 3

dx1+Txo+7x3 = 1
—2x1 +4x+5x3 = —7

Restando a la segunda ecuacion 2 veces la primera y sumando la primera a la tercera, obtenemos

2x1+2x+4+3x3 = 3
3xp4+x3 = -5
6xr+8x3 = —4

Finalmente, restando a la tercera ecuacidn dos veces la segunda, queda:

2x1+2x+3x3 = 3
3xp4+x3 = —5
6x3 = 6
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Este sistema de ecuaciones ha sido reducido a la denominada forma triangular. En esta forma,
el sistema se resuelve facilmente por sustitucion hacia atrds:

X3 = 1
—5—x3

X2 = T:—Z
3—2x) —3x

Podemos aplicar este procedimiento a un sistema de ecuaciones arbitrario, donde en general hay
mads incdgnitas que ecuaciones:

ajxy+apxy+---+apx, = by
ayxy+apxy+-+amxy, = by
Am1X1 +appX2 + -+ ampXn = by

Cuando tenemos un sistema de este estilo, es mejor utilizar la notaciéon matricial. Escribimos

Ax=D>

donde A es una matriz y b un vector. Se define la matriz ampliada como [A : b] dada por

an ap -+ ain by

a1 axp - axy b
[A:b] = . . : .

Aml am2 - Qmn - bpy

Si procedemos a eliminar las primeras m incognitas, obtendremos en general al final del proceso
la siguiente matriz ampliada:

[y w2 e Uy Ulpp1 s ULy G C

0 wp -+ wupy Uppyr ccr Uy O

0 0 Upr  Upr4+1 - Urn Cr

0 0 0O O 0 - 0 d;

0 0 0O O 0 - 0 d>
0 0 0 0 0 - 0 dy, |

Esta matriz ampliada la podemos escribir en forma compacta utilizando la notacion de cajas, es
decir, como una matriz cuyos elementos son submatrices, de la forma
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U B c

0 0 d
donde ¢ y d son vectores columna de dimensién r y m — r, respectivamente, U es una matriz de
dimension r X r triangular superior

Uil U2 Uiy

0 ux Uy
U= .

0 0 Uy

y B es una matriz » x (n —r). Los dos O son matrices con todos los elementos nulos y de di-
mensines correspondientes con las otras matrices. Si descomponemos el vector de incdgnitas
como x = [y,z] donde y estd compuesto por las primeras r incégnitas y z por las m — r restantes,
podemos escribir el sistema de ecuaciones como:

Uy+Bz = ¢
Oy+0z =

De esta expresion obtenemos de forma inmediata una discusion del sistema de ecuaciones inicial.
Sir<myd+#0, el sistema es inconsitente, es decir, no existe ninguna solucion que lo satisfaga.
Sid =0y r < mpodemos escribir

Uy=c—Bz

Podemos elegir libremente el valor de las componentes de z y resolver y por sustitucion hacia
atrds. El sistemas es por lo tanto indeterminado. Si » = m = n el sistema es determinado y se
puede resolver por sustitucion hacia atrds. El ejemplo que hemos visto al inicio de esta seccion
es un caso de sistema determinado.

3.3. Pivotado

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

X1+3x—2x3—4x4 = 3
2x1+6x3 —Tx3—10x4 = -2

—X1—Xxp+5x3+9%4 = 14

—3x1 —5x+ +15x4 = —6
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Cuando se realiza el primer paso del método de eliminacion de Gauss, la matriz ampliada queda
como:

1 3 -2 -4 :3

00 -3 -2 :-8

02 3 5 :17

04 -6 3 :3

Con lo cual no podemos proseguir el método de eliminacidn de forma directa, ya que al anularse
el segundo elemento de la segunda fila, ya no podemos utilizar esta fila para anular la segunda
columna de las filas tercera y cuarta. La unica alternativa que queda para continuar el proceso
de eliminacién es intercambiar o dos filas o dos columnas. El primer procedimiento es mds
conveniente puesto que no nos obliga a reordenar las incdgnitas. De hecho, para reducir los
errores numéricos, aunque no se anule el elemento con el que toca eliminar, es conveniente
intercambiar las filas de forma que el elemento utilizado para eliminar sea lo mayor posible. Este
procedimiento se conoce como pivotado. Las razones quedan ilustradas en el siguiente ejemplo:

107"x+y+z =
x+2y—z =
—X+y+z

— NN

El primer paso de eliminacién da

107""x+y+z = 2
(2—10"y—(1+10")z = 2(1-10"
(14+10")y+(1+10")z = 2-10"+1

Si trabajamos con una precision numérica relativamente baja, tendremos que nuestro proce-
sador dard como resultado 10" +2 = 10". En este caso, el proceso de eliminacién completo dara
el resultado:

107""x+y+z = 2
—10"y—10"z = -2-10"
0.z =0

es decir, nos queda un sistema indeterminado, con solucién y = 2 — z, x = 0, z indeterminado. En
cambio, si reordenamos las ecuaciones de la forma

x+2y—z = 2
107""x4+y+z = 2
—x+y+z =1
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entonces llegamos a la solucion correcta x =y = z = 1 con una precisiéon de 10™". El proce-
dimiento de intercambiar ecuaciones, de forma que se realice la eliminacién de una incégnita
dada utilizando la ecuacion de mayor coeficiente en dicha incégnita, se conoce con el nombre
de pivotado. El pivotado se utiliza de forma sistemadtica en la solucion de sistemas lineales para
evitar la generacion de errores de redondeo que disminuyan la precision de la solucién numérica.
El pivotado puede ser parcial o total; cuando se itercambian sélo filas, como en el ejemplo an-
terior, se llama pivotado parcial; cuando también se intercambian columnas, alterando el orden
del vector de las incdgnitas, se denomina pivotado total. Aunque el pivotado parcial se emplea
de forma sistemadtica en la solucién de sistemas lineales, el pivotado total sélo es necesario en
raros problemas especialmente mal condicionados, un concepto que abordamos en la siguiente
seccion.

3.4. Mal condicionamiento

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales, aparentemente sin ninguna com-
plicacion:

x—y = 1
x—1,000001y = 0

La solucién es y = 1,000,000 y x = 1,000,001, como se encuentra facilmente restando la primera
ecuacion de la segunda ecuacidn, y sustituyendo el resultado para y en la segunda ecuacion.
Consideremos ahora el sistema “préoximo”:

x—y =1
x—0,999999y = 0

Se encuentra facilmente que la solucion es y = —1,000,000, x = —999,999. Vemos que una pe-
quefia variacién en los coeficientes ha producido una gran variacion en la solucién. Desde el
punto de vista geométrico, se puede interpretar este resultado como consecuencia de que estas
dos ecuaciones corresponden a dos lineas casi paralelas, y que un cambio extremadamente pe-
quefio en una de ellas produce un cmbio enorme del punto de interseccion. El casi-paralelismo
se puede interpretar como una casi dependencia lineal. Cuando dos ecuaciones son linealmente
dependientes el determinante del sistema se anula. Si calculamos el determinante de este sistema
de ecuaciones, vemos que vale A = —0,000001 el el primer caso y A = 0,000001 en el segundo.
Cuando el valor del determinante es muy pequefio, decimos que la matriz es casi-singular. La
casi-singularidad de la matriz de los coeficientes es una marca de mal condicionamiento de un
sistema de ecuaciones. La resolucion de sistemas de ecuaciones especialmente mal condiciona-
dos se puede tratar eficientemente mediante el pivotado total.
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3.5. Representacion matricial del método de eliminacién de
Gauss

El método de eliminacion de Gauss es equivalente a una transformacién lineal. De hecho, es
inmediato comprobar que la primera etapa del método la podemos escribir como

A=LA

donde A es la matriz de coeficientes (cosideramos por simplicidad matrices cuadradas),

ail daiz2 - din

azr azp -+ Ay
A= . .

anl Q2 - dan

A es la matriz de coeficientes, después de la primera etapa,

al ap - A
/ /
A = 0 ap - @,

0 a:'lZ e a:zn
donde a; = ay; — %a” y Lies la matriz triangular inferior con 1 en la diagonal (matriz trian-
gular inferior unidad)

[ 1 0 0. 0]
by 1.0 0--- 0
Ly=|51 0 1 0 0
Lo 0
lpp O -~ 0 1

a . . ‘
con l;; = —. En el caso de un sistema de ecuaciones Ax = b, tendremos ademds que b = L;b;.
a

11
Andlogamente, la segunda etapa del método de reduccion la podemos escribir como
Al =1A;

con L, la matriz triangular inferior unidad:

1 00 0 0 - 0
01 00 0 - 0
05 1 0 0 - 0

L= 01 0 -- 0
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/
dn . . . ) . )
con lp = a+2’ i=3,4...,n. El vector de términos independientes b, satisface by = Lob;. Repi-
22
tiendo el proceso n — 1 veces, tendremos al final:

A = Lilblz...L, U
b = L1L2L3...Ln,10

donde L; es una matriz triangular inferior unidad, cuyos unicos elementos no nulos estdn en la
diagonal y la parte inferior a la diagonal de la columna j:

1T 0 0 - 0 0 - 017
o1 0 - 0 0 ---0
Li=]100 1 0 O 0
00 liv1;, 1 0 0
00 -+ L; O - 0 1]
y U es una matriz triangular superior
[on g e o o ey ]
1 1 1 1
0 ay ay - a4y, @,
v=| iy
o 0 - a% no. a% 1)
0 0 .- 0 agl’,’;]) |

Una propiedad de las matrices triangulares inferiores es que el producto de dos matrices triangu-
lares inferiores es una matriz triangular inferior (lo que también es vdlido para matrices triangu-
lares inferiores unidad).

Ejercicio: Demostrar las afirmaciones anteriores.

Tenemos por lo tanto que la matriz L definida por

L=LLy...L,

es una matriz triangular inferior unidad. Por consiguiente, el método de eliminacién de Gauss es
equivalente a la descomposicion

A = LU

b = Lc

La inversa de una matriz triangular inferior (o superior) es tambi€n una matriz triangular inferior
(o superior). La caracteristica de matriz triangular unidad, también se mantiene para las matrices
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inversas. Por lo tanto, el método de eliminacion de Gauss consiste en aplicar la transformacion
L' al sistema Ax = b, obteniendo L~!Ax = L™'b, 0 sea Ux = ¢, por lo que podemos resolver
facilmente este dltimo sistema por sustitucion hacia atrds. Si hemos realizado permutaciones de
filas como consecuencia del pivotado parcial, podemos denotar P la matriz de permutaciones y

escribir
PLUx=0b

Una matriz de permutaciones que cambia la fila i por la j tiene todos los elementos de la diagonal
1, salvo los elementos P;; y P;j; que valen 0. Todos los elementos fuera de la diagonal son nulos
salvo P;; = Pj; = 1. Podemos considerar una matriz de permutacion como una matriz identidad
con las filas cambiadas de orden. Si ademds hemos realizado un pivotado total, la matriz de
permutaciones de columnas la denotamos por Q de forma que Qx serd el vector de incdgnitas al
final del proceso de eliminacion. Las matrices de permutaciones son matrices ortogonales, que
satisfacen PPT =1, por lo que P! = PT. Ademds, una matriz de una permutacién de sélo dos
elementos, P;;, satisface Pizj = I. Por lo tanto, el sistema reducido después de pivotado total serd

LUQT (0x) =P"b

con Qx el vector reordenado de incégnitas y LUQ! 1a matriz de coeficientes reducida y PTb el
vector de términos independientes después del proceso de pivotado. El método de eliminacién
de Gauss no es un método excesivamente eficiente de resolver un sistema de ecuaciones. Sin
embargo proporciona la clave para obtener métodos edicientes, que es la descomposicion LU.
Vamos a hacer una pequefia disgresion sobre la descomposicion LU antes de abordar métodos
eficientes numéricamente de resolver sistemas de ecuaciones. Una matriz triangular superior se
puede siempre descomponer en el producto una matriz triangular superior unidad y una matriz
diagonal. Andloga afrmacidn es vdlido para una matriz triangular inferior. La demostracion es
inmediata pues se ve facilmente que

U=DV
con _ ;
an ap - ap
0 ax - ay
U —
0 0 - ay
[ a;y 0O 0 |
0 axm 0
D= .
0 0 Ann
y
1 apn/an ain/ai
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Por lo tanto el método de eliminacion de Gauss nos dice que podemos descomponer una matriz
no singular como
A=LDV

con D una matriz diagonal y L y V una matrices inferior y superior unidad, respectivamente.
Podemos multiplicar L y D con lo cual tenemos que la descomposicién LU la podemos hacer
de forma que la nmatriz triangular unidad sea la inferior o la superior. Cuando descomponemos
una matriz A de la forma LU con L una matriz inferior unidad, se denomina descomposicion
de Crout. Si por el contrario U es una matriz superior unidad, de denomina descomposicion de
Doolittle. Ambas descomposiciones son equivalentes. Por otro lado, se puede demostrar que la
descomposicién LDV es unica, y por lo tanto también las descomposiciones de Crout y Doolittle.

3.6. Métodos de eliminacion compactos

La descomposicion LU se puede realizar por métodos numéricamente mas eficientes que el
método de eliminacidn de Gauss. Para ello escribimos

ajl ajp - A 1 0 --- 0 Uiy U - Ul
a1 axy -+ ay Iy 1. -0 0 wuxp - up
apl A4y -+ dApp b b - 1 0 0 “rc Upp

y procedemos a identificar elementos. Multiplicando la primera fila de L por las n columnas de
U obtenemos que la primera fila de U viene dada por

Uy = ai;
y multiplicando las n filas de L por la primera columna de U resulta
linu = ai

con lo que obtenemos la primera columna de L
aii
li =—
ari

Multiplicando la segunda fila de L por cada una de las columnas 2,3,...,n de U obtenemos:
ax = bhiuia +uxn

que proporciona upy = ayy — lp1uyp. De aqui, la multiplicacion de cada fila de L por la segunda
columna de U

lkiuai + lpuza = agp
proporciona la segunda columna de L
agy — luny
Uz

ko =
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y la multiplicacién de la segunda fila de L por cada una de las columnas de U posteriores a la

segunda da
biuig+ u = az

proporciona la segunada fila de U:

Ui = agk — biug

.Andlogamente tenemos que la tercera fila de U y la tercera columna de L se deducen de

azz = u3z + [31u13 + l3u23

que da
u33 = azz — l31u13 — l3u23

y del producto de la tercera fila de L por cada una de las filas k > 3 de U obtenemos

azk = usg + Bugg + Bouog

que proporciona
Uk = azk — 311k — [32u0k
Del producto de las filas k > 3 de L por la tercera fila de U se obtiene
1
iz = — (a3 — lkiuz1 — hiousz)
u33
Este procedimiento se prosigue n — 1 veces, obteniendo en cada etapa k

k—1

Ukk = Qkk — E Lkittix
|

k—1

uij = (akj— E luij) >k
&

Estas dos ecuaciones se pueden escribir en una séla como
k—1
uij = (akj— E liwij) j<k
=1

Los elementos de L en la etapa k se obtienen de

k—1

1
l'k:— aygi— l~-u~k j>k
J Mkk( J l; Jll>

3.1)

(3.2)

Notemos que en cada paso determinamos una fila de U y una columna de L, y que en los pasos
posteriores no se necesita de nuevo las filas y columnas de A que han servido para determinar las

correspondientes filas y columnas de las matrices Ly U.
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3.6.1. Pivotado en la descomposicion LU

En la ecuacion 3.2, la divisidn por uy; puede plantear problemas numéricos si ug; €s muy
pequefio. El pivotado consiste en permutar las filas de forma que el elemento uy sea lo mayor
posible. Para ello, en la etapa k se calculan todos los valores

k—1

Wij = akj — E Ljiuik
=

y se determina cual es el mayor de todos ellos. Si el mayor elemento sucede para la fila j >
k, entonces se intercambian las filas j y k, con lo que el nuevo elemento uy; toma el mayor
valor posible. Como las permutaciones de filas no cambian el orden de las incégnitas, no es
necesario mantener una matriz de permutacion correspondiente a cada etapa. Basta con partir del
vector de permutaciones (1,2,...,n) y en cada etapa permutar los elementos correspondientes a
la permutacién de filas producida por el pivotado. La paridad del vector de permutaciones final
nos da la paridad de la permutacion global, que es lo tnico que necesitamos a fin de calcular el
signo del determinante de A.

El método de descomposicion LU se utiliza para resolver un amplio espectro de problemas
lineales, que describimos a continuacion.

En la prdctica, para evitar consumo innecesario de memoria, los programas de descomposi-
cion LU devuelven la matriz U almacenada en la parte superior de A, y los términos distintos de
la unidad de la matriz L en la parte inferior de A. Devuelven, aparte, el vector de permutaciones
P.

Ejemplo: Descomponer en la forma LU la matriz

—_— N W O
N WO =
W O =N
S = N W

utilizando pivotado parcial en las filas.

1) Determinamos que fila produce el mayor valor de u;;. Observamos que el elemento de
mayor valor absoluto en la primera columna corresponde a la segunda fila. Intercambiamos por
lo tanto la primera y la segunda fila. Tenemos como vector de permutacién P = (2,1,3,4) y

3012 1 0 O uilr U1 U1z U4
01 2 3 . 121 1 0 O 0 uzp U3 U4
2301 |y I 1 0 0 O wu3z3 usz
1 230 l41 lp I3 1 0O 0 O wu
con lo que tenemos uy; =3, u12 =0, u13 =1, uj4 =2.lp; = % =0, = % = % S = % =

1
—. El resultado final del primer paso, en el que hemos determinado la primera columna de Ly la



3.6. METODOS DE ELIMINACION COMPACTOS 49

primera fina de U, es

301 2 1 0 0 O 3.0 1 2
0123 (0 1 00 0 uxpy uys up
230 1| |55 1 0|0 0 us us
1230 Il I 1 0 0 0 oy

con P=(2,1,3,4).

2) Vemos cual de las filas da el mayor valor de uy;. Construimos las cantidades woy = ap —
1211412 = 1, W32 = a3y — 1311412 = 3, W42 = A4) — l41u12 = 2. Como el mayor de todos es w32,
intercambiamos la fila 2 por la fila 3 con lo que el vector de permutacién queda P = (2,3,1,4)

1 2
y upp = wszp = 3. De aqui I3 = W2 :§ y lyp = e :§ (Notemos que uy; se refiere al valor
u2? U
después del intercambio mientras que wy, es antes del intercambio. Tenemos ademds uy3 =
1
ars —bhuyz = 3 y Upa = asa —bhiuis = —3 Por lo tanto, al final del segundo paso tenemos
301 2 1 0 0 O 30 1 2
2301 |31 00[fl03 -2 -1
0123 |01 1 0[]|00 us3z uss
1230 103 sl 00 0 uy

con P =(2,3,1,4).
3) En del tercer paso volvemos a determinar si hace falta algun intercambio de filas. Tenemos
que ver que fila da el mayor valor de u33. Construimos w33 = as3z — l31u13 — [30u23 = % , W3g =

1 4 8
azq — Iy uyz — lppurs = 3 — 3 + ) :E. Como el mayor es w34, intercambiamos las filas 3 y
4, con lo que el vector de permutacién queda como P = (2,3,4,1) . Tenemos u33 = 2,78, ly3 =
20 5 2 2 4

% = o = 7 Uzg = azq — I31u14 — lzourg = 0+ 9 3 = ey Por lo tanto al final del tercer
paso tenemos

301 2 1 0 0O 30 1 2

2301| |3100||03 -2 -1

1230 |33 10 oo % 2

0123 03 31][00 0 uy

con P =(2,3,4,1).
4) El dltimo elemento, u44, se calcula de igualar el producto de la cuarta fila de L por la cuarta
1 20 3 24

columnade U a agq: uag = agq — lg1u14 — lapuog — l43u34 = 3+ § + @ =3+ ? = 7 Por lo tanto,
el resultado final es

301 2 1 0 0O 30 1 2

2301 |3100/]|03 -3 -1

1230 |3310||00 & —§

0123 01 31 00 0 %
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con vector de permutacién P = (2,3,4, 1). Este vector corresponde a una matriz de permutacién

- o O O
SO O
S O = O
o = O O

Podemos verificar que la matriz original A cumple
A=PLU

Muchos programas de descomposicion LU, para ahorrar memoria, suelen sobreescribir la
matriz A con los elementos de L y U, a medida que se van calculando, escribiendo U en la parte
superior de A y los elementos de L inferiores a la diagonal en la parte inferior de A. Devuelven,
ademds el vector de permutaciones. Esta forma de presentar la descomposicion LU, se denomina

la descomposicion LU empaquetada. En el ejemplo anterior, estos programas devolverian la
matriz

30 1 2
2 3 2 _1
LU=|1 32 2 _3
33949
1 5 2
03 7 7

junto con el vector P = (3,3,4,1).

3.7. Solucion de problemas lineales mediante la descomposi-
cion LU
3.7.1. Resolucion de sistemas lineales

En muchas circunstancias hay que resolver varios sistemas de ecuaciones lineales que sélo se
diferencian en los términos independientes. Vamos a plantear la solucion de ecuaciones lineales
en este caso. Si tenemos un conjunto de # sistemas de ecuaciones lineales que sélo se, diferencian
en los vectores de términos intependientes, podemos escribirlo en notacion compacta como

Ax=B8B

dode B es una matriz cuyas columnas son los vectores b1, b, ..., b, de términos independientges
Si descomponemos A = PLU, donde P es la matriz de permutaciones, tenemos

LUx=P"B
Resolvemos en primer lugar el sistema

Ly=P'B
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por sustitucion hacia adelante. Finalmente, la resolucidon por sustitucidn hacia atrds de
Ux=y

nos proporciona la matriz X de soluciones del sistema inicial de ecuaciones. Sus columnas serdn
las soluciones correspondientes a los términos independientes dados por las correspondidentes
columnas de la matriz B. En la prdctica, la matriz P se tiene en cuenta mediante un vector de
permutaciones, como en el apartado anterior.

3.7.2. Determinantes

Como el determinante de una matriz A viene dado por

Al = ZSPaIPl axp, -+ anp,

donde ¢p es la paridad de la permutacién (P, Ps,...,P,) es obvio que el determinante de una
matriz triangular es el producto de los términos de la diagonal, pues las otras permutaciones
implican un elemento nulo. Tenemos por lo tanto que si

A=PLU
por las propiedades de los determinantes
Al = [P[IL||U|

Tenemos que |L| =1, |U| =wujiuz...us y |P| = (—1)? donde p es la paridad de la permutacidn,
1 0 0. Tenemos por lo tanto,
|A‘ = (—l)punuzz...unn

3.7.3. Inversas de matrices

El problema de encontrar la inversa de una matriz consiste en encontrar una matriz A~ de
forma que
AT =1

Esto es equivalente a resolver n sistemas de ecuaciones diferentes donde los vectores de incog-
nitas son las columnas de A~! y los vectores de términos independientes son las columnas de la
matriz identidad. Si descomponemos A de la forma LU, tenemos que este problema consiste en
resolver

LUA ' =PT]

que es una notacién compacta para los n sistemas de ecuaciones

LUCk = €r
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dobe ¢y es la columna k de A~!, y ¢; es un vector columna con todos los elementos nulos salvo
un 1 en la columna k. Resolvemos

Lyx = ek
por sustitucion hacia adelante y
Uck = yk
por sustitucion hacia atrds.
Un método alternativo es invertir
A=PLU

con lo que obtenemos
Al—y-i-1pT

Si calculamos L' y U~! podemos calcular A~! directamente mediante producto de matrices.
Aunque este procedimiento parezca en principio mds complicado, no lo es en realidad, ya que la
inversa de una matriz triangular es una matriz triangular del mismo tipo. Asf, L~! es una matriz
triangular inferior unidad y U ! una matriz triangular superior. El cdlculo de estas dos inversas
requiere, por lo tanto, un reducido nimero de operaciones, incluso inferior que en el primer
método.

3.8. Matrices simétricas definidas positivas

Un caso particularmente frecuente en diversas ramas de la ciencia es el de matrices simétricas.
Una matriz es simétrica si a;; = ag;. En un gran nimero de circunstancias aparecen matrices que,
ademds de simétricas, son definidas positivas. Esto quiere decir que todos los elementos uy; en la
descomposicion LU cumplen u; > 0. En este caso, tenemos que utilizando la descomposicion
LDV

A=LDV

se debe cumplir
AT =vTpLt
Como la descomposicién LDV es tnica y A = AT, deducimos L =V7 y V = LT y por lo tanto

podemos escribir
A=LDL"

Ademads, podemos escribir para la matriz diagonal D
D=EE

donde E es una matriz diagonal, cuyos elementos son las raices de los elementos de D. Como
una matriz diagonal es simétrica, podemos escribir

A=LEETL" = MM"
donde M = LE, es una matriz triangular inferior. La descomposicidén de una matriz simétrica y

definida positiva en la forma MM se conoce como método de Cholesky. Este es el método de
descomposicidn mds eficiente en caso de matrices simétricas y definidas positiva.
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3.8.1. Meétodo de Cholesky

Dada una matriz A simétrica y definida positiva, escribimos

ailr aiz -+ A myp 0 - 0 myy mpp -+ M,
app axp -+ axy mypy my - 0 0 myp - myy,
alp A2p - App mip My, -+ Mpyy 0 0 o Mgy

Para obtener los elementos de la matriz M procedemos multiplicando la primera fila de M y las
n columnas de M7
am = m%l

Al = mpimyg

de donde
mip = +/ai
_ay
my = —
mi

Multiplicando la segunda fila de M y las n — 1 tltimas columnas de M’ obtenemos
ar = m%z + m%z

de donde obtenemos

_ 2
map = 1/ a2 — Ny,

Multimicando la sefunda fila de M por la fila kde M7 obtenemos

axx = mamyx +momyr kK >2

de donde
Qpp — mpamig
my=—-—-—_ k>2
myo

Procedemos andlogamente hasta la etapa n, obteniendo en la etapa i

i1
211/2
mp; = (aii— E mik) /
=1
1 i—1
mij = _(aij_zmikmjk) J>i
Mii =

El método de Cholesky es un método robusto que no necesita pivotado. El determinante d A
viene dado por
A] = (mi1m ... M)

por lo que es siempre positivo.
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Ejemplo: Descomponer mediante el metodo de Cholesky, la matriz

4 2 =2
A= 2 2 =3
-2 -3 14
Obtenemos m%l =4 de donde m| = 2. De my1m; = a; obtenemos mj» =1 ym;3=—1.Enla
segunda etapa tenemos myy = {/ax — m%z = 1de donde obtenemos
ayz —mippmyz  —3+1
ma» 1

y finalmente m§3 =az; — m%3 — m%3 =14 —1—4 =9 con lo que m33 = 3. La matriz M queda

por lo tanto
2 0
1



