Capitulo 4

Diagonalizacion de matrices

El problema de diagonalizacion de matrices consiste en, dada una matriz cuadrada A, de
dimension n X n, encontrar una aplicacion lineal S que reduzca A a la forma diagonal mediante
la transformacién similar S~'AS, es decir

ST1AS = A

donde A es una matriz diagonal. El algebra elemental da la siguiente prescripcion para encontrar
dicha transformacion lineal:
1. Resolver la ecuacidn caracteristica dada por la anulacion del determinante de A — Al:

A—M| =0

donde [ es la matriz identidad y A una variable. Si la matriz A es diagonalizable, dicha ecuacion
caracteristica toma la forma
cotcih+--+c,N'=0

y tiene n soluciones, no necesariamente distintas.

2. Construir la matriz de la aplicacion lineal S tomando como columnas los vectores propios
vy correspondientes a los valores propios A, normalizados a la unidad, obtenidos como solucion
de los n sistemas de ecuaciones (indeterminadas)

Avk = 7\.ka

o lo que es lo mismo
(A - )\kl)vk =0

En el caso de raices multiples, se toma una base ortogonal del subespacio propio definido por el
valor propio muiltiple, que se obtiene mediante el método de ortogonalizacidon de Schmidt. Si un
valor propio A; tiene multiplicidad 7}, el subspacio propio correspondiente tiene dimension 7.
3. La matriz diagonal A tiene como elementos de la diagonal los valores propios A;. Cada
valor propio aparece repetido un nimero de veces igual a su multiplicidad.
Los algoritmos numéricos basados en esta receta no son eficientes. De hecho, el primer paso,
consistente en calcular las raices de la ecuacion caracteristica (por cualquiera de los métodos
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56 CAPITULO 4. DIAGONALIZACION DE MATRICES

estudiados en el capitulo 2 o similares), es mucho mds lento que los métodos mads eficientes de
diagonalizaciéon numérica, hasta el punto de que uno de los métodos mds eficientes de encontrar
raices de polinomios es buscar una matriz cuya ecuacidn caracteristica sea el polinomio cuyas
raices se desea calcular, y diagonalizar dicha matriz por métodos numéricos de diagonalizacion
eficientes.

Los métodos de diagonalizacién de una matriz arbitraria son relativamente complejos. Uno
de los casos mas frecuentes es el de matrices simétricas. En este caso, existen métodos mucho
mds sencillos que el método general. El método mds eficiente es reducir la matriz a la forma
tridiagonal mediante el método de Hoserholder y reducir esta matriz a la forma diagonal mediante
el método QR. Este es el método que se utiliza en la libreria TNT empleada en las précticas.
Vamos a ver a continuacion el método de Jacobi. Aunque este método no es interesante como
algoritmo numérico para grandes matrices, es particularmente intuitivo y pedagdgico, y utiliza el
conceptos de eliminacidn sucesiva de elementos que utilizan también los métodos mds eficientes.
Para matrices pequefias y medias, realiza la diagonalizacion en unas pocas iteraciones y es un
método robusto.

4.1. Método de Jacobi

Este es un método de diagonalizacion de matrices simétricas especialmente disefiado para
realizar los cdlculos manualmente o con calculadora, aunque cuando se programa en un orde-
nador es un método robusto y relativamente eficiente. La idea del método de Jacobi es realizar
rotaciones, de forma que se anule el elemento mds grande fuera de la diagonal. Una rotacion
es una transformacidn similar mediante una matriz ortogonal. Como la inversa y la transpues-
ta de una matriz ortogonal coinciden, cada paso del método de Jacobi consiste en realizar la
transformacion

A, =0rA, 0,

donde O,, es la matriz de rotacién del paso n—ésimo y A, es el resultado de las n — 1 rotaciones
precedentes. Para fijar ideas, antes de estudiar el caso general vamos a ver el efecto de una
rotacion en los ejes x e y sobre una matriz de tres dimensiones. Podemos escribir la matriz de
rotacién como

cos® sin6 O
O=| —sinB cosH O
0 0 1
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y el resultado de la rotacién es

cos® —sin® 0 an anp anp cos® sin® 0 ]
OTAO=| sin® cos® 0 ap ayp  axs —sin® cos® O | =
0 0 1 ajz ayz  dass 0 0 1 1
cos® —sin® 0 a11cos0—ajpsin®  ajpcos®—+ap;sin® a3 |
sin@ cos6 O ajpcos0 —axsin®  ax cos® —+asin® ayz; | =
0 0 1 aps azs asz |

ay1cos? 0+ ay sin®0 — 2a;, sinBcos O alz(cosze—sinze)—i—(au —ap)sinBcos®  aj3cosB—ayzsind
alg(cos26 — sin? 0) + (a11 — azz) sinBcos O a2 c08%0 +ay; sin?0 + 2a;, sinO cos O a3 cos0+ajzsin@
a13cos0 — ar3sinB az3cosB+aj3sind as;

Si deseamos que se anule el elemento a, debemos de elegir el dngulo de rotacion 8 que cumple

alz(cos2 0 — sin? 0) + (a11 —az)sinBcos® =0

que da
sin600§92 __an 4.2)
(cos?20 —sin“0)  ax —an
Podemos expresar esta igualdad en funcién del dngulo doble como
o = cot20 = dn—an (4.3)

2a17

Vemos que no es necesario invocar funciones trigonédmetricas para calcular cot20. A fin de eco-
nomizar tiempo de cdlculo también es conveniente calcular sin@ y cos sin invocar funciones
trigonométricas. Denominando a al valor de cot20 dado por la ecuacion 4.3, y teniendo en cuen-
ta que
(cos?0 —sin’0) 1 —tan?0
cot20 = - =
2sinBcosO 2tan0

podemos escribir la siguiente ecuacion de segundo orden para tan 0

tan’0 4 2atan®—1 =0
cuyas soluciones son
tanf = —atvVaZ+1

La experiencia indica que el método converge mads rdpido si siempre se coge la rotacidon de
menos de 45°, que corresponde a la raiz mds pequefia. Dicha raiz mds pequefia se puede escribir
en funcion del signo de o como

tan® = —a + sig(a) vV o2 + 1 (4.4)

Los valores de sin0 y cos0 los podemos determinar a partir de tan mediante férmulas que no
precisan el uso de funciones trigonométricas.
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Pasemos ahora a considerar el método de Jacobi en el caso general. En cada etapa buscamos el
elemento mayor en valor absoluto fuera de la diagonal, que tomamos como a,,. Realizamos una
rotacién que anule dicho elemento. La matriz de rotacion correspondiente tendrd 1 en la diagonal
y 0 fuera de la diagonal salvo en los elementos O, Oy, O0pg y Oyp- La podemos escribir como

como
1 ... o ... O --- 01 1 ... 0 0
0 Opp Opq 0 0 cos6 sin6
0= : : = : :
|0 0 0 1] |o 0 0

donde, definiendo

_ 99— 9pp

o
2a »q

la anulacién de a;, nos proporciona las siguientes relaciones para sin, cos0 y tan 0

q

tan® = —a+sig(a)vVar+1
1
cos = ———
Vtan0? + 1
sin@ = tanOcosO

0

(4.5)

(4.6)

“.7)

Mediante esta rotacion, denominando s = sinf, ¢ = cos0 y t = tan0, y teniendo en cuenta la

ecuacion 4.1, los elementos de la matriz A se transforman como

a;,p = c%a pp+ szaqq —2scapg

a’qq = cagg+ szap p+2scap,

apy = (¢? — %) apg + sc(apy — agq)
a’,p = Carp—Sargy

a’rq = Carg+Sarp

(4.8)

donde r indica todos los indices distintos de p y g. Todos los demds elementos quedan inalterados.
Estas relaciones se pueden escribir de forma ain mds compacta, teniendo en cuenta la anulacién

de a;,q, como:
o
App = dpp—lapg
o
Qgg = GgqT1dpg
/
arp arp — S(arg +arp)

rq Arg+ s(arp —Tayy)

4.9)



4.1. METODO DE JACOBI 59

donde

T=tan—- = (4.10)

2 1+4c
Esta es la relacion que debe de utilizarse en la programacion del algoritmo para actualizar A en
cada iteracion, ya que por un lado ahorra algunas operaciones y por otro expresa el elemento
actualizado como el elemento inicial mas un valor de actualizacidn, evitando cancelaciones de
términos similares (underflows).
La demostracion de estas tltimas relaciones es como sigue: de las relaciones trigonométricas
del dngulo doble y de la anulacion de a;,q obtenemos

0 0 0 0
t B 25in2§ _ZSin2§+cos2§—cos2§_l_c_ 1_ 2 s
an2_zsin9cos9_ 2sin 2 cos 2 s s(l+e) 1+c
2 2 2 2
c?—s?
dpp —dqq = Apq

sc
con lo que las ecuaciones 4.8 de actualizacion de A quedan como:

1—c
/
Ay = Carp—Sarg = arp+ (c—1)arp — Sarg = arp — s(arg + Tarp) = ayp — 5(arg +T0rp)
/ c—1
Arg = Clrg+Sarp = apg+ (c—1)ayg +sarp, = ay +S(Tarq +arp) = arg +5(arp —Tar)
! _ 2 2 _ 2 _
ap, = app+(c"—1)app+s°agq—2scapg = app — s~ (app — dgq) — 25cap, =
2C2 —Sz
= app+s Tapq—Zscapq = app —tap,
2 2 2C2 —s°
/ . _ _
Qg = gq+5 app+(c”—1)ag+2scap; = agq+s ot 25Capg = Ggq +tapg

Sia,, = agq, entonces o es nulo. En este caso se toma 6 = 45° y r = 1. Si el método converge
en m iteraciones, los vectores propios serdn las columnas la matriz V obtenida como producto de
las m transformaciones realizadas:

V=010;---0Oy

La matriz V se puede actualizar en cada iteracion mediante V' = VO que da las relaciones:

Vig = VI #D:SF(q

Vor CVpr +8Vgr 4.11)
v;, = —SVprtCvyr

que se obtienen de la forma de O dada por la ecuacidon 4.5.

Notemos que en cada iteracién anulamos un elemento a,,, pero que este elemento vuelve a
reaparecer, aunque con menos intensidad, en la siguiente rotacion. En este sentido, el método
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de Jacobi es un método infinito, es decir ha,cen falta infinitas iteraciones para llegar a la matriz
diagonalizada exacta. Esto coloca al mértodo de Jacobi en desventaja, por lo menos tedrica, con
los métodos de Givens y Hauserholder, que obtienen la matriz diagonal en un nimero finito de
iteraciones. Sin embargo, el método de Jacobi es robusto, de indudable valor pedagédgico, y para
pequeiias matrices el tiempo de cdlculo es como mucho el doble del necesario por los métodos
mencionados.

El método tal y como lo acabamos de exponer es conveniente para el cdlculo manual o con
calculadora, pero en la préctica, en el caso de matrices de grandes dimensiones, la busqueda del
elemento de mayor valor absoluto fuera de la diagonal es muy costosa en tiempo de cdlculo,
tanto o mds que los cdlculos de la iteracién en si,! por lo que es mds conveniente anular los
elementos fuera de la diagonal mediante ciclos sistemdticos o barridos. El método de Jacobi con-
verge, en el sentido que dado un ¢ arbitrariamente pequefio, después de un nimero de rotaciones
suficientemente elevado se cumple

A:Eafsq (4.12)

r<s

De hecho, de las ecuaciones 4.8 se obtiene facilmente que para r # p,q se cumple a',%] + aﬁ, =
a%q +a%p, con lo que la unica disminucion de A es debida a la anulacién de a,y, por lo que el
efecto de una rotacidn sobre A es

N=A-a, (4.13)

Como podemos anular el ap, que deseemos, es obvio que el método es convergente. Cuando
se programa el algoritmo, se fija la tolerancia € que es el valor de A para el que se paran las
iteraciones. Cuando se aplica el método de Jacobi por ciclos, después de algunos ciclos hay
elementos que se hacen muy pequefios. Es conveniente definir un umbral 9, de forma que si un
elemento cumple af,q < 0 entonces se salta la rotacion para dicho elemento. Se puede fijar 0

como por ejemplo la mitad del valor promedio de a%,q cuando se alcanza la tolerancia €:
1 2
§—-_ "
2n(n—1)  n?

Resumen: La manera mds adecuada de programar el método de diagonalizacion de Jacobi
es realizar ciclos de iteraciones, anulando por ejemplo a;; al comienzo del ciclo y a,_1, al final
del mismo. En cada iteracion se calcula o y de aqui ¢, ¢ y s mediante las ecuaciones ?? y segui-
damente T mediante la ecuacion 4.10. A continuacidn se procede a la actualizacion de A y de los

—1
'Determinar el elemento de mayor valor absoluto fuera de la diagonal implica comparar N = n(n 5 ) ele-

N(N—1)

mentos (la matriz tiene n®> elementos y n en la diagonal y ademds es simétrica), lo que implica —s =
(n+nn—1)(n—2)

comparaciones, mientras que actualizar la matriz después de una iteracion implica ac-

tualizar 2n8— 2 elementos. Sea feompar €l tiempo de CPU requerido para comparar dos elementos y fucryar €l
tiempo promedio necesario para actualizar un elemento. Si n es suficientemente grande para que se cumpla
(n+Dn(n—1)(n—2)tcompar > 16(n — 1)t4eruar, entonces la determinacién del mayor elemento cuesta mds tiem-
po que el resto de la iteracién. Cuando n es enorme, (n+ 1)n(n — Z)tc(,mpa, ~ n3tc(,mpar puede ser muchas veces
mayor que 16¢,.,41, y en este caso la realizacion de barridos es ampliamente ventajoso.
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vectores propios mediante las ecuacion es 4.9 y 4.11. Finalmente, se verifica si se ha alcanzado
la convergencia deseada calculando el valor de A dado por 4.12 (mediante la ecuacién 4.13) y
compardndolo con la tolerancia especificada €.

Ejemplo: Sea A dada por

2 -1 0
A=| -1 2 -1
0o -1 2
Realizar una iteracion del método de Jacobi. 1
Anulamos a3 lo que da oo = 0. Tomamos por lo tantor =1, 0 = g loquedas=c= % y
s 1
T= = actualizamos Ay V:
I+c 1+v2° Y
a’ll = a—tap=24+1=3
a/12 = 0
dy = apnttap=2-1=1
/ (+’C)01(1+—10)1
a;; = ap—sa a;i3) =0——(— =—=
1 1+v2
dry = an+s(a;z—tan)=—14+—(0+ - _
2 23+ s(a13 —tans) \/5( 1+\/§) Y
Vi = vz =g =V =0 vz =1
Vi, = cv“—svlzzi‘ Vv, =SV]1+cvlz:L
11 \/E’ 12 \/i
1 1
Vlzl = CV21—SV22:—E; V’22=SV21+CV22=E
Observamos que A = a%z + a%3 + a%3 ha pasado de A = 2 para la matriz inicial a
1 3+2v2
A’:—++—‘/_=1=A—a%2
2 6+4V2

después de la primera iteracion. En la segunda iteracion anulamos a3 y procedemos andloga-
mente.

4.2. Matrices hermiticas

Una matriz H es hermitica si es igual a la matriz compleja conjugada de su transpuesta
denotada por H'
H=H'

Las matrices hermiticas son las andlogas de las simétricas en el campo complejo, en el sentido
de que todos sus valores propios son reales. El método de Jacobi se puede aplicar a matrices
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hermiticas. En vez de una rotacion se realiza una transformacién unitaria que se puede expresar
convenientemente de la forma

cosBexp(ip) sinBexp(ip) O
U= —sin0 cost 0
0 0 1

que actuando sobre A da:

cosBexp(—i¢p) —sin® O a;y  ap  ap cosBexp(ip) sinBexp(2ip) O
vfav = sinBexp(—i¢p) cos® O aj, ax» a3 —sin6 cos0 0
0 0 1 aly  ay a3 0 0 1
cosBexp(—i¢p) —sin® O ayjcosBexp(ip) —ajpsin®  ajpcosO+ay;sinBexp(ip) a3
= sinBexp(—i¢p) cos® O aj,cosBexp(ip) —axpsin®  axncosO+aj,sin@exp(ip) axn | =
0 0 1 ajycos0exp(ip) —adysin®  ajysinBexp(i) +a5;co80  as;
a1 c* + axns® — 2csRelarn exp(—id)] apac?exp(—id) 7a1f2s2 exp(ip) + (a11 —am)es  ajzcexp(—id) — arss
aTzc2 exp(ih) — ajas? exp(—i¢) + (a1 —ax)cs axnc® +ay1 5% + 2csRelarn exp(—id)] axzc+apzsexp(—id)
ajzcexp(ip) — ayss aysc+ajzsexp(io) asz

donde en la ltima matriz hemos remplazado s = sinf y ¢ = cos 0.
La condicién de anulacién de a, es

a2 cos’ Bexp(—id) — al, sin® Oexp(—i¢) + (aj; — azy)sinBcosO® =0
que, separando partes real e imaginaria, queda como

(cos? @ — sin? 0)Re[a1p exp(—i9)] + (a1] — az)sinBcosd =0

(cos® 0+ sin’ 8)Im[a;; exp(—i)] =0

De la expresion

aexp(—i¢p) = (afy +ial,)(cosd — ising) = af, cos ¢+ al, sing 4 i(al, cosd — af, sing)

obtenemos que las condiciones que deben cumplir los dngulos 0 y ¢ son:

aj
tanq):ocq,:aT
12
2(ak, cos¢ +al, sin
tan20 = o = (1, c08¢ +apysing)
az —aiti

De estas expresiones se procede andlogamente al caso real al cdlculo de ¢,s, c,exp(i¢p) mediante
operaciones puramente algebrdicas y seguidamente la actualizacion de la matriz A. Tenemos

1 X OL¢
—1
2 2
Jita 1+

z=exp(—ip) = (cos¢ —isin¢) =
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1
t=—a+sigla)voa+1, c= , S=tc
e ViZ+1

apy = apy + 5% ag, — 2scRe(zap,]
dyy, = apy + 5% ag + 2scRe(zap,]
a;,q =0

Ay = CZpr—Sag TFP.q

a;r = Cagr+S2apr

que se pueden escribir de la forma mas compacta

/

a, app —tRe[za,|
Agq dgq +1Re(zapq)
ay = 2apr —S(agr+v2a,)
a;r = zagr +s(apr —Tzagr)

( 0
contT =tan—.
2

Al igual que en caso real se cumple

2

2 22 2
apr + aqr - apr + aqr

En el caso de matrices de pequefia dimension se elimina el elemento de fuera de la diagonal
de mayor mddulo. Para grandes dimensiones se realiza una eliminacidn por ciclos.

Otra posibilidad es plantear el problema de diagonalizar una matriz compleja de n dimen-
siones como el de diagonalizar una matriz real de 2n dimensiones. Podemos escribir una matriz
hermitica como

H=A+iB

donde A y B son matrices reales que cumplen

AT = A
B" = -B

El problema de encontrar los valores propios A correspondientes a los vectores propios (comple-
jos) x = u+iv lo podemos plantear como

Hx=)x
que se se puede expresar como

Au—Bv+i(Av+ Bu) = Mu+iv)
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Este problema es equivalente al siguiente problema en 2n dimensiones:
A -B u u
e

A —-B
e
es obviamente simétrica. Los valores propios de la matriz H aparecen repetidos dos veces, con
vectores propios (u,v) y (—v,u).

En general, en compiladores eficientes, la utilizacion de la clase complex permite resolver
el problema en el campo complejo mds rdpidamente que el problema asociado en el campo real,
aunque el factor de velocidad nunca llegue a 2 (lo cual sélo se consigue prescindiendo de la clase
complex y programando las operaciones de complejos en aritmética real). La diagonalizacion de

matrices hermiticas es un problema ubiquo en Mecdnica Cudntica y todas las disciplinas que la
utilizan (Fisica Nuclear, Fisica Atémica,...).

donde matriz extendida



